Méthodes des volumes finis en 3D chapitre 111

Méthode des volumes finis en 3d

I11.1 Introduction

Dans le domaine de I'¢lectromagnétisme, de la mécanique des fluides et de la thermique,
les phénomenes physiques sont souvent décrient par des équations aux dérivées partielles (EDP)
parfois non linéaires et complexe a résoudre. Sous certaines hypothéses simplificatrices, elles
peuvent se transformer en équations différentielles ordinaires. Une solution analytique peut étre
alors utilisée. Mais, pour des problémes plus réalistes (conditions aux limites et géométries
complexe), on ne peut pas résoudre analytiquement ces EDP.

On emploi alors des méthodes d'approximation numérique pour transformer ces EDP en
systémes d'équations algébriques qui peuvent €tre alors résolus par l'ordinateur. On peut citer
comme méthodes connues : la méthode des différences finies, la méthode des éléments finis, la

méthode des circuits couplés et la méthode des volumes finis.

111.2 Méthodes de discrétisation
111.2.1 Methode des differences finis (MDF)

C'est la méthode la plus ancienne, connue depuis Gauss. Le principe fondamental de cette
méthode consiste a appliquer au domaine d'étude un maillage en nceuds dont la finesse permet de
donner une bonne approximation des contours du domaine. Ensuite, en appliquant le
développement limité en série de Taylor de la fonction a déterminer dans chaque nceud du
maillage, ce qui permet d'obtenir un nombre d'équations algébriques égales au nombre des
valeurs d'inconnues des grandeurs étudiées.

La solution par une des méthodes connues permet la connaissance, en chaque maille du
domaine, la valeur de la variable étudiée.

Ce pendant, les méthodes utilisées dans la résolution des systémes d'équation issue de la
méthode des différences finies ne s'adaptent pas trés bien a la modélisation de systéme de forme
complexe et sont toujours obérées par la nécessit¢ de prendre en compte les conditions

d'interfaces. Elle est petit a petit supplantée par la méthode d'éléments finis.
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111.2.2 Méthode des éléments finis (MEF)

Cette méthodes, a été utilisée depuis longtemps en mécanique. Elle a été introduit en
¢lectromagnétisme par P.Silvester et M.V.K.chari en 1970 [29].

Elle a connue, depuis, un développement considérable dans ce domaine, grice aux
rapports successifs des équipes universitaires de Mc Gill au Canada, Rutherford en Grande-
Bretagne et Grenoble en France et par quelques grands laboratoires industriels de recherches.

Le principe fondamental de cette méthode consiste a subdiviser le domaine d'é¢tude en
région élémentaire (élément finis) et a représenter I'inconnue par une approximation qui doit étre
minimisée.

La MEF est actuellement utilisée avec succes pour les problémes en magnétostatique et en
magnétodynamique parce qu'elle est une méthode tres puissante et s'adapte mieux aux géométries
complexes. Par contre sa mise en ceuvre est assez compliquée et demande une place mémoire

assez importante.

111.2.3 Méthode des circuits couplés (MCC)

La méthode des circuits couplés permet de fournir la solution d'une EDP par une
expression intégrale du type loi de BIOT et SAVARD.

Dans ce cas, on associe a la forme intégrale de la solution, une subdivision de l'inducteur
en spires ¢lémentaires.

En appliquant les lois de KIRCHOFF a ces circuits élémentaires, on aboutit a un systéme

d'équations algébriques dont la solution conduit a la distribution des densités du courant.

111.2.4 Méthode des volumes finis (MVF)

La méthode des volumes finis est une méthode de discrétisation. Elle est utilisée, en
particulier en mécanique de fluide ou elle est apparue il y a une vingtaine d'années [23]. Depuis,
la méthode des volumes finis a connu un essor considérable non seulement pour la modélisation
en mécanique des fluide, mais aussi pour la modélisation d'autre branche de l'ingénierie
scientifique : la thermique, 1'¢lectromagnétisme [24], [26], [27], [28].

L'analyse mathématique de la méthode des volumes finis a permis de développer
récemment les principes fondamentaux qui en font une méthode de discrétisation performante.
L'idée de base de la formulation en volumes finis est facile & comprendre et permet de donner

l'interprétation physique des phénomenes. Elle consiste a subdiviser le domaine d'étude en un
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nombre de volumes finis. Le point principale P est entouré par six noeuds voisins qui sont E, W,

N, S, T, B, (Fig IIL.1)
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Fig.Ill.1 Description d’un volume élémentaire de base
E : nceud est. e : interface est.
W : nceud west. w : interface west.
N : nceud nord. n : interface nord.
S : nceud sud. ] : interface sud.
T : noeud top. t : interface top.
B : nceud bottom. B : interface bottom.
AX est le pas de discrétisation suivant la direction X.
AY est le pas de discrétisation suivant la direction Y.
AZ : est le pas de discrétisation suivant la direction Z.
Ax, est le pas de discrétisation suivant la direction X entre le noud P et E.
JAV. G est le pas de discrétisation suivant la direction X entre le noud P et W.
Ay, est le pas de discrétisation suivant la direction Y entre le noud P et N.
Ay, est le pas de discrétisation suivant la direction Y entre le noud P et S.
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Az, est le pas de discrétisation suivant la direction Z entre le noud P et T.
IAVANE est le pas de discrétisation suivant la direction Z entre le noud P et B.

La méthode des volumes finis intégre, sur chaque volume elémentaire les équations des

problémes a résoudre. Elle fournit ainsi d’une maniére naturelle des formulations discretes [23].

111.2.5 Equation algébrique a I'intérieur du domaine d’étude
Les équations algébriques a l'intérieur du domaine sont déduites par intégration des
équations de la thermique ou électromagnétique sur chaque volume fini en utilisant une fonction

de projection Bj égale a I'unité (fj = 1 dans le volume fini et nulle ailleur).

I11.3 Formulation tridimensionnelle de I’equation electromagnetique par la M.V.F
Rappelons la formulation tridimensionnelle des équations ¢léctromagnetiques en (A,V) du

systeme ( II-35) :

rot(v rotA) —grad (vpdiv A)+ jco(o + joos) (A+ grad v) =Jg
(II-1)
div [jodo + jwe)(A+gradv) =0

Le nceud principal P est entouré par les nceuds de base: W,E,N,S,T,B et les nceuds

supplémentaires : TW,TE, TS, TN,BW,BE,BS,BN,NE,NW SE et SW .(fig I11.2)

=
-

]
o

e e
SW 5 SE BS B BN
Fig. II1.2.1 Vue dans le plan (X-Y) Fig .I11.2.2 Vue dans le plan (Y-Z)
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=

o

Fig .I111.2.3 Vue dans le plan (X-Z)

On projette le systéme (III.1) sur une fonction de projection j égale a I’unité, Puis on

I’intégre dans chaque volume fini (dt = dx.dy.dz) correspondant au nceud principal on aura :

ent ent

_” _[Bj[rot(v rot) - gradvpdivA)+jof o+ jo(A+grady)| dt = I J~ J-Bj 3.t

wsb )

it (I1-2)
[] [Bdivlic{ o+ jwa(A+grady) | dr=0

ws b

Pour notre cas, la fonction de projection appropriée f3; est prise égale a I'unité, le systéme

a résoudre devient :

ent ent

[] rotvro-gradv,divA)- jala+ jas Argradyldr=[ [ [3, dr

) ) (IIL.3)
eﬂtfd"‘ba( o+ jwe)(Argrady)|dr=0

ws b
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Pour calculer I’intégrale du systeme (III-3), on procede de la fagon suivante :
* On considére que la variation du potentiel scalaire électrique réduit et le
potentiel vecteur magnétique comme linéaire entre deux noeuds consécutifs.
* On projete chaque équation du systéme sur les trois axes et on discrétise

I’équation projetée sur un volume élémentaire.

I11.3.1 Discrétisation de la partie en rotationnelle

ent ent ent ent
[[frote rot A) de- [[foradepdivg) di- [ fioto+jo e)(Argradv)d = [[[idr (11-4)
wsb wsb wsb wsb

11 12 13 14

0Ay 0Ay

0A, 0A aA 0A .
rotA= ( Z Y) X 22725+ ( Yk (II-5)
62 0x ox dy

Ay = 0Az _0Ay
dy 0z

Ay = 08X _0Az (I11-6)
0z 0x

A,Z - GAY _ an
0x dy

rot(vrotA)= v(aAZ _OAY )i +v(aAX _9AZ )j+v(aAY _9AX )k (I11-7)
0 0z 0z 0x 0x
Remplagons I’expression (I1I-6) dans (III-7), nous aboutissons au vecteur suivant :
GA 0 O0A 0 0A 6 GA
( YAY. (V X v X ( YNz
ay ay dy oz oz 6
6A 0Az. 0 OAy 4 OAy 0 OAx
rot(vrotA) = —(V— I11-8
( )= ( aZ(Vaz)a(vax)a( (III-8)
6A 0  O0A 0  O0A 6 6A
( 98xy_ 9 %z 9 0%z, 0 0"y
i Cox o dy Oy 6
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0Ax L 0Ay L Az

divA = (I11-9)
0x dy 0z
d . A, oAy, 0Az.]
i (vp 3 )+ i ( Vp—— dy ( Vp—= e
0 0A 0A 0A
rad(vpdivA) =| — X))+ — Yye — Z I-10
grad(vpdivA) ay(VPax)a(Pay (PaZ ( )
d A, oAy, oA,
| 0z (ve 0x )+ ( VP Ty oy ( 0z

La projection de ’expression (I1I-4) suivant les trois directions x, y et z donne :

Lx —Ix I =laxy ()
Ly =y —I3y =14y (b) (I-11)
Ilz _122 _132 = I4z (C)

Suivant la direction X :

f[ JOAY _(VGAX)_Q(V‘M_X)J,E(VM_Z)}& (II-12)
o 0x dy  dy Jz 0z Jz Ox

ent

oAy )" | (0Ay 0Ay
Iy = j j ( ~ js Ax.Az-{vn(a—Xjn—vs( x ). AxAz

=|v, AYne B Aan ~ Vg AYse _AYSW AxAZ
Ax, Axg

v,Ax Az V. AX Az
=———(Ayg ~Ayw FANE “ANW) T ——

aAY

(Ayg ~Ayw +Aysg ~Aysw)

4Ax 4Ax

_[ vpAXAz Vv AXAz VaAxAz  vyAXAz VhAxAZ VaAxAz

= - yE - Ayw + AyNE ~ yNW
40x 40X 4Ax, 4A 4Ax 4Ax,

N VsAXAz VsAXAz (1IL13)

anx, SV aax, YSE
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ent n
lox = HJ—( aAX —(va/;—x] Ax.Az{vn(aA—X] —vs(aA—X] ]AxAz
S n S

wsp 0 y dy dy
Avn —A Axp —A
=l v, XN XP ~ Vg XP XS AxAz
AYn AYS
AXA AXA AXA AXA
— Vn X ZAXN _ Vn X ZAXP _VS X ZAXP VS X ZAXS (IH-14)
Ay, Ayy Ay Vs

ent

oA A+ ) oA 0A
I3y = UI—(v =) dr [ anAx.Ay{vt( aZXj ’Vb(a—zxj }AxAy
b t b

Axt —A Axp —A
=| v | SXL_XP ~vy, ZXPXB | IAxAy
Az, Azy,

_ vtAXAyAX _vtAxAyAXP vbeAyA
Az, Az, Azy, Azy,

t
VIAZ ) Ay =|v [ 982 —y [9AZ) |axay
3 ¢ b
X Jp 0x ¢ 0x b

=|v AZte _AZtW -V AZbe _AZbW AXAy
‘ Ax¢

b (II-15)

ent

o= [} [

ViAX Ay VpAX Ay
Liyx =———(Azg —A,w Y Azre ~Agrw) —— ——(Azp —Azw +Azpg ~Azwa)
X 4AXt z V4 z z 4AXb V4 z z z
_ vtAxAy_vbeAyA B vtAxAy_vbeAyA +vtAxAyA _vtAXAyA
Ak, Abx ) anx, Ahxy ) Y aax,  AE aax Y
VpAXAy VpAXAy
+ A - A III-16
anvg BV g, ZBE ( )
ent
GA 0A 0 0A
=[] —( vp 2 —( Vp——) +——(vp—5) |dT (IM-17)
veb dy 0x 0z
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ent e B
0 0A 0A 0A 0A
I = J.J.J.&(VP GXX)dT:(VPKXJ Ay.Az= vPe(—X] —VPW(TXJ }AyAz
L e w

wsb W o
Axg —A Axp —A
:{VP{%]‘VW(W }AyAZ
Xe Xw
AyA AyA AyA AyA
= YPeAYAZ ) o _VPAYRZ ) VPwOYAZ o VPWAYRZ ) (II-18)
AX, Ax, X w AX

ent €
0 0A 0A 0A 0A
Lo = []f5 (vp Y)dr=(vP ayYJ Ay.Az{vPe(—Xje—va(—X] }AyAz
w

wsb (?y w Ox Ox
=|vp AYen _AYes ~vp Aan _AYSW AyAz
© Ay, v Ay
_ VpeAyAz : a _ VpyAyAz B B
= W(AyN Ays tAyNgE ~Aysg) W(AyN Ays T AyNnw ~Aysw)
_ vPeAyAz_ VpwAyAz A Y PeAyAz_ VpwAyAz N Y PeAyAZA B vaAyAzA
40y, 40y, N 40y 40y, Y 40y, yNE 40y, yNW
AyA AyA
T e WAL N (II-19)

40y, ySW 4hy

ent €
0 0A 0A 0A 0A
I23x = JII_(VP —Z) dt= vp Z Ay.Az= Vpe Z ~Vpw 227 AyAz
X 0z o 0z w

W 0z

Az —A A -A
123)( — VPe( Zet Zeb] _VPw( ZWtAZ ZWb] AYAZ
w

VpwAy Az
(AzT _AZB +AZTE _AZBE) S

_ Ar+-Ar+A -A
4AZe 4AZW ( zT zB zTW ZBW)

VpAyAz vpyAyAz VpAYyAzZ vpyAyAz VpeAyAz VpwAyAzZ
= - 7T - B+ AZTE=——  AsTw
AV ANz, 41z, ANz, 41z, ANz,
AyA A
+ PRI BW‘VPeAy “ApE (111-20)

i, - 40z,
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ent ov
Ly =[] j(mza— j(oo)(AX +—X jdt (I1-21)
ox
wsb
Onpose: 0= (coza - jcoo) (1I1-22)
ent aV
L’expression (I1I-21) devient : IIIG (AX +—= Jdr (1I1-23)
ox
wsb
ent
ik = [[[aAgdr=0pA,pAxAyAz (I1-24)
wsb
v ov VE =V
g = [[Ja=2dv=ap—2| AxAydz=ap —E——AxAyAz (I1-25)
ox 0x [p Ax, + DXy
wsb
ent
Lix = [ [ [Tox Axdr = JgypAxAyAz (I11-26)
wsb
Calculons les termes de I’expression (III-11-(a)) :
Iix =lix ~Thox ~lisx +liax
Lx =Tpix +1aox 123k (I1-27)
I3x =l31x +132x
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Enfin la projection de I’équation (III-4) suivant la direction X, nous ameéne a écrire la

relation suivante :

VpcAyAz N VpwAyAZ N v AxAz N VgAXAZ N vtAxAy+ VpAXAy apAxAyAZ|A
Ax, Axy, Ay, Ay, Az, Az, P xP
_ VpcAyAz VpwAyAz v, AxAz Vs AxAz
- ZX Axg + VAVX Axw + nAy AxN + sAy Axs
€ w n S
vtAxAyAXT 4 vbeAyAXB +(VSAXAZ _ vnAXAZ)AYE N
Az, Azy, 4AA 4AA,
AxA AXA AyAz VowAyAz
(vn XAz vy XZ)AyW+(VPe yAzZ  VpwAY Agn+
4AA, 4AA 4AA, 4AAy,
(VPWAyAZ B vPeAyAZ)A o+ (vPeAyAZ B VnAXAZ)A _—
4AA,, aNA, Y 4NN, AAN, Y
(vnAxAz B VPWAyAZ)AyNW N (VSAXAZ B vPeAyAZ)AYSE N
4AA, 4AA, 4AA 4AA,
(vPWAyAz B VSAXAZ)AYSW N (vbeAy B vtAxAy)AZE N
4AA, 4AA 4AN, 4AN
(v;ixAAy _ vzisz)AZW +(VI:AAZ;AZ B VZWAAAZVAZ)AzT N
t b
(VPWAyAZ _ vPeAyAZ)AZB N (VPeAyAZ B vtAxAy)AZTE N
4AN,, 4AN 4AN 4AN
(vtAxAy B VPWAyAZ)AZTW N (vbeAy _ vPeAyAz)AZBE N
4AN 4AN,, 4AN, 4AN
VpwAyAz v, AxAy apAxAyAz opAxAyAz
( )JABwW * VE vw
4AN,, 4AA, Ax, +Axy, Ax, +Axy,
+JgxpAxAyAz (IIT-28a)
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La projection de 1’équation (IlI-1) suivant I’axe des Y, aboutit a 1’expression (III-11-(b))

et on procéde de la méme maniére que pour I’axe des X, ¢a résulte :

anAXAZ+ VPSAXAZ+ veAyAz_l_ VWAyAZ+ vtAxAy_l_ VpAXAy apAxAyAZIA p
Ay, Ay, Ax, Axy, Az, Az, Y
AyA AyA AyA
_ VPZAXAZAyN 4+ VpsAy szs 4+ Vely ZAyE L YwAy ZAyW N
Yn Ays Axe Axyy
VtAXAyAyT N VbAXAyAyB +(anAxAz 3 VPSAXAZ)AXE N
Az, Azy, 4AA, 4AA
(VPSAXAZ B anAXAZ)AXW N (vayAz _ veAyAZ)AXN N
4AA 4AA, 4AA, 4AA,
VoAyAz v, AyAz VpAxAy  viAxAy
oo~ aan Ass T = A
4AA, 4AA, 4AN, 4AN
(vtAxAy 3 vbAXAy)AZS N (anAXAz 3 VPSAXAZ)AZT N
4AN 4AN, 4AN, 4AN
(VPSAXAZ 3 anAXAZ)AZB N (anAXAZ 3 veAyAz)AXNE N
4AN 4AN, 4AA, 4AA,
(vayAZ _ anAxAZ)AXNW N (veAyAz B VPSAXAZ)AXSE N
4AA, 4AA, 4AA, 4AA
(VPSAXAZ B vWAyAz)AXSW N (vtAxAy B VPSAXAZ)AZTS N
4AA 4AA, 4AN 4AN
(VPSAXAZ _ vbeAy)AZSB N (anAxAz : vtAxAy)AZNT N
4AN 4AN, 4AN, 4AN
(vbeAy _ anAXAz)AZBN N apAxAyAz v - apAxAyAz v
RIAVATS AN, Ay, +Ayg Ay, + Ay
+JgypAxAyAz (IIT - 28b)
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On fait la méme chose que pour 1’axe des Z et la projection suivant cet axe donne

I’équation ci-dessous :

(veAyAz_l_ vWAyAz+ vnAxAz_l_ vSAxAz_l_ thAxAy_l_ VPbAXAy—aPAXAyAZJAzp
Ax, Axy, Ay, Ayq Az Az,
_ VeAyAz At VywAyAz A+ VhAXAz A+ VsAXAZ Ag+
Xe AX Yn Ys
vpiAXA VppAXA vpiAxAy  vppAxA
PtA yAzT+ Pb yAZB +( Pt y _ VPb y)AxE+
Z4 Azy, 4 Ax, 4 Axy,
VppAXAy  vpiAXA vwAyAz v, AyAz
(TA y_ Pt y)AXW+(wy _ ey )AXT+
Xp 4 Axy 4Azy, 4Az,
VoAyAzZ v, AyAz vpiAxAy  vppAxA
( ZAy _Yw y )AxB+( Pt y_ Pb y)AyN+
Zg 4Az, 4 Ay, 4 Ayy,
VpbAXAy  vpAxAy VAXAz v AxAz
Can any, ST ang, T
Yb Yt Zg Zn
vaAxAz  vAxAz vpiAxAy v, AyAz
(R - S A (R - ST A et
4Az, 4Azg 4 Ax¢ 4Az,
VoAyAzZ  vppAXA VwAYAzZ  vpAXA
( (5] y _ Pb y)AxBE+( W y _ Pt y)AXTW+
4Az, 4 Axy, 4Az, 4Ax;
VppAXAy vy AyAz vpiAxAy  v,AxAz
( P;’A Y Tw2VRE) A g+ (R T JAyNT*
Zp 4Az, 4 Ay, 4Az,
V,AXAz  vpAXA VaAXAZ  vppAxA
Can, DY) A st (2 - TRORE) Aypn+
Z 4 Ay 4Az, 4 Ayy,
vppAXAy v, AxAz apAxAyAz apAxAyAz
(2o - )Aypst— vp=— VB
4 Ayy, 4Azg Az + Az, Az + Azy,
+Jg,pAXAyAz (IIT-28c¢)
111.3.2 Discrétisation de la partie en divergence :
ent
I _[ Idiv[(cozg - jcoco)(A+ grad V) =0 (11-29)
wsb

Iv
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D’apres la définition mathématique du gradient et de la divergence :

div|(o - jwe)(A+gradv)] = difa(A+grad v)

sl gl s

o= T2 a2 {2 v

wsb w

={O(€AXe +ae(g—:j }AyAZ{O(WAXW +O(W(%j }AyAz
& w

Ayg tA - Agw +A -
=l a, xE xP +0l, VE~Vp AyAz-| O, xW xP +ay, VP " Vw AyAz
2 Ax, 2 Ay,

_  AyAz
= 0. TAXE tae

AyAz

Agp +0, AyAz AyAz

Ax VE " e Ax
(& €

AyA AyA

Y ZVP +GW Yy ZVW

W AXW

vVp

AyAz
—Oy TAXW Ay TAXP Oy

Iyy est déduite comme suit :

ent

Tyy = [ bjaa—y[a[Ay +g—;ﬂdr :HAy +g—;ﬂnAxAz

WS S

=[anAyn + an(g—V] :IAXAZ-I:(XSAYS +as[g—vj ]AXAZ
Y/n Ys

AN TA - Ayp +A -
=l op N yP +o, NP IAxAz- Og yP yS + 0 YP VS IAxAz
2 Ay, 2 Ay

" AxAz A ta AxAz Aot AxAz Ve —a AxAz
nT, yN nT, yP n Ayn N n Vo
AxAz AxAz AxAz AxAz
Ayp ~ 0 Ays —ag Vp o Vs
2 2 Ay, Ay

vVp

Og

(111 - 30)

(II1-31)

(I1-32)

Modélisation d’une installation a plasma inductif basse fréquence

50



Méthodes des volumes finis en 3D chapitre 111

On calcule Iyvz :
= (] j_[ 4 &ﬂdf_ {4 @ﬂ Ay
b 0z i 0z .

atAZ,+a(avj AxAy- abAzb+ab(@] AxAy
0z), i 0z),

A, +4 - A+ A4 -
g Art ey, Vr "Vp Axdy-| a, 228 4 Vrp " Vs AxAy (111-33)
2 Az, 2 Zp
AxAy AxAy AxAy AxAy
- % 2 AzT +az7AzP +at AZZ Vr =& AZ, Vp
AxAy AxAy AxAy AxAy
— 0 P Ap—a, P Ay —a, Az, vp ta, Az, Vp
Donc finalement :
Iyx +lyy +1yz =0 (I-34)

Remplacons les relations (I11-33), (I11-34) et (I1I-35) dans 1’équation (I1I-34), on trouve la

partie en divergence comme suit :

{aeAyAz N oy AyAz N o, AxAz N a AXAZ N aAxAy N abeAy}V

Ax, AX Ay, Ay Az, Azy,
_ . AyAz Vi + o AyAz vy + o, AxAz vy + Og AXAZ atAxAy vy + apAxAy Vi

AX, AX Ay, Az, Azy,
N (xeAyAzA - - aWAyAZAXW +(aeA2yAz Oy AyAzj
N o, AxAz Ayn _aSAXAZAYS N oy AXAz 0 AXAzZ Avyp

2 2
AXA AXA AxXA AXA

+ R A - A +(at2X e yjAZP (IIT-35)
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Les trois premieres €quations du systeme (III-28) exposent les trois composantes du
potentiel A au nceud principal P en fonction des potentiels A et v aux nceuds voisins.

La quatriéme équation algébrique (III-35), expose le potentiel électrique v au nceud
principal P en fonction des potentiels A et v aux nceuds voisins.

Ces quatre équations sont définies pour les nceuds situés a I'intérieur du domaine d’étude,
c’est a dire pour les volumes intérieurs. Afin de compléter la formulation, il faudrait y également
réécrire ces équations pour les différentes limites du domaine d’étude a partir des conditions aux

limites appropriées.

111.3.3 Equations algébriques aux limites

La discrétisation du systéme (III-1) dans un volume élémentaire aboutit a un systéme des
équations algébriques (III-28) et a 1’équation (III-35). Mais il faut tenir compte des volumes
¢lémentaires de limites en arrivant a un changement des coefficients relatifs aux €quations

algébriques citées ci-dessus et en fonction des conditions aux limites.
Deux types de condition aux limites peuvent tre envisagés :
» Type Dirichlet :
La formulation avec ce type de condition, ne pose pas de difficulté, car les potentiels
(A,v) sont connus aux limites. Les équations algébriques correspondantes aux nceuds sur ces

limites seront éliminées du systeme algébrique (I11-28) et de I’équation (I1I-35).

Cela se traduit par :

AX:()
Ay =0
Y (111-36)
AZ:0
v =0

» Type Newman :
La formulation, en fixant les dérivées des potentiels (A,v) par rapport a la normale sur les

frontiéres du domaine d’étude, conduit a réécrire les équations algébriques pour ces fronticres .
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111.3.4 Résolution des équations algébriques par la méthode itérative
La méthode de résolution utilisée est une méthode itérative. La méthode directe

nécessite beaucoup de place en mémoire.

Le systéme d’équations algébriques pour les inconnues Ay, Ay, A, et v est le suivant :

1
Axp =——(ape-Axg T apy Axw tan AxN tagAxg Fap Ay Fap Agg +

apx
aye)('AyE _ayeX'AyW + aynx-AyN _aynX'AyS ta e AJE ~azex-Azw T
aZtX'AZT - aZtX'AZB + aenx-AyNE + anWX'AyNW + asex'AySE + aSWX'AySW +
atCX'AZTE tagxArw abeX'AZBE tapyx-Azsw *
Ayyx-VE ~ayx-Vw t5y) (II1-37)
1
Ayp = E(ae.AyE tay Ayw tap, Ay taps.Aygtag Ayt tap Ayg +

axny-AxN _axny-AxS +axey-AxE _axey-AxW +azny-AzN _azny-AzS +
azty'AzT _azty'AzB +anty'AzNT +anby'AzNB +atsy'AzTS +asby‘AZSB +
aney-AxNE +asey-AxSE +anwy-AxNW +aswy-AxSW +

ayy.VN “ayy.Vg T Sy) (IIT - 38)

1
Azp = ——(ac-Azp Yaw Azw Yan AN *as.Azg tappAgr tapyAgp t
Pz

Axez- AXE ~axez-AxW Faxtz-AxT ~axtz-AxB +aynz-AyN _aynZ'AyS +
aytZ'AyT _aytZ'AyB +ate, AxTE tpez- AxBE tatwz-AxTW T abwz-AxBW
tagg -AyNT + astz-AyST +abnz-AyBN tapg, 'AyBS +

ay, VT —ay,.vg +S,) (IIr-39)

vp :bi(be.VE +bW'VW +bn'VN +bS'VS +bt'VT +bb.VB +beX'AXE _bWX'AXW +
P

bay-AyN ~bgy-Ays +by At —bp,Ap +bp Ay +bpy Ay +bp, A,)  (II1-40)
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tels que :
_ VeAyAz
© AX ¢
_ VywAyAz
W AX
4 = v AxAz
! Ayn
_ V{AXAz
; Ayg
_ Vi{AxAy
i Az,
_ VpAxAy
AZb
_ VpeAyAz
adpe — Ax
€
_ VpwAyAz
Pw AXW
_ VppAxAz
app = Ay
n
_ VpsAxAz
aps = Ay
S
_ VpiAxAy
apt = Az
t
_ VppAxAy
app = Azy
Donnant les coefficients relatifs pour chaque équation de projection :
Suivant X :

apy =ape tapy ta, tag +ta, +ta, —apAxAyAz

dyex —dagx ~anx
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Aynx = aPex ~aPwx
dzex =dabx ~atx
Aztx = depx ~ Awpx

aenx = aPex - anx

dwnx ~3nx ~2Pwx
Agex — dsx ~aPex
Aswx ~ dpwx ~ 4sx
Atex ~depx T atx
Atwx ~ dtx T awpx
pex ~abx ~Aepx
Apwx ~— dwpx ~ adbx

_ apAxAyAz

VX
Axe +AXx

Sy =JpAxAyAz

tels que :
4 = V,AxAz
™ 4nx
_VAxAz
S
_ VpAxAy
TR
- VAxAy
tx 4Ax ¢
0 = Vp.AyAz
pex 4Ay€
. _ VpwAyAz
pwx — 47y
_ VpcAyAz

Gepx = 4Nz
€

Modélisation d’une installation a plasma inductif basse fréquence

55



Méthodes des volumes finis en 3D

chapitre 111

_Vpw AyAz
WP 47z,

SuivantY :

apy =a. tay, tap, tapgtag +a, ~OpAxAyAz

Axny ~adwy ~dey
dxey ~@pny ~apsy
Azny —apy ~ Aty
azty = 8npy ~aspy
Anty = anpy "8ty
4nby = aby ~@npy
Atsy =8ty ~aspy

absy =a —ay

spy Y

4ney ~8pny ~ ey
—a

dsey ~8ey ~apsy

Apwy “awy ~4a

Aswy ~apsy T awy

4 = apAxAyAz
v Ayn +Ays
Sy =JsypAxAyAz
tels que :
0 = V.AyAz
Y 4ny,
4 = V AyAz
Yo apy,
4 = VAxAy
v 40y
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4 = Vi AxAy
by 4Ayb

4 = Vp,AxAz
PY T anx,

4 = Vp AxAzZ
Py 4Ax

4 = Vp,AxAz
Y AN

0 = Vp,AxAz
Y ang

Suivant Z :

ap, =a, ta, ta, tag +tap, +apy, —ApAxAyAz
Axez =~ Aptz ~apbz

Axtz =~ Awz ¢z

Aynz = atpz “appz

Aytz Tadgz "aApy
Atez = Aptz ~Aez
Apez =dez ~apbz
Atwz ~awz Taptz
Abwz ~dpbz T adwz
Antz = atpz “anz
stz =asz ~Atpy
Apnz =anz ~Abpz
Apsz ~abpz ~ sz

_ apAxAyAz
Az +Azy,

vz
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tels que :
V.AyAz
an =
47z,
_VwAyAz
Y anz,,
VAXAz
gz =
47z
_V,AxAz
Anz =—
47z
_ VpAxAy
P 4Ax,
_ VppAxAy
pr 4AXb
VppAxAy
Abpz ~
4Ayb
Pour I’équation de la divergence :
bp =b, +by, +b, +bs +b, +by
bpx =bex ~bwx
bpy =bny ~bsgy
tels que :
0 AyAz
b =————
4Ax
_ Oy AyAz
Yo 4nAxy,
_a 1 AxAz
n 47y,
b = 0 AxAz
; 4y
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0 (AxAy
b =———
4AZt
o pAxAy
by, =——
4AZb
0 AyAz
bex :eT
_ Oy AyAz
wa _T
o, AxAz
bny :nT
a . AxAz
bSy :sT
o AxAy
th :tT

111.3.5 Equations algébriques aux interfaces
Le changement apporté aux parametres relatifs des équations algébriques des nceuds qui

se trouvent aux interfaces est :

/

Milieu 1 Milieu 2

w E
o o

Interface

Fig.1I.3 Description d’un nceud principal a I’interface.
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o, +0
= onductivité d’interface -
122 Conductivité d’interf 11-42
+
= al 5 H2 (Perméabilité d’interface) (11-43)
€1 t€
= ermittivité d’interface -
Jg,+J
Jg = % (Densité de courant de source d’interface) (I11-45)

111.4 Formulation tridimensionnelle de I’équation de la thermique par la M.V.F
111.4.1 Application de la MVF en 3D

Rappelons 1’équation tridimensionnelle en coordonnées cartésiennes de diffusion de la

chaleur en régimes transitoires.
i(ka—T)+i(ka—T)+i(ka—T)+S:0 (II1.46)
ox” dy 0y 0z 0z

Pour résoudre cette équation, nous appliquons la méthode des volumes finis.
On integre cette équation dans I’espace, sur le volume fini, correspondant au nceud P, et

délimité dans ce cas par les frontieres (e, w, n, s, t, b).

]-I]. (K —)dxdydz + tj.l]- f]__ (K —)dxdydz + tj.lj- f]__ (K —)dxdydz + tﬁ. j- Sdxdydz=0
bsw bsw dy 9y bsw

(111.47)

Soit :

]-I]- I— (K —)dxdydz
bs
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B= ﬁ. ?— (K —)dxdydz
bs W

C= ﬁ. ?— (K —)dxdydz
bsw

tne

D= II Idedde

bsw

Nous intégrons chaque termes A, B, C et D dans 1’espace. Avec un profile linéaire choisi,

exprimant ainsi la variation spatiale de le température T entre les nceuds voisins.

Ces termes prennent les formes suivantes :

e Terme A :

et o] % T T
A= J-”—(k—)dddz—[k&} [dy [dz [k&}e [ka—}wAyAz

w S b
Tg - Tp Tp -Tw
k,——-k, —— |Ay/Az
{e Axe Yo Axw Y
k.AyA k., AyA k. AyAz k., AyA
A= (ST + (FE )Ty (S + =Ty
Axe Axw

Posons :

_keAy Az _kwAyAz
ae=———, aw=————
Axe Axw

Ainsi ;

A=a,Tg +tay, Ty —(ac +ay )Tp
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e Terme
ent e
B= ”j—(k—)dxdyd k0T jd J’dz S VL I AL
0x dy Gy
WS b sw b n S
= [kn ) ) :|AXAZ
Ayn Ays
k,AxAz kqAxAz k,AxAz  k AxAz
B=( N+ T~ (P —+= =T
Ayn Ays
Posons :
kn Ax Az ks Ax Az
n , as
Ayn Ays
Ainsi :
B=a, Ty +as Tg —(a, +tag)Tg
e TermeC:
ent aT
C= —k—dddz—k— dx |dy = | k— k— | AxA
g0 spmarn{ust] Joo=[ust] -u5t] o
K, T = Tp K, Tp - Ty AxDy
Azt Azb
k{AxAy kpAxAy k{AxAy ki AxAy
C= Tr +(———)Tg - + T
oz 00 Oy nb TP
Posons :
_ktAx Ay ab_kbeAy
Azt Ayb
Ainsi :
C=a;Tr+a, Tg —(ag +a, )Tp
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e TermeD:

tne (§ n t
D= [[[Sdxdydz =S [dx [dy [dz=SAx Ay Az
bsw

w s b
) . o . )
L’équation discrete prenne alors la forme suivante :

aclE +tawTw+anTN+asTS+atTT +abTB+SAxAy Az +
—(aetaw+antas+at+ab)Tp =0

On aura ainsi :

(aetawtantas+attab)Tp=acTE tawTW+anTN+asTS+atTT +abTB
+S AxAy Az

Ainsi, I’équation algébrique finale peut étre écrite sous une forme (ou seules les valeurs

nodales apparaissent) condensée, est donnée par :

apTP =aeTE+awTw+anTN+asTS+atTT+abTB+Db (IT1.48)
Ou:
k
de= eAy Az
Axe
_kwAyAz
aw=—————
Axw
kn Ax Az
an=——
Ayn
_ksAx Az
as=——
Ays
k
A= tAx Ay
Azt
ab:kbeAy
Ayb

ap=aetawtantastattab
b=S Ax Ay Az

Modélisation d’une installation & plasma inductif basse fréquence 63



Méthodes des volumes finis en 3D chapitre 111

L’ensemble des équations algébriques permet de calculer la température dans le plasma.

111.5 Algorithme de couplage de I’équation électromagnétique et de I’équation thermique

Si on rassemble 1’équation électromagnétique et 1’équation thermique, la matrice
résultante de la MVF est non linéaire et non symétrique. Deux modeles de couplage peuvent
étre utilisées, le modele de couplage directe MCD (couplage fort) et le modele de couplage
alterné MCA (couplage faible).

Dans le premier modele, (Fig.Il1.4), les équations sont simultanément résolues, ce qui
permet de réaliser des simulations précises et simples a mettre en ceuvre. Le MCD peut étre
avantageusement utilisé dans le cas des problemes fortement couplés. Cependant, le nombres
d’itérations est plus importants. D’autre par, la matrice de systéme algébrique présente une taille
relativement importante et les parties linéaires et non linéaires du systéme sont représentées dans
la méme matrice. Le nombre d’itérations et la taille de la matrice rend la méthode moins
attrayante.

Dans le modele de couplage alterné (MCA), les équations sont résolues séparément et le
couplage est réalisé par transfert des données d’un probléme a I’autre. Les termes de couplage
sont la conductivité €lectrique et la densité de puissance électromagnétique (Fig .1I11.5)

Pour améliorer la convergence de 1’équation thermique, il est préférable d’utiliser le

méme champ de température pour calculer la densité de puissance électromagnétique P et la

Initialisation de la température T,du
Potentiel vecteur magnétique A et du
Potentiel scalaire éllectrique \%

densité de puissance rayonnée Q.

Résolution simultanée de 1I’équation
¢lectromagnétique et de 1’équation
thermique

Fin

Fig .II1.4. Algorithme de résolution du modele de couplage directe (MCD )
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ST
I

Initialisation de A ,Vetde T

A |

a(T)

l

Résolution de 1’équation
¢lectromagnétique

l

P(T) et Q(T)

'

Résolution de I’équation
thermique

v

Relaxation

Fin

Fig .IIL5. Algorithme de résolution du modele de couplage alterné (MCA)
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Pour plus de détaille, on présente le code de calcul sous forme d’un organigramme :

[ Début )

} —[ Module de maillage ]
[ Electromagnétisme ]
K le nombre de domaine \

- la dimension de chaque
géométrie

- le nombre d'¢lément dans
chaque domaine

- le nombre et la position des

nceuds
k- le pas de chaque domaine /
(];Z:loque Module de base de donnée
entrer L )

4 - La perméabilité magnétique
- La conductivité électrique
- La permittivité électrique

L - Ladensité de courant source

5[ Module d'affectation ]

Il consiste a donner et calculer
les coefficients des équations
algébriques de magnétisme

O O
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»

Module de condition aux limites ]

I1 consiste a donner le type de
condition aux limites
(Dirichlet)

Initialisation d'erreur 1

<
Précision de calcul

Bloque de J

résolution

magnétique

( Résolution
L

/—la construction des équations \

algébrique magnétique.

- prise en compte des conditions
aux limites.

- résolution du systéme
algébrique par la méthode
itérative.

- test d'erreur (si er < pr)

= /

&

Modélisation d’une installation a plasma inductif basse fréquence

67



Méthodes des volumes finis en 3D chapitre 111

& |

I
/II consiste a calculer les\

grandeurs magnétiques A
savoir :

‘ L'induction électrique.

-[ Bloque de sortie mag ]— Le champ électrique.
Le champ magnétique.
k L'induction magnétique. j

4[ Module de base de donnée ]

Module d'exploitation ]

[ Thermique ] - La conductivité thermique
- masse volumique
- chaleur spécifique

Module d'affectation

Il consiste a donner et
calculer les coefficients des
équations algébriques de la

thermique.

(N /

Densité de puissance ]

)

Il consiste de calcul la
puissance a partir de la
densité de courant

@ @ (équation magnétique)
P=1J/sig
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OIS
Module de condition aux limites
e — N
Le type de condition aux
limites  (Dirichliet)
N J
Initialisation d'erreur
Bloque de g N
résolution Précision de calcul
thermique \ J
Résolution
ﬁa construction des équations\
algébrique thermique.
- prise en compte des
conditions aux limites.
- résolution du systéme
algébrique par la méthode
itérative.
- test d'erreur (si er < pr)
&
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<

—[ Module d'exploitation ]

11 consiste a calculer les
grandeurs thermiques :
La puissance
La température

Bloque de sortie
thermique

4[ Module de visualisation 1

Bloque de sortie Il consiste a visualiser en 2D et
finale 3D:

-les grandeurs électromagnétiques

et thermiques.

- La géométrie du dispositif.

Fin
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