Chapitred M éthodes approchées pour le calcul des frequencies et modes de vibration

METHODES APPROCHEESPOUR LE CALCUL
DESFREQUENCESET DESMODESDE VIBRATION

4.1. Introduction :
Dans ce chapitre, on va décrire les méthodes approchées pour la résolution de la problématique
citée ci-dessous avec |'estimation d’ éventuelles erreurs pendant le calcul.
La problématique réside dans la résolution des valeurs propres standards suivantes:
Ko = AM¢ (4.1

Ou k: larigidité et M : lamasse d’ un modéle mathématique, La valeur propre /4 introduite dans

ce chapitre par convention d'écriture qui représente lafréguence propreco2 en(rad/s), et le vecteur

propre ¢. est le mode propre de vibration associe.

4.2. Méthodes approchées :
Pour calculer les fréquences propres et les modes propres, on va utiliser deux méthodes a savoir

laméthode Rayleigh Ritz, et |la méthode des polyndmes.

4.2.1. Méthode de Rayleigh Ritz:

La méthode de Rayleigh Ritz forme une approximation de la premiére valeur propre du vecteur
propre associé. En regle générale, on va inclure plus d'un mode de vibration dans I'analyse
dynamique afin d’améliorer les prédictions des réponses. Cette méthode est une technique générale

permet d obtenir une approximation des valeurs propres, et des vecteurs propres associes,
concernant I’ équation K¢ = w*M¢ , en supposant que les matrices K et M sont définies positives.
On exprime les déplacements u () comme une combinaison linéaire des vecteurs de base de

Ritzy,,i =12,...,q. On obtient ;

ut)=X 2 0, = v2l) 2
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Ou les z (t) sont les coordonnées de Ritz ety sont les vecteurs de Ritz linéairement indépendants.

Puisgu’il n'y a pas de risgue de confusion, et on considére le vecteur ¢ comme combinaison

linéaire des vecteurs de Ritz ; on écriratout simplement :
~ q
6 =D 7y, =¥z (4.3)
i=1

Et en évaluant le quotient de Rayleigh p(gz )

“Twod TwyT T o
~ K z¥Y K¥Yz zKz Kk
p(¢): ?T ?“: T, T =7 == (4.4)
$ Mg z¥ MYz zMz m
On peut I’ exprimer par laforme suivante :
9 49 ~
_ 2k
lo)- o — (45)
2.2 zzm,
=1i=l
Ou lenumérateur et |e dénominateur sont des fonctions des coordonnées de Ritz z; :
Eij :V/iTKV/i (4. 63)
ﬁ:'j :'//iTMWi (4.6b)

Ce quotient de Rayleigh ne peut pas étre évalué car les coordonnées de Ritz z. sont inconnues
Sachant que o’ <@” = p(&f ) <, OU wiet o}, sont les premiéres et les derniéres valeurs
propres, respectivement.

On utiliserales propriétés de stationnarité de quotient de Rayleigh pour obtenir p((; ) égale azéro,

la dérivée seconde de |’ équation (4.4) soit

q ~_ 4
~ 2my zk, —2k>» zm,
opld) le ‘ lez ' o @7
0z, me '
D’ou
S (K -a2/ ) =0, i =12..n (4.8)
i1
o
7=k
m

Avecles n équations (4.8) s écrivent de fagon compacte sous laforme matricielle suivante
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Kz = @°Mz, (4.9)
OU K et M sont des matrices de dimensions n~n dont les éléments sont définis par les équations
(4.5) et (4.6) et z, est un vecteur des coordonnées de Ritz .On constate que I’ analyse de Rayleigh
Ritz sert a réduire le nombre de degrés de liberté du systeme den,a n degrés de liberte
représentant le nombre de coordonnées genéralisées de Ritz z,  En générale, les vecteurs de base

de Ritz v, ne possedent pas les propriétés d'orthogonalité des modes propres. Or les termes hors

diagonal e des matrices geneéralisées K et M ne sont pas nuls. Pour un bon choix de vecteurs de
base de Ritz, on obtient |es termes hors diagonal es relativement petits. On remarquequ’ a ce stade, il
est tres facile de calculer la réponse du systéme réduit avec n degrés de liberté par intégration

numerique directe.

La solution de I’ équation aux fréquences (4.9) donne n valeurs propres o,, o, .......,o, qui sont des
approximations dew, , @, ,....... @, , €L N Vvecteurs propres
Z 4, Zlq
Zn Zy Z2q
zZ, =9 - Z,=9 " ( Z,=19 - (4.10)
Z, Zyp 2

Les vecteurs propres z servent a évaluer les vecteurs propres en coordonnées généralisées telles
que q;; 52 ....... , Jq qui sont des approximations des vecteurs propres ¢,, d, ,....... ¢, du systeme et qui
d apres!’ équation (4.2) s expriment :

- a
6 =Yz => 7y, , i =1,2,........,N (4.11)
j=1

Lesvaleurs propres w? sont des approximations des valeurs propres o’ et satisfont larelation
suivante :

o' <ol <o, i =1,2,........,N (4.12)

Les vecteurs&;i ne sont que des approximations des vecteurs propres¢, satisfont eux aussi les

conditions d’ orthogonalité

¢ K¢, =0 Et $"M¢, =0 i # (4.13)
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En effet, les vecteurs propres z, satisfont les conditions d orthogonalité par rapport aux matrices

réduitesk et M o aprés|’Eq (4.9), on peut écrire
ZKz;=0 Et 2z Mz =0 i # | (4.14)
D’ apres cette propriété et selon I’ Eq (4.11), on déduit lapremiére condition d’ orthogonalité
67 K¢ =2"WTKYZ, =2'Kz, =0 i # (4.15)
Ladeuxiéme condition d’ orthogonalité s obtient de maniéere similaire
6" Mg, =2/ ¥TMYz, =2 Mz, = 0 i # | (4.16)
Si lesvecteurs z, sont normeés par rapport ala matrice de masse réduiteM ,ona:
Z'Mz, =5, Et 2 Kz, = @? (4.17)
Ce qui implique que les vecteurs de Ritz sont aussi orthonormeés par rapport ala matrice de masse
M soit :
6'Mg, =5, Et 8 Ko, =& (4.18)
Les vecteurs de Ritz peuvent étre utilisés dans une superposition modele classique puisgu’ils
satisfont les conditions d’ orthogonalité par rapport aux matrice K et M. La précision de la solution
obtenue avec une analyse de Rayleigh Ritz dépendra de justesse avec laquelle les vecteurs de Ritz
représentant |es vecteurs propres du systeme. Cette itération permet |’ aboutissement d’ une solution
de ces vecteurs acceptable Les vecteurs de Ritz peuvent étre sélectionnés si nous pouvons
visualiser les formes des premieres modes propres. Cette approche est conseillée seulement pour
des structures simples et non pas pour les structures complexes particulierement en trois
dimensions.
En pratique, les vecteurs de Ritz sont déterminés en résolvant un probléme statique dans lequel n
vecteurs de chargement sont spécifiés dans une matrice R .
K¥ =R (4.19)
Ou [1//1,1//2, ......... ,l//qJ est une matrice contenant les vecteurs de Ritz de dimensions 7., xn .Nous
projetons ensuite les matrices K et M dans les- sous espace de Ritz E, engendré par les vecteursy,
i =12,........ , N qui nous donne
kK =¥TKY (4.20a)
M =¥ MY (4.20b)

L es matrices symétriques k et M sont appel ées matrices d’interaction ou matrice de Rayleigh. Or,

d’ apres|’ Eq (4.18) nous avons
K=%"R (4.21)
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Nous résolvons |e probléme aux valeurs propres réduit comme suit :
KZ = MZA (4.22)

Ou A= diag (@2 ) est une matrice diagonale contenant les approximations des valeurs propres o? et

Zest la matrice des vecteurs propres z,z,,.....,Z,qui sont orthonormés par rapport a M .Les
approximations des vecteurs propres du probléme K¢ = o*M¢ sont :

d=vZ (4.23)
On peut montrer gu’ aprés la vérification par I’analyse que I’ approximation des premiéres valeurs

propres de rang inférieur a %est en générale excellente alors qu'elle est mauvaise pour les

fréquences propres.

4.2.2. Méthode des polynémes :
Dans cette méthode nous réécrivons le probleme aux valeurs propres I'Eq (4.1) sous la forme

suivante :
(k=AM )} =0 (4.24)
Ce systeme d’ équations linéaires admet n solutions non triviales (C'est-a-dire ¢ non nul) et¢. , i =
1,2,....n telles que soient vérifiées les égquations suivantes
(k-A4M), =0 (4.25)
Ou lesgrandeurs A, sont les racines de |'équation caractéristique
det(k -4 M)=0 (4.26)
Ou le polynéme du premier membre est un polyndme caractéristique
p(2)= det(k—A,M) (4.27)
L'équation (4.25) peut étre satisfaite pour la solution non triviales ¢, cest a dire ¢, #0 ,
seulement s la matrice k—A,M est singuliere. Ceci veut dire que s I'on factorise la matrice
k—-A.M en un produit d'une matrice unitaire triangulaire inférieure L et d'une matrice supérieure

U selon une élimination de Gauss, nous avons u,,, =0 puisque:

p(1)=det(LU )= f[uii (4.28)

[l sensuit que p(&)zo. S la vaeur propre A, est de multiplicitt m, nous aurons
U 1ng =Uono ==U runme =08, durant le processus de factorisation, la matrice

k —A,M reste symétrique parce qu'il n'y apas eu de changement de ligne ou changement de colonne
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séparément ou qu'il y a eu de changement de ligne et de la colonne correspondant, et |'égquation

(4.29) peut s écrire :
p(1)=det(LULT)=] ] d, (4.29)
i=l
Ou d, sont les termes sur la diagonale de D,LDL", est la factorisation de k- A,M ou de la
matrice obtenue apres changement des lignes et des colonnes correspondantes, (c'est-a-dire utilisant

une autre numérotation de degrés de liberté) .Si A, est de multiplicité m élémentsde D sont nul.

Le probléme aux valeurs propres du r® est associe au contraint correspondant a k¢ = AM¢ est
donné par :
KOg) = 20 (g (0) (4.30)
OU toutes les matrices sont d'ordre (n - r) et k'™ et M (" sont obtenues en supprimant les derniéres
lignes et colonnes des matrices k et M. Le polynéme caractéristique du r® probleme associe au
contraint est :
p(r)(l(r)): det(k(” —21Mm [r)) (4.31)
Or, nous savons que les valeurs propres du (r +1)e probléme associe au contraint séparant celles du
r® probléme associe au contraint selon :
AT <A <0 < o <A <Y < a0 (4.32)

Cerésultat est un cas particulier du théoreme d'entrelacement de Cauchy.

4.3. Estimation del'erreur :

La figure 2.3 du chapitre 2, montre que le composant principal de laréponse est celui du premier
mode de vibration (mode fondamentale). Ceci serait particuliérement évident dans un systéme avec
un trés grand nombre de degrés de liberté ou les quel ques premiers modes de vibration contribuent &
laréponse.

La résolution du probléme aux valeurs propres des systemes avec un grand nombre de degrés de
liberté demande beaucoup de temps de calcul ; et en évitant le calcul de tous les modes propres et
des fréquences associés est tres avantageux. On dit qu'on utilise une base vectorielle propre
tronquée quand on ne considére que les m premiers modes propres .Evidemment, |a réponse d'un
systeme avec plusieurs degrés de liberté, est calculée avec une base vectorielle propre compléte. La
différence entre ces deux réponses réside dans I'erreur commise due a I'utilisation d'une base

vectorielle tronquée. 1l s'agit de determiner le nombre de modes m-<<n,, nécessare afin de

minimiser cette erreur.
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Dans |'équation du mouvement d'un systeme a n,, degrés de liberté, p (t) est un vecteur de charges

variant dans le temps .Ce vecteurs de charges sont causés par des forces externes dont I'amplitude
,qui est en fonction du temps, et la distribution spatiale sont constantes Dans ce cas, |es vecteurs de

charges s expriment comme le produit d'un vecteur de distribution spatiale des charges
f(s)= f Et dunefonction damplitude g(t):
p(t)=g(t) (4.33)
Cette expression sapplique a un grand nombre de chargement, y compris les charges durée a un
tremblement de terre .Sexpriment :
p(t)= Mr i, (t) (4.34)
O M lamatrice de masse du systéme, r est le vecteur des déplacements pseudo statiques, u,(t) est

I'historique de I'accélération du sol due au tremblement de terre, dans ce cas, la distribution spatiale

du chargement sécrit :

f =Mr (4.35)
Pour ce type de chargement |'équation du mouvement pour le modei s écrit :
2.0+ 28,020+ 0720)= L) (4.3

Et dans |e cas d'un tremblement de laterre :

Z.(0)+ 2600.2()+ 022 () - ¢i;n“_’” a, (1) (4.37)

Ou m = ¢"M ¢, est lamasse genéralise pour e mode i. Comme on l'avu, on normalise les vecteurs
propres de maniére a obtenir mM=1. Pour garder la généralité de la formulation, nous gardons M

dans les équations. Et nous définissons la fraction dans le second membre de I'équation (4.36)

comme les facteurs de participation modale pour un chargement quelconque :

RS (4.39)

m;

r.

Et la fraction dans le second membre de I'éguation (4.37) comme le facteur de participation modale

pour un tremblement deterre :

e (4.39)

m;
La participation dans un mode quelcongue ala réponse dépend essentiellement de I'interaction entre
le mode de vibration et la distribution spatiale du chargement.
On conclut, de ce qui précéde, que la réponse dans les coordonnées géométriques peut étre calculée

avec une bonne précision en superposant la réponse de mmodes propres .Ce qu’ on peut écrire:

42



Chapitred M éthodes approchées pour le calcul des frequencies et modes de vibration

u,0=Y920=0,2,0 (4.40)

Ou @, est une matrice rectangulaire des m modes propres et zm(t) est un vecteur des m
coordonnées modales. L'indice mdans u_(t) indique que le vecteur de déplacement obtenu a partir
de I'équation (4.40) dans laguelle on ne considére gue les m premiers modes ne sont pas égaux aux
vecteursU , qu’on obtient en considérant des n,, comme modes de vibration. En tenant compte de
fait que le chargement peut sécrire p(t) = fg(t) , nous obtenons:

Mii_ (t)+Cu_(t)+ Ku_(t)= f,g(t) (4.41)
Le vecteur f g(t) est lareprésentation de la force d'excitation obtenue en utilisant une base
tronquée de modes. Puisque u,, n'est pas exactement égale au , f _est différent de f et la

différence entre les deux réside dans une mesure d'erreur. L'équation (4,41) donne:
M® 2z (t)+CD, 2z, (t)+Kb z (t)= f, g(t) (4.42)

En tenant compte des propriétés d'orthogonalité des modes propres par rapport a la matrice de

masse et avec une matrice d'amortissement proportionnelle, on peut écrire :

KO, =M, A, (4.43)

Et
CD, =MD _A_ (4.44)
Ou A, est la matrice diagonale des fréquences aux carres o” et A, est le matrice diagonale des
termes2Z; o . Nous substituons les équations (4,43) et (4,44) dans I'équation (4.42), nous obtenons :
M, 2. ([t)+ MD A,z (t)+MD A,z ()= f,glt) (4.45)
Et en supposant que les modes propres sont orthonormés par rapport a la matrice de masse, nous

avons:

2 (1) + A2 () + A2, (t) = @1 FO(t) (4.46)
Multiplions les deux membres de I'équation (4,46) par M® et substituons |'équation résultante
dans I'équation (4.45) , nous obtenons :

f gt)=Mad @ fg(t) (4.47)
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L'équation (4,47) donne I'expression de la fonction d'excitation si on utilise une série tronquée des

modes propres. Quand m s'approche de n,, , f, sapproche auss def . Pour m<n, I'erreur

eq

commise dans la représentation de lafonction d'excitation est notéee, g(t), ol :

e, =f-f, (4.48)
On peut encore écrire :
e,=f-Mo ¢ f (4.49)
Une norme d'erreur peut alors étre définie comme :
f'e,
e= 4.50
frf (4.50)

Lanorme d'erreur e est égalea zero si tous les modes sont inclut, c'est-a-dire m=n,, et égale al,

s m=0 Labase modale peut étre tronquée quand lanorme d'erreur e devient petite



