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Introduction

En outre du choix de matériau, la conception d'atémau composite stratifié répandant aux
exigences imposées en terme de rigidité spécifigueésistance spécifique consiste a trouver
lempilement adéquat permettant d'offrir de bonmesactéristiques mécaniques associées a un
meilleur compromis performance/masse/codt.

L'importance de l'ordre d’empilement dans la coriaap des plaques stratifiees, impose
nécessairement des études sur le comportementonibrees ces plaques afin de dégager l'ordre de
grandeur des parametres modaux (fréquences preprdséformation modales) et de mettre en

evidence d’éventuels problemes de résonance.

Etude bibliographique:

En 2001, T. Kant, K. Swaminathan [11] ont présamé formulation analytique pour l'analyse
des fréquences naturelles des plaques composéanotele théorique présenté ici est basé sur haut
ordre de raffinage. Les équations du mouvementaaienues en utilisant le principe de Hamilton.

En 2002, J. Wang, K.M. Liew, M.J. Tan, S. Rajendfd4] ont présenté une étude adoptant une
approche sans maillage, basée sur la méthode denéKparticle” pour la flexion, vibration libre et
lanalyse de flambage des plaques stratifiees. Ratie approche, la théorie de cisaillement de
premier ordre (FSDT) a été employéee. Les conditanslimites essentielles sont appliquées par la
méthode du " Kernel particle”.

En 2005, W.Q. Chen, C.F. Lue [15] Ont présenté uede basée sur la théorie
tridimensionnelle de I'élasticité, une méthode samaiytique, qui combine l'approche espace d'état
avec la technique de quadrature différentielle,déstloppé pour les vibrations libres d'une plague
de diagonale feuilleté rectangulaire. La technidaequadrature différentielle est ensuite incorporé
dans l'équation d'état, qui a permet d'obtenir soletion pour les stratifies orthotropes pour

déférentes conditions aux limites.
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En 2008, H. Nguyen-Van, N. Mai-Duy, T. Tran-Con@]Dnt présenté une analyse numérigque
des vibrations libres des plaques stratifiées. lédhode est basée sur un élément quadrilatére a
guatre nceuds (MISQ20), en tenant compte des défomeade cisaillement de premier ordre
(FSDT).

M. Bachene, S. Rechak [13] Ont présenté une analys éléments finis, basé sur la théorie de
yang, Norris et Stavisky, les auteurs ont étudiief du rapport géométrique et de l'orientatioa de
fiores sur les fréquences propres des plaques itmpstratifiées. Les effets du cisaillement

transverse et de linertie de rotation sont prisarsidération lors de cette étude.

But de travail:

Le présent travail a pour but de déterminer legueéces propres ainsi que les modes des
vibrations des plagues en matériaux compositesfigisa

Dans ce travail, on a examiné aussi l'effet de ascest parametres, tell que le rapport
géometrique, l'orientation des fibres et les camwolit aux limites,...etc. sur la variation des
fréquences propres des plaques stratifiees redtarggu minces symeétrigues en matériaux

composites.

Organisation des chapitres:

Ce travall est divisé en trois parties.

Partie | : Analyse théoriqueorganisée autour de deux chapitres :

Le premier chapitre est consacré a une générdliggrésente les matériaux composites
stratifiés en termes tres généraux et leur compnie mécanique.

Le deuxiéme chapitre est consacré a une analysecamportements dynamiques des

structures.

Partie Il : Modélisation et programmatigrarticulée sur deux chapitres :

Le troisieme chapitre traite la formulation par taéthode des éléments finis et
programmation.

Le quatrieme chapitre consacré a un Validatioriéérhent fini dans I'analyse du
comportement dynamique des plaques.
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Partie Ill: Etude paramétriquearticulée sur un chapitre :

Le dernier chapitre, concerne a une étude parajunétpour mettre en évidence les effets de
certains parameétres sur la variation des fréequepmgse des plagues a savoir:

- Conditions aux limites.

- Rapport (longueur / largeur)

- Angle d’'orientation des fibres.

- Rapport danisotropie.

- Nombres des couches.






PARTIE 1

ANALYSE THEORIQUE






Chapitre |

Géneéralité sur les matériaux composites stratifies

l.1.Introduction:
[.1.1 Avantage des matériaux composites
[.1.2 Inconvénients des matériaux contpss
l.2. Classification des matériaux composites
1.2.1 Classification suivant la nature des conatits:
1.2.2 Classification suivant la forme des constitisa
1.3 les stratifié:
I.4 Comportement mécanique des matériaux composites
1.4.1 Introduction:
1.4.2 Description des contraintes:
1.4.3 Description des déformations:
|.4.4 Equations de compatibilité:
1.4.5 Relation contrainte — déformation:
1.4.5.1 Matrice de rigidité:
1.4.5.2 Matrice de flexibilité:
1.4.5.3 Changement de base:
|.5 Caractérisation de matériaux:
1.5.1 Introduction:
1.5.2 matériau monoclinique:
1.5.3 Matériau orthotrope:
1.5.4 Matériau unidirectionnel:
1.5.5 Matériau isotrope:

1.5.6 Expression des constantgsi'un matériau orthotrope:

1.5.6.1 Essais de traction dans le s@h:

1.5.6.2 Essais de cisaillement:
1.5.6.3 Conclusion:
1.6 Théorie classique des stratifiés:
[.6.1 Etude d'une couche unigue dans le casndatariau orthotrope:

10
11
11
12

12
12
13

13

13

14
14
15

16



[.6.1.1 Etat de contraintes planes:
[.6.1.2 Matrice deiditg réduite:

[.6.1.3 Déterminatides modules d'élasticité:

1.6.2 Expression des déformations dans le cadta tteéorie de plaques:

1.6.2.1 Déformation d'une normale:
1.6.2.2 Expression des déformations:

1.6.3 Expression des contraintes et des effortgtagss:
1.6.3.1 Expression des contraintes dans unehs
1.6.3.2 Expression des efforts résultants:

|.6.4 Relations déformatiemésultantes:

1.6.4.1 Expression contraintes—déformationrpme couche:

1.6.4.2 Résultantes en membrane:

1.6.4.3 Moments de flexion et de torsion:

1.6.4.4 Expression des résultantes dans te pla
Bibliographie

16
16
17
18
18
19
10
10
20
22

22
22
22
23
24



Généralités sur les matériaux compositegisés

Chapitre |

|.1.Introduction:

Un matériau composite est constitué dans le cgdule général d'une ou plusieurs phases
discontinues réparties dans une phase continughase discontinue est habituellement plus dure
avec des propriétés mécanigues supérieures a dellés phase continue. La phase continue est
appeléda matrice La phase discontinue est appeléeetgort ou matériau renforcantLe matériau
composite est constitué de l'assemblage de dewerienat de natures differentemdtrice, renfory,
se complétant et permettant d'aboutir a un matélgent 'ensemble des performances est supérieur

a celui des composants pris séparément (figure 1.1)

A

Matrice

— — 7 Fibre
/|
/ Composite

contraintes

— ~—+—Matrice

Deformations

Figure 1.1 Matériau composite
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Chapitre |

[.1.1 Avantage des matériaux composites :
% Bon rapport résistance/poids
% Mise en forme de pieces complexes (principe du agm)!
% Grande résistance a la fatigue
% Faible vieilissement sous l'action de I'humidité, la chaleur, de la corrosion (sauf en
cas de contact entre de I'aluminium et des fibeesatbone)

[.1.2 Inconvénients des matériaux composites :
+ Vieillissement sous l'action de I'eau et de la téngture
+« Attention aux décapants de peinture qui attaquentdsines époxydes
« Tenue a 'impact moyenne par rapport aux métalsque
« Colt parfois prohibitifs (temps et colt études éetenen ceuvre), le gain en codt est

surtout valable pour des grandes séries.

I.2. Classification des matériaux composites :

Les composites peuvent étre classés selfonree et la nature des composantes.

[.2.1 Classification selon la nature des constisian

Selon la nature de la matrice, les matériammxposites sont classés suivant des composites a
matrice organique, a matrice métallique ou a nainnérale.

Devers renforts sont associés a ces matrices. Smutsins couples d'associations ont
actuellement un usage industriel, d'autres failalojet d'un développement dans les laboratoires de
recherche. Parmi ces composites, nous pouvons citer
1- Composites a matrice organique, avec :

v Des fibres minérales : verre, carbone, etc.

v Des fibres organiques : kevlar, polyamides, etc.

v Des fibres métalliques : bore, aluminium, etc.
2- Composites a matrices métalliques, avec :

v Des fibres minérales : carbone, carbure de silicietm

v' Des fibres métalliques : bore, etc.

v Des fibres métallo-minérales : fibres de bore neegtde carbure de silicium, etc.
3- Composites a matrice minérale (céramique), avec

v' Des fibres métalliques : bore, etc.
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v Des particules métalliques : cermets, etc.

v Des particules minérales : carbures, nitrures, etc.

|.2.2 Classification selon la forme des constitgant

En fonction de la forme des constituants clemposites sont classés en deux grandes

classes : les matériaux composites a particulles ebatériaux composites a fibres.

1- Composites a patrticules :

Un matériau composite est un composite a partidatsgue le renfort se trouve sous forme de
particules.
Les particules sont généralement utilisées pouti@m®e certaines propriétés des matériaux ou

des matrices.

2- Composite a fibres :

Un matériau composite est un composite a fibrésranfort se trouve sous forme de fibres. Les
fibores utilisées se présentent soit sous forme ilbl@sf continues, soit sous forme de fibres
discontinues : fibres coupées, fibres courtes, étarangement des fibres, leur orientation
permettent de moduler a la carte les propriétésanigges des matériaux composites, pour obtenir
des matériaux allant de matériaux fortement aropes a des matériaux isotropes dans un plan. Le
concepteur posseéde donc la un type de matériau idpatut modifier et moduler a volonté les
comportements mécanique et physique en jouant sur :

v la nature des constituants,

v’ la proportion des constituants,

v' lorientation des fibres,

L'importance des matériaux composites a fibresifipgisune étude exhaustive de leurs
comportements mécaniques. En conséquence, le p&saitre sera essentiellement consacré par

la suite a I'étude de matériau composite stratifiée
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[.3 Les stratifiés :

Les stratifiés sont constitués (figure 1.2) de tmscsuccessives (appelées parfois plis) de
renforts (fils, mats, tissus, etc.) imprégnés a&nes. Nous examinons les divers types de stgatifié

+» Stratifiés a base de fils ou de tissus unidirectis :

Les stratifiés a base de fils ou de tissuditgttionnels constituent un type de stratifié de
base auquel peut se ramener en théorie tout gpEale stratifié. Ces stratifiés sont constitués
(figure 1.3) de couches de fils ou de tissus uaddionnels, dont la direction est décalée dans
chaque couche.

La désignation de ces stratifiés est généralenitauteée selon le code suivant.
1. Chaque couche est désignée par un nombre indiuealeur en degrés de l'angle que
fait la direction des fibres avec l'axele référence.
2. Les couches successives sont séparees par wnissatggles sont différents.
3. Les couches successives de méme orientation ssighdés par un indice numérique.
4. Les couches sont nommées successivement en allastfdce a l'autre. Des croches

(ou parenthéses) indiquent le début et la finahlec

couches

_“\\\\“\\y
=

Figure 1.2:Constitution d'un stratifié

stratifié:
30° 90° 90° 45° 0° 45°

= T{IILEr.

45°

|

§

.........

|

— ST N XN RN XXX
900 1
—

90°

30°
code: [30/90,/45/0/45]

Figure 1.3 Désignation d'un stratifié
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I.4 Comportement mécanique des matériaux compasites
[.4.1 Introduction :

Les champs des déformations et des contraintes udangilieu sont liés par des lois appelées
lois de comportement, caractérisant le comportem@tanique du milieu. Ces lois sont décrites
par des axiomes qui permettent de rendre comptgieax des phénomenes observés.

[.4.2 Description des contraintes :
lllustration des contraintes par un cube élémeani@igure 1.4)
Notation :

Le champ de contraintes au un pdintdun solide est un tenseur d'ordre 2, symeétrique,

représenté par la matrice :

0-11 0-12 0-13
J(M): O3 Oy Uy 11
013 O3, Ogg
Commeo(M) est symétriqueg, =0 pour touti # j .

Tyzh
O3
DE/
Oy
Oy
.
L Yo Oy .
Oy

Figure 1.4 Composantes des vecteurs contraintes dans un systares (1, 2,3)



Généralités sur les matériaux compositegisés

» Contraintes principales:

Il existe un repére dans leque(M )est de la forme:

0,0 O
c=|0 o0, 0 12
0 0 o,

Les contraintes dans ce repére sont les contrgimiesipales. Elles correspondent aux valeurs
propres de la matriagM ).
Notation pour l'ingénieur:

On pout noter les 6 variables du tenseur des dotégsasous la forme:

Ul 011
02 022
% | 2| % 13
04 023
05 013
Os R Oy,

1.4.3 Description des déformations:

Comme dans le cas des contraintes, le champ dentifons au poinM d'un solide est donc
un tenseur d'ordre 2 symétriques nG(M;). Il y a donc 6 grandeurs représentant les défoomat
(3 translations et 3 rotations).

€ & €3
eM)=|e, &, &, 14
€3 €3 &3 R

Avec les composantes du tenseur des déformatiorgiaesent alors a:
ou Ou.
& =l ol + 1 15
2\ 0x;  0x

» Deéformations principales:

Il existe un repére dans lequelM ) est de forme:

&, 0 O
E=|0 ¢&,,0 16
0 0 & o
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Chapitre |

Les déformations dans ce repere sont les déforngpioncipales. Elles correspondent aux
valeurs propres de la matricgM ).

Notation pour l'ingénieur:

& & Exx

& € €y

ol 2| =| “= 17
&y Vas = 265 Vye = 26,

€s Vis = 264 Vie = 26,

& )p Vi =265 Vig = 26,

l.4.4 Equations de compatibilité :
Les équations (1.5) traduisent qu'il existe un kenre déplacements et déformations, et

entre les déformations elles-mémes.

0%, +625u‘ s 0%, »
ox;  0x?  0x0Xx,
18
1 e T B
J k k
Les équations (1.8) constituent les six relatiomsa@mpatibilité.
l. 4.5 Relation contrainte — déformation :
1.4.5.1 Matrice de rigidité :
La relation d'élasticité peut s'écrire sous fornaritielle suivante :
_gl_ _C11 Co C3 Cy Cs Cp —_51—
o, Cyy Gy Cyy Cy Gy Cy &,
a5 | _ Csy Cp Cy Gy Cy Cy || & 19
g, Cy Cpp Cy3 Cpy Cps Cye || &4
05 C; C, Cy Cy Cyi Cp || S5
[Z6 ] 1Ce1 Co2 Cos Cos Cos Cos _—86—
Ou sous forme condensée:
0 =C¢E 110

Cette loi, généralement appelée loi de Hooke géséea introduit la matrice de rigiditg
symeétrique. Le comportement linéaire d'un matéestudonc décrit dans le cas général a l'aide de

21 coefficients indépendants, ici les 21 constagéesgidité c,
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[.4.5.2 Matrice de flexibilité :

La relation d'élasticité (1.9) peut étre écriressfmrme inverse, suivante :
E=S0O 111

En introduisent la matrice inverse de la matriceigidité. La matrices est appelée matrice

de souplesse, et s'écrit dans le cas général:

_gl T Sz S2 S Su S5 Se _0'1 l
&, S51S» S Sy Sy Sk|o 2
&, S S S Sy S5 S | O,

= 112
&, Sut S;z Suz Sus Sis Su | T4
&s S1 0 S2 S3 Sy S S Os
€6 1Se1 Se2 Ses Sea Ses Ses | %6
Avec:
s=c™ 113

Les coefficientss; sont appelés constants de flexibilité ou constaseesouplesse.

1.4.5.3 Changement de base :
Soitc la matrice de rigidité exprimée dans une b@ec (él &, @)et c'= [c',k] la matrice

de rigidité exprimée dans la b4gd = (&', &',, &,). Ces matrices relient les contraintes et

déformations exprimées dans les bases respectives :

-dans la basé): o=cs 114
-dans la bagg): o'=c'¢' 115
(’3 F (Jé !" .
!{l £,2
- €,
{_} "--‘_‘_“ (Jl
"ol

e

Figure 1.5 Changement de base

10
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La matrice de changement de base pour une rotditogled de I'axe 3 s'écrit:

2

c s 0 0 0 sC
s c? 0 0 0 -scC
T2 0 0 1 0 0 0 116
0 0 0 c -S 0
0 0 0 S c 0
| -2sc  2sc 0 0 0 c*-s°|
Avec: s=sinf et c=cosd
Pour obtenir la relation de passage inverse, r@eepbpar — 6
La relation de changement de base (1.16), il vient
o'=To =Tce 117
g=Te =e=T7¢ 118
donc: o'=TcT¢ 119

L'identification des expressions (1.15) et (1.d®)duite alors a la relation de changement de base
des matrices de rigidité :

c'=TcT™* 120
Par un raisonnement analogue, on trouve de ménaéation de changement de base des matrices
souplesse :

S=TsT" 121

|.5 Caractérisation de matériaux :
[.5.1 Introduction ;

Dans le cas le plus général, la matrice de rigekitea matrice de souplesse sont déterminées
chacune par 21 constantes indépendantes. Ce gaspmmd a un matériau ne possédant aucune
propriété de symétrie. Un tel matériau est appel&nau triclinique.

La plupart des matériaux anisotropes possedentsuroeture présentant une ou plusieurs
symétries : par exemple, les monocristaux, lescsiras fibreuses, les matériaux composites a
fibores ou tissus, etc. les propriétés de symétgésmétriques réduisent alors le nombre de
constantes indépendantes nécessaires pour déccioenbortement du matériau. Cette réduction est

fonction des symétries présentées par le matéoiasidereé.

11
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[.5.2 matériau monoclinique :

Ce matériau posséde un plan de symétrie. La foemmatrice de rigidité (ou de souplesse)
doit étre telle qu'un changement de base effecanéymétrie par rapport a ce plan ne modifie pas

la matrice. Dans ce cas le plan de symétrie gsate (1.2), I'exploitation des changements de base
conduit a une matrice de rigidité de la forme :

Gy Cp Gy 0 0 o]
CZl C22 C23 O 0 CZG
C31 032 C33 0 O CSG 123
0O 0 O cyucye O

0 0 0 c¢c,c, O

_C61 C62 C63 0 0 CGG _

La matrice de souplesse a la méme forme. Le noddbmnstante d'élasticité indépendante
est réduit a 13.

[.5.3 Matériau orthotrope:

Le matériau orthotrope est un matériau a troisptiEnsymetrie orthogonaux deux a deux.

En pratique, c'est le cas des tissus noyes dapslymere. La méme démarche que préecédemment
conduite aux expressions dans un repére défilepaaxes d'orthotrope :

Chi Cp CG3 0 0 O]
C, Cp» Cpy 0 0 O
C; Cp C3 0 0 O 124
0c,00
0 0c, O
0 0 0 0 0 cg]

La matrice de souplesse a la méme forme. Le noddmnstante d'élasticité indépendante
est réduit a 9.

[.5.4 Matériau unidirectionnel :

Le matériau unidirectionnel est un matériau posseda axe de symétrie. C'est le cas pour

un ensemble de fibres unidirectionnelles dans ubstsat. Par géométrie, le matériau

unidirectionnel est orthotrope. Il est souvent #pethotrope de révolution ou isotrope transverse.
Dans le repére d'orthotrope, la matrice s'écrit :

12
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C; C, Cp 0 0 0

C,y C, Cy 0 00

ClZ C32 CZZ 0 0

0 0 0 2% ¢ g
2

00 0 0 «c¢,0

0 0 0 0 0 Gl

125

La matrice de souplesse a la méme forme. Le nodbdmnstante d'élasticité indépendante

est réduit a 5.

[.5.5 Matériau isotrope :

Isotrope : mémes propriétés dans toutes les directia relation de comportement s'écrit :

Cll C12 C12 0

ClZ Cll C12 0

C12 ClZ Cll O

0 0 0 Cll C12
2

O 0 O 0

0 0
0
0 0
0 0
€,y —Cp 0
2
Cy —Cp
2

126

La matrice de souplesse a la méme forme. Le noddmnstante d'élasticité indépendante

est réduit a 2.

1.5.6 Expression des constantgd'un matériau orthotrope :

1.5.6.1 Essais de traction dans le s@ns

tttd

F 3
¥

Figure 1.6 Essais de traction dans le se(@)

13
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Dans un essai de traction suivant I, toutes les contraintes sont nulles, excepté la
contrainteo,
0,70 et g, =0 si 1#£2 127

La relation (1.25), écrit selon les parametresalgpkesse devient alors :

— _ 1 1
& = 5,0, g, —gé‘z E, _g
2 2
52 = S220-2 Solt gl :igz dlou |/21 = —i 128
Sz S,,
€3 = 530, &, =—2£2 Vg = —3
2 2

|.5.6.2 Essais de cisaillement :

Un essai de cisaillement dans le plan de la cooshespond a un état de contrainte :

o,20 et 0,=0 si i#6 129

La relation (1.25) devient alors :
£, =&,=6=£,=&=0
O = Cqe&s d'ou G, =cg -1 130
6

|.5.6.3 Conclusion :

La matrice de souplesse et de rigidité d'un cornposrthotrope exprimées dans les axes

d'orthotropie, il vient :

1 Ve Vs 0 0 0
E, E, E,
- - Vo 1 Vs - -

-4 — -—= 0 0 0
o E, B E, %
S I I P

&3 _| E E, E, O 131

&4 1 0 0 ||94
&g 2G; o,
&6 SYM ! 0 || o

1

i 2G,,

Les constantes de rigidités sont déduites en iameta matrice de souplesse:

14
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— 1-vVyVs c,= Vor TVaiVos _ Vip TV3li3
' EEA ? EEA E.EA
_ Vs tVolVs _VigTVilos C. = 1-v,s
3 22
E,EA EEA EEA
C.. = Vao T ViV _Vas tVoVis C.. = 1-viva 132
23 33
EEA EEA E.EA
Cas = Gy Css = Gp Ces = G12
Avec
A= 1-ViVo1 ~VodV/ap ~Vaiis ~ 2V VailVis
E EE;
Donc :

= A cause de la symétrie il existe un lien entreneslules d'élasticité et les coefficients de
E

) E
Poisson: —=—L

Vij Vji

= |e comportement élastique est décrit par 9 moduotsspendants :
3 modules d'YoungE;, B, E;

3 coefficients de Poissorv;,, V,s, V.,
3 modules de cisaillemenG,,, G5, G,,

1.6 Théorie classique des stratifiés :

La théorie classique des stratifiés utilise I'hyygse de Kirchhoff :

Hypothése 1: L'épaisseurh est petite devant les dimensions moyennes dealguel C'est une

plague mince.

Hypothése 2: Les particules situées avant déformation sur unenale au feuillet moyen restent

apres déformation sur une normale au feuillet malggarme.

&
o3

Figure 1.7:Déformée de la plaque dans le plan [2, 3

La section droitdAMB avant déformation devient la section drokeM B' aprés déformation.
15
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1.6.1 Etude d'une couche unique dans le cas d'tériaa orthotrope :

% A

Figure 1.8:Systéme d'axe dans la théorie de plaque

1.6.1.1 Etat de contraintes planes :
L'état de contraintes planes peut étre défini paraontrainte de la forme :
011 012 O
oM)=|0o, o, O 133
0O 0 O
[.6.1.2 Matrice de rigidité réduite :
En contraintes planes, et pour un tissu ou un maténidirectionnel, la loi de Hooke

généralisée, exprimée dans un repére quelco(&ﬁa&(e},e’z,%’)) du plan de la plaque, s'exprime

g Cn Cp Cy 0 0 Ciy |[e Y i
ag, Cyu Cp Cp 0 0 Cyxlle Y
0 Cy Cyp Cyi 0 0 Cy ||e ’

= 134
0 o o o0 c,c, O 0
0 0 0 0 cy,cy O |[O
[T [Ce1 Cs Co 0 0 Cly €.
Il vient donc que:
&,=&-=0
1 1 1 1 1 ] 1 I
53:C._(01351+023€2+C36£6) 135
33

16
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Il est possible d'exprimes’,, o', et o', en fonction des’;, &', et &':

12 1 1 ' 1
C c.,C Cc,.C
Jl1 = (Clll_ .13 jgll '{Cllz - 13. = jglz '{Clle_ 13. = jgl6
Cas Cas Cas
CI Cl C|2 CI CI
g',=|C,~ 13. = g1+ Cy— .23 E'yH Clye— 23. = E's 136
Cas Cas Cas

1 1 { 1 12
C;3C C,;C Cc
0= (Clm_ 13. = jg'l -l{clzs_ 23. = jglz '{Clee_ .36 j‘gle
Cas Cas Cas

L'équation de comportement du monopli peut doraris®

o] [Qu Qn Q] [&) £,
0, =|Qn Qn Qx| |£2| =Qx| £,
1061z [Quw Q% Qeslsl €slr £ |x
et 137
A =_CI44 CI45} {521_
105 | LCus Clss)xl €5y

La matrice symétriqueQ,est appelée « matrice de rigidité réduite ». Edprésente le

comportement de la couche anisotrope en contrgitdess.

Dans le cadre de I'étude des matériaux orthotrdpesatriceQ; devient dans le repére

d'orthotropie :
Qll Q12 0

Qorno =| Q2 Q 0 138
0 0 Q66 Ortho

[.6.1.3 Détermination des modules d'élasticité :

Si le composite subit une traction pure selon chat®ises axes principaux ou un

cisaillement plan dans ses axes principaux, on madatilement que :

E __ B

Q = =
. 1_V12V21 1—EV122
E,

Q= - & 139
22 E

1 ViV 1 72V122

V,,E
Q = 122 =y Q
12 1 Vil 1222
Q66 :G12

17
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Constantes de rigidité réduites d'un compositeitgationnel ou orthotrope, en dehors de ses axes
principaux :

v

Figure 1.9Couche d'un matériau orthotrope

Q11 =Qy T+ szS4 + 2(Q12 + 2Q66)82C2

Q= (Qll +Qy, 4Q66)SZC2 +Q), (C4 + 84)

Qlle = (Qll - Q12 - ZQGG)SG + (le - Q22 + ZQGG)SSC

Q= QnS4 + 2(Q12 + ZQes)SZCZ + szC4 140
lee = (Qll - Q12 - 2Q66)83C + (Q12 - sz + ZQGG)Sé

Q'ss= [Qn +Qp — 2(Q12 + Qg6 )]SZC2 + Qg6 (34 + C4)

Avec C=cos¥# et S=sind

1.6.2 Expression des déformations dans le cadte thetorie de plaques
1.6.2.1 Déformation d'une normale :

Dans les théories des plaques, on ramene le coenpent des points de la plaque a celui de
la surface moyenne et on suppose un champ de dépat de premier degre selon la variagle
[1]

Uy (X0 %o, X5) = Uy (X5 Xp, 0) + Xay (X, X;)
Uy (X X1 X5) = Uy (%, Xy, 0)+ Xs8, (%, X,) 141
Us (X, %o, X5) = Ug (X, X5, 0) + X5 (X1, X,)

On notera u, (%, X,, 0) =ul(x, X,), de méme pouru,(x, X,, 0) =us(x, X,) et

us(xl, xz,O) =u3(x, X,). L'expression (1.41) devient :
Uy (% Xp0 %) = U7 (%, Xp) + X (X, %)
Uy (X, Xg, Xg) = Uy (X, Xp) + Xe, (X, X,) 142

Us (X, Xy, Xg) = Us (X, %)

18
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Remarque :
La conséquence de cette hypotheése est qu'unersekttide reste droite (figure 1.7). En
revanche, dans le cadre que nous nous sommeslfxé,que dans la Théorie classique des plagues

stratifiées, le cisaillement hors plan (transveest) néglig(éy13 = Vs =O), ce qui se traduit par les

conditions :
0 0
¢, = O et ¢,= L 143
X, 0X,

1.6.2.2 Expression des déformations :

En appliquant, les équations (1.6) et (1.42) I'egpion des déformations dévient :

0
511=%+X3%
0
&y :%+x3%
axz 6X2
Fa =0 144
0 0
Vio = 261, = ai"'% + X %+%
ox, 0% ox, 0x

Les équations (1.44) montrent que les déformati@ams le plan de la plaque sont issues de deux
contributions :

%+ Une déformation « en membrane » :

0
£ axg
e =led|=] % 145
y: 0X,
| 0%, OX, |
% Une déformation « en flexion et torsion »:
_ % _
0
kll 621
E =X Koy [T = 146
0X,
k12
04, , ¢,
0%, 0X, |

On notera que dans la théorie classique des plafuaiies, les équations (1.43) et (1.46)

donnent l'expression des déformations en flexidorston suivante :

19
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RN
X
ki 520
Er =X Koy [ ==X 5 3 147
X2
Ky 7,
0X,0%,
La déformation totale est de la forme:
‘9101 k11
Ec =| &, |+ X5| Kyp 148
y102 k12

1.6.3 Expression des contraintes et des efforigteads :
1.6.3.1 Expression des contraintes dans une cauche
Hypothése de la théorie des plaques stratifigeg =0

L'utilisation des équations (1.37) et de la locdenportement dans le cas d'un tissu ou d'un

matériau unidirectionnel conduisent a lI'expression

_0'11 ] Qy Qp Qp O 0 _511 ]
0,, Qun Qn Qyp 0 0 €2
Op| =|Qs Qp Qg 0 0 Viz 149
O3 0 0 0 Yy Cuk Va3
0]z |0 0 0 ¢y Cy V13 ]
1
et €33 =~ (Cpa€yy + Cpa€pp + Cyo)r)
Ca3
Remarque :

% La relation (1.49) montre que bien que le problémieplan, £;,n'est pas nul.

+« La discontinuité de la loi de comportement entsecleuches implique la discontinuité des

contraintes

1.6.3.2 Expression des efforts résultants :

Les efforts auxquels est soumise la plaque sortt lB@ensommes des contraintes exercées

sur chacune des n couches constituant la placgusomk représentés (figure 1.10).
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Dans le plan de la plaque, les efforts normauragichants sont :

Ny, . oh | 9u
N(X;,%;) =| N, ZZJ Ty | A% 150
k=1
N, Nt O |,

En cisaillement:

Qs
)%

1
-
=
1

Oy
d 151
oo

My aoh | %u
M (X, %) =| My, :z J. Xs| O | AX 152
M k=Lh,
12 O |,

Figure 1.10 Résultantes des efforts sur une plaque stratifiée

A

Figure 1.11 Moments de flexion et de torsion
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|.6.4 Relations contraintes-déformation:

1.6.4.1 Expression contraintes-déformation pour cmeche :
En combinant les équations (1.48) et (1.4®stlpossible de réécrire la relation contrainte -
déformation dans une couche sous la forme :
K . . . K[ .0 K , . . K K
Oy Q11 Q12 le €1 Q11 Q12 le k11
Ty| =|Qn Qun Qul| || +%|Qn Qun Qx| |k
Oy, R Qlle les QI66 R Vloz R Qlle les Q'66 R k12 R
et 153

K ' ' K , 1K
|:0-23j| — |:C 44 C 45j| |:£ 4:|
0-13 R CI45 CI55 R 8'5 R

1.6.4.2 Résultantes en membrane :
En combinant les équations (1.50) et (1.53), ihvie

n

NGGx) =Y [IQ0 £ 0406) + Q1 k(X )]dx,

k=l
n 1 1 n 1
N (%, X,) =[Z(hk -h.)Q k}em(xl.xz) +[;Z(hf -h2))Q k}k(xl,xz) 154
k=1 k=1
Soit  N(X,,%,) = A&, (% %) + BK(X, X,)
En introduisant les matrices:
A= Z(hk -h)Q'
k=1
A=[A Javec A =Y (h, ~h.)(@, ) 155
k=1
182 k2 A
B —EZ(hk hk—l)Q k
k=1
13 ,
B= [B” ]avec Bij ZEZ(hkz _hl<2—1)(Q i )N 156
k=1

[.6.4.3 Moments de flexion et de torsion :
En combinant les équations (1.52) et (1.53), ihtvie

h

M 0606) = [hoQu en06.) +E QKOs %) d
k=1 Mt
M (%) =| 53 (- hf_l)Q'k}em(xl, ) {%Z(hs - hs_l)Q'k}k(xl. %) 157

soit M (X, %) = B, (X,%,) + DK(x,X,)
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En introduisant les matrices

13 .
=23 (e -hQ,
k=1

1& :
D= [Dij ]avec D; =§Z(h|f - hl?—l)(Q i )k 158
k=1

1.6.4.4 Expression des résultantes dans le plan :

Selon la méme méthode que ci-dessus, il est pess#btombiner les équations (1.50) et
(1.52) a I'équation (1.53) pour obtenir une retagmtre les composantes du plan de la plaque
(efforts et moments) et les déformations.

N, | A: A, As By B, By | _6‘101 1
N, A, A, Ag B, By By 532
N,, As As As Bis By Bg v 159

My, B, B, Bg Dy D, Dy |K
M, B, By, By D, D

My, | L B Bx Bg Dis D Dg | K

Avec:

. Aj = i(hk - hk_l)(Q'ij )= i_(Qlij )k &

. Bij :%kZ:‘(hkz - hkz_l)(Q'ij ) = g(Qij )k & Z

1S ,,5 .3 . n , €
- DiJ zgé(hk _hk—1)(Q i )k :;(Qij )k(ek Z +%2j

Les coefficientsA;, B; etD; font apparaitre les variables epaisseur du pli k, efdistance de la

ligne moyenne du composite a la ligne moyenne ik pl

Identification des différentes contributions :

= A constituent la matrice de rigidité en membrane
= D, représentent la matrice de rigidité en flexion4tors

* B, sont les termes de couplage membrane/flexion-torsio
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[l.1.Introduction

Ce chapitre constitue une introduction a la dynamides structures. Une premiére partie y
est consacrée au rappel les relations fondamernttalds dynamique des structures. On y expos le
principe de "Hamilton" qui permet la caractérisaticariationnelle des systemes continus. Ensuite,
on y montre comment I'étude dynamique d'une stregbeut s'effectuer en cherchant des solutions

approchées du systeme continu avec un nombreefidedre de liberté.

II.2 Relation fondamentale de la dynamique:
Si l'on pose que les efforts de volume exercésususolide (champ de gravité, de champ

magnétique...) SO(lfl, f,, f3), et si le repere choisi est galiléen, la relationdamentale de la

dynamique [1] s'écrit localement :

00y, 00y, 00,5 f = pa,

ax, 0x, 9x

00y, , 00, 004 f =pa 21
ax, 0x, 0x, - ?

00, +0023 4738 4 f = pa,

ax, 0x, 0x, °

Avec

a,, a, a; Sont les composantes du vecteur accélératiop,est la masse volumique.

[I.3 Relation fondamentale de la dynamique appkgai¢in élément de plaque:

[1.3.1 Relation fondamentale relatives aux réstiame membrane:
L'intégration des équations (2.1), suivant l'émaissdu stratifié, conduit aux relations
fondamentales d'un élément de plaque, relativesr@sudtantes. L'intégration des deux premieres

aboutit aux relations relatives aux résultantemdmbrane.

J-h/z %d X, +Ih/2 %d X, +J-h/2 0013d %, +J»h/2 fdx, = _[h/z padx, 99
-2 0 X, -2 9 X, -2 9 Xg -h/2 -h/2
y2 00 d h2 oN
j—h/z 0 2 % :_J—h =3 = 23
X, 0x, 72 0%,
De méme:
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jh/z 00, Ix, = i J>h/2 0.dx = oN,, 24
29X, 0x, *h2 0X,

V200, _ _(hy [ h

j_h/zaa x3-013[§J 013( Ej 25

. h h : . . ’
ou 013(5 eto, =5 sont les contraintes éventuelles de cisaillememroges sur les faces

supérieure et inférieure du stratifié. Ces contegirsont généralement nulles.

Enfin, nous poserons:
hj2
[Wzﬁd&:Fl 26

L'intégration du second membre nécessite les esipres(1.42) des déplacements en

fonction dex,, x,, x;et det.

°ot?
07U e 0% @, e
T j_h/zpd L+ e j_h/z,oxgdx3 2.7
En pose:
hy2
105 :J-—h/Z pd X3 28
La masse surfacique du stratifié :
g2
R= j_h/z PX; d X, 29
Soit:
2 _ o) 0%,
j_h/zpaid&_ps-az—mat2 210
L'intégration de la premiere équation (2.1) condomc finalement a:
2,0 2
N 1) )-8 2
ox 090X, 2 2 ot ot
De méme, l'intégrale de la deuxieme équation @hyuit a:
2,,0 2
M, , MNeg (g, +st(hj‘%a(‘hj =00 2 +ROE 21z
ox, 0% 2 2 ot ot
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[1.3.2 Relation fondamentale relatives aux réstéamle cisaillement:

L'intégration suivant I'épaisseur de la troisiemaadion (2.1) conduit donc finalement a:

001, 005 0

jh/z O , + jh/z Oy X+ jh/z 904 X, + jh/z f,dx, = jh/z pazdx 213
w2 X, -n2 6X2 -2 9 X, -2 -h2

Nous avons:

[0y = 0 (% 5 gy -8 214
W2 g X, adx, o2 0%,

Jm/z 00, X, = 0 J-h/z - dx, :E 215
2 9 x, ax, o h2 0%

h2 00, _ h)_ _h

j—h/zEd X, = 033[§j 033[ Ej 216

_ h h . . .
Les contralntesgg(ij et 033[- Ej apparaissent comme des forces de prissions esesgeehaque

face de plaque. Nous notons leur différence:

h h

X)) =0l — | = Oanl —— 217
ason-afl) oY)
En fin:

2 _ 0%y

Iy, s 0%, =, T 218
L'intégration de la troisieme équation (2.1) cohdoinc finalement a:

2,,0

&+&+F3+q:psau3 219

ax  0Xx, at?

[1.3.3 Relation fondamentale relatives aux moments:
Les relations fondamentales relatives aux momemsabtenues en multipliant pag les

deux premieres équations (2.1), puis en intégnamast I'épaisseur.

M, M, 2 00, v _
i + o + j_h/z X, Ed X, + j_h/z x, f,dx, = j_h/z px,a,dx, 220

En intégrant par parties, nous avons:

v2 00 Iy = by hj2 _h_(h) h h
j—h/z X5 P Xl: X3 = [X3 O13 —h2/2 - j_h/zalsdx3 . Eals[éj + 5013[_§j -Q 221
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Soit:
m X3 (ZU—led X3 = g(%[gj + 013[— ED- Q 222
Le second membre s'écrit:
jh/z PX8,0 jhﬁ;px [aat2 % Zzzljd)%

GRTNE 0% @, e

:WJ_Wpr3dx3+ e j_h/z,ox\,fdx3 223
En pose:
2
2=, P% 4% 224
" otz
j_h/z X, f,d %, =P, 225

|, est le moment d'inertie par rapport au plan mg@end, 2)de I'élément de plaque.

La premiére relation des moments s'écrit donc:

oM, oM, h [hj [ hj 0°u) 0°¢,
—— =+ | Ol - |70 2 | |TR-Q =R +1 226
ax, 09X, 2( Ble) Bl 2 TR ey
De méme, la deuxieme équation (2.1) conduit a:

2
6|\/|2 t— M, +D 023(Dj_023( hj th-Q = 0 SRAPE ? ¢22 227
ox, 0% 2 2 2 at ot

[1.3.4 Résumé des relations fondamentales:

2
N, 0N, +013(2j 013(‘Dj:p 0’y , 0’9,

ax1 9 X, 2 ° 6t2 at
N,  aN,, (hj ( hj 0% | 0%,
+ +F, 40, — |—0, —— |=
ax, ax, - 22) ® 2 P o at2
0Q , 9Q, 0°u
+—=+F+ 228
ox ox, TRTATA G

OM; M, h (hj ( hj 0°u; 0°9,
t—=+—| 0, = |0, = ||[TR-Q =R +1
ox, 0X, 2( =2 B2 1= ot>  * at?

2,0 2
6|\/|2 +6M12 +D(0'23(Dj—0-23(_2jj+ PZ_QZZRa Ug +| a ¢2

ax, 0x 2 2 ot>  ? ot?
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Avec:

p. R, |12:j_“;22 i %, x)o dx, 229

Les trois dernieres équations permettent d'obtemer relation indépendante des résultantes
de cisaillement suivant:
2 2 2
0 I\/il+a M22+20 M
0X; 0 X, 0x,0X,

2,0 3,,0 3,,0 3 3
:psa U . 6u12+ ()u22 o, 0°¢, N 0°9, 230
Ix0t* 0x,0t Ix0t*  0x,0t

Les équations (2.28), (2.30) constituent les éguatide mouvement de la théorie classique des
plaques. Elles sont applicables aussi bien a degies homogénes qu'a des plaques stratifiées. Les
deux premieres équations (2.28), associées a (2c80ytituent les équations fondamentales des

plagues en l'absence de cisaillement transverie, so

2,,0 2
ON, , ON;, . F+ Uls(gj_%(_ gj = b, 0°uy , 0°¢

ax, 0Xx, 2 at? at?

2,0 2
N, + ALt +F, +023(Dj_0-23[_hj =Ps ? U22 + Ra ¢22 231
o0X, 0% 2 2 ot ot

2 2 2 2,0 3,,0 3,,0 3 3
6M1+6 M2+26 M,, +q:p50u3+ 0°u, N 0°u, ‘l, 0°¢, N 0°9,
x> 0xX2  0x0X, at? ax0t> dx,0t? ax0t> ax,0t?

Les grandeurso,R, |, se calculent sans difficulté dans le cas ou lgydaest constituée de

couches, la coucheayant une masse volumigoge. Nous avons:

/ 0 ely
o, =J_hh/22 pdx,=). j_hh;pk dx,

k=1

soit p,= ) A ~h) 232
k=1
De méme:
18, (- 233
R_Zzpk( « ~Nea)
k=1
==Y oy - 234
1 ‘32 pi(he —hey)
k=1
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Les relation fondamentale de la théorie classigas stratifiés sont obtenues en introduisent
léquation constitutive (1.59) des stratifiés ddasrelation (2.31) dans le cas de problemes de
dynamique, puis en tenant compte des expressiofd)(llant les déformations aux déplacements,
nous obtenons les trois relations fondamentalds ttetorie classique des stratifiés :

20 20

A 2n axlaxz A2 A

2 0 3 0 3,,0
a A26 2 11 a 3 3816 a QU3
6x16 X5 0x; 0X; 0X,

+ (A, + Ag)

0°u; 0% h h o’y 0%

uz

u1 N 0°u; 0°u;
(A * Ag) g oot P o * A
02 0 02u° d%u a
+2 U 4 -(B,, +2B

2

3,,0 0 2

_gg,, 0 32 8,2 % +F, +0, (hj—azs(—bjaosa Yo 4RO 2 236
0X,0X; 20X 2 2 ot ot

As

4.0
D11 6 4 4D16 agus + 2(D12 + 2D66) az 2 +4 zea—usg
0X; 0X; 09X, 0X50X%; 0X,0%;
T 0°u) a°u, 0°u,
- - B, +2By) ——
22 axg 11 6)(13 BlG axz ( 12 66) axlang
3,0 3 O 3 3,0
i U; ~ Dyg ou 3 (Blz + 2866) ou _38266—%2
0 X, 0x; 0X; 0x2 0X,0X;

2,0 3
8226 : +q=p36 u23+ 6u12+ au22 ol 0°g, 6¢22 537
0x ot oxot® 0x,0t 2 ax,0t> axzat

I1.4 formulation énergétique de la théorie destiitea :

+D

- Bze

[1.4.1 Introduction :

Les théoremes de [I'énergie peuvent étre utilisésir paboutir a une formulation
variationnelle des relations fondamentales desif@sa Les théoremes de I'énergie sont également
a la base de l'analyse des stratifiés par la méthied éléments finis.
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[1.4.2 Energie de déformation d’un stratifié :

L’énergie de déformation d’'un solide élastique stéan coordonnées cartésiennes suivants [1] :

21
U, = EJ-VO'"- &g;dv

1
Uy = EJ-.”(Ungn + O pE0 + OgE53 + O13)13+ O3l + 01,14, )dX AX,A% 238

En tenant compte des hypotheses de la théorigrdeifiés : 0,, =0, y;; = ),; =0

Cette relation peut étre exprimée en fonction des déptausu,, u et us :

1 ou°\’ ou? ou? oul\’
u == 1 2 1 2 2
o =5 Al(axij *2m 0X2+A22(6X2j

2
N Aiaulo+A2 ouy auf+au§ P A a_uf+a_ug
Cox,  Pox, | ox, ox lox, ox

o 0u 0%ug ouy 0°ud N au; 0°ug
Hox, ox? Plox, ax?  ax oxZ
_ a_ugazug_ZB 0°us (0u; , du, +26uf d%uy 939
Zox, ox; | oxZ (ox, 0 0%, 0%0X
2 0% % 20X X 0X,0X,
2,,0 0 0 0 2,,0
28, 0°u; [ ou, +6u2 +26u2 0°u,
x| ox, 0%, 0X, 0%,0X,

02Ul (ou’ ou? o210\’ 9%u? 9°u?
- BGG a 03 (a : + a 2 j + Dll( a 23 j + 2D12 a 23 a 23
X 0%, \ OX, 0% X1 X 0%

2,.0\2 2,0 2,0 2,0
+Dzz(a—u23j +{D166 u23 +D266 ung 9°ug
0X; 0X; 0x; ) 0x,0X,
2

o2’ Y
+ 4D66[6X1—65(J }XmdXZ
2

Dans le cas de stratifiés symétriques, les terBjete couplage membrane-flixion sont nuls,

et I'expression (2.39) de I'énergie de déformatigparait comme la somme de deux termes : I'un

fonction uniquement des déplacement$etu)de membrane, l'autre fonction uniquement des

déplacements transverse

31



Comportements dynamiques des structures
Chapitre Il

ou, ou, au2 o\’
__II Ail( j A12 axl aX Azz( j

2

+2(A6 LAy j(a“f+a“2j A%(a“ ai] b dx,

0X, 0X% 0X, 0X
2,,0)? 0 32,,0 2 0 2
+1“{ D,, 0°u; +2D126 u36u3+D22 o°u 240
2 ox? ox; 0x5 axj

2,0 2,0 2,0 2.0 \?
40,0540, 00 | 0% ygp, [ O | gy,
0X; 0X; ) 0X,0X, 0X,0X%,
Dans le cas de problémes de flexion pure, le pretaiene est réduit a une constaDteet

'énergie de déformation s’écrit suivant :

1 RN 92ul 9%’ 970
_Ejj{ Dll(a—;j +2D12 9 23 9 23 +D22( 0 2 j
X X 0% Xz

2.0 2.0 2.0 2,0 \2
+4 D, 0t 4p, 0 | O g [0 | gy sc 241
OX; 0X; ) 0%,0X, 0X,0X,

[1.4.3 Energie cinétique d’un stratifié :

L’énergie cinétique d’un solide en mouvement [1] :

E.==|p—-—"dv 242

1 ou )’ (ou,) (au,)
E = M| 4[] % 24
c ZIHp[( SRR }dxldxzdxs 3

Ou pest la masse volumique en un point et intégratisnétendue a 'ensemble du solide.

Dans le cas de la théorie classique des stratdi@€hamp des déplacements (1.42) s’écrit :

oug
u, =u) - X36_3
%
ouy
U, =uy —X,—> 244

0X,
Us = Ug (X, X,)
Ou ujest indépendant de. En substituant ces relations dans l'expressiat8)2l'énergie cinétique

du stratifié s'écrit:

2,0 \2 0 2.0 \? 02
__.“-'[ aul _ 0 U, + 6u2 —%, 0 u, + au XmdXZd)(s 245
ot axlat ot 0 X,0t ot
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[1.4.4 Travail des forces :
W=W, + W,
Travail des forces volumiques :

w, = [ f,udv

Travail des forces surfaciques:

w, = [ fyuds

[1.4.5. Equation d'équilibre dynamique:

Il existe aussi une maniére variationnelle d'éarie équilibre, c'est le principe de Hamilton
qui s'énonce comme suit:
Principe de Hamilton:

Si Ecest lénergie cinétiqueE l'énergie potentielle total, entre les tempsett,le

mouvement d'un corps élastique conservatif s'effede telle maniere que la fonctionnelle

tJz'(Ec - Ep)dt soitstationnare = 5}% (Ec - Ep)dt =0 246

t t
L'énergie potentielle totalé&, est la somme de I'énergie de deéformatibp et de travail
conservatives des forces surfaciques et volumiques:
E,=Us-w=U,; -w, —w, 247
La fonction E.~E_ est appelée lagrangienne, elle est ndtée
SiL est une fonction d'espace et du temps sont sé&phréé.(u,,u,,t)

Donc pour les systemes conservatives, le prinapdamilton s'énonce alors simplement:

t
dj L(u,u,t)dt=0 248

o]

Alors I'équation d'Euler associée a la fonctiomnglecrit [4,5]

9 6_L _a_L:o 249
ot{du ) adu
Ou encore:
0E
O[9E | _0E 9% _ 250
ot\ ou, ou, du

33



Comportements dynamiques des structures
Chapitre ||“

Ou:
0 (0E, —6E°+0Ud=Qi 251
ot au, ou, 0u,

Avec Q force généralisée correspondant a la coordomnéedéfinie par le travail virtuel
des forces extérieures:
ow=Q oy, 252

Pour les systémes non conservatifs, le principdatailton devient:

t, t,
S[L(u,u tydt+[owdt=0 253
t t
Avec:
ow=Q du, 254
Les équations de Lagrange s'écrivent alors:
ofoL) Ol _~ g 255
ot\au, ) adu,
Ou:
0(0E. | OE,  0U, .
— C |— C + =0 +0 256
at(auJ ou,  duy, Q*Q

Remarque: pour les systémes avec amortissement, le termitiomret! — Q représente la force
généralisée de dissipation.

Les équations de Lagrange permettent d'obteniédesitions de mouvement du systeme a
partir des expressions des énergies cinétiquenpelte et de dissipation.

Les équations de Lagrange d'un systeme consergiwennent alors:

Mg+kqg=F(t) 257
Dans le cas d'un systéme avec amortissement visguéufaut ajouter au second membre leur

terme additionnel de force de dissipation visqueuse
Mg+cq+kg=F(t) 258
La solution de ce systeme peut s'obtenir a pagtitédude des vibrations libres, c'est-a-dire
par la superposition de solutions du systéme ssotnd membre, soit:
Mg+kqg=0 259

— i ot
Les solutions sont harmoniques du type 9€
e“(k-aM)q=0 260
Le déterminant de I'équation (2.60) doit étre nul:
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det([k] - «?[M])=0 261

On obtient ainsi les n valeuns’(w,i =1............ ,n) pour une dimension n des matrices
[K] et [M].
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Formulation par la méthode des éléments finiseg@mmation

[11.1 Introduction :

La méthode des éléments finis est un outil de uéisol numérique approchée des équations
différentielles. Qui régent les phénomenes physique

L'idée générale de la méthode des éléments fimsiste a la discrétisation d'un milieu
contenu par des éléments qui sont inters liés entxepar des lignes appelées lignes nodales. Les
lieux de rencontre des lignes nodales s'appeletias.

A lintérieure de chaque élément, on définit unectmn d'approximation appelée fonction
d'interpolation exprimée en fonction des variablesdales, ces dernieres définissent le
comportement local de [I'élément. Par conséquent, ¢ggoupement ou assemblage définit le
comportement global de la structure.

La méthode des éléments finis est extrémement gniesspuisqu’elle permet d'étudier
correctement des structures contenues ayant divepsepriétés geomeétriques et déférentes
conditions aux limites, elle nécessite alors umgraombre de calculs qui, a cause de leur nature

répétitive, s'adapte parfaitement a la programmationérique et la résolution par ordinateur.
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Les structures minces sont celles dont lamater reste rectiigne et perpendiculaire a la
référence géométrique en configuration déforméecalmportement flexionnel. Ici, on considére
avant tout

— Les poutres de Bernoulli.
— Les plagues de Kirchhoff.
En conséquence, les déformations de cisaillemansyerses sont négligées.
La qualification mince est correcte : plus 'élémemnélancé (rappog/h grand) (figure 3.1).

[1l.2. Formulation mathématique :
Une plaque stratifiee rectangulaire mince consdgen plis orientés differemment de

dimension aetb est considérée (figure 3.1). Le systéme d'axesx,X,) passe par la surface

moyenne de cette plaque.
Dans la théorie de plaques, on ramene le componteties points de la plaque a celui de la

surface moyenne et on suppose un champ de déplacdmpremier degré

Uy (X, X5, Xg,t) = uf(xll Xy, 1) + %1 (X, X5,t)
Up (X, Xp Xg,1) = Uz (X, X5, 1) + X3, (X, X,,1) 31
Uy (X, %oy Xg,1) =US (X, X,,1)
ou
u,, U, ,U, sont respectivement les déplacements suivantrestdins x,;, X,, X, .
u?,us,us sont les déplacements d'un point situé sur lasairiaoyenne de la plaque, respectivement
suivent les directionsx;, X,, X, .

@.,@,sont respectivement les rotations de normale arface moyenne autour des axgsx, .

v ;JL

a

)]

=
S
VY
r 3
h 4

Figure 3.1:Schéma géométrique d'une plaque (strafifiée
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[11.3 Formulation par éléments finis :

L'analyse est basée sur un élément rectanguldireoauds de famille de Hermite, chaque
nceud possededegres de liberté; un déplacememgst deux rotationsg,, ¢,le champ de
déplacements élémentaire est défini par I'expressio

Uy SW=Q, + 0, X+ A,y + 0, X2+ A Xy+a, Y +a, x> +ax°y
+aoxy? +a,y’ +a,, Xy +ag,Xxy’ 32
Le champ de déplacements sous forme matricielle gieairésumée par I'équation générale:
u, =w=|[p,fa} 33
Avec
[0 = (L%, y. 32 %y, y2 5, X2y, 02, ¥ ¢y, xy?)
et {a} ={a,,a,,0,,0,,0,, 05, 0,,0a,,a,, a,, a,, a,} 34

En remplacant par leur valeur les coordonnées asdhins I'équation (3.3):

{u}=[la} = {a} =4} 35

Avec
001 0 0 O O 0 0 0 0 0 |
010 0 O O O 0 0 0 0 0
1 00 O O O O 0 0 0 0 0
001 0 a 0 0 a° 0 0 a’ 0
0102 0 0 3 O 0 0 0 0
[X]: 1 a0a 0 0 a 0 0 0 0 0
001 0 a 20 0 a* 2ab 3p* a°> 3ab’
0102 b 0 3 2ab b? 0 3a*h b
1 a b a® ab b®> a® ab ab® b* a’®v ab’
001 0O O 2 O 0 0 3p? 0 0
010 O b 0 O 0 b? 0 0 b®
10b 0 ODbB 0 0 0 b 0 0|
Donc:
u, =[p, ][ ™{u?} 36
En pose :
NI=[pJi* = =[N 37

Les fonctions de formN sont schématisées sur les graphes suivants:
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Figure 3.2:Les fonctions de forme
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Formulation par la méthode des éléments finiseg@mmation

Figure 3.2:Les fonctions de forme

Dans le cas d'un probleme de flexion des plagiétat bes déformations en chaque point peut étre

représenté par trois composantes:
* La courbure dans la directioq
* La courbure dans la directiog

+ Latorsion

> ©
_ kll _ a ¢1
& =X k22 =X 0 & ¢
k12 0 02 ’

| 0X, 0%
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Donc:
au,
1
{¢}: 1=y, 310
2] |9
0X,

En remplagant, par sa valeur a partir de I'equation (3.6):

£, = —x,L0u, = —x, LO[p, ][ {ue} = ~x,LONfue} 311
On pose:

C=L0[p,] 312
Avec

6x 2y O O ©o6xy O

0O 0 2x 6y O ©oxy 313
0 4x 4y 0 6x* 6y°
Et:
B=cl” 314
Donc:
e =x{kd = [alu} = {4 = [aHu} 315

[11.3.1 Formulation élémentaire:

La formulation au niveau de [l'élément consiste @rimer les énergies cinétique et

potentielle en fonction respectivement des vitessees déplacements aux nceuds.
« La matrice de rigidité:
On rappelle de I'énergie potentielle totale a pdsil'équation (2.47):

L'énergie potentielle totalé, est la somme de I'énergie de deéformatibp et de travail

conservatives des forces, donne l'étude des vibsatibres le travail des forces égal a zéro. Donc

I'énergie potentielle total&, égal I'énergie de déformatiory , eéquation (2.41) :
| 0°ug ’ 9°ug 9°u; a°ug ’
E, =U, ‘5“{ Dn(W +2D12W6—><22+D22 Y

2.0 2.0 2.0 2.0 \?2
+4 D, 2t 4p, 0t | O yp [ OW | yayay sc 316
0X; 0X; ) O%,0%, 0x,0X%,

En écrit I'équation (3.16) sous forme matricielle :
E, = _—” {K}'[DK}dxdx, +c 317
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En remplacek} par I'équation (3.15)

=~ [ 6] [olafulasax, +c 318
D'autre part I'énergie potentielle s'écrit [4,6]:
E,= %” {u‘s}t [k]{ue}d xdXx, +c 319

Par analogie, la matrice de rigidité élémentaite es
b a
[ke]= [ (8] [D][Blaxax, 320
00
En remplacenis par I'expression (3.14)
" b a 4
= 63 e olcleses, 21
00

* Modélisation des masses par €éléments finis:

L'énergie cinétique de I'élément, équation (2.42) :

1 J~ ou. au 322
ot at
Mais par ailleurs on a:
{ua} = [NJfr)
=[p ] {ur} 323

D’ou:
£ = [ ANT S INT o
- ot oIl o) 324

D'autre part I'énergie cinétique s'écrit [4,6]:

e =2l o

Par analogie la matrice de masse cohémati&lément est:

[Me]= ] oIN] [NJav

- j ol (X [p[x] v 326
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[11.3.2 Formulation globale:
[11.3.2.1 Assemblage:

La matrice de rigidité et de masse élémentaire stiikées pour calculer la matrice de
rigidité et de masse de la structure compléte pamted'exprimer I'énergie cinétique et potentielle
en fonction des déplacements nodaux de la sheict
Approche énergétique:

Si les éléments ont la compatibilité requise, fgigecinétique et potentielle totale de la
structure peut étre obtenue par sommation des iésergnétiques et potentielles totales

élémentaires, soit:

= uE _elememsz{ of ook ek w 327

Ep= Y Ep= Y é{ue}t[ke]{ue}—{ue}t{Fe}=E{u}t[Kl[ul—{u}t{F} 328

éléments élément;

Soitu le vecteur des déplacements nodaux de la structure

La compatibilité des déplacements nodaux de ractstre est obtenue en écrivant pour
chaque élément une relation matricielle de type:

u®=p.°%u 329

Avec:
B°matrice de localisation ou de connectivité géomasi
Chaque relation (3.29) permet de repérer ou delidecdes d. d. |. de chaque élément dans
lensemble des d. d .l. de la structure.
En utilisant les relations (3.27) et (3.28), ontp&arire:

= ZE::—

éléments elements2

Al el 1y :
Yl - S
La matrice de masse de la structure compléete est:

Ml= S ool
élements
De méme pour la matrice de rigidité globale etdeteur des forces équivalentes:

K= >lelkle] 332

éléments

Fl= S[5[F] 333

éléments
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[1l.4 Programmation:
[11.4.1 Introduction:

On a développé dans le présent chapitre les étgpessaires a I'obtention de matrice masse
et de rigidité de I'élément. La résolution d'unipéme par la méthode des éléments finis entraine le
calcul de la matrice de masse et de rigidité deettaustructure.

On a vu au chapitre précédant que les valpwopre de la structure était reliés aux matrica de
masse et de rigidité par 'équation (2.60)
(k-a?M)q=0 334

Dans cette méthode, les quantités inconnues s®plulsations propres et les modes propres
de la structure.

Le travail numérique consiste en la mise en ceugreette étude pour les plagues minces.
On donne dans ce travail une technique a adoptsgue l'on développe ces programmes sur
ordinateur. Ce dernier peut étre construits en wwend) nombre de parties appelées sous-
programmes, chacun d'eux ayant une fonction pégfeudans I'étude complete.

Un exemple évident est le sous-programme écrit owésolution du systéeme d'équations
représenté par I'équation (3.34). Il est aussissame d'avoir un programme principal qui controle
les ordres et utilise les différents sous-prograsame

Le langage de programmation a utiliseleeFORTRONO .

[11.4.2 Organisation du programme:

La figure 3.3 résume les parties de base du prageapour la résolution complete d'un
probleme par la méthode des éléments finis. L'ésleifectue en utilisant une introduction des
données qui décrivent completement la structureélizgdet en effectuant des sorties qui consistent
en la tabulation des valeurs propres et des défamsamodales. On va maintenant décrire
séparément chaque étape de la figure 3.3.

1. Entrées des données:

Pour poser le probleme, il est nécessaire d'infredies données; ces derniéres doivent
spécifier les caractéristigues expérimentales deshes, le nombre des couches, les orientations et
les épaisseurs des couches, le nombre et les dimemdes éléments, la masse volumique et la

connectivité géométrique des éléments et en findeslitions aux limites.
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2. Caractérisation du matériau composite stratifie:

Le programmecontient un sous-programme pour calcul de la matrice delidget de
souplesse quiera utilisé pour calcul les matrices de rigidité en rbearme{A] de rigidité en
flexion-torsion[D] et de couplage membrane/flexion-tors|@)

3. Matrice de rigidité et de masse de I'élément :
Le sous-programme dans lequel la matrice de rigieitde masse de I'élémdhf]et [M e]

est calculée nécessite un certain nombre dinfasmgtqui sont incluses dans les données

initiales, les coordonnées nodales et les progrideel'élément ; des qu'elles ont été lues par le

programme principale, on peut caIculkFJet[M e] pour chaque élément. Le sous-programme
contient l'expression algébrique dderma de [keJet[M e] .en effectuant les multiplications

matricielles nécessairgsur obtenir les termes{keJeth e] comme cela est indiqué par les
équations (3.21) et (3.26)
4. Assemblage de la matrice de rigidité et de masse [estructure :

La matrice de rigidité et de masse élémentaire stilisées pour calculer la matrice de
rigidité et de masse de la structure compléte pitamte d'exprimer les localisations ou les
connectivités géometriques des éléments.

5. Introduction des conditions aux limites :

En générale, la structure s'appuie sur plusieunsdagpour lesquels certains déplacements
sont interdits, il est nécessaire d'enlever leseliget les colonnes appropriées des matrices de
rigidité et de masse globale ; c’est-a-due €limine les lignes et les colonnes correspondaint
déplacement fixés.

6. Obtention des fréquences propres et des déformatisrmodales :

Pour tous, si ce n'est pour le plus trivial desbfgnmes, I'ensemble final d'équations sera
grand. Il existe plusieurs schémas pour résoudigrake systéemes d'équations et parmi ceux qui ont
été utilisés avec succes en conjonction avec lagdétdes éléments finis, on peut citer la méthode
de CholeskyL'équation (3.34) sera résolu pour donner les fnécpse propres et les déformations
modales a l'aide de la logicielle MATLAB.

7. Présentation des résultats :

Il est habituel d'imprimer les données dans urafcll'entrée, a la fois pour vérification et
interpréter les résultats. De plus, on doit imprifes valeurs des fréquences propres et schématiser
les modes propres.
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[11.4.2 Organigramme:

Entrée des données

\ 4

Caractérisation du matériau composite stratjfié

\4

Evaluer les matrices de
régidité et de masse
des éléments

[K7T et[M7]

Assembler les matrices
complets de la structure
[K] et [M]

Application des condution aux limites

\ 4

Résoudre
(k-wM)g=0
\ 4
-~ Sortie et impression des ré%
\ 4
Fin

Figure 3.3:0Organigramme globale
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( Debut )

\ 4

Entrée les caractéristigues expérimentales
des couches

Ei, B2, Va2, Gi2

\ 4

Calcul de matrice de rigidité [Q]
Equation (1.37)

Calcul de matrice de souplesse [S]

v

O

Figure 3.4:0rganigramme détaillé
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Entrée du nombre des coucha} (

A

Entrée de :

L’oriontation des couchds
Epaisseur des couchles

v

Calcul ddQ] pour la coucht
Equation (1.40)

k=k+1
K <n Oui
Non

Calcul des matrice{A], [B], [D]
Equation (1.56), (1.57) , (1.58

N—r
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Entrée de :
Dimension de I'élémerit
La masse volumique de I'élément

\ 4

Entrée la connectivité géomeétrique de
I'élémentk

A 4

Calcul de [K]et [M] pour
I'élémentk

A 4

k=k+1

Non

Calcul des matrices de rigidité globale [K] et dasse
globale[M]
Equation (3.31) ,(3.32)
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Entrée les condutions aux limites
Calcul des matrices de rigidité globale
[K], et de masse globale [M]

v

Résoudre I'équation (3.34)
(k-e’M)g=0

Par la méthode de cholesky

\ 4

Sortie et imprission des réSlM

Fin
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Validation de I'élément fini dans I'analyse clamportement dynamique des plaques.

V.1 Introduction :

Dans la méthode de Galerkin, la convergence versolation exacte est obtenue en
enrichissant toujours davantage lapproximatiorrésgntant le champ inconnu sur le domaine
entier : on augmente le nomb¥g des termesi Ni.

Dons la méthode des éléments finis, le point de asteun peu différent et il existe deux
types de convergence :

» La convergence par raffinement du mailage sans ifimodles fonctions
d'interpolation.

» La convergence par enrichissement de linterpaiaans changement du maillage.

Convergence par raffinement du maillage:

Considérons un maillage d'éléments finis et apgelofa dimension caractéristique d'un
élément. On subdivise toujours davantage le doma&neéléments toujours plus petits, chaque
nouvelle division contenant la précédente, et onseove, pour les éléments de méme type,
constamment la méme approximation du champ.

Alors, si les criteres de convergence sont remplisplution approchée tend vers la solution
exacte quand la taille des éléments tend vers (zere0 ). C'est le principe de la convergence par

raffinement du maillage.

53



Validation de I'élément fini dans I'analyse clamportement dynamique des plaques.
Chapitre IV

IV.2 Validation de I'élément fini dans I'analysatgjue des plaques :
IV.2. 1 plaque isotrope uniformément chargée :

On peut étudier comme exemple de ce type de prebigiisant I'élément dans le chapitre
précédant (un élément rectangulaire a 4 nceuds miéefale Hermite, chaque nceud posséde
degrés de liberté) une plaque carrée isotropenig ite ses quatre bords et chargée uniformément
parg. On divisé la plague en 64, 100 et 400 élémentsm et comparé les résultats obtenus a partir
de la méthode des éléments finis avec ceux dellgic analytique; (cotés encastrés : E ou en
appuis simples : S).

Tableau (IV.1) Convergence de la fleche au centre d'une plagi®jse, en fonction de nombre

déséléments.

w=wD/ga* ,D=D,
w.Déplacement latéral au centre de la plaque
Eléments SSS Erreur (%) EEEE Erreur (%)
Présente étude 8x8 0.0041274..6600985 0.0014392 3.3968254
10x10 010046 1.0985222 0.0012902 @32%94
20x20 010838 -0.152709 0.0012700  986K07
Ferreira [10] 8x8 0.004024 0.001239
10x10 01049 0.001255
20x20 01069 0.001262
Solution exact 0.004060 0.001260

IV.2.2 Plaque isotrope avec une charge concentree :

Un test classique de plaque isotrope mince fléesid'étude d'une plaque carrée, sous

charge concentrée centrée; on peut étudier la @layec divers maillages.
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Tableau (IV.2) Convergence de la fleche au centre, en fonctiomodebre des éléments

w=wD/F a

a/b Eléments S§S Erreur (%) EEEE  Erreur (%)

Présente étude 8x8 0.0118 1,89814496 0.0057960  3,40767172
1 10x10 0.011754 1,32059858 0.0057445  2B4834
20x20 0.011617 0,13964554 0.0056481 (1®3639

Solution exact 1016008 0.005605
Présente étude 8x8 0.0869 2,41066021

05 10x10 0.016798 1,74439733

20x20 0.016589 0,47849788

Solution exact 1661

25 7777777 ro -7 T T T T I T T T T T 7 T~ T T T 7 T T T T T 7 T T T T T T

Plaque isotrope encastrée /charge uniforme

Plaque isotrope encastrée /charge concentrée
20l - Plaque isotrope en appuis simples /charge concentrée (a=b) ||
Plaque isotrope appuis simples /charge concentrée (b=2a)

Erreur relative (%)

1
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Nombre des élémens

Figure 4.1Test d'une plaque isotrope : convergence de théleau centre.
La figure (4.1) montre un test classique de plago&rope mince fléchie, en fonction du
nombre des éléments (de degrés de liberté) etcdaditions aux limites et de charge. lrésultats

ont été comparés a ceux obtenus par la littér&tuoem montre un résultat suffisant.

55



Validation de I'élément fini dans I'analyse clamportement dynamique des plaques.
Chapitre IV

IV.3 Validation de I'élément fini dans I'analysendynique des plaques :

IVV.3 .1 Plaque isotrope:
Tableau (IV.3): Convergence de la premiéere fréquence propre @laggie carré isotrope encastrée

avec le rapporth/a=0.01 et v = 0.3

0

w=w,, a etw,, : pulsation propre erd /s
8x8 0.17300 Solution analytique [10] 0.1754
10x10 0.17395
20x20 0.17515 Erreur relative (%)-0,14253136

Tableau (IV.4): Convergence de la premiere fréquence propre @lacgie carré isotrope

simplement appuis avec le rappdria=0.01 et v = 0.3

w=w,, L
G
8x8 0.095459 Solution analytique [10] 0.0963
10x10 0.095718
20x20 0.096190 Erreur relative (%)-0,1142263

T T T T i
plaque carré isotrope encastrée | |
=== plaque carré isotrope en appuis simples :

Emeur relative (%)

400
Nombre des éléments

Figure 4.2:.Convergence de la premiere fréquence propre d'laxgue carré isotrope

La figure (4.2) montre la convergence d'erreur tiedade la premiere fréquence propre d'une
plaque carrée isotrope, l'erreur 0.14 % dans ledeaplaque encastrée, et de 0.11 % dans le cas
simplement appuis. Ce qui suffisant acceptable.
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Tableau (IV.5): Fréquence propre d'une plaque carrée isotropeteéeavech/a = 001et
v=03

Modes m n 20x20 erréira [10] Rayleygh-Ritz [10] Liew et §L.0]
1 1 1 0.17515 0.1765 0.1754 0.1743
2 2 1 0.35693 0.3635 0.3576 0.3576
3 1 2 0.35693 0.3635 0.3576 0.3576
4 2 2 0.52394 0.5358 0.5274 0.5240
5 3 1 0.63986 0.6634 0.6402 0.6465
6 1 3 0.64308 0.6665 0.6432 0.6505
7 3 2 0.79719 0.8266 0.8015
8 2 3 0.79719 0.8266 0.8015
9 4 1 1. 0241 1.0875 1.0426

Figure 4.3Mode propres d'une plague carrée en matériau igmre@ncastré sur les quatre
cotés
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Tableau (IV.6): Fréquence propre d'une plaque carrée isotroppmrisasimple avec
h/a=001letv =03

Modes m n 20x20 erréira [10] Soulution Analytique[10]
1 1 1 0.09623 0.0965 0.0963
2 2 1 0.24029 0.2430 0.2406
3 1 2 0.24029 0.2430 0.2406
4 2 2 0.38325 0.3890 0.3847
5 3 1 0.48047 0.4928 0.4807
6 1 3 0.48047 0.4928 0.4807
7 3 2 0.62157 0.6380 0.6246
8 2 3 0.62157 0.6380 0.6246
9 4 1 0.81679 0.8550 0.8156

Icde 2 Mode 3

\\\\\\\ |
}{%\tx\\\

y / "I:'n
it g

4/,,,,» :
‘3\‘\\\ W
Vo ’;I
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\\\\-
g\,_

‘\\\\“"' \‘ ‘;"n ‘\\\\
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Figure 4.4Mode propres d'une plaque carrée en matériau igmrsur appuis simples
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- O

I\VV.3 .2 Plaque orthotrope:

Les caractéristiques mécaniques du matériau sont:

E“;"E-zg == Gg;; = [.'_.)E‘_{_! (__1'1-3 = (_?12 = UUE_];; Mg = 0.25; Vo1 = 0.00625

Tableau (IV.7): Convergence de fréquence propre (wbzlnz)\/(12p(1—|/12v21)/ Ezzhz): plaque

rectangulaire de trois couchéﬁf

/90° /O°) simplement appuyée (SSSS).

Modes
a/b h/b 1 2 3 4 5 6
1 0.001 8x8 6. 5534. 2033 15.841 24.841 25.34R6.270
10x10 818 9.2909 15.963 24.946 25.7436.373
20x20 698 9.4142 16.152 25.093 26.32%6. 591
Liew [10] 6.6252 9.4470  16.2051 25.1146 26.4988.6572
Ferreira [10] 30x30 6.63429.4789  16.3696 25.2510 26.6419 .19
Erreur relative (%) a Liew -0.0890 -BB3 -0.32764 -0.0860 -0.6536  -0.2483
2 0.001 8x8 2.33786.5431 6.5821 9.0625 14.1424. 238
10x10 473 6.5736 6.6126 9.1958 14.1914. 288
20x20 B9® 6.6170 6.6562 9.3886 14.2744.368
Liew [10] 2.3618 6.6252 6.6845 9.4470 14.28696.3846
Ferreira [10] 30x30 2.36506.6590 6.6986 9.4977 14.4598 5388
Erreur relative (%) a Liew -0.0804 -BY -0.4233 -0.6181 -0.1042 -1.3105
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Tableau (1V.8): Convergence de fréquence propre (wbzllrz)\/(lzp(l—vlzv21)/ Ezzhz): plaque
rectangulaire de trois couch(ﬁé’ /90° /O°) encastrée (EEEE).

Modes
a/b h/b 1 2 3 4 5 6
1 0.001 8x8 14. 46° 16.9%0 23.50¢ 34.48t 38.60¢ 38.72
10x10 B42 17.177 23.819 34.737 38.8339. 440
20x20 B47 17.513 24.337 35.311 39.1140. 459
Liew [10] 14.665 17.6138 24.5114 35.5318 39.15727@¥b
Ferreira [10] 30x30 14.71517.7D061 24.8194 36.4114 39.5190 41.1433

Erreur relative (%) a Liew -0.12614 -0.3272-0.71150 -0.6214  -0.1077 -0.7591

2 0.001 8x8 5.03620. 349 10.405 13.654  19.31DB. 446
10x10 $16 10.411 10.467 13.874 19.390.524
20x20 978 10.504 10.560 14.213 19.53D.664

Liew [10] 2.3618 6.6252  6.6845 9.4470 14.2866.3846

Ferreira [10] 30x30 5.1221 0.6156 10.672 14.4537 19.9064 20043

Erreur relative(%)

| | | |
plaque rectangulaire simplement appuyée en materiaux composite (a/b=2)
1.2 - H

== plaque carrée simplement appuyée en materiaux composite
/ == plaque carrée encastrée en materiau composite
T T T

14 ‘ ‘ 1 ‘ 1 1
50 100 150 200 250 300 350 400
Nombre des éléments

Figure 4.5:.Convergence de la premiére fréquence propre d'lexgup rectangulaire en matériaux
composite
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La figure (4.5) montre la convergence d'erreur tidade la premiere fréquence propre d'une
plague en matériaux composites, l'erreur 0.12 % @aoas de plaque carrée encastrée, et de 0.08 %
dans le cas simplement appuis. Ce qui suffisargpable.

Tableau (IV.9): Convergence de la premiére fréquence préprewa’,/ p/ E, h’ : plaque carrée

sur appuis simples; stratifié croisé symétrittmfe’QO" /90° /O]o pour de rapportis/a égaux a 0.001,
0.01, 0.02, 0.04, 0.05et 0.1

h/a présente solution Van & Tran Bachene & Erreur relative (%)
étude analytiqug[11 [12] Rechak [13] a Ref[13]
0.001 18.8547 - - 18.891 -0.182
0.01 18.8547 18.8362 18.9189 18.836 09®27
0.02 18. 8551 18.6742 18.7535 18.674 6929
0.04 18.8942 - 18.1380 18.071 4.55536
0.05 18.8549 17.6596 17.7192 17.659 77218

Erreur relative (%)

1 i i I i
o] 0005 0.01 0.01% 0.02 0.02% 0.03 0.035 0.0 0,04 0.0%
Rapports hia

Figure 4.6 Convergence de la premiére fréequence propre d'lexgue carrée sur appuis simples
en fonction de rapports h/a

La figure (4.6) montre la convergence d'erreur tiedade la premiere fréquence propre d'une
plague carrée sur appuis simples en fonction dporép h/a. La dégradation de la précision peut
apparaitre dans l'analyse des plaques ayant dpertap/a relativement élevés, ce qui représente

un inconvénient de la théorie et limite son apfplica aux cas des plaques minces (rapport
h/a< 002).
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IV.4 Conclusion :

Afin de donner une idée sur l'ordre de précisionpdogramme élaboré, une étude
comparative est effectuée sur les fleches ou celgtria plaque et les fréquences propres, ou nos
résultats sont comparés ceux obtenus par des @titiss.

L'utilisation d'un champ de déplacement de prem&gre, permet d'obtenir a une
précision identique a celle obtenue par un chamgégdéacement d'un ordre élevé en augmentant le
nombre des éléments représentants la structurel@oaicul de la matrice de rigidité et de masse.

La dégradation de la précision peut apparaitres danalyse des plaques ayant des
rapports h/a relativement élevés, ce qui représente un incoentrde la théorie et limite son

application aux cas des plaques minces (rappdea< 002 ).
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Etude paramétrique
Chapitre V

V.1 Effet des conditions aux frontieres sur legjfirénces propres:

Un stratifié symétriqué0/90/90/ O] est considéré. Les caractéristiques mécaniques du
matériau sont :
E,,/E,, =40; G,, = 05E,,; G,; =G,, = 06E,,;v,, = 025
Le rapporth/aest fixé a 0.001. La plaque est discrétisée eR2@@€ments, soit au total 441 nceuds

représentant le domaine entier.

Tableau (V.1): Fréquence propre = waﬂ/‘pl E,,h? ) plague carré d'un matériau composite

symétrique, (cotés encastrés: E, cotés en apmojides S ou cotés libres: L).

Conditions
Aux frontieres Mode 1 Mode 2 Mode 3 Mode 4 Mode 5 Mode 6

EEEE 41. 721 58. 580 93.985 107.10 115. 25 137. 25
SSSS 18. 855 33. 706 65. 879 68. 495 74. 986 95. 165
EEEL 17. 099 41. 783 44. 046 59. 763 85. 345 95. 800
EEES 31.172 51. 646 87. 461 89. 870 97. 412 122. 85
ELLL 5.9572 6. 6633 17.861 37.323 37.701 43. 384
ESSS 27.731 39. 440 69. 048 86. 244 91. 427 108. 50
EELL 6. 6933 17. 310 37.522 42. 457 44. 408 60. 915
EESS 29. 008 44. 963 78.954 86. 700 94.000 115. 10
SSLL 1. 3214 11. 503 26. 668 30. 905 35. 567 47. 938
ELEL 38. 307 38. 681 42. 783 59. 868 95. 112 105. 59
ESES 39. 221 48. 176 74. 339 106. 12 110. 26 118. 36
SLSL 16. 898 17. 579 25. 113 48. 691 67. 596 68. 251
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Etude paramétrique

V.2 Effet de l'orientation des fibres sur les fréqoes propres :

Un stratifié symétrique[H/— o/ H]Xest considéré. Les caractéristiques mécaniques du
matériau sont :
E,,/E,, =40; G,, = 05E,,; G,; =G,, = 06E,,;v,, = 025
Le rapporth/aest fixé a 0.001. La plaque est discrétisée eR2@@€ments, soit au total 441 nceuds

représentant le domaine entier.

Tableau (V.2): Fréquence propre = waﬂ/‘pl E,,h? ) plague carré sur appuis simples (SSSS),
de trois couche[@/—@/é?]l.

o

Modes 0 10 20 30 40 45
1 18. 855 18. 859 18. 947 19. 282 19. 635 19. 690
2 23. 313 24.664 28.173 32. 383 35. 424 35. 879
3 34. 359 36. 981 43. 463 50. 873 56. 148 56. 187
4 52. 466 55.671 63.178 60. 659 56. 765 56. 917
5 72.692 71. 099 67. 404 74. 311 81. 078 82. 003
6 74. 986 74.371 74. 667 77.662 83. 039 84. 363
7 77.08 80. 305 89. 148 101. 19 108. 94 108. 86
8 80.674 82. 959 90. 551 103. 09 114. 76 113. 56
9 91. 773 97.971 114.10 127. 38 141. 51 116. 60
10 107. 82 107.57 117.01 131. 30 150. 51 143.18
11 109. 73 122. 00 143. 43 137. 42 151. 17 152.3
12 135. 05 136. 93 146. 24 146. 63 178.86 153.91
13 144. 53 155. 48 147. 92 164. 52 185. 81 181.01
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Tableau (V.3): Fréquence propre = waﬂ/(p/ E,,h? ) plague carrée sur appuis simples (SSSS),

de 6 couchd®/-61/4],.

o°
Modes 0 10 20 30 40 45
1 18 85t 1¢. 55¢ 21. 322 23. 244 24. 44¢ 24. 607
2 23. 313 26. 713 34. 561 43. 255 50. 212 51. 528
3 34. 359 40. 080 53. 967 65. 949 61. 985 61. 062
4 52. 466 59. 697 69. 405 71. 105 85. 991 88. 495
5 72. 692 71.89 79.733 92. 789 100. 39 103. 35
6 74. 986 77. 649 84. 68 107. 39 118.52 113. 88
7 77. 08 85. 487 107. 56 128. 99 130. 95 134. 35
8 80. 674 88. 641 111.71 134. 63 150. 14 154. 70
9 91. 773 105. 53 136. 70 151. 85 166. 68 172. 57
10 107. 82 116. 66 149. 78 164. 86 184. 69 83.112
11 109. 73 129. 06 149. 92 174. 3 195. 41 189. 53
12 135. 05 152. 02 163. 54 203. 76 209.56 14.218
13 144. 53 159. 01 174. 59 207.01 229.48 37.247
4 )
< —¢—3couches
T =¢==56couches
3
3 -
3 o
3 o
g
§ %
§
g
’i o
%
4 o N2 ) E2 ) % 2 2 2 2
Orientation des fibres
N J

Figure 5.1Evaluation de la premiere fréquence= waﬂ/(p/ Ezzhzi en fonction de I'angle
d'orientation des fibres pour une plague carrée appuis simples (SSSS).
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Tableau (V.4): Fréguence propre = waﬂ/(p/ E,,h? ) plaque carré de trois coucl‘[@y— 0/0]l
encastré (EEEE).

o

Modes 0 10 20 30 40 4%
1 41. 717 40. 820 38. 500 35. 839 34. 151 33. 926
2 45. 729 45. 766 46. 750 50. 082 54. 677 55. 644
3 46. 498 57. 179 62. 538 71. 990 79. 916 78. 864
4 55. 763 75. 988 84. 923 89. 732 80. 515 81. 000
5 73. 339 101. 39 102. 23 99. 932 109. 17 110. 48
6 98. 377 110. 24 106. 96 105. 65 110. 84 113. 34
7 113. 18 113. 60 115. 05 130. 44 140. 84 139. 77
8 115. 23 133. 18 122.01 132. 31 147. 47 146. 50
9 120. 35 154. 24 144. 52 164. 19 148. 84 149. 67
10 130. 33 167. 19 145. 42 164. 90 177.03 79.156
11 130. 4 185. 35 175. 31 175. 81 187. 52 189. 84
12 168. 79 202. 67 179. 50 186. 40 188. 08 92.154
13 171. 19 215. 06 197. 76 200. 62 218.71 21.202
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Tableau (V.5): Fréquence propre = waﬂ/(p/ E,,h’ ) plague carré de 6 couch[s&é/—é’/@]2
encastré (EEEE).

o
Modes 0 10 20 30 40 45
1 41. 717 41. 370 40. 496 39. 606 39. 098 39. 032
2 45. 729 47. 568 52. 937 61. 181 70.418 72. 847
3 46. 498 60. 211 73. 103 92. 554 85. 764 83. 272
4 55. 763 80. 021 100. 17 95. 466 112. 11 115. 25
5 73. 339 106. 66 105. 08 121. 58 128. 03 133. 39
6 98. 377 110. 98 118. 03 133. 13 152. 42 189. 39
7 113. 18 116. 21 135. 35 159. 17 162. 46 211. 43
8 115. 23 125. 66 139. 87 177. 67 184. 34 221.5
9 120. 35 140. 15 169. 02 182. 19 201.72 227. 33
10 130. 33 141. 29 176. 48 206. 02 221. 47 54.52
11 130. 40 163. 58 200. 82 207. 42 240. 02 79.55
12 168. 79 179. 06 204. 11 238. 50 249.12 97.205
13 171. 19 193. 19 216. 06 247.73 271.24 07.3#1
4 )
=—&—3couches
k& —¢=—6couches

premiére fréquence

o 30 N7 ) ) ) % © &) ) X

\_ Orientation des fibres y

Figure 5.2 Evaluation de la premiére fréequence= waﬂ/(p/ Ezzhzi en fonction de I'angle
d'orientation des fibres pour une plaque carréeasti@ (EEEE).
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Tableau (V.6): Fréquence propre = waﬂ/(p/ E,,h? ) plaque rectangulaire sur appuis simples
(SSSS), de trois couch§@/- 8/ 6], aveca/b=2.

o

Modes 0 15 30 45 60 75 90
1 23.400 27.95437.111 47.518 59.154  68. 93272.692
2 52. 62 60. 25467. 440 71. 001 72.188  73.9494. 995
3 75.407  79.990106. 77 103.78 93.508 84.02%0. 72
4 93. 112 98.501107.76  143. 27 122. 28 100. 4P1. 902
5 107. 95 131.00155. 16  163. 53 157. 78 123. 8209. 99
6 136. 97 145. 79155. 93  180. 99 199. 06 153. 99.35. 47
7 164. 95 162. 61208. 93  204. 38 223. 38 190. 51168. 2
8 176. 93 191. 44215.08 223.19 233.67 232.9207. 87
9 187. 03  201.60220.47 261.97 246.96  270. 8254. 21
10 207.73 222.32 69266 273.94  255.58 273.4 288.61
11 208.92  257.24 8428  327.73 287.58  279. 4289. 00
12 265.14 264.04 85232 330.88 294.86 279. 5@90. 25
13 289.23 280.70 41315 350.89 332.19 290. 3293. 25
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Tableau (V.7): Fréquence propre = waﬂ/(p/ E,,h? ) plaque rectangulaire sur appuis simples
(SSSS), de 6 couch¢d/-6/6)], aveca/b=2.

o
Modes 0 15 30 45 60 75 9
1 23.400 30. 79544. 386 56. 518 65. 370 70. 81172. 692
2 52. 620 68. 27389. 935 96. 442 91. 533 80. 7134. 995
3 75. 407 82. 809115. 71 149. 68 127. 46 96. 9980. 720
4 93. 112 117. 78153. 21 171. 82 171. 42 119. 481. 902
5 107. 95 135. 73181. 5 217. 28 223. 08 148. 07109. 99
6 136. 97 166. 76225. 89 224. 39 230. 02 182. 71.35. 47
7 164. 95 178. 57268. 81 295. 75 260. 51 223. 34.68. 20
8 176. 93 209. 61304. 41 299. 56 282. 22 269. 7Pr07. 87
9 187. 03 224. 38329. 18 359. 05 307. 04 273. 0254. 21
10 207. 73 252. 83 76.318 383. 97 347. 54 281. 53288. 61
11 208. 92 284. 24 77.365 396. 89 367. 52 296. 3&89. 00
12 265. 14 285. 31 10497 416. 96 417. 43 315. 3290. 25
13 289. 23 327. 38 40428 484, 07 441. 54 324. 3293. 25
4 ™\
7]
N _
@ 6‘0
5 @
Lg 0
r% 7]
g <0 —4=3 couches
= % | —&—6 couches
0 % 2 D k2 % % 0 % % 0,
Orientation des fibres
N J

Figure 5.3 Evaluation de la premiére fréquenge= wa?/(o/ E,,h’ ) en fonction de I'angle
d'orientation des fibres pour une plaque rectangelaur appuis simples (SSSS), avec a/b=2.
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Tableau (V.8): Fréquence propre = waﬂ/(p/ E,,h? ) plague rectangulaire de trois couches
[0/—9/9]1 encastre (EEEE), avedb=2.

o

Modes 0 15 30 45 60 75 90
1 4C. 725 52.23z 65217 92.754 12€.77 15:..62  16%. 6€
2 85.053 92.313102. 60 114. 48 135. 28 156. 0964. 61
3 117. 59 118. 99150. 19 149. 84 151. 88 161. 7467. 50
4 139. 53 176. 05154. 89 195. 68 177. 81 172.39473. 97
5 148.94  193. 37206. 53 244.68 212. 96 189. 62485. 82
6 188.95 217.52207.37 245.21 256.34 214.5204. 55
7 224,39  246.94268. 26 275.11 306.31 247.4P31. 11
8 237.91  256.52275.32 292.50 344.89  288. 1@265. 83
9 239.06 279.69287.33 331.68 353.35 336. 0808. 64
10 267.83 319.48 34376 346. 3 357.54  390. 26359. 29
11 273.86  325.90 53308 402.64 372.65 421.83117.54
12 336.22 351.91 53397 409.04 388.62 422.5446. 64
13 350. 82  376.26 13445 467.29 423.15 424. 4946. 88

71



Etude paramétrique
Chapitre V

Tableau (V.9): Fréquence proprecT):a)azw/(p/ Ezzhzi: plague rectangulaire de 6 couches
[9/—0/0]2 encastre (EEEE), avexb=2.

o
Modes 0 15 30 45 60 75 90
1 40,725 54914 72.411 10C.52 131.24 154 8  16%. 6€
2 85. 053 100. 78126. 25 139. 40 151. 42 160. 9264. 61
3 117. 59 121. 53162. 87 196. 02 183. 35 171. 8467. 50
4 139. 53 160. 06200. 20  252. 59 225.74 188. 7&73. 97
5 148. 94 179. 71232. 34  269. 95 277. 84 212. 285. 82
6 188. 95 221. 72290. 49 300. 91 338. 91 242. 74204. 55
7 224. 39 228.87294.00 358. 45 351. 31 280. 4231. 11
8 237.91 265. 56329. 76 370. 95 374. 59 325. 4265. 83
9 239. 06 280. 29371. 64  456.24  410. 59 377. 3808. 64
10 267. 83 312. 01 95359  463.09 413. 31 423. 5159. 29
11 273. 86 346. 92 48415  483. 23 464. 75  429. 2417.54
12 336. 22 355.66 67427 527.9 489. 83  435. 15146. 64
13 350. 82 398. 20 84493  566. 66 528. 12 440. 29146. 88
4 ™)
\7‘5:5‘
4
e
g —&—3 couches
§ 9 —8—6 couchers
rg &
5 %
@ 2
o \Z N2 % K2 “5‘0 % ‘)0 % Z
\ Orientation des fibres y

Figure 5.4 Evaluation de la premiére fréequence= a)azw/(p/ E,,h’ ) en fonction de I'angle
d'orientation des fibres pour une plague rectangelancastré (EEEE), avec a/b=2

72



Etude paramétrique

Chapitre V

La valeur de la fréquence:T):a)aZW/(p/ Ezzhzi est calculée en fonction de langle

d'orientation des fibreg®, différente condition aux limites, la variation d& en fonction defd est
représenté sous forme de courbe (figure (5.1,62,43).
Les cas suivants peuvent étre distingués :

Pour une plaque carrée sur appuis simples, laidrép «c augmente légéerement
dans I'intervalle[O" ,45"] pour atteindre son maximun®a 45, puis diminue symétriguement dans
lintervalle [45°, 90°]pour le nombre de couches égal a 6, de méme paontbre de couches égal

a 3 la frequencéc de méme allure mais de fagon moins visible.

Pour une plaque carrée encastrée, la fréquemcediminuer légérement dans

lintervalle [O" ,45°J pour atteindre son minimumées 45, puis augmente symétriquement dans

lintervalle [45°, 90°]pour le nombre de couches égal a 3, de méme paontbre de couches égal

a 6 la frequencéc de méme allure mais de fagon moins visible.

Pour une plaque rectangulaire en appuis simplesrmastré, la fréquence
augmente légerement dans I'interva{mé ,90°J pour atteindre son maximuméda& 90’, pour le

nombre de couches égal a 6, de méme pour le natebreuches égal a 3 la fréquercede méme

allure, mais de fagon moins visible.
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Figure 5.5 Mode propres d'une plaque carrée en matériau coitggancastré sur les quatre
cotés ad" =60
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Figure 5.6 Mode propres d'une plaque carrée en matériau coitgyair appuis simples
ag =60

75



Etude paramétrique
Chapitre V

V.3 Effet de nombre de couches sur les fréquepiaByes:

Un stratifié symétriqueﬁ45/— 45/- 45/45]xest considéré. Les caractéristigues mécaniques
du matériau sont :

E,,/E,, =40; G,, = 05E,,; G,; =G,, = 06E,,;v,, = 025
Le rapporth/aest fixé a 0.001. La plaque est discrétisée eR2@@€ments, soit au total 441 nceuds

représentant le domaine entier.

Tableau (V.10): Fréguence propre = waﬂ/‘pl E,,h? ) plague carré sur appuis simples (SSSS),
en fonction de nombre des couches.

Modes 4 8 12 16 20
1 22. 479 B35 25. 760 25. 783 25. 789
2 44. 100 b@2 57. 911 58. 312 58. 488
3 59. 591 @265 59. 526 59. 220 59. 069
4 73. 214 90 101. 98 102. 56 102. 73
5 95. 156 108. 107. 81 107. 89 107. 92
6 108. 75 118. 108. 57 108. 16 108. 03
7 114. 11 1%3. 158. 01 159. 43 160. 03
8 137. 55 163. 162. 81 162. 18 161. 80
9 151. 19 198. 174.81 174.79 174. 79
10 164. 18 178. 175. 24 174.98 174.91
11 185. 68 238. 226. 32 228. 60 229. 49
12 185. 91 260. 233. 17 233.61 233. 74
13 200. 44 230. 236. 79 235. 20 234. 50
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o S ) {5\ 90

Nombre des couches
N y

Figure 5.7 Fréquence propreo = waﬂ/‘pl E,,h? ) plaque carré simplement appuyée (SSSS), en
fonction de nombre des couches.

La valeur de la fréquencé):waZ\/‘plEzzhzi est calculée en fonction de nombre des

couches, la variation de& en fonction den est représenté sous forme de courbe (Figure (5.7))
La frequencer augmente légérement jusquea a 12, poum > 12 la fréquencec

né change pas quelque soaugmente.
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V.4 Effets du rapport géométrique et de l'orieotaties fibres sur les

fréequences propres des plagues composites seatifié

Un stratifié symétriqué@/—@/@/— o/- 9/0/—9/9] est considéré. Les caractéristiques
mécaniques du matériau sont :
E,,/E,, =40; G,, = 05E,,; G,; =G,, = 06E,,;v,, = 025
Le rapporth/aest fixé a 0.02. La plaque est discrétisée en@@@ments, soit au total 441 nceuds

représentant le domaine entier.
Tableau (V.11): Premiére fréquence adimensionnelies waﬂ/‘pl E,,h? ) plague carré sur
appuis simples (SSSS), de 8 cou@ﬂésﬁ/@/—el— «9/9/—9/6?].

o

Rapport (a/b) 0 15 03 45 60 57 90

0.5 18. 173 17. 766 16. 523 14. 367 11. 290 AY8 5.8500
1 18. 855 20. 540 23. 656 25. 097 23.656 AD 18. 855
2 23. 400 31. 138 45. 158 57. 467 66. 093 712 74. 163
4 52. 662 70.580114. 02 173. 21 230. 22 2. 288.97
6
8

107. 24 134. 17 224.73 361. 94 504. 49 a®. 633.65

187. 09 223.61376. 17 626. 11 887. 14 180 1020.8
10 288. 97 336. 90570. 97 965. 42 1379. 5 18)4. 1265.9
12 414. 13 475. 93 809. 02 1380.1 1980. 9 18)4. 1265.9
14 562. 15 640. 321090. 0 1870. 2 2401. 5 18)4. 1265.9
16 732.81 829.771414. 2 2435.5 2401. 5 18)4. 1265.9
18 926. 30 1044. 31781. 6 3076. 2 2401. 5 18)4. 1265.9
20 1142. 4 1284. 32192. 2 3791. 8 2401. 5 18)4. 1265.9
22 1381.5 1549. 52646. 0 4188. 7 2401. 5 18)4. 1265.9
24 1643. 2 1840. 03142.9 4188. 7 2401. 5 1404. 1265.9
26 1927. 7 2155. 63683. 0 4188. 7 2401. 5 1404. 1265.9
30 2560. 8 2862. 74892. 5 4188. 7 2401. 5 1404. 1265.9
40 4404. 7 5071. 96079. 4 4188. 7 2401. 5 1404. 1265.9
50 6345. 7 7488. 36079. 4 4188. 7 2401. 5 1404. 1265.9
60 7832.5 7488. 36079. 4 4188. 7 2401. 5 1404. 1265.9
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Figure 5.8 Evaluation de la premiére fréquence= waﬂ/‘pl E,,h? ) en fonction des I'angle de
I'orientation des fibre® pour différentes valeurs du rapport géométrique a/ec h/a =0.02

La valeur de la fréequence adimensionnélie- waﬂ/‘p/ Ezzhzi est calculée en fonction de

l'angle d'orientation des fibre et les différentes valeurs du rapport a/b. poaqak valeur de a/b,
la variation decc en fonction ded est représentée sous forme de courbe (figure)(5.8)
Les cas suivants peuvent étres distingués :

- pour un rapportea/b < 1, la fréquencer décroit quand l'anglé augmente,

- pour un rapporte/b = 1, la fréquencecc augmentdégérement dans I'intervall|5®° ,45"]
pour attendre son maximum f#&45, puis diminue symétriquement dans

I'intervalle[45° ,90°].
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- Pour des rapports 1 <a/b <50, la fréquence augmente dans I'intervallk)°,9a] pour
atteindre son maximum & =6, (point angleux), puis elle diminue continuellemelans
lintervalle|g, ,90°|.

- Pour des rappord/b >60, la fréquencec atteint son maximum podr=0°, puis diminue
rationnellement quané@ augmente.

On peut conclure (figure (5.8)), que pour des rafgpdea/b > 60 la valeur maximale dea

est atteinte toujours & =0°; l'augmentation du rapporte a/b n‘a aucun effetisswariation de .

Cependant, cette position peut étre identifiee sbapellation: position des stabilité des
fréquences proprés
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V.5 Effet du rapport de l'anisotropie (/E,, ) sur les fréquences propres:

Un stratifié croise symétriqu@/90/90/ O] est considéré. Les caractéristiques mécaniques
du matériau sont :

E,/E,, =110 20 30et40; G,, = 05E,,; G, =G,, = 06E,,;v,, = 025
Le rapporth/aest fixé a 0.001. La plaque est discrétisée eR2@@€ments, soit au total 441 nceuds

représentant le domaine entier.

Tableau (V.12): Fréquence propre = waﬂ/‘pl Ezzhzi en fonction du rapporE,,/E,, pour une
plague carré simplement appuyée (SSSS).

Ell/ E22
Modes 1 10 20 30 40 50 60 80
1 25.625 42.527  55.69066.293 75.419 83.555 90.96704. 22
2 62.169 84.097 103.7820.31 134.82 147.93 159.9d81. 65
3 62.169 142.35 196.2%935.06 263.52 289.19 312. 7B55. 26
4 102. 18 164.03 202.6&38.32 27/3.98 305.51 334.0884. 89
5 121.36 169.26  221.5%63.68 299.95 332.28 361. 7414. 42
6 121.36 231.40 289.78B38.29 380.66 418. 77 453. 71®16. 51
7 163.80 279.14  346.8303.40 452.97 497.64  538.6512. 41
8 163.80 311.82 411.3%76.59 533.92 585.68 633.2718. 94
9 203. 77 332.05 434.8530.01 610.54 681.61  745.93860. 31
10 203. 77 333.70 450.9544.44 624.10 694.68 758. 7/872. 84
11 247.39 377.73 494.0687.83 668.58 740.59 806. 1823. 50
12 247.39 428.24 534.14622.40 699.64 769.17 832.9347. 66
13 309. 60 458.92 580.4%76.43 /57.57 830.83 898.13019.5
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Tableau (V.13): Fréguence propre = waﬂ/(p/ Ezzhzi en fonction du rapporE,, /E,, pour une

plaque carré encastré (EEEE).

Ell/ E22
Modes 1 10 02 30 40 50 60 80
1 44. 546 89. 036 120. 70145. 63 166. 88 185. 72 202. 8233. 27
2 90. 362 137. 10 175. 5207. 05 234. 32 258. 74 281. 0821. 03
3 90. 362 220. 44 285. 71333. 89 375. 94 413. 75 448. 3b10. 63
4 136. 10 227.59 305. 98372. 25 428. 42 478. 04 522. 9602. 86
5 160. 03 251. 29 336. 08403. 40 460. 99 512. 15 558. 6H41. 57
6 160. 88 318. 99 410. 27484. 64 549. 02 606. 61 659. 1§53. 40
7 206. 25 356. 11 445. 51519. 79 584. 72 643. 13 696. 65Y92. 94
8 254. 24 423. 20 539. 3630. 59 710. 25 781. 83 847. 3865. 22
9 254. 24 429.00 591. 35/21. 28 831. 13 928. 06 1015. 8158. 8
10 277. 20 445, 53 610. 03 38.772 848. 08 939. 74 1018.01171. 7
11 371. 29 494. 57 650. 74 59.41 854. 35 944. 86 1032.a188. 8
12 371. 29 520. 08 657.33 87.00 898. 17 997.01 1086. 9247. 4
13 371. 44 579. 89 722. 65 41.%4 945. 59 1039. 3 1125. 2279. 8
" ™)
%’0 —&— plaque simplement appuis
a ——plaque encastré
8 %
(]
&
2
o i
@
5 o
g i
N2
o % < D %5 D % ° %
E11/E22
S S

Figure 5.9Fréquence proprew = waﬂ/(p/ Ezzhzi en fonction du rapporE,,/E,, pour une
plaque carré.
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La valeur de la fréquend® = wa?,/(p/ E,,h?) est calculée en fonction du rappyt/E,, ,
la variation decc en fonction deE,,/E,, est représenté sous forme de courbe (Figure (5.9))

La figure montre que I'augmentation du rapgomtg,, , la premiére fréquence de vibration

augmente
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V.6 Conclusion

L'influence des rapports géométriques, de l'ortentades fibres, de nombre des
couches et rapportE€,,/E,, sur les fréequencesle vibration des plaques stratifiées
symétriques a été examinée. L'utilisation d'un ghae déplacement de Kirchhoff, permet
d'aboutir & une précision d'un ordre élevé en aogané le nombre des éléments
représentants la structure pour le calcul de laiceadle rigidité et de masse.

L'analyse a montre que l'augmentation du rapparingérique (longueur sur largeur

(a/b)), la premiere fréequence de vibration augmedrgtet de l'orientation des fibres: pour

chaque valeur de a/b, la variation @e en fonction def est représentée sous forme de
courbe (figure (5.8)).

Les cas suivants peuvent étres distingues :
- pour un rapporte a/b < 1, la fréquerfeedécroit quand I'anglé augmente,

- pour un rapporte a/b = 1, la fréquenée augmente légérement dans lintervalle

loo ’45°] pour attendre son maximun19§45°, puis diminue symétriguement dans

I'intervallel45° ’9001.

- Pour des rapports 1 <a/b <50, la fréquenée augmente dans I'intervallLQo’Ha]

pour atteindre son maximum ¥ =6 (point angleux), puis elle diminue

continuellement dans I'intervalﬁe 90 ]

- Pour des rapport a/b >60, la fréquerfeeatteint son maximum pof=0", puis
diminue rationnellement quarfl augmente.
On peut conclure (figure (5.8)), que pour des raggpie a/b > 60, la valeur maximale de
& est atteinte toujours & =0": l'augmentation du rapporte a/b n'a aucun effetlsu
variation de* . Cependant, cette position peut étre identifiées $appellation!position des
stabilité des fréquences propres".

L'augmentation de nombre des couches n conduiteaposition de stabilité pour

laquelle la variation de la fréquence propre esstante et |'effet de rappo'ﬁu/ Bz sur les

fréquences propres, la premiere fréquence de whbraaugmente que le rapport

Ell/ =2 augmente.
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Conclusion générale

L’objectif principal de ce mémoire est de détermites fréquences propres ainsi que les
modes des vibrations des plagques en matériaux @pastratifies. Nous avons commencé par
une analyse théorique qui présente les matériampasites stratifiés en termes tres géenéraux et
leur comportement mécanique, ainsi que un apergulesu comportements dynamiques des
structures.

La deuxieme partie a été entamée par une formalgier un élément fini et par une
programmation. L'analyse a été basée sur un élémetsingulaire a quatre noeuds de type Hermite
adapté aux stratifiés. La modélisation de ce tpe problémes est établie par le développement
d'un programme informatique permettant la rechedd® parametres modaux (fréquences propres
et déformations modales). Par la suite, nous adumné une idée sur lordre de précision de
lélément étudiée, a laide d’'une étude comparasue les fleches maximales et les premiéres
fréquences propres avec les résultats obtenus ldeétature. Cette comparaison a montre le bon
comportement de I'élément.

La derniére partie de ce mémoire a été consactg® &tude paramétrique pour mettre en
evidence les effets de certains parametres sariation des fréquences naturelles des plaques

- Conditions aux limites.

- Rapport (longueur / largeur)

- Angle d’'orientation des fibers.

- Rapport de I' anisotropies.

- Nombers des couches.

Les résultats obtenus ont été présents sur desatabét sur des courbes.
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Perspective:

Comme perspective, on suggeére d’élargir cette étude

- En utilisant un élément plus performent terampte I'effet de cisaillement.

- En adoptant d’autres approches comme l'ap@r@ein couche.
- Application a d’autre structure plus complexe.
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Résumé: le travail présenté dans ce mémoire est une a&nalymérique des vibrations
libres des plaques rectangulaires minces symégrigune matériaux composite stratifié.
L'analyse a été basée sur un élément rectangelajtmatre noeuds de type Hermite adapté
aux stratifie, pour examiner linfluence de certain paramétre, tglie le rapport
géométrique, l'orientation des fibres et les camkit aux limites,...etc. sur la variation des
fréquences propres. Au travers un série d’exengilesmparaison avec des résultats de la

littérature, la convergence et la précision déeacgdément a été vérifie.
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