METHODES NUMERIQUES DE RESOLUTION DU PROBLEME ET SOLUTION ANALYTIQUE EN 1D

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on discute des principaux schéma®riques qui sont utilisés pour la
résolution de problémes de changement de phaspluBgon présente la solution analytique

pour le probleme en 1D.
3.2 Méthodes numériques

Comme il n'existe des solutions analytiques a #équo (2.9) que pour quelques cas en 1D,
divers schémas numériques ont été utilisées psoudeée cette équation. On peut regrouper

ces schémas numeériques en deux catégories priesipgls, 6] :

* les schémas numeériques avec maillage fixe ;

* les schémas numeériques avec maillage mobile (“tranking methods").
En ce qui concerne les schémas avec maillagel&xmmsition de l'interface ne correspond pas
nécessairement a un nceud en 1D ou a un ensemigiiesi'an 2D. Dans ces schémas, on tient

compte de la chaleur latente

« En définissant une variable d'enthalpie totdléenthalpie volumiqueJm?) ou une
variable d'enthalpieh (enthalpie massique)Jkg']) pour ensuite déterminer la
température a partir de celle-ci,

* ou bien en remplacant le coefficient de chaleursigag constant par un coefficient de
chaleur massique qui est en fonction de la temp&raf{méthode de capacité
thermique) et qui prend une valeur trés élevéeftidiere liquide/solide,

* ou bien en introduisant un terme source.

Une description exhaustive de ces schémas numérigse faite par Voller [7]. Le
désavantage majeur de ces schémas est la limitdéda précision lorsque l'interface est
présente sous la forme d'une discontinuité [8,9 &#émas numériques peuvent cependant
étre facilement utilisés lorsque le changement das@ se produit sur un intervalle de
températurdrégion pateuse)plutdt qu'a une température donnée. Les schéemaseailage

fixe ont été utilisés efficacement pour des prolderhD, 2D et 3D incluant la convection, la

gestion de régions pateuses et |'évolution de Rstrt@tures.
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Dans les schémas avec maillage mobile, la posioltinterface doit toujours correspondre a

un nceud ou a des arétes du maillage. Pour ob&nésaltat, on utilise :
1. des coordonnées curvilignes,

2. 'adaptation du maillage (le remaillage a chades pas de temps),
3. ou le déplacement automatique du maillage.

Lacroix et Garon [10] ont utilisé un changementderdonnées qui immobilise la position de
I'interface dans l'espace des nouvelles varialie®nt pu ainsi résoudre des problemes de

changement de phase ou la convection est le madadot de transfert de chaleur.

Pour des problemes de solidification, Ghosh et Myyofl1] ont utilisé un maillage fixe dans
le liquide et un maillage se déplacant dans urectiom imposée dans le solide. Afin d'éviter
de remailler lors de lintroduction de nouveaux deedans le domaine du solide, ils ont
utilisé un pseudo-domaine comme banque de nceudsa@&@ads pénetrent au besoin dans le

domaine du solide sans avoir & changer la conritgctiv

Les auteurs se sont limités a des problemes oengpédrature initiale du liquide est la
température de solidificatiofprobléemes a une phase)ls n'ont donc pas eu a discrétiser la

phase liquide.

Yoo et Rubinsky [12] ont utilisé une méthode de adlage automatique a la fin de chacun
des pas de temps. Pour chacun des pas de tempssiton de tous les nceuds est fixe.
Lorsque le champ de température est connu surléodbmaine, la position des nceuds de
l'interface est calculée pour satisfaire dandition de Stefan (équation (2.12)). Tout le
domaine est ensuite remaillé en fonction du déptace: de l'interface.

Lynch, O'Neill et Albert [13,14] ont beaucoup cdbte & l'analyse par éléments finis
déformables des problémes de frontiere libre. Danscle de Lynch et O'Neill [15], qui

traite de problemes de changement de phase ene&lguteurs ont introduit un maillage
pouvant se déformer au cours d'un pas de tempsnetidn du déplacement de l'interface. Le
déplacement de celle-ci est traité comme une Marimoconnue. Dans deux articles portant
sur des problémes 2D, Albert et O'Neill [13] onilisé une technique de génération de
coordonnées curvilignes appelée "transfinite magpi@ette technique permet de modifier le

maillage en fonction des frontieres des sous-doesailiscrétisés, un sous-domaine par phase.
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Le probleme de changement de phase est alors ¢@iéne un probléeme de frontiere libre
délimitant les sous-domaines solide et liquide.cEmui concerne le déplacement des nceuds
formant l'interface, la variable qui détermine épldcement est la vitesse des nceuds dans des

directions imposées.

Bonnerot et Jamet [4] ont probablement été les @msna utiliser une méthode d'éléments
finis permettant le déplacement des nceuds d'unageilespace-temps (2D en espace). lls
considérent l'interface comme une ligne polygorddat les segments correspondent aux
arétes de leur maillage. A chacun des pas de tdegpapeuds se déplacent en fonction d'une
vitesse locale et dans des directions imposées: tagmulation espace-temps permet le
déplacement de tous les nceuds du maillage a cll@supas de temps. En ce qui concerne les
problemes résolus dans cet article, les seuls nceadges sont ceux de l'interface. Les autres
nceuds peuvent étre déplacés aprés la résolutiogystéme d'équations en fonction du
déplacement de l'interface, ou bien on peut efegctin remaillage complet périodique a
I'extérieur de l'interface. lls ont abordé des pgoles a une phase et n'‘ont pas résolu des
problemes ou la température est inconnue danshbesep liquide et solid@roblémes a deux

phases).

Les schémas numériques avec maillage mobile jusqmeédntenant développés sont

habituellement plus complexes a mettre-en-ceuvregue avec maillage fixe.

De plus, ils sont mal adaptés aux problemes ougiusfront de solidification ou de fusion,
ils sont présentée et a ceux ou le changement deepbe produit sur un intervalle de

température.

Les avantages et les désavantages des schémasquaséui utilisent une approche avec
maillage fixe ou maillage mobile sont discutés déarsicle de Ghosh et Moorthy [11]. Une

description de plusieurs de ces schémas numérepiesfectuée par Crank [16].

Il parait essentiel de développer un schéma nuraérgui permet d'obtenir la précision des

schémas avec maillage fixe.
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3.3 Solutions analytiques en 1Pcondition de type de Dirichlet

L'existence de solutions analytiques se limite algues problémes simples. Les solutions
analytiques pour des problemes de fusion et ddiBcdition sur un demi-espace de longueur

infinie sont ici présentées.
3.3.1. Probleme a une seule phase

Considérons un demi-espace de longueur infinietehgpérature initialdt sur tout le demi-

espace est constante.

La substance est présente sous forme solide. Lizeramare a la frontiere gauchex(a 0) est

soudainement élevée a une températweTs.
Le solide commence par conséquent a la fusion. bartas la température dans le reste de
solide est constante=T,, ainsi la distribution de la température doit &aéculée seulement

dans la phase liquide. On le suppose que le licuidemé en fusion reste immobiles.

T TliquideT (x 9

L'interface
[
[

I::>
Déplacement

Flux de |

chaleur i X(t)

»
|

X

Figure 3.1 : Fusion du solide semi-infini avec la conductiams la phase liquide seulement
La formulation mathématique pour un probleme defusst la suivante :

Dans la région liquide

an _, o1

= O<x< X(1); 3.1
Fraalrw: X< X(1) (3.1)
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Condition initial:

T(x0=T,  x=0,t=0; (3.2)
Condition au limite

T,(0,t)=T, x=0,t>0; (3.3)

Conditions a l'interface

T, (X(),)=T, x=X(t),t>0 (3.4)
K, (alj = ot O — x>0 (3.5)
1) [X ()] t

Oua =L est la diffusivité thermique.
PC,

La solution sous la form&, (x,t) = T, + Aerf X
) 2|at

A l'interface :

X=X(0) T,(X(0,0=T =T, =T+ Aerf{ e J

2Jat

X (t)

2t

On poseAd =

Tf _To
erf (/1) '

Alors T, =T, + Aerfd ') doncd =Cst=> A=

Finalement le profil de température est donné par

erfc(x]
2,
Te(X.t)ﬂB‘("B"F)T/f)/t (3.6)
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3.3.1.1 Détermination ded’

Le bilan sur l'interface =k, (@j =pL
X Jx

dx (1)

et on a déja

erfc(}
2)at
) =T~(5-T)—F =

, on dérive et remplace :
efr(A')

14

Ste

Ae erf() =7
m

(3.7)

A en fonction deSte ,pour 0 < Ste < 5,est donné sur la figure 3.2
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Figure 3L2 racine A de I'équation 3.7
Alors :
+ Position de l'interface X (t) =21\/at (3.8)
p2
e Temps d'arrivée au point pr(p) = 5 (3.9)
4a,1
» Vitesse de l'interface v(t :m =M (3.10)
dt at

 Flux de chaleur\/nf) au pointx, au temps obtenu & partir de Fourriex €S(t) :
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—x?

k(T,-7) ¢
erf()l')\/n\/ﬁ

+ Quantité de chaleudfnT) arrivée poinp, entre0 et le temps par intégration :

Ax 1) =

(3.11)

Sk D [y2 -p’
k (To-T.) —eﬁ”+2e“”” T+ p/r’r( erfd) - el J'Z_T)]J

Q(p. 1) = (3.12)

erf(A)a,Nm
3.3.2. Probléme a deux phases :

Considérons un demi-espace de longueur infiniegtehgpérature initiald; sur tout le demi-
espace est constant et est différente ou égale wempérature de fusioh. La substance est
présente sous forme liquide (ou solide). La tempéeaa la frontiére gauche est soudainement
abaissée (élevée) a une tempéraiwge T (T o> Tf) et il y a solidification (fusion) a partir

de la positiorx = 0.

A
T |
|
Solide : Liquide
T
T|(X,t)
|
: L'interface
|
To | de changement de phase
|
i >
0 X(t) X

Figure 3.3 Solidifications du demi-espace liquide avec catidm dans les deux phases

La formulation mathématique pour un probléeme dalBation est la suivante :
Région solide

0T, 07T,

—a.—=,
ot )G

<x< X ()t>0 (3.13)

28



METHODES NUMERIQUES DE RESOLUTION DU PROBLEME ET SOLUTION ANALYTIQUE EN 1D

Région liquide

2
a;[=a,%-|;, x>X ¢)t>0 (3.14)
- 0X

Condition initiale:

T,(x0)=T,x=0,t=0 (3.15)
Condition au limite

T.(0,t)=T,, x=0,t>0 (3.16)

Conditions a l'interface

T,[X(0] = T[ X(d] = T, x= X(t),t>0 (3.17)

ks(aTsj _k/(aT/j = ot O - x.t>0 (3.18)
[X ()] [X(®] dt

o0x &

Oua =Test ladiffusivité thermique. Le développement de la solution de ce probleme est
Py

détaillé dans [17]. Les profils de température stumnés par :

X
T.(xt)=T + Aerf
s( ) 0 (2\/751:]

Qui donne la température du solide et

T(x)=T+ Berf{ X J
“ 2\at

Qui donne la température du liquide.

La condition (3.17) conduit alors a :

X X
T, + Aerf =T+ Berf¢c —— | =
° [240;} ! { aﬁ} !
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Cette relation doit étre vérifiée pour tout lesewak de t, on déduit que(t) =1 \/a,t

Ou A est constante. En tenant compte de cette formX(fe I'équation (3.18) permet

d’écrire :

-A2 -A"2

k,Ae' _ kBE" _ LpA'

N

Les constanteA et B sont déterminées par les équations

(3.19)

T, - T T, -7
A=——etB=——F———
A A
erf| — erfc| —
2a, 2q,
Alors les profils de température sont donnés par :

X

2@] (3.20)

T(xt)=T,+ Aerf(

Qui donne la température du solide et

_ X
T(x)=T+ Berfc{z\/a_gt] (3.21)

La positionX(t) du front de changement de phase se calcule firglepar :

X(t)=A'Jat (3.22)

Pour un probléme de solidification, le paramétreest une racine de I'équation :

A2 A

(TO_Tf)Ige - + (T_ I)ke( +'0L2\/7_T:O (3.23)
(as)%erf /‘1 (al)%erf -
20,2 20,2

S
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et pour un probleme de fusion :

A A
- 4a, _ aa, .
(-T)ke™  (T-T) ke _,0L/12\/7_T:O (3.2
(a, )% erf| (as)% erf|
20, 207

S

Ces deux derniéres équations peuvent étre résalumgriguement avec une méthode de
Newton.

3.4 Solution approximative en 1D, condition de Neuamn

Considérons un demi-espace de longueur infinidalament la température sur tout le demi-
espace est constante et est égdlelbs'agit d'un probleme a une phase et la tempesahu
liquide (solide) reste égale a la température dmfu On impose alors une condition de flux
sur la frontiere gauche du domaine et il y a sfitidiion (ou fusion) a partir de la position

x = 0. La formulation mathématique pour un probléeraealidification ou de fusioest la

suivante :
aT, 0°T,

S=q S O<x< X(1),t>0 3.25
T(x0)=T, 0<x< X(1),t>0 (3.26)
-k, (an (O’t)j =q, (g, estune constante) (3.27)

) 0Xx [X (0]

T(xt)=T x> X(t),t>0 (3.28)

T.(X(1), =T, x= X(1),t>0 (3.29)

K, (ﬂj :me x=X(1),t>0 (3.30)
L ox [X(1)] dt

Pour ce probleme, le profil de température du sdfiiduide) est donné par

w\2 “\4
o gox (@) (R eaad) (o)) (¢ 127 120 2¢)
T(x)=T + % K ip + oka Ep7 +.. (3.31)

S
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et la position de l'interface est donnée par

ale_|afe saft siaf't ool

X(t) =
® Lo 2a0° 6alL%p® 2&x1'p’ 12ar LP°

+... (3.32)

3.5 Exemple de fusion d’'un glacon

Pour établir les résultats analytiques nous chemsis la fusion de la glace a une seule phase a
partir d'un état isotherme (T= 0°C).

Les valeurs numériques des constantes utiliséascearas sont les suivantes :
k =0.6 W/mKp = 1000 kg/n"i,cp = 4180 J/kg, TEO °C, TO=-30 °C, Ste = 0.378.7]
La constantel vaudra donc 0.369871.

. La distribution de la température

8]
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______________________

Ternperatura (°C)
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__________________________________________________
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R S it S et
20 fd e
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| | | | ] I
] S00 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Temps (sec)

Fig.3.4L’évolution de la température au cours de temps
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Position de l'interface

L'éq. (3.8) donneX (t) = 24'Jat

0.015 T

0018 A R

Position(m])

__________________

717 SRR NN SRR SRR RO

! Linterface X(t)
D012 frmmmmmmmdomec oo Tl

_________________________________

N T = o N N
III.IIIIIIEI———-——-———ﬂi ------------------------------------------------------------
00 D < T NS O SO M
0.004

0.00z2

———————————————————————————————————————————————————————————————————————

1] 400 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Temps (sec)

Fig.3.5la position de I'interface

. ; L dX() _al _Aa
Vitesse de l'interfaceA partir de I'ég. (3.10) on av(t) = = =
p g. (3.10) (t) TR e

3.5 T

Yitesse (mis)

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

temps (sec)

Fig.3.6la vitesse de l'interface solide-liquide
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ls(To—Tf)e?*:i

erf (A W at

Flux de chaleur (W/A): L’éq. (3.11) donneg(x,t) =

o 14000 T T T T T
£
=
P | s JAp Pt SRR _
=
L
‘]DDDD _________ demmmmmmm e m i — - R demmmm el e —m - Lemmmm e —
N e,
AL/ o S T e —
7% S VAR NN SRS WS SRS S -
2000 S L s SRR .
i
] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Temps [sec)

Fig.3.7 Le flux de chaleur
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