PRESENTATION ET RESOLUTION DU PROBLEME DE STEFAN EN 1D

4.1 Introduction

Ce chapitre porte sur la description en 1D d'urveau schéma numérique de résolution des
éguations aux dérivées partiellés,méthode de pas de temps varialilette description est
grandement inspirée du mémoire de maitrise d’OZi$8] ou le schéma numérique est
présenté en détail pour le traitement de discoiéalen 1D. La méthode est ici présentée
pour le probléme particulier de la résolution éguiation de la chaleur pour des problemes de
changement de phade condition de type de Neumann.

4.2 Cadre générale :

Considérons la figure 2.3 ; pour un probleme deldigiation aune seule phase

T : :
LTy |
T(x1) : :
Convection : : Isolé
Solide | Liquide |
h T, : | ou
/ : : Condition de
To L’intérface : symétrie
I | .
0 X(t) B y

Fig. 2.3 : La géométrie pour un probleme de lad#fatation de seule phase

La formulation mathématique pour ce probléme est :
Région solide
—=—— 0<x< X(1),t>0 (4.1)
a
Condition a la limite:
oT

—k&:h(Tw—T) x=0,t>0 (4.2)
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PRESENTATION ET RESOLUTION DU PROBLEME DE STEFAN EN 1D

A l'interface:

T(xt)=T, x=X €)t>0 (4.3)

ka—T=pr x=X({),t>0 (4.4
1) 4 dt

4.3 Approximation de différences finies

L’approximation de différences finies de I'équation (4.1) a (4 gf)decrite ci-dessous.

4.3.1 Equation de chaleur (4.1)cette équation approchée avec les différencessfimous

préférons la méthode implicite et en écrive I'@gl) sous la forme :

n+l n+l nl
T 1 _21; + T+1

] -7
(ax)°

At

n

=1 (4.5)
a

Nous sommes adoptées la notation suivante
T(xt)=T(Axt)=T"
L'équation (4.5) est réarrangée comme

I:_rnTi_ln+1+(1+ 2rn )Timl—l’T- ml}(p) :-I-in (46)

n' i+l

Avec l'exposantp au-dessus de la parenthése se rapporte de p-éat@itget le paramétre

e alt
r, est définie commg =—=-, n=1,2,3,..et At =t , -t

(&%)

4.3.2 Condition a la limite ax = 0: condition de limite de convection I'éq. (4.2) eSarrangé

a—T= HT - HT, avecH =h/k
(o)
n+l _ 7 n+l
Et alors discrétisé comme:——2— = HT,""* - HT,

AX
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PRESENTATION ET RESOLUTION DU PROBLEME DE STEFAN EN 1D

Ce résultat est réarrangé sous la forme
[T (1 HAxTO“”)](p) =~ HAXT, (4.7)

L'équation de différences finies (4.7) est de pezndrdre de précision. Une expression
d'ordre deuxieme développée ou bien en utilisantancept des nceuds factice ou bien
appliguant lI'approche de volume de contréle pociune la capacité de chaleur de volume de

controle.

4.3.3 Condition de l'interface: la condition de continuité de température ddliface, I'éq.

(4.3) est écrit comme

T

n+:

=T, =Température de fusion

Qui est toujours valable. L'équation d'équilibréndrgie de l'interface (4.4) est discrétisée

comme :

n+l n -7/= =" 4.8
AX k At (48)
Qui est réearrangé dans la forme :
(p)
. AX)?
o J o = 21| 0 (4.9)
K| T —-T

DepuisT ,,"* =T," = La température de fusion

4.3.4 L’algorithme de détermination le Pas de Temps

Nous décrivons maintenant l'algorithme pour la ohéteation du pas de temps,, l'interface

déplace exactement une distahge

4.3.5 Le pas de temps du dépait,: Une expression explicite développée pour de caleul

premier pas de tempst, comme suit :
Donnen=0dans I'éq. (4.7) et (4.9) et élimindg' et noter qué' =T, .
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_ pL Ox(1+ HAX)

AvecAt, =t —t,.

4.3.6 Pas de tempd\t,: nous ajoutons =1,n =1 dans I'éq. (4.6) et note qUE' =T,” =T,

alors I'éq. (4.6) devient

[—rlTO2 +(1+ 2r1)T12](p) = (1+ rl(p))Tf* (4.12)

Et la condition de limite est I'éqg. (4.7) poar=1 nous obtenons
[-(@+HM) T2+ ]” = HAXT (4.13)

Pour résoudre I'équation (4.12) et (4.13) pdyletT*, La valeur derl(p) est nécessaire, mais

rl(p) défini par I'éq. (4.6) dépend dq(p). Donc, la solution a besoin des itérations. Pour

commencer les itérations, nous avons placé
0 —
ALY = At

Alors rl(o) est déterminé a partir de I'éq. (4.6), I'éq. (3.3t résolu pouiT,' etT,?pour
connaitrd,?, Atl(l) est calculé de I'éq. (4.9). Les itérations sonttinoges jusqu'a ce que la
différence entre les deux étapes consécutives MQ#Atlp+l—Atlp‘ satisfasse de critere

indiquée d'une convergence.

4.3.7 Pas de tempAt,: les résultats ci-dessus sont maintenant utilg#ss 'algorithme

suivant pour calculer le pas de temischaque niveau de temipsn = 2, 3,..

a) Le pas de tempat, au niveau de temps n=2,3,.. sont calculés par itération. Une
valeur de conjecturﬁtn(o) est choisie comme

At © = At

n n-1?

n=2,3,. (4.14)
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Le systéme des équations de différences finis ,(4457), ainsi que la condition (4.8) sont

résolus pouri = 2,3,,n en mettantp=0 et une premiére évaluation est obtenue pour les

températures nodal{é’i”*l](o) pouri=1,2,..n (4.15)
Nous notons que le systéme des équations estatjoedal, par conséquent aisément résolu.

b) Les valeurs d{'l’i"*l](o) obtenu a partir de I'ég. (4.15) sont introduitsigldiéq. (4.9)

pourp =0 et une premiére évaluation pour le pas de te!mﬁéest déterminée.
C) Atn(l) est utilisé comme valeur de conjecture et I'ét@e (b) sont répétées pour

calculer une deuxiéme évaluation pour I'étapeetepsit @ .
d) Les étapega), (b) et (c) sont répétées jusqu’a ce que la différence erox gas de
temps consécutiv#&tn(pﬂ) —Atn( Pl satisfasse le critére indiqué d’'une convergence.

4.3.8 Exemple de résolution :

Considérons un probléme de solidification d’'unde@hase pour un liquide initialement a la

température de fusidh’, confiné a la régiod< x<1. La solidification a lieu en raison du

refroidissement convectif sur la surface de fraetke= 0. Tandis que la surface de frontiére a

x =1 est isolée.

On donne la formulation mathématique de ce problé&mes la forme adimensionnels

comme :
Région solide

0°T 10T
—=—— dans X x< t>0,
ox*> a ot X9

Conditions aux limites

oT

-——+10T =0

()4
a—T=0 x=1,t>0
0Xx
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Condition de I'Interface
T(xt)=lax=9,t>0

oT _dY) .

—=—— ax= >0

0X dt =9

Ce probléme a été résolu par Gupta et Kumar (1881itilisant I'approche de variable de pas
de temps. Les valeurs numériques de divers parasnafparaissant dans cette équation sont
déterminées en comparant la formulation mathémetdp cet exemple a cela indiquée par

égts. (4.1) a (4.4), nous trouvons :
T, =1,H=10,T, =0,a :1,% =1. Et le pas d'espace est choisi condixe 0.1

4.3.9 Résultats :

Nous écrivons un programme de Matlab de notre dilgne de ce probléme qui donne les

résultats suivants :
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Figure 3.3L’évolution de la température pout t €0.1
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Par exemple, le premier pas de tedips l'interface mouvant deX(f)=0 au X(t)=0.1, est
déterminée par I'éq. (4.10).
La solidification commence a la surface de fromtieeO a cause de la convection et les

mouvements de linterface solide-liquide ®e0 au x=0.5 dans un intervalle de temps

At alors cette partie est solidifiée et l'autre padigrex=0.5 etx=1 est liquide comme

illustré dans la figure. Alors en montre dans eepte exemple que l'interface solide-liquide

et en mouvement

Termperature

- A R T AR S A R
0.1 nz 03 0.4 05 IN5] 0.7 s 0o 1
Position 5

Figure 3.4 L’évolution de la température pouX t €p.5

Et pour les autres positions d'interfaggt) en introduire les résultats sur la figure suivante
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Témperature

Lintarface X({f)=1

———————————————————————————————————————————————————————————

__________________________________________________________________

0.5 0.6 07 0.8 0.9 1
Fosition ¥

Figure 3.5L’évolution de la température pou¢(t)

La figure 3.6 présente I'évolution de la tempémfau cours de temps

Temperature

021
0.0z 0.04 0.06 0.05 0.1 012 014 0.16
Temps [sec)

Figure 3.6 'évolution de la températust.
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Pour illustré les résultats des températures ectifomdet etx en méme plan

08

Ternpérature

067

04d.-"

0.15
0.1 temps (sec)

05
i position

Figure 3.7 I'évolution deT(x,t)
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