Chapitre 111 Comportements Mécaniques des Matériaux Composites

I11.1. Introduction :

L'¢lasticité classique c’est I'é¢tude du comportement des solides déformables, €lastiques,
isotropes, en petites déformations, avec une loi de comportement linéaire. On y ajoute une
hypotheése simplificatrice supplémentaire : les déplacements sont petits. Le couple
d'hypothéses <<petits déplacements>> et <<petites déformations>> est souvent appelé
Hypothése des petites perturbations souvent abrégées par HPP. L'¢lasticité classique est donc

souvent appelée aussi €lasticité linéaire.

Contrairement a la mécanique des fluides, on ne s'intéressera pas ici a la description du
mouvement du solide pendant la déformation, mais seulement a 1'état final du corps, lorsque
l'application du chargement est terminée et que le solide a atteint son état d'équilibre sous la

charge.

On se donne un corps de forme initiale connue, et dont la loi de comportement est
supposée refléter correctement le comportement du matériau. On le soumet a un chargement
mécanique (efforts appliqués sur le corps ou déplacements imposé€s) ou thermique (une

variation de température), et on se pose les questions suivantes :

1. Sous quels chargements faut-il calculer 1’objet ?

2. Quelles sont les contraintes, les déformations et les déplacements engendrés par ces

chargements ?
3. Ces chargements sont-ils supportables par le matériau ?
4. Les valeurs trouvées sont-elles acceptables ?
Comme on le voit, ces questions sont en rapport direct avec les préoccupations d'un
constructeur qui doit concevoir un objet ou un assemblage d'objets. La statique des corps
¢lastiques ne permettra de répondre qu'aux questions 2 et 3. Les réponses aux questions 1 et 4

sont sous l'entiere responsabilité du constructeur. Il peut parfois étre guidé dans cette tache

par des normes ou des réglements.

II1.2- Apercu du comportement des matériaux réels :

Si on fait une expérience de traction sur un matériau, on constate que, tant que les
efforts de traction ne dépassent pas une certaine limite, la relation contrainte déformation reste
linéaire. Cependant au-dela du seuil, on constate que la linéarité¢ et la mémoire de la

configuration initiale sont perdues : le matériau a une loi de comportement différente.
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Figure III-1 : Courbe o, = f(¢,,) dans un essai de traction

Meuwvel etat initial

La courbe de la figure (III-1) montre l'allure du comportement d'un matériau dans un

essal de traction sur une éprouvette, dans un plan déformation contrainte. On y constate

clairement deux comportements :

e Tant qu'on reste en dessous du point de limite ¢lastique, le comportement reste é€lastique,

c'est a dire que la courbe de décharge est confondue avec la courbe de charge. Quand le

chargement redevient nul, I'éprouvette retrouve donc sa forme initiale.

e Par contre, si le chargement dépasse la limite élastique, et si on décharge ensuite

I'éprouvette, on constate qu'on revient a un autre état : le matériau a perdu la mémoire de

son ¢tat initial et se comporte comme si I'état initial était changé.

Ainsi, la loi de comportement élastique lin€aire présentée en mécanique des milieux

continus a un domaine d'application limité par deux conditions indépendantes :

1. Les déformations doivent étre petites car on utilise le tenseur des petites déformations € et

non un tenseur de déformation exact.

2. La loi de comportement ¢€lastique linéaire n'est valide que tant qu'on reste en dessous d'un

certain seuil de limite ¢lastique.

Dans la pratique on peut considérer qu'une déformation est petite lorsqu'elle est

P . 2 _
inférieure 4 10 ou 107,
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Pour beaucoup de matériaux métalliques, le seuil de limite ¢élastique est dans le domaine
des petites déformations. Si bien que, dans ce cas, on peut confondre les deux limitations : Si

on est en dessous du seuil de limite élastique, on est dans le domaine des petites déformations.

Mais pour d'autres matériaux, on peut avoir des comportements ¢lastiques avec de
grandes déformations, et le comportement élastique peut €tre non linéaire. Pour de tels
matériaux, on peut utiliser I'élasticité linéaire a condition de rester dans le domaine des petites

déformations.

Dans tous les cas, la vérification de la validité¢ de ces deux conditions (HPP et limite
¢lastique) ne peut se faire qu'a posteriori, en analysant la solution numérique complete du
probléme. En construction mécanique, on désire souvent qu'une piéce reprenne sa forme
initiale lorsque le chargement a cessé. On doit donc rester dans le domaine élastique, et

1'¢lasticité classique est une théorie satisfaisante.
Mais il existe un grand nombre de problémes pratiques ou elle n'est d'aucun secours :

o Dans les procédés de formage (pliage, emboutissage, forgeage, etc....), il est évident qu'on
ne souhaite pas le retour a la forme initiale et qu'on doit s'intéresser au comportement non

¢lastique au-dela de la limite élastique.

On voit donc que, bien qu'elle soit populaire et simple, la théorie de I'¢lasticité classique

ne peut satisfaire tous les besoins.

C'est le constructeur qui a la responsabilité de choisir la théorie a utiliser pour résoudre
son probléme et la responsabilité de vérifier a posteriori que la solution trouvée est bien dans

les limites d'application de la théorie choisie.
II1.3 Constantes élastiques d’un composite Unidirectionnel :

La premiere étape d'un calcul composite consiste a déterminer les caractéristiques
mécaniques du matériau en fonction de celles de ses composants. Dans la plupart des cas, ces
calculs se réduisent uniquement au calcul du module d'Young. Il existe divers modeles

d'homogénéisations pour l'obtenir.

Soit un matériau composite unidirectionnel (UD) de repere d'orthotropie (1, t), constituer
de fibres noyées dans une matrice polymére. Soit une cellule ¢lémentaire de volume unitaire

V =1 constituée de fibres et de matrice avec :

Vi = Volume de la matrice/Volume de la cellule: fraction volumique de matrice.
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V¢ = Volume des fibres/Volume de la cellule : fraction volumique de fibre.
Avec V=V,+ V=1
A T'échelle locale, on a les hypothéeses suivantes :
o Fibres: comportement ¢€lastique linéaire fragile isotrope de coefficients Ef et Vy.

e  Matrice: comportement €lastique non linéaire, isotrope de coefficients E,, et Vi,
Hypothéses :

¢ On travaille en élasticité linéaire.

e On suppose que la liaison fibres/matrices est parfaite.

E, etv, le module d’¢lasticite et le coefficient de poisson de la matrice .
E, et v, le module d’¢lasticité et le coefficient de poisson des fibres.

Et soient :
A : la surface d’une section orthogonale a ’axe X .
A, et A, les surfaces de la section occupées par la matrice et les fibres respectivement.
Si on néglige la surface occupée par les vides, qui sont faible pour un matériau bien
dégagé, on a :
4=4,+4,
Nous appellerons V', = 4,/ A4 la fraction de fibres en volume, et V, =4,/4 la

fraction de matrice en volume.

II1.3.1 Module de I’élasticité Longitudinal £, :

Nous appelons module d’¢lasticité longitudinal, le module d’¢lasticité du matériau dans
le sens des fibres (figure I1I-2).
Considérons une éprouvette de longueur / de section droite 4 soumise a une traction simple

suivant ’axe 1.
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Modélisation

Fig. I11-2 : Modélisation d’un compositeMatr Ice

L’éprouvette subit un allongement A/ suivant I’axe 1, et donc un allongement relatif :

Al
& = Z— M1

Puisque les deux matériaux sont suppos€s linéairement élastiques et isotropes, les

expressions des contraintes pour les fibres et la matrice sont :

=F. ¢
O = B8 } L2

o, =E,é&
Les contraintes o0, et o, sont appliquées sur les sections d’aire 4,4, et 4,
respectivement.
La force résultante appliquée sur le matériau est telle que :
F=0cd=0,4,+0,4 II1.3

m m

En introduisant 1’équation (2) dans 1’équation (3), on trouve :

cAd=Ed4,+E,éA, 1.4
Sachant que :

o, =Eg II1.5
L’équation (4) s’écrit alors :

E, :EfA—j+Em% I11.6

En fonction des fractions en volume des fibres et de la matrice, 1’équation II1.6 prend la

forme finale suivante :

K :E]'J{( +E), 111.7
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I11.3.2 Module d’élasticité transversale E, :

Soit un parallélépipede de matériau composite (fibres paralleles a I’axe 1) de largeur w
suivant I’axe 2, de hauteur h et de longueur /[ (figure II1-3), soumis a une traction simple

d’intensité F suivant ’axe 2. Il subit un allongement relatif &; dans la direction 2.

Tz
oo ’ ---------------------- —>
<« — o
1 1
oF ——» ]
1
<« —>
[ Al
< < >

Fig. I1I-3 : Représentation d’un composite chargé dans la direction 1

Le module de Young transversal E; est tel que :
o,=FE¢, I1.8
Pour obtenir une approximation de E, le matériau est modélisé en rassemblant toutes

les fibres au centre et la matrice sur les cotés. Avec cette modélisation, la contrainte normale,
dans la matrice et dans les fibres, est la méme et vaut :

F

o, =— I11.9
Ih
Les allongements relatifs ¢, et &, de la matrice et des fibres dans la direction 2, valent :
£, = =2 11110
! E m .
e, = G, 11
E

Si AW est I’allongement total, Aw, et AWf les allongements totaux de la matrice et des

fibres.

w,, : Largeur occupée par la matrice : W, = WVn;

:WI{{

W, : Largeur occupée par les fibres : Wf
D’autre part, I’allongement total AW est :
Aw=Aw, +Aw,
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Et ’allongement relatif total &, est :

&=¢V,+eV, 1112
A partir des équations II1.8 et III.10, on peut écrire :

o,=E(g )V, +&V) 113
En introduisant les équations 111.10 et III.11 dans cette derniere équation, on trouve :

o, = E,(227 +%Vf) 11114
m f

Et, en remplacant o, par sa valeur de I’équation III.10, I’équation III.14 prend la forme

finale suivante: — =4 1 II1.15

SESLERE

v

BEaREyN!

Fig. 11I-4: Représentation d’un composite chargé dans la direction 2

Dans la réalité, et compte tenu de la sollicitation exercee, le module £, a prendre ici est

le module d’¢lasticité¢ des fibres dans la direction perpendiculaire a la direction des fibres,

c’est & dire suivant leurs diametres. Ce module peu étre tres différent du module £, dans le

sens des fibres, du fait de I’anisotropie de ces derniers.

I11.3.3 Module de glissement Gy, :

Réalisons la méme modélisation que dans le paragraphe précédent. Le chargement est

un cisaillement pur, et le champ de contrainte vaut :

0O 7, O
[‘9] =7, 0 O
0O 0 O

28



Chapitre 111 Comportements Mécaniques des Matériaux Composites

La contrainte tangentielle T est la méme dans les deux composantes, on a alors :

T

=G = = IIL.16
"’17/"’1 7/’” G,n
T

T = nyf = Yr= G_ II1.17

;
A T’échelle microscopique, les déformations sont représentées sur la figure I11-5. La

déformation tangentielle totale est définie par :

A =yw
Et, par approximation, on a :
A=V,
A =Vwy,
Ainsi, on obtient :
y=Vy.+V:r, 1.18
Et sachant que :
y = ¢ I11.19
G 12 .
La combinaison des équations I11.16, I11.17, I11.18 et I11.19 donne :
V.,
1 _n. 7 111.20
G]Z Gm Gj
A
2
T

1 A2

m

A
>

Fig. I1I-5 : représentation d’un composite en cisaillement.

I11.3.4 Coefficient de Poisson v, :

En utilisant toujours la méme modélisation, considérons un état de traction simple
suivant ’axe 1. Les fibres et la matrice subissent le méme allongement relatif &, suivant
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’axe 1, les allongements relatifs dans la direction transversale de la matrice ¢, et &, des
fibres sont :

g, =0,&

£, =V &
La variation de la largeur Aw vaut :

Aw=-u,gV w-vgVw 11.21

Le coefficient de poisson U, du matériau est ¢gal a :

)
UV, = —— 111.22
€
Et puisque :
g, =AW 111.23
w
On obtient alors :
v, =v,V, +v,V,; 111.24
L’isotropie transversale entraine :
L = U3 I11.25

I11.4 Etude des lois de comportement

I11.4.1 Hypotheses de travail

Dans notre étude on va tenir en compte des hypotheses suivantes :

o Milieu élastique entrainant la réversibilité des phénomenes.

e HPP : petites déformations: théorie du premier gradient. Petits déplacements par rapport
aux dimensions de la picce.

o Actions appliquées progressivement: chargement quasi-statique.

e Pas de couplage des phénomenes: hygrothermiques et mécaniques.
o Relations de comportements linéaires.

o Existence d'un potentiel ¢lastique W (g)

oW (&)
i~ oz, =Ciuén

1
W)= Ecijklgijgkl

Forme quadratique définie positive des composantes du tenseur des déformations :
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_ do _ 90
ijkl
" O, Ogy
o'W
og,,0¢,,

Alors la relation de comportement sous forme matricielle on fonction de ¢;;,Sij et oy est la

suivante :

& Oy
€y Oy
€33 033
€x On
613 =| = = = = 613
&n O
€3 O3
&3 O3
& ) - o

Symétrie des contraintes => Gy = 6k => Sijki = Sijik
Symétrie des déformations => g;; - &;; => Sjjki = Sjii

Seule la connaissance des connaissances des coefficients de la sous matrice 6*6 est

nécessaire.
Application du théoreme des travaux virtuels pour un o particulier => S;j = Sii;;
=> S;;i1 est symétrique => 21 coefficients a déterminer.

Alors la relation de comportement s'écrit :

&y S Sz Siis 28153 281113 2811 |[Ou
€n S S 28 25,1 2501 ||O2
| _ S 28553 28553 28551, |03
I£5 485 48515 45y ||02
713 Symetrie 45313 48131 || 013
Y12 L 481 ] o0
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Remarque : pour que la matrice Sji soit symétrique, on travaillera avec les distorsions

angulaires.

Les coefficients du tenseur de souplesse s'expriment a l'aide de constantes mécaniques.

. 1
Pour i= (1, 2,3), Siiii - E
Pour i, = (23, 31,12), § ——1
yy 4GU
C s Mk Min
Pouri#jetk#1, S  =—2-=—""=§_
7] * ik = E 26, ikl
P 75 P g _Vij _Vji
our 1 = =
J uy El. EJ
. . M M
Ouri#jetij#lk S, =—L=""L
J : " 4Gij 4Gik1

Avec :

E; : module de tensions
iix . coefficients d'influence de 17 espéce.
],
Gij : module de cisaillement
nixi : coefficients d'influence de 2™* espéce.
vji : coeflicients de contraction

uji ki : coefficients de CHENTSOV

Dans le paragraphe qui suit, nous allons introduire des symétries matérielles qu’elles

nous permettant de simplifier la matrice de souplesse Sijx

I11.4.2 Matériau orthotrope (orthogonal+anisotrope) :

Définition : matériau ¢élastique homogene présentant en tout point 2 symétries du

comportement mécanique chacune par rapport a 1 plan, les 2 plans étant orthogonaux.

Remarque : Les composantes Smnpq d'un tenseur exprimées dans un repere (1, 2,3) s'écrivent

Sij1 dans un repére (I, II, III) :

_ m n P q
S =cos;" cos’ cos; cos/ S,

Avec cos™; : cos de l'angle formé par les deux vecteurs unitaires m et i.

Apres simplification de S (élimination des termes nuls), il ne reste que 9 coefficients

distincts qui sont:
32



Chapitre 111 Comportements Mécaniques des Matériaux Composites
I L v2] B v3] O O O ]
E] EZ E3
—Vi 1 — Vi
€n E, E_2 E, 0 0 0 O
€n — Vi3 — Vo 1 0 0 0 On
n | _| E E, E, 033
Y 0 1 0 0 O
Vi3 2Gy { O3
Y12 0 0 0 0 e 0 Oy,
13
1
0 0 0 0 0
| 2G,,
Avec

e E;, E, E; : modules d'¢lasticité longitudinaux.

o Gy3, Gz, Gy : modules de cisaillement.

e V73, Vi3, V12, V21, V23, V3 : coefficients de Poisson.
Symétrie de la loi de comportement :

V2] —

_ V]2 ,V3] _
s
E2 E] E3

Vis . Va
b
E E, E

I11.4.3 Matériau isotrope transverse

Définition [13]: c’est un matériau macroscopiquement homogene, c’est un orthotrope mais

avec une seule direction différente, c’est donc la méme loi de comportement avec :

Ez :E33012:l)13

Si on suppose que la direction 3 est axe de symétrie, la relation de comportement s'écrit

alors:

L —Va — Vi 0 0
E1 E1 E3
e Vi L “Va 0 0
! E1 E1 E3
€n Vi ~Vn L 0 0
£s | _| E, E, E,
V2 0 0 L7 0
V13 E, 1
0 0 0
712 26,
0 0 0 0 0
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III.5.Matériau composite mono couche:

Pour étudier le comportement d’un stratifie constitué¢ de plusieurs plis d’orientation
différents, il est nécessaire de connaitre le comportement de chacun des plis qui le composent,
et ce dans des directions autres que les directions d’orthotropie du pli.

II1.5.1 Coefficient de Souplesse

Soit /, t, z les axes d’orthotropie du pli représente sur la figure (II1.05).Pour un
stratifie mince constitu¢ par une superposition de plis, nous supposerons que les contraintes
O .. sont nulles. Il en résulte que pour un matériau orthotrope la loi de comportement dans le

planlt, est décrite comme suite :

g, 1 _ Ly o )|l
El Et
1
g, b= | =2 — o, 11126
El Et
1
0 0 o
7lt \_ Glt _J Tlt

{et=[slc} 111.27
- La contrainte & s’exergant sur une facette de normale 7 est donnée par :

{G} = lGU J{”}

{o} : Matrice colonne des composantes de : o.

lal.jJ : Matrice des contraintes.

{n} : Matrice colonne des cosinus directeurs de : n.

_ Coordonnées d’un méme vecteur V dans deux reperes distincts x, y et 1, t tels
que (x; y)=0

Ona:

Avec la relation :

V. C S v,
- 1I1.28
v, -5 C v,
C = cos 0
S = sin 6
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\ /VX

\ ™ ¢

[

»
»

Fig. I11-6 : axe d’orthotropie d’un pli

Dans les axes 1, t, exprimons au moyen de la relation (II1.27) la contrainte s’exercant sur

—_—

la facette de normale x

b=kl e} -], (€]

1,t

Et dans les axes x,y, d’apres (28) :

T D

D’une maniere analogue, la contrainte s’exergant sur la facette de normale y s’écrit

{U/y}x,yz{—cs g } [G""]“{;S}

D’ou la matrice des contraintes dans les axes X,y :

CA SRR S 1 B

dans les axes x,y :

on posant :

o[ 8

-5 C

Et en remarquant que la matrice [P] est orthogonale ( [P]" =[P]"), il vient :

[Uij] Lt = [P]T [Uy] Xy [P]

Si I’on développe cette expression, soit :
o 7| _|C =S8 o, T, c S
v, o] |s c| |, o |- C
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Qu’on peut la réarranger sous la forme :

of c s -2CS o
o= |8 C 2CS o, 111.29
7, SC -SC (C*-5% z,
Soit:
o}, =[rl{o}, 11130
Avec:

c* §* -2cs
[r]= | s* ¢? 2CS
SC -SC (C*-5?)

La considération des déformations autorisant une procédure de calcul analogue, on pourra

écrire parallelement :

£, c: s 2CS g
g, 0= 1|8 € -2 g,
; ~SC SC (C-8Y)| |g

t

D’ou :

f -mf}

En introduisant les relations (II1.30) et (I11.31) dans la relation de comportement (II1.26), on

trouve :
&, 1 v O
El Et
_ v 1
e t=[r]" -2+ — o | [T]1c
el o] e
1
0 0 —
yxy L It | Txy

Nouvelle matrice des coefficients de souplesse dans les axes x,y

Tous calculs effectuées, on obtient la loi de comportement suivante, écrite sous forme
technique dans les axes x,y faisant I’angle 0 avec les axes L,t . On y a fait apparaitre les
modules ¢élastiques et les coefficients de Poisson relatifs a ces directions. On constate aussi
I’existence de couplages non classiques notés 1 et u qui montrent, par exemple, qu'une

contrainte normale induit une distorsion.
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Avec:

I P P
E. Ey -
L 1
X y Xy
n, A 1
Ve _Ex Ey ny_ Ty
1
EO)=—3
i+i+ ZSZ(I 2Ut1]
El t Glt Et
1
E (0)=

1
0= » o 1 1 v (c* —5%)*
4c’s +—+2-4
El Et Et Glt
U I 1 1
" @) =2 (et sy —etsY —
Ey Et El Et Glt

2 2
Mo 0y = —2es] =3 (e? gt 2oL
G E E E  2G,

xy

g"y ©) = —20{2—2—2—2—@2 _Sz)(ﬁ_Lﬂ

xy

I11.5.2 Coefficient de raideur

111.32

Lorsqu’on inverse la relation de comportement (II1.26) écrite dans les axes

d’orthotropie 1, t du pli, on obtient :
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) ( E, v, E, o) ‘91
1- L,V 1- LUy
= UltEt Et 0
(o)
— _ &

! 1 Ultutl 1 Ultutl 4
T

It _ 0 0 Gltj 7/11

Ou apparaissent des coefficients €lastiques dits de raideur par opposition a ceux de la

relation (I11.1) dénommés coefficients de souplesse Pour alléger 1’écriture on notera :

0, Ez UﬂEz 0 €
o, v,E E 0| s 111.33
Tlt 0 0 Glt 7/1t

Une procédure identique a celle qui a €té suivie au paragraphe préceéde pour écrire la

loi de comportement déformations contraintes conduit a :

c, c: s 2CS o,
o, 0= |8 C =205 | 4o, 111.34.1
., -SC sC (C*-5Y)| |,
7]
£ c: S -CS £,
et gt = s C? csS g, 111.34.2
v, 25C -25C (C*-5Y) | |,
Xy
— _/
Y

7]
Les axes x, y étant toujours déduits des axes I, t par rotation € autour du troisiéme

axe z, lorsqu’on substitue les relations (I111.34,1) et (I111.34,2) dans (I11.33), on obtient :

Gx El UIIE 0 gx
Gy = [7-;] Ult Et Et 0 [T]"] gy
Txy 0 0 Glt yxy
Qui peut étre réécrit sous la forme :
o, E]] E]Z Ew &,
Uy = Exn Exn Eo gy I1.35
T, Esz En Es Y
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Tous calculs effectués, on trouve pour les coefficients de raideurs E;-j les expressions

suivantes :
Eu(@)=c*Ei+s*Ei+2c**(w, Ei+2G,)
En@)=s*Ei+c*E/.+2c*s*(v,E(+2G,)
En(@)=c’s*(Ei+E.—-2v,E)+ (¢ —5s*)°G,
En(0)=c>s*(Ei+E.—4G,)+ (¢* +s* ), E:
Ei(0) = —cs[czfz ~s2E, —(c? —Sz)(UﬂEl +2G, )]
Ex(0) = —cs[szfz —CPE .+ (c? —sz)(utlfz +2G, )]
Expressions dans lesquelles :
E — E

E, =—"L E, =—"t
1- L,V 1- L,V

II1.6. Comportements mécaniques des stratifies

I11.6.1 Comportement en membrane

Dans le cas des plaques pressentent la symétrie miroir on a un découplage entre les
forces de membrane et celles de flexion. Si nous avons une plaque de martiaux composite
stratifie composée de 2n couche alors si chaque couche de numéro (x) a comme orientation
des fibres une angle © la couche numéro (-x) a la méme orientation des fibres, dans ce cas on
peut dire que on a une symétrie miroir. fig.I11.7

V4

v

Y
Fig. I11.7 Composite avec symétrie miroir

Nous considérons dans ce qui suit un stratifi¢ plan de hauteur h, constitué¢ de n plis. Le

pli numéro k a une épaisseur notée e ,

Le stratifi¢ est soumis a des sollicitations dans son plan qui sont

notées N , N T, =T, , par unit¢ de langueur suivant la direction y ou la direction x. il

s’agit de la déformation dite de membrane, ou ¢léments de réduction pour les contraintes, ou
encore flux d’efforts dans le stratifié.
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x d
X y \ — ;
I 3
<

h : :

e .
—> contraintes

deplacement

Ils sont définis comme suit :

- N_ : effort résultant dans la direction x, par unité de largeur suivant la direction y

h/2
jh/z - Z(O' )i € 11136

k=1¢ pli

- N, :effort résultant dans la direction y, par unité de largeur suivant la direction x

hl2 n
- .[ 2 - Z(Gy)kek 137

k=1 pli
- T, : (ou T,)cisaillement de membrane par unit¢ de largeur suivant la direction y

(respectivement suivant la direction x) :
hil2 L
= [, = D (r,)e 111.38
k=1 pli
Le déplacement ¢lastique de tout point du stratifié est supposé bidimensionnel plan,

dans le plan x, y du stratifi¢. Il a alors pour composantes : 4, v, .

Les déformations qui ne sont pas nulles correspondantes s’écrivent :
&y, = Ou,/0x
&g, =0V, /0y
Yowy = Oty /Oy +0v,/Ox

Nous avons vu dans la partie comportement mécanique d’un pli que nous pouvions
I’exprimer dans un repere quelconque, les contraintes en fonction des déformations.
L’élément de réduction N défini par la relation (I11.36) peut alors étre détaillé comme suit :
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n

—k —k —k
Nx = Z(E1180x+E1280y+E13}/0xy)ek
k=1 pli
Soit:
N, = A&, + A&, + 4370,
Avec:

k=1 pli
o —k
AIZ = z En €
k=1 pli
o —k
4, = z Eiey
k=1 pli

D’une manicre analogue on obtient a partir de la relation (I11.37) :
N, = A58, + Azzgoy + A2370xy

Avec:

5 —k
Ay ;= 2 Eaje,
k=1 pi

i

Et pour le flux de cisaillement 1’ w onpeut ecrire a partir de la relation (I11.38) :

T, = A58, + A3280y + A3370xy
Avec:
o —k
Ay, = 2 Ease,
k=17 pli

On peut ainsi exprimer les flux d’efforts sous la forme matricielle suivante :

N, A4, A4, A €ox
Ny = A4, Ay, Ay €0y 111.39
T o Ay A4, Ay Yoxy
Avec :
o —k
4, = Eje, 111.40
k=1 pli

Les expressions de E; sont :

En(0) =c*Ei+s*Ei+2¢*s* (v, Ei + 2G,)
En(@)=s"E/+c¢*E +2¢%* (v, E/ +2G,)

E33(9) :CZSZ(EI +Et —2UIIEI)+(CZ _S2)2Gh
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En(0)=c*s*(Ei+E.—4G,) +(c* + s, E
En(0)= —CS[02E1 —s2E —(c* - sz)(uﬂfz +2G, )]
Ex»(0) = —CS[S2E1 —C?Ei+(c* - sz)(uﬂfz +2G, )]
Expressions dans lesquelles :
E — E
I Et —

l-v,v, l-v,v,

t

E =

Il est possible de substituer aux flux d’efforts N _,N ,T  des contraintes moyennes

globales (qui sont fictives) :

c,., = N_/h
6y, =N,/h I11.41
Tow =1, 1'h

En déduit alors de (39) la loi de comportement en membrane du stratifi¢ rendu « homogene »

sous la forme :

Ox | 4, A, A; Eox
Coy (= 2 A, A, Ay o, 111.42
Ty 4, Ay, Ay Yo

I11.6.2 Modules apparents du stratifie

L’inversion de la relation (II1.42) permet d’obtenir ce que 1’on peut qualifier de modules
apparents et coefficients de couplages associés pour le comportement en membrane dans le

plan x, y. ces coefficients apparaissent au moyen de 1’identification qui suit :

£, G, oL b Ta g O o,
E. E, G,
- Ly 1 H oy

gy, t = h[A] {0, t = - = — a o, 111.43

y y _Ex EJ’ ny y
nx ‘uy 1

7/Oxy TOxy L Ex Ev_ C_;xy - TOxy

y

Remarque 1 : si le stratifi¢ est équilibré (autant de plis dans une direction que dans l'autre),
on a découplage entre déplacements dus a la traction et distorsion angulaire due au

cisaillement, c'est a dire :

Ny Ay Az 0|l &

X
N_}" = Azl Azz 0 ED_}-’
Ty 0 0 As||rin
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Remarque 2 : Les Aij sont indépendants de l'ordre d'empilement des plis.

I11.6.3 Comportement en Flexion : « Hypothese de Love »

Au paragraphe précédent nous nous sommes limités aux sollicitations N ,N T,

agissant dans le plan du stratifi¢. Nous examinerons maintenant le cas ou les sollicitations
entrainent des déformations du stratifié hors de son plan, suivant la figure ci-apres fig.II1.8. Le

stratifié considéré est (comme précédemment) supposé pourvu de la symétrie miroir.

/—%3—»11 n’k z

= k »Plan moven

Wy

»
Ll

. L Avant flexion Configuration fléchie
Figure I11.8 : Les sollicitations entrainent des déformations du stratifi¢ hors de son plan.

e
~——

On suppose (Hypothése de Love) qu’une ligne perpendiculaire au plan moyen avant
déformation demeure perpendiculaire a la surface moyenne transformée du plan moyen dans
la configuration fléchie. Donc si I’on note comme précédemment u, et v, les composantes du
déplacement dans le plan moyen, et w, le déplacement hors de ce plan, le déplacement de

tout point de cote z dans le stratifié¢ (en configuration non déformée) s’écrit :

ow, )
Uu=u,—z
ox
ow,
vV=v,-z > 111.44
dy
w o= w,
On en déduit les déformations non nulles C(J)rrespondantes :
_ 0*w, )
gx 80x —Z ax2
o’w,
E,=8&), — 2 oy > 111.45
0w
0
Y., =Y z| 2
xy Oxy axay )
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Aux efforts de membrane N ,N ,T, décrits dans le paragraphe précédent viennent s’ajouter

des moments par unité d’envergure suivant la direction y ou la direction x.

V4

Xy
X / Mxy
M

y

Tout comme pour les efforts de membrane, ces moments servent aussi a synthétiser les
efforts de cohésion mis en évidence sur les coupures, suivant une méthode générale classique,
commune a toute les structures (poutres, plaques,...). On doit donc les interpréter comme les
moments unitaires des efforts de cohésion. Ils s’écrivent alors :

- M, : moment fléchissant d’axe y, di aux contraintes o, par unité de largeur suivant la

direction y :

h /2

M = j o zdz 111.46

r ~h /2 x
- M, : Moment fléchissant d’axe X, dii aux contraintes O, par unité de largeur suivant la

direction X :

h/2
M,=-| "o, 11147

-h/2

- M, :(ou-M, ) Moment de torsion d’axe x (ou y), di aux contraintes Ty, par unité de

largeur suivant y (ou suivant x) :

hi2
M w == T, zdz 111.48

-h/2

Compte tenu de la relation qui permet d’exprimer dans un repére quelconque, les
contraintes dans un pli en fonction des déformations de ce dernier, ’élément de réduction M y
s’écrit :

LA S—; —k —k
M = z J (E]]8X+E]28y+E]3}/xy)ZdZ
k=17 pli z,_,
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Du fait de I’existence de la symétrie miroir, tout intégrale de type :
z k -
J E J zdz
Z -1
Dans I’expression ci-dessus s’accompagne d’une intégrale tel que :

Z]_I E]j zdz

-z

Qui lui est opposée en signe. Les intégrales de ce type disparaissent et il reste :

M, = Zn: _ E:‘] (Z,f _Z/i-]) 62"‘2’0 +E:‘2 (Z,f _Z/i-]) 62"‘2’0 +E:‘3 (Z/f _22-1)2 82Wo
3 ox 3 oy 3 ox0oy

k=1 pli

Soit encore:

0w 0w 0w
My :_Dn—go_Dlz 20 D132 :
ox oy 0x0y
Avec: z Ek —(Z" ~ Zi)
k=1 pli 3

En procédent de maniére analogue avec M et Mcy, on obtient sous forme matricielle :

M 3 0w
ox’
Dy, D, D, 02w
-M, ;= D, D, D, e 111.49

y
Dy Dy Dy 2

Y 5 o~ w

v 0x0y

I11.6.4 Comportement en Membrane —Flexion Couples d’un stratifie sans
symétrie miroir
Si on reprend les considérations du paragraphe précédant, en 1’absence de la symétrie
miroir, on note de nouveau la présence des intégrales des types :

Zk-1

EijZdZ _ El’; (z¢ —2,.)
‘ 2

—z;

Qui caractérisent le pli numéro k. lorsqu’on effectue la sommation a tous les plis du stratifié,

ces intégrales conduisent a des termes non nuls qui prennent la forme :
2 Ek (z; - Zk )
k=1 pli
On aura ainsi pour le développement de M,
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o’w,
12 ayz

o*w,
- D]32?6; +B&), + B]ZgOy + B]370xy

2
M, =-p, o™

=

Expression qui fait apparaitre le couplage des comportements de flexion et de membrane.

D’une maniere analogue, ’effort de membrane N _ tel qu’il est développé en fin du

paragraphe précédant, s’écrit :

o’w, o’w, o’w,
N, = 4,&, +A]280y +A1370xy - B, o - B, P - B2 oxdy
Si 'on développe de la méme fagon les autres efforts unitaires : M x»M,,N,,T,, on peut

regrouper les résultats obtenus. On obtient la relation comportement global sous la forme :

AI] AIZ AIS B]] B]Z B]3 e
N, x
e
Ny A2] A22 A23 BZ] BZZ BZS g
I
T, :3 X
M A A A B B B _ow
X _ - 31 32 33 - L 31 32 33 - 6x2 IIISO
B, B, B D, D, D 2
ow
-M =
y 8_)/2
BZ] BZZ BZS D2] D22 D23 azw
-M -2
Xy 6xay
L le Bsz Bss 4 L D31 D32 D33 1]

Remarques :
+ Dans le cas général, on a un couplage entre les comportements en membrane et
en flexion dans un stratifié quelconque, mais la symétrie miroir implique le
découplage, c'est a dire que les Bj sont nulles et les termes (Zi3-Zir?)
s'annulent 2 par 2. Les termes [Ejs] ket [Ex6] K g'obtiennent en fonction de sin©O"

et sin30* qui ne changent pas de signe pour 2 couches symétriques.
q gent p gne p Y q

e Sion évite ce couplage, le comportement en membrane est indépendant de 1'ordre de la

séquence d'empilement.

e Pour les stratifiés équilibrés, les termes Aj¢ et Ay sont nulles.
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