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MODELISATION ET COMMANDE
DES ROBOTS MANIPULATEURS

1.1. Introduction

Depuis quelques décennies, la recherche dans tdiqub s’est concentrée presque
entierement sur la commande des robots manipuateur
Récemment le besoin pour des manipulations compleixkvolution des dispositifs tels que
les effecteurs a plusieurs doigts et les platesiar a plusieurs pieds a engendré un large
domaine de recherche dans I'étude des systemeBquem Cependant la piece maitresse de
ces systemes est le robot manipulateur.
Un robot manipulateur se compose de plusieurligisonnectées par des articulations pour
former un bras.
On peut retrouver trois formes de manipulateurgoetion de la maniére dont les liaisons

sont connectées : une forme sérielle et une aatadi@le et une autre mixte [2].

¥ Dispositif
d'accouplement

8 Anant-bras

© Base

Figure 1.1 -Exemple de structure série.
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Base attaché&e & un porteur

Corps des wérins

Tiges des vérins

Pince

Figure 1.2 -Exemple de structure parallele

Poignet

a Avant-bras

Bras

Epaule

Base

Figure 1.3 -Exemple de structure mixte
La plupart des robots utilisés actuellement sorg d#ots ayant des liaisons connectées
stérilement .

Les robots manipulateurs sériels, dans leur formdesbase, sont des chaines
cinématiques ouvertes composées de liaisons rigalesflexibles connectées par des
articulations : ces robots peuvent se déplacerulairement dans l'espace par des
mouvements générés par des articulations commapdédéss actionneurs.

Typiquement chaque articulation possede un degliéelité et elle est de type rotoide ou
prismatique dépendant du mouvement permis entidelas articulations et qui peut étre un

mouvement de rotation ou un mouvement de translatio



Chapitre Un Modélisation et commanderdé®ts manipulateurs

Soit N le nombre de degrés de liberté recherché (c&estombre nécessaire de
moteurs). On a:

N= >'N,-6b (1.1)
liaisons i
Avec N; nombre de degrés de liberté de la liaisp® nombre de boucles cinématiques
(nombre de corps qu'il faut couper pour rendradglge du mécanisme arborescent).

Soit n le nombre de corps mobiles. Les équations de Newtmtiennent doncrb
inconnues, par exemple les efforts a exercer pbtenir des mouvements donnés (ou tout
simplement I'équilibre statique). Toutefois, a amagrticulatiori , N; composantes du tenseur
des efforts sont nulles d'apres I'hypothese defraatement. Il reste donc N inconnues que

I'on doit imposer par des moteurs, avec :

N=6n- > (6-N,) (1.2)

liaisons i

Un parametre important d’un manipulateur est le m@mde degrés de libertés
(nombre d’articulations) gu’il possede pour déptaeeorienter un objet dans un espace a
trois dimensions.

Un mécanisme doit avoir au moins six degrés detébseadont trois pour positionner I'organe
effecteur vers un point prescrit dans I'espaceade&athe du manipulateur et les trois autres
pour I'orienter proprement a cette position, aunsibras ayant six articulations (six degrés de
libertés).

La configuration articulaire correspondant a uneitimn et une orientation données de
I'organe effecteur peut étre unique a quelquesatianis finies [2].

Le bras humain peut étre considéré comme ayantasixulations principales
permettant six mouvements dont deux se trouventiaau de I'épaule (un mouvement de
rapprochement et
d’éloignement du corps et 'autre en avant et eier@) et deux autres existent au niveau du
coude ( un mouvement d’extension et de pliage ds bt 'autre un mouvement de rotation
de la position frontale du bras autour de I'axéarelle coude au poignet ), les deux derniers
mouvements résident au niveau du poignet (mouverd&iévation/abaissement et un
mouvement de balayage).

Les bras robotiques peuvent étre cinématiquemergiusoredondants en leur conférant
des degrés de libertés supplémentaires dans l'espdiculaire, ainsi un manipulateur est
redondant quand le nombre n de ses articulatiosugstrieur a la dimension de I'espace de la
tache (travail) m .



Chapitre Un Modélisation et commanderdé®ts manipulateurs

Un manipulateur redondant est caractérisé paritlgdiél peut avoir un nombre infini
de configurations au niveau articulaire correspanhdgplus de positions de I'organe effecteur
dans I'espace du travail.

Alors que ce surplus de degrés de libertés compligyprogrammation et les stratégies de
contrdle par contre il augmente considérablemaeitité du robot.

Mathématiquement, un bras robotique est décritgear équations cinématiques et
dynamiques, la cinématique d'un bras introduituitls des relations entre les positions,
vitesses et les accélérations de ses différentdéega’analyse cinématique est nécessaire
pour la planification et I'exécution des mouvemedésirés du manipulateur aussi bien que
par des calculs dynamiques .

Les équations dynamiques d’'un bras décrivent solutton dans le temps en réponse
a des forces externes, et des couples agissargesuactionneurs. Cependant un systéme
robotiqgue n’est pas seulement un bras manipula@umplus du bras, le systeme renferme
aussi une source d’énergie externe, un outillagéedrémité du bras, des capteurs externes
et internes, des servomeécanismes, un ordinatearfane et le contréleur (Figure 1.4).

Le controleur d’'un robot peut étre pris comme legveau qui commande les
mouvements mécaniques du bras : il est responsablese basant sur les modeles
cinématiques et dynamiques du bras et les mesapseas, de la génération de directives

contrélant les actionneurs des articulations, resies pour la génération du mouvement

desiré [2]. - -
Unité d’énergie
externe
\ 4
Actions : A Un bras
Enseigner > contréleur »  Manipulateur
Suspendre
y
v \ 4
Ordinateur Outils de I'organe
( hardware) effecteur

Figure 1.4 -composantes d’'un systeme robotique a un seul bras
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1.2. Changements des coordonnées directs

On associe a chaque coipdu mécanisme un repére orthonormé diregt,{X , Z }
notéR . Les repéres particuliers sont d'une part ceduladbasgX o, Yo, Zo } NotéR ¢ et
d'autre part celuiRR, , de l'organe termindX,, , Y» , Z, }. Le repére de la base occupe une
position et une orientation connues par rappor sepeére fixe si le robot est a un poste fixe
dans un atelier, ou lié a un véhicule porteur squél la base est fixée rigidement. Le dernier
repereR, peut étre aussi bien lié au dispositif d'accouplande |'effecteur qu'a ce dernier qui

lui est rigidement attaché. Sa situation instarga@ppelle une pose .

N % v G % v,
N ﬁ?@f} -

aspect bras gauche (B} aspect bras droit
et coude bas et coude bas

z

TN |
N Ny
Xl'l Xl'l

() aspect bras gauche (d) aspect bras droit
et coude haut et coude haut

Figure 1.5 -Divers aspects pour une méme pose du bras du PoHdA

C'est l'action suN effecteurs qui permet de situer I'organe termpaal rapport & un
repere lié a la base et/ou d'exercer au moyentdegane des efforts sur I'environnement. On
note généralemeny , gz ... gy les variables de position (angulaire ou linéaited effecteurs
actionnant les articulations actives que nous aveosnsées dans la section précédente. Ces
variables définissent la configuration instantamiée mécanisme. La Figure ld&montre
gu'une méme pose peut étre obtenue par plusienfigw@tions . Nous avons appeigpects

les classes de configurations différentes [3] .

1.2.1. Modele géométrique direct
Il exprime la position et l'orientation du repére céférenceR outil lié a l'outil,
relativement a un repére fixe — celui de la bBgsgar exemple — en fonction des variables

articulairesmotorisées (et asservies électroniquement), ... gy du mécanisme. L'élément
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fondamental qui décrit la position et I'orientatdon reperdr, , d'origineQ; , dans un repere

R peut se mettre sous la forme d'une matrice derdiioes (4,4) :

J-Ti:[iilj Y1, [Z], [0,0],

(1.3)
o 0 0 1

ou les composantes des vecteurs sont mesuréekedapsre R j .

Dans cette matrice (4,4), on remarque que la cunag&icolonne est la représentation

d'un vecteur en coordonnées « homogenes » (quatmeosantes) [4] .

La matrice (3,3) suivante :

RAXL NI 12 L

représente la rotation entre les deux repéreseékgesents sont les cosinus directeurs : les

cosinus des angles respectifs entre les vecteuesran du repere R i et ceux du repére R j .

Pour spécifier une rotation, cette matrice présamie nombre surabondant de
parametres (neuf) qui doivent étre reliés par legntraintes exprimant que le repére est
orthonormé. On peut donc en pratique ne spécifier mois parametres, par exemple les
angles de lacdt), tangage(q) et roulis(r) par analogie avec la terminologie des pilotes de
véhicules, d'avions notamment. La Figurerhdntre la définition de ces angles, ce qui donne
la matrice de rotation :

cos; -sin4; Oj1 O 0 cop; 0 sinp,

'R=|siM, cosl; O[O0 co® -sig,| O 1 O
0 0 1|0 -sing; cod; |-sinp; 0 cow,
cosl; —cog; —sinj; sing; sinp;  —sinj; co®; cosl, sinp; +sinj, sind; cog
=| cosl; —cog; +cos); sing; sinp;  cosl; cod;  cos), sinp; +cosl; sing; cog
—cog; sinp; sing, cog, cop;

ji
(1.5)

10
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"**:’é-_}
Z 4
U
j_,/..... Lo
O
Figure 1.6 -Angles de lacet, tangage et roulis Fqure 1.7 -Parametres de Denavit et

Hartenberg
1.2.1.1. Structures arborescentes
On considere les chaines qui relient la base auehagtil. Dans le repére de la base, la
position et l'orientation de ce dernier s’obtienngrar un produit de matrices (4,4),
correspondant a la composition des changementepies successifs le long de la chaine.

Par exemple, pour une seule chaine derps :

OT utilonloTZ' . 'n_lTn I']Toutil (1-6)

(o]

Il est usuel de représenter les matrices de tremstions qui font passer d’un corps au
suivant au moyen du formalisme de Denavit et Hagem modifié par Khalil [4]. Chaque
articulationi est alors motorisée, en pratique par un mote@aiie ou rotatif. Il doit y avoin

moteurs.
La figure 1.7 montre les parametres intervenans detransformation.

Ces paramétres sont :

* gjangle entr; _ etz (rotation autour d& _ ) ;
» d; distance entr&;_;etZ le long deX;_;
* 6Giangle entre;_ et X; (rotation autour d&;) ;

* r;distance entre Xi — 1 et Xi le long de Zi .

11
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La variable articulaire activel associée a l'articulationest soitdi (articulation rotoide),

soitd; (articulation prismatique). La composition desisfarmations élémentaires conduisant

du repereR_; au repérdx; conduit a la matrice de passage (composantes edgsidan®_):

[ cod ~sing 0 d
. cosy sind cosr co¥ -—sina, —r, Sing;
' |sinasing sina codl cosr  r cowx (1.7)
0 0 0 1

1.2.1.2 Robots manipulateurs avec boucles cinématies planes

Dans ce cas, il existe encore toujours une chdimamatique « principale » entre la
base et I'organe terminal. C'est elle qui assupgdaision de la pose. On peut encore décrire
la situation de I'outil, par rapport & la base, lpgsroduit des matrices de la chaine principale.
Mais alors certaines variables articulaires (pateesé; oud; de la formulation de Denavit et
Hartenberg) ne sont plus directement actionnéesepax axes x; des moteurs. Lorsque les
boucles sont planes, il est aisé de calculer leahlas articulaires en fonction dgset de

porter ce résultat dans les matrices de passalgectiaine principale.

¥ o

S
TN

AN

\\::r

Figure 1.8 -Résolution d'une boucle

D'apres les notations de la Figure ,1dh obtient alors :
X, =Lcosx
Y, =h+Lsina
qz = (X, _|)2 +Y52

d’oul q:\/L2+|2+h2—z_(I co¥—-hsim) (1.8)

Inversement, il nous faut a pour en déduire I'aragteculaireq.

On I'obtient théoriquement a partir de :

12
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L2+|2+h2 +q2
2L

| cogr—hsiny = (1.9)

singB= | et cog’= h
Pour cela, on introduit I'angle b tel que : —ﬁ _ﬁ

|2 +h? |2 +h?
On doit donc avoir :
L2 +|2+h2 _q2
oL ,—lz e (1.10)

qui ne peut avoir une solution donnant a que $idetion du second membre est comprise

sinf3—a) =

entre— 1et+ 1. On voit donc qu’un cas limite est obtenu lorsque
(L+0)* =h*+I? (1.11)

correspondant théoriquement aux positions du \ggissant selon I'axe qui porte le segment
de longueur L. Dans de telles positions le mouverdenia tige du vérin est impossible. En
pratique, les butées du mécanisme font que I'osentouve pas dans de tels cas. Toutefois,
ce probléme se posera de maniére encore plus lerdeias les robots paralléles [5].

Un autre cas courant simple, qui lui ne présent dgmsingularité, est la prise en
compte éventuelle des transmissions (réducteursyéemages, courroies, cables, etc.) entre
des moteurs et les articulations commandées. llatores entre les variables des moteurs et

les variables articulaires sont alors linéaires.

1.2.1.3. Robots paralléles

Pour positionner et orienter I'organe terminal dbespace, un robot paralléle doit
avoir six articulations motorisées, mais il a obatmgrement en plus un grand nombre
d'articulations passives. Plusieurs chaines compleconduisent de la base a l'organe
terminal. Si I'on désire le modele géométriqueadjren ne peut pas I'obtenir analytiquement.
En effet, il faut écrire les matrices de passageéodees les chaines (au nombre de six) puis
exprimer comme contraintes que toutes ces tranatosns fournissent la méme pose de
l'organe terminal. Cela nécessite des calculs ngoes complexes utilisés uniquement dans
les systemes de CAO (conception assistée par ¢tediaet c'est pourquoi les automaticiens
préferent inverser le modeéele géométrique inverseeqt) lui, relativement facile a obtenir

pour une structure paralléle, quand les « brasprémentent pas de singularité.

13
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1.2.2. Modele cinématique direct

Ce modele décrit les vitesses de I'organe ternaimdbnction des dérivées, par rapport

au temps, des variables actives. La vitesse irmstéatdu corps solide qui constitue I'organe

terminal (en supposant pour simplifier qu'il n'y anqu'un) relativement a la base est
entierement déterminée par la vitesse :

KX d@

outil

outil — dt (1.12)
0

du point de référence de I'organe terminal par ogipgu repére de la base, et par la vitesse de

rotation instantanéf, qlo =[,]ode cet organe terminal.

Il faut noter que les composantes de ce dernigevedie sont pas les dérivées, par
rapport au temps, de vraies variables d'orientattomme les angles de roulis, tangage et
lacet, bien qu'elles leur soient liées [3]. Il esh @e méme des dérivées des cosinus directeurs
de la matrice d'orientation de I'organe termina&l.choix de la vitesse instantanée de rotation
permet dans un premier temps de s'affranchir duelcqnque ensemble de variables

d'orientation.

1.2.2.1 Structure de chaine

Ce cas peut étre facilement généralisé a une steucrborescente : il suffit de
considérer chaque chaine qui conduit de la basecanps terminal.
Les vitesses de l'organe terminal sont obtenuescparposition des vitesses des corps
constituant la chaine cinématique.

Si l'articulation active est rotoide, ong = q;, et alors :

[Qi]o =[§?i—1]o +q[2i]0

= = = S = (1.13)
[Q]o =[O, +[€2 T(d X, +£Z)],
Si l'articulation active est prismatique, on@ = r; et I'on peut écrire :
[Q]o :[Qi—l]o +
: : (1.14)

[Q], =[Q.], +alZ],
Les équations (1.13) et (1.14) , appliquées sunmaent depuis la base jusqu'a I'extrémité
de la chaine, permettent d'exprimer les vitessd®mne terminal en fonction des dérivées

des variables de configuration. Sous forme matkgien a :

14
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O .
Q” =J,QQ (1.15)

n_o

—
—

Avec Jo matrice de dimensiof6,n), c'est-a-dirg6,6) pour un robot non redondaq vecteur

— matrice colonndgn,1) dont les composantes sont lgsLa matriceJy est fonction desj
puisque les équations qui permettent de calcukenikesses dans le repére de la base font
intervenir les matrices de passa4E qui contiennent ces variables de configuration.

Si I'on veut maintenant calculer les dérivées, pmpport au temps, de coordonnées
opérationnelles mesurables, par exemple les conéd@ncartésiennes du point de référence

de l'organe terminal et les angles de roulis, tgagd lacet de son repére de référence, il faut

exprimer en particulier les relations entre la sée angulairdQ,], et les dérivées des

variables d'orientation. On peut commencer simpignpar faire intervenir la matrice des
cosinus directeurs et sa dérivée. On démontreyd]lgn peut écrire en particulier pour le

corpsn :
0 — O
R=QR, (1.16)
Puisqu'une matrice de rotation est orthogonale.eondéduit les expressions des

composantes de la vitesse angulaire par la formule

Q,=R°R'=R°R] (L17)
ou I'exposant T dénote la transposition de matrice.

La relation (1.5) est I'expression d'une matriceatation en fonction des angles de
roulis, tangage et lacet (paragraphe 1.2.1). [fitsdé la dériver par rapport au temps et
d'appliquer I'équation (1.17) pour obtenir les tielss entre les dérivées des variables
d'orientation et les dérivées des variables adiced. Dans le cas présent ou I'on s'intéresse au

corps terminal, on a :

cosl,, cog,, —Si, sing, sing,, —si,, cog),, cosl,,cop,, +sini,,sing,, co:
°R =| cosl,, cosn,, +cosl, sing, sing,, sink,cos),, sin,, sing, —cosl, sing,, cos
cog,,sino,, sing,, cog,,Ccog,
(1.18)
Les trois premieres composantes d'un vecteur ssdtedes coordonnées
opérationnelles » sont tout naturellement les cavaptes de la vitesse du point de référence

terminal dans le repere de la base. On obtient famadement une relation de la forme :

15
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X =J(QQ (1.19)
61

6n nl

J(Q) est ainsi la matrice jacobienne de la fonctiontaéelle f qui définirait un modéle

géomeétrique direct de la forme :

X=f(Q (1.20)

1.2.2.2. Structures avec des boucles simples

Comme il a été écrit plus haut (paragraphe 1.2)liPexiste une chaine principale qui
conduit de la base vers I'extrémité, mais alorsapers articulations de cette chaine sont
passives (non motorisées directement). Il est agrenpossible, au paragraphe 1.2.2.1.
d'écrire un modéle cinématique direct en fonctian tdutes les variables articulaires,
motorisées ou non, de la chaine principale, puislider les relations entre les variables des
articulations passives et les coordonngasotrices, ainsi que les dérivées, pour « éliminer
les premieres et obtenir une matrice jacobiennaweians I'équation (1.19) .

Prenons l'exemple simple de boucles planes déja(panagraphe 1.2.1.2. ), et
introduisons les parameétres de dimensions (voiurgigl.7 ). La variable active est la
longueur q du vérin et la variable passive de &roh principale est par exemple I'angle g . Ce
dernier est égal a I'angle a plus un angle condtantepergX , Y }est par exemple un repere

local. La relation (1.8) :

qz\/L2 +1%+h* —2L(I cosr—hsin)
a été utilisée pour obtenir le modele géométriquectiéquation (1.20) . Par dérivation de ce
dernier, on obtient I'expression dk en fonction dedq , en dehors des cas limites
(singularités ). En effet, on a dans ces cas :

cos(b —a) =0Qetdq/dq = da /dm'est pas défini

1.2.2.3. Robots paralléles
Comme le modele géométrique direct, le modele catiéme direct ne s'obtient pas
simplement pour de tels mécanismes. On préferagsarvée modele cinématique inverse qui

est, lui, relativement facile a obtenir (paragraptgel.3.).

16
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1.3. Changements de coordonnées inverse

L'organe terminal d'un robot manipulateur doit effier des mouvements et/ou
exercer des efforts dans un repére qui est liéspdce opérationnel (I'atelier). L'opérateur qui
programme un robot par des moyens évolués lui fodes instructions définies dans cet
espace. Par contre, méme s'il est doté de camridnseurs (de position, de force) permettant
de l'asservir localement & la tache, le robot aasesrvissements élémentaires bouclés sur les
informations issues de ses capteurs internes (kities) et mesurant plus ou moins
directement lesj et/ou lesy; . L'armoire de commande du robot doit donc contenmimodule
(un programme implanté sur calculateur numérique)cglcule les consignes a envoyer aux
asservissements « articulaires » en fonction diesinsades variables de position, d'orientation
et/ou d'efforts désirées dans l'espace opératior®e$ calculs font appel aux modeles
théoriques des transformations de coordonnéesseserUne condition nécessaire d'existence
de ces modeles (nombre fini de solutions) est guelot ne soit pas redondant vis-a-vis de la
tache : le nombre de variables opérationnellesifipes est égal & , nombre de degrés de
liberté du mécanisme.

1.3.1. Modele géométrique inverse

En supposant les asservissements parfaits, on laééda leurs sorties) et des
consignes de position correspondantes. Il s’agitiéc calculer, si elle existe, I'application
réciproque ~* de celle du modéle géométrique direct I'équationd).

Aucune solution réelle n’existe en dehors de celgmenomme I'espace de travail du robot
De plus, il peut exister plusieurs solutions en hamfini (voir Figure 1.4 ou en nombre
infini dans les singularités de la matrice jacohehassociée &

En dehors des singularités, et sans tenir compte bideées mécaniques, il est
impossible dans le cas général de savoir si un meroa donné est soluble et quel est le
nombre de solutions quand il I'est. On peut tougefavoir des informations dans des cas
simples en étudiant analytiguement le déterminantadmatrice jacobiennedét J[3]. Pour
un robot série a six axes rotoides, dont les t®es du poignet sont concourants, il peut y
avoir théoriguement trente-deux solutions difféesQl (aspects) pour une pose donnée.
1.3.1.1. Structures série

Pour un grand nombre de robots manipulateurs dantrbis axes du poignet sont
concourants, il est possible de résoudre analytigne le probleme inverse par étapes.

La position du point de référence de l'outil etriémtation de I'outil sont données

relativement au repére atelier. A un déplacemenstemt prés, on peut considérer ici que ce

17
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dernier est confondu avec le repére de la base afhwt.r Les données sont ainsi
[O,,q]1,et°R. - Par ailleurs, la situation de l'outil dans le &sp de référence du corps 6 est

fixe. On en déduit les coordonnées du point d’seetionO, = Os = Og des axes du poignet :
S = 0 _ _
[Oslo =[Oouudo = Rouil Coui =Osls (1.21)
La position du poignet permet alors de résoudreldeas » et d’obtenir, en dehors des
cas singuliers, la (ou les) solution(s) admiss®)lefoura; , & et ¢ . A chaque solution

correspond une matrice de rotatfét . Comme I'on a :

*Rouit = Rs*Rs *Rog (1.22)

on en déduit :

*Rs="Ry "Rou *"' Ry (1.23)

Cette derniere matrice ne fait intervenir gqye s et g, que I'on calcule alors.
1.3.1.2. Robots avec des boucles

On calcule alors le modele géométrique inverse pawhaine principale, puis on
remplace les coordonnées articulaires passivelepar expressions en fonction des variables
motorisées, comme au paragraphe 1.2.1.2 La présienbeucles cinématiques augmente le
nombre de solutions théoriques et par la méme rgplaxité des calculs. En pratique, on ne
retient que les solutions techniquement réalisables

1.3.1.3. Robots paralléles

¥ | Pointde
reféarance
\ g
raN W
P Y 1L
et Ay \
AR NN ool
._.r" _,r"; '.I I
J ' LY k. | 1 I| ]
;g P'l:q'_|1 \ K,_‘F'lc.'zil .IF'[qa.
._r" .__r'. '1._‘-. ".‘ | i
4 /7 heos, 0 \ ik
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Figure 1.9 —Mécanisme parallele a trois degrés de liberté
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Dans ce cas, la position et l'orientation de I'ergaterminal qui porte I'outil sont
assurées par les configurations des divers « bigs ¥ conduisent, en partant de la base.
Prenons le cas d’'un robot a six degrés de libeéréésix bras (par exemple celui de la Figure
1.3). Il y a cing boucles et donc, d’aprés la folen{1.1), la somme des degrés de liberté de
'ensemble des articulations des bras est égde(6x5) = 36. Pour que le systeme soit
correctement défini, il faut six degrés de libgpa bras, que les bras soient identiqgues ou
non, et chacun d’entre eux peut alors étre résmlgpméthode donnée au paragraphe 1.3.1.1.

Ici encore, on peut avoir des singularités. Nousitiérons ce probléme a propos des
modeles cinématiques (paragraphe 1.3.2). D’autné, mkes contraintes technologiques
peuvent éliminer des solutions, qui sont hors dume de travail du robot.

Considérons I'exemple simple de la Figure 1.8. @eanisme comporte :
v’ trois articulations prismatiques actives P (vérins)
v' deux rotoides R qui assurent, avec la premiérangtigue, la précision de
positionnement et d’orientation de la plate-formebite ;
v deux rotules S ; deux cardans U.
L’ensemble comporte dondN=15-6x2=3 degrés de liberté. On voit en effet que
normalement, on peut positionner (pdi) et orienter (anglg) I'axe de la plate-forme dans
le plan de la figure en agissant sur les vérins.
on a notéy; la longueur totale du vérin
G = X +Yu
O =4/(Ly = X, )2 + Y2 (1.24)
0 =+/(L, +L, — X, —Lcosd)? +(Y,, +Lsing)?

Ce modéle mathématique correspond a une configaratiécutable si et seulement si :
O min < 0 < Gimax poUri=1,2.3
ce qui correspond a une pose de la plate-formertmpyat a I'espace de travail.

On remarque toutefois que théoriquement, si pamelkeYy = 0, on se trouve en
singularité : si le mécanisme y arrive, aidé pagrfavité par exemple, il ne peut en sortir
activement et reste ava = 0.

On obtient également d’autres configurations siieges quand I'axe du troisieme
vérin est aligné avec celui de la plate-forme. @rpaut alors pas modifigrsans changer la

position du poini.
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1.3.2. Modele cinématique inverse
Ce modéle est nécessaire quand on spécifie laluitdsse de I'organe terminal dans

le repére atelier (ou plus simplement celui de daebdu robot) pour en déduire les lois
d’évolution des variables articulaires asserviesptobleme revient donc a inverser la matrice
jacobiennel, quand c’est possible.
1.3.2.1. Structures série

Dans ce cas, on a toujours besoin de calculeréalgiie le modéle géométrique inverse.
En effet, on a théoriquement deux fagcons d’obtieninodéle cinématique inverse :

v’ par dérivation du modele géométrique inverse ;

v par inversion de la matrice jacobienhe

On obtient ainsi, en dehors des singularités, aladion de la forme :

Q=J"(Q)X (1.25)
avecJ ~* l'inverse de la jacobienne fonction @@ Dans un deuxiéme temps, il faut donc
utiliser le modéle géométrique inverse pour remgidesq; par leurs valeurs numériques ou,
guand c’est possible, par leurs expressions ertitonde X. Dans le cas de robots série, les
singularités de la matrice jacobienne (solutiong'@tpuationdét J = Q correspondent a des
pertes de mobilité : les mouvements admissiblearéippnent a des sous-espaces de I'espace
des vitesses, normalement de dimension 6 pour jlaritéades robots.[1]
1.3.2.2. Robots avec des boucles simples

On a étudié ce cas pour le modéle géométrique savén peut traiter de tels robots
comme les robots série, en considérant la chaineipale, puis remplacer dans I'expression
de dX/dt les dérivées des variables articulaires passieetadchaine principale par leurs
expressions en fonction des dérivélegdt des variables actives. Ces derniéres expressions
sont obtenues en dérivant les relations géomégidars les boucles.
Dans la fabrication du mécanisme, on fait en sque les boucles n’introduisent pas de
singularités propres. Comme dans le cas d’'un raksitucture de chaine, les configurations
singulieres sont obtenues quand le déterminard dwtrice jacobienne est nul.
1.3.2.3. Robots paralléles

Une premiere facon d’obtenir le modéle cinématiquesrse des robots paralléles

consiste a dériver le modéle géométrique inverse.
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Figure 1.10 —Coordonnées de Plicker

Une autre facon élégante fait appel aux coordondédaiicker [6]. Tout actionneur i
associé a une variable active gi produit une focein couple gi le long ou autour de I'axe
correspondant.

Cet effort, si le mécanisme est supposé sans rimetig contribue au vecteur F des
efforts exercés par le corps terminal sur son enmement. Considérons le modeéle
différentiel inverse que I'on recherche. Il estaéorme :

dQ=GdX (1.26)
avec G linverse de la matrice jacobienne du modtect. Appliquons le principe des
travaux virtuels : pour cela, on considére des at&hents virtuels dQ et dX compatibles
avec les contraintes du mécanisme et I'on écrgalié des travaux des forces pour ces

déplacements :

FTdX =r"dQ (1.27)
Donc FTdX =I"GdX (1.28)
d’ou F=G'T (1.29)

Il suffit donc de savoir exprimer la force et le ment résultant au niveau de I'organe
terminal en fonction des efforts actifs pour oltémimatriceG.
On considere pour cela les coordonnées de Pliuakee droite (Figure 1.10).
Soit, dans I'espace a trois dimensions, une dd#faie par deux de ses points distint et
M., et O l'origine d’'un repére de référend® . On considére deux vecteurs qui sont des
invariants de la ligne :

le vecteur unitairai
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son moment par rapport a @n= OM O
ou M est un point de la droite.
Les composantes de ces deux vecteurs fondamentabtiesnent a partir des

coordonnées de Pliucker de la droite. Ces dernmwas les six composantes du vecteur

colonne :
M. M
u=|  MiMelg, (1.30)
[OM, DOMz]RO
On a en effet :
v=_Y {‘f} (1.31)
Mle m Ry

On peut associer un tel vecteur a I'axe de chaqueui@tion motorisée. On obtient
ainsi pour un robot a six ax¥s aVs.
On va montrer que I'on a, dans le cas de motenésiiies [6] G'=[V1 ... Vg .

Le systeme mécanique étant en équilibre statique,:o
e ) (1.32)

ou O est le point de référence choisi.

En notations matricielles, les équations (1.32)ndon :
E
VV,...V ]l :{ q}
Mg,

Donc, en dehors des singularités, on a :
G=J"=[VV,..V,]"

La dérivation des équations du modele géométriauerse donne :
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| 0g,  9g, g,
oX,, adY, 0d68
oq, 09, 00, |_
oX,, adY, 0d68
0q; 09, 0g;
| 06 oY, 04 ]
- X, Y, , 1(1.33)
X2 +Y2 JX2 +Y2
L =Xy Yu
0
VLX) +Y8 L= X,)2+Ys
Lcosd+ X,, - L, -L, Y, *+Lsin@ Lsing(L, +L, - X,,) +LY,, cosg
L U as U _
Nota: dans la  troisieme  ligne, on a écritgz au lieu de

\/(Ll +L, - X,, —Lcosd)’ +(Y,, +Lsing)*> pour alléger I'écriture
Si maintenant on considere les coordonnées de €lidds axes des vérins, en se
limitant aux composantes non nulles (deux poueldeur unitaire dans le plan de la figure et

une pour son moment le long de I'axe perpendiceilaice plan) et en choisissdhitcomme
point de référence, on obtient bien :

Xy | Xy L Lcosd+ X,, L, —L,
ql q2 qS .
vz Y|y =] T |y - Yy *Lsing (1.34)
0, . s
0 0 Lcosf+ X, - L, —L,
] i | {Lcosﬁ}D 0
Lsing Yy +Lsing
i G 1

1.4. Commande dynamique

Un robot manipulateur est une structure mécanigqumepéexe dont les inerties par
rapport aux axes articulaires varient non seulersanfionction de la charge terminale, mais
aussi en fonction de la configuration. Les effeddal pesanteur varient également avec cette
derniére. Quand les articulations (les « axes n} aotionnées par l'intermédiaire de forts
rapports de réduction, I'inertie vue par les masevarie peu. En effet, I'inertie de la charge
ramenée au moteur est divisée par le carré du map®o réduction. Dans ces cas, les

asservissements peuvent &esurés axe par axe par des réseaux classiquespiibment
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(proportionnel, intégral et dérivé). Toutefois, uaegmentation desapports de réduction
entraine une perte de rendement esundimensionnement des moteurs.

Pour des motorisations avec de faibles rapportgdigction ou méme «a entrainement
direct» (direct-drive), les moteurs doivent commeries variations des forces d’inertie et de
gravité fonctions de la configuration, et des comdes non linéaires sont alors intéressantes
pour assurer des performances constantes dans teateonditions de fonctionnement. Une
autre possibilité est d'utiliser un mode de comnearmbuste, par exemple les systemes dits
«a structure variable», mais les rapidités de répotorrespondantes sont médiocres en
général. Une «commande dynamique» est un assenaas@on linéaire dont les parametres
utilisent un modele de la dynamique du robot.

1.4.1. Modeles théoriques de la dynamique

Les deux principaux formalismes utilisés pour obitles eéquations différentielles qui
décrivent le comportement d’'un mécanisme a plusiearps articulés sont le formalisme de
Newton (théoremes généraux de la mécanique clagseqeelui de Lagrange.

1.4.1.1. Equations de Newton

Soit G, le vecteur définissant la position du centre diieeG; du corpsi dans un

repére fixe,l; le tenseur d'inertie central (au centre d'inertie)ce corps, et mi sa massg,

le vecteur vitesse angulaire instantanée de cesc§(F,)...(M ).} le torseur résultant

(force et moment) e@; des forces extérieures a ce corps considéré isotéme

Les équations fondamentales de la dynamique s&uriv

d 2. =
(MG =(Fle

d = . - (1.35)
E(E'QJZE éi+§i D(ri°éi):(mi)

ext

En I'absence de forces provenant de I'environnemestforces agissant sur ce corps

sont celles au niveau de ses articulations aveau#res corps de la structure mécanique. Au
pointO; , on a la forceF, et le momenti .

Pour un manipulateur a structure de chaine, endatsant les vecteurs :

E—

= Oi Oi+1

B —

d =0G,

—

on peut écrire :
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. 4 Z
i i+l qDI (136)

+ |
; i—1+_'i+1 Ei—1+qqizi

Ol' Dl
O v

d’ou, par dérivation :

,+0,(GZ +6Q,, 0Z)
1+Q|+1DL +Q|1D(Q|1DL +qu)+a(q|z +q|Q|1DZ) (137)

Q, fz
0 =0
=0

+Q,+l DL +QI 4 EI(QI 4 EILI L) tOo (qZ +2qQI 4 0z )
Avec o; = 0 si l'articulation i est rotoide,
o; = 1 si l'articulation i est prismatique,
0.=1-0;
Les équations (1.37) s’appellent « récurrencestayarar pour la chaine on part de la
base pour aller vers I'extrémité.

On en déduit les accélérations des centres d'aerti
G =0_,+0Q,0d+0 0B, 0d) (1.38)
d'ou le vecteur résultant des forces extérieuresegpoint en utilisant la premiére équation de
Newton (1.35) équation a.
Le moment résultant s’obtient a partir de la seeogduation de Newton (1.35)
égquation b, connaissant les vitesses angulair@g)(&t leurs dérivées (1.37)

On en déduit les efforts aux articulations par d&surrences « arriere » (en partant de

I'extrémité pour revenir vers la base) :

fi=(Fex* .
:(Mi)ext+m+1+|—|+1Df +d D(lfi) (1.39)

ext

Ces équations peuvent étre étendues sans trop flleultdis aux structures
arborescentes, il suffit de considérer tous lesceassseurs » de chaque corps i (multiplication
des points tels qu®; . ; et des efforts transmis aux articulations). Pasg $tructures
présentant des boucles et pour les robots pasgliélsuffit d’ouvrir fictivement les boucles,
les équations s’appliquent puisque chaque corpsoesidéré comme isolé et qu’il y a autant
d’'inconnues que d’équations (pour une topologiesme et hors singularités).

Dans cette formulation des équations de la dynamitjaffet de la pesanteur est
introduit par une accélération verticale de la bdseobot. Si le robot manipulateur est situé

sur un véhicule dont le mouvement est connu, ot ¢h@c également introduire les fonctions
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du temps correspondantes (vitesses et accélératians les premiéres récurrences directes
qui partent de la base.
1.4.1.2. Equations de Lagrange

Les équations de Lagrange permettent d’obtenircttireent les relations entre les
efforts moteurs aux articulations et les mouvemed?as rapport aux eéquations de Newton, on
perd au passage les informations sur les effort@aetion aux articulations qui sont utiles au
dimensionnement des parties mécaniques, mais ietment pas dans un modeéle utile a la
commande automatique puisque les corps sont suppatEformables.
Il s’agit deN équations différentielles non linéaires du secomile obtenues a partir de :

%(2—;}—% =y,avec i=1...N (1.40)

avecL = E; — E, fonction de Lagrange, différence entre I'énergigtique E; et I'énergie

potentielleE, du mécanisme,
y; « force généralisée » correspondant a la variatikukaire qi . Elle inclut toutes les forces
non conservatives, c’est-a-dire non seulement deefonotrice ou le couple moteur selon le
cas, mais aussi les forces ou couples de frottement

Pour tous les systemes mécaniques, I'énergie gireéest une forme quadratique des

vitesses:
E. =207 AQ)Q (L.41)

ou A(Q ) est une matrice symétrique définie positive dépahdes masses et des inerties de
chaqgue corps du mécanisme, et de la configurQiden effet :
i=n 1 - - 1= i
Ec:Z_m(Gi.Gi)+_Qi.(li.Qi) (1.42)
i 2 2
et on a vu que les vitesses de translation et @e¢ign de chaque corps sont des fonctions
linéaires des vitesses articulaires.
D’autre part, I'énergie potentielle est fonction e configuration du mécanisme

(potentiel de gravité, énergie dans des ressontgpensateurs) :

B =Ep(Q) (1.43)
Il en résulte que les équations de Lagrange pewsecrire :
AQRQ+B(QQ+C(Q =T (1.44)

ou le premier vecteur représente les forces oulesupiinertie sur les articulations
motorisées, le deuxieme (du second degré par rajppar vitesses) correspond aux effets
centrifuges et de Coriolis, le troisieme tradust édforts dus a la pesanteur et aux ressorts.
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1.4.2.1 Commande dynamique
La matriceA(Q ) n’est généralement pas diagonale (il y a des egegl inertiels entre

corps) et dépend fortement de la configuratianDe plus, aux grandes vitesses, les forces
centrifuges et de Coriolis [vectelB(Q)] peuvent étre importantes. Pour ces raisons,
I'utilisation d’asservissements linéaires classguaentrélant séparément chaque axe conduit
a des performances de rapidité et de précisiomstaates et difficiles a estimer étant donné
le caractere fortement non linéaire du processumnm@ndé. Cet inconvénient peut étre
notablement réduit par des schémas de commandaatiqae utilisant le modele dynamique

du mécanisme.

£
d K
+ v .
6’d + \ F a
=®—- Modele| = Robot
+
+ : Q
_.,®_, K J
" p

|

Figure 1.11-Commande dynamique théorique

.. +V i )
Q, — T Q
- Modéle—= Robot
+
A+ T Q
Q
—d | € K
" p

|

Figure 1.12-Commande dynamique calculée a partir de la coasign

27



Chapitre Un Modélisation et commanderdé®ts manipulateurs

1.4.2.1. Commande théorique

méthode des couples calculés Ce schéma de comnrapdésenté sur la figure 11, utilise
une loi non linéaire pour découpler et linéarigs équations différentielles qui décrivent les
mouvements articulaires. Les couples et forcesodamande sont calculés a partir du modéle
dynamique :

M= A (QIK,(Qs ~Q) +K, (Q; Q) +Q,]+B,(QQ) +C,(Q) (1.45)
avec Qd = Qd (t ) évolution du vecteur de consifyaeurs désirées) des asservissements
articulairesmindice indiquant qué, B et Csont estimés (modéles).

Pour un modele parfait, I'évolution du vecteur ée®urs articulaires = (Qq — Q ) est régie
par I'équation :
E+K, E+K £=0 (1.46)

En choisissant alors les matricks et K, diagonales, les erreurs articulaires sont
découplées et chacune se comporte comme un sydtésecond ordre dont on peut fixer la
rapidité de reponse (choix #g) et 'amortissement (choix d€, , étant donn& ).
1.4.2.2. Commande avec prédicteur

Si le modele est tres imparfait et si les erreurgiales sont importantes, le
comportement non linéaire des erreurs (vectewragrespondant a la méthode précédente est
difficilement prévisible. Bien que I'on puisse thigpement assurer la stabilité, on risque
d’avoir des dépassements non souhaités, susceptiBlgprovoquer des collisions entre le
robot et son environnement. Pour éviter cela, e diutiliser le modele dynamique calculé a
partir de I'état mesuré du robot (positions etssts articulaires), on utilise celui calculé a
partir de I'état désiré. On évite ainsi un rébogelaon linéaire. Les efforts au niveau des

articulations sont alors calculés par :
= AL(Qu)IK,(Qy Q) +K, (Qy —Q) +Q,1+B,,(Q,,Q) +C,(Qy) (1.47)
qui correspond au schéma de la figure 19. Pour adefe parfait et des erreurs initiales

petites, on retrouve la réponse de la commandeitjueo En outre, quand les mouvements
désirés sont connus a I'avance, les termes cousgbeuvent étre précalculés hors ligne.
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1.5. Conclusion

Dans ce chapitre on a donné quelgue notion suibtas manipulateurs et leurs
structures ainsi la classification des ces brasnséés types de porteur et les types
d'articulation et leur Changements de coordonnBa®dt er Inverse) utilisées et ainsi que
quelque lois des commandes employées dans le demeila robotique.

La commande par le contrdle floue et neuro-floua fras manipulateursera I'objet

des chapitres suivants.
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