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Résumé 

           Le présent travail concerne la simulation numérique inverse des problèmes 
de la conduction de chaleur dans les tubes lisses et les tubes à ailettes circulaires. 
Deux types de ces problèmes sont résolus et sont analysés : 1) l'estimation du 
coefficient de transfert de chaleur dépendant de l'espace et du temps sur les 
frontières des sections droites des tubes: 2) l'estimation de ce coefficient sur les 
ailettes circulaires. Les différents modèles mathématiques régissant ces problèmes 
inverses sont traités en utilisant la méthode des éléments finis en combinaison avec 
l'algorithme itératif du gradient conjugué. 

          Une grande partie de ce mémoire de thèse est réservée à l'étude de transfert 
de chaleur sur les ailettes circulaires planes situées dans des faisceaux de tubes 
arrangés en lignes ou en quinconce. L'étude couvre une gamme étendue du nombre 
de Reynolds pour trois différentes positions du tube dans l'échangeur.   

     
 

Abstract 

         This work concerns the numerical inverse simulation of the heat conduction 
problems in the smooth and finned tubes. Two types of these inverse problems are 
solved and analyzed: 1) the estimation of the heat transfer coefficient depending on 
time and space on the borders of the straight sections of tubes; 
2) the estimate of this coefficient on the circular fins. The different mathematical 
models governing these inverse problems are solved using the finite element 
method in conjunction with the iterative conjugate gradient algorithm. 
         Much of this thesis is reserved to study the heat transfer characteristics on a 
circular plane fin in a finned tube bundle for both aligned and staggered 
arrangements. The study covers a wide range of Reynolds number, for three 
different positions of the finned tube inside the heat exchanger.  
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A Surface de l'ailette plane  (m2) 
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�� Gradient de la fonctionnelle  �  
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la                                              Hauteur d'une ailette (m) 

le Longueur d'une arrête d'un élément fini (m) 
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��, �
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Pr Nombre de Prandlt  
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m Point de mesure de température 
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        Dans les applications industrielles dont les échangeurs de chaleur font partie 

(climatisation, chauffage, récupération de chaleur…..), il existe plusieurs types 

d'appareils. Les plus utilisés sont ceux à faisceaux de tubes lisses ou de tubes ailetés. 

Parmi les configurations de base de ces échangeurs, on cite:  

-   Tubes lisses à sections circulaires, elliptiques ou carrées; 

- Tubes munis d'ailettes planes continues ou d'ailettes planes indépendantes 

(circulaires, rectangulaires….). 

        Le  dimensionnement des échangeurs de chaleur passe par le calcul du coefficient 

de transfert de chaleur dans ceux-ci.  Dans la majorité des cas pratiques, on fait 

recours à des relations empiriques qui sont basées sur des hypothèses simplificatrices 

telles que l'admission d'une valeur moyenne constante de ce paramètre pour toute la 

surface de transfert. Néanmoins, La connaissance du coefficient d’échange local est 

très importante pour les études des phénomènes d’encrassement, de condensation, de 

corrosion etc. sur des tubes lisses ou à ailettes. 

        Durant ces dernières années, l'intérêt considérable de fabriquer des échangeurs de 

plus en plus compacts et d'améliorer leurs efficacités   a conduit à chercher diverses 

techniques d'intensification d'échange thermique. 

        Parmi les techniques d'intensification utilisées dans la conception des échangeurs 

de chaleur à faisceaux de tubes, l'utilisation des ailettes permet d'augmenter la surface 
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d'échange de chaleur et de modifier la structure de l'écoulement autour des tubes, donc 

d'augmenter le coefficient de transfert de chaleur.   

         Les premières investigations sur l'estimation du coefficient de transfert de 

chaleur local dans les échangeurs de chaleur ont été effectuées par des méthodes 

expérimentales telles que la technique de sublimation de naphtaline basée sur 

l'analogie entre le transfert de masse et le transfert de chaleurs.  

           A notre époque, les progrès des outils informatiques et le développement de 

nouvelles techniques numériques ont créés des opportunités d'estimation de ce 

coefficient d'échange thermique local. L'approche inverse constitue un outil 

indispensable dans les procédures d'estimation. 

          Les méthodes inverses appliquées aux problèmes thermiques dans les 

échangeurs de chaleurs  consistent, à partir de mesures en un ou plusieurs points 

choisis à l'intérieur ou sur les frontières des tubes et/ou des ailettes, à déterminer le 

coefficient d'échange thermique local. La recherche de la solution se fait à travers la 

confrontation du champ de température calculé par le modèle direct avec les mesures 

prises. 

          Les mesures de températures dont on dispose comme données pour les 

problèmes inverses sont en général entachés d'erreurs, ce qui provoque 

mathématiquement l'instabilité de la solution. Pour pallier à l'inexistence de la 

solution, les chercheurs à savoirs, Tikhonov, Alifanov, Artyukhin, etc... ont proposé 

des  techniques dites de régularisation telles que la méthode de Tikhonov et la 

méthode itérative.  

           Le présent travail s'inscrit dans ces préoccupations et concerne la détermination 

du coefficient de transfert de chaleur local sur des tubes lisses et/ou à ailettes 

circulaires situés dans un faisceau aligné ou quinconcé. Pour cette étude, en utilisant la 

méthode du gradient conjugué combiné avec la méthode des éléments finis, nous 

résolvons deux types de problèmes inverses : 

- Le premier problème concerne l'estimation du coefficient de transfert de chaleur 

local h(x, y, t) qui peut être variable en temps et en espace  sur les frontières des tubes 

et des ailettes pour des configurations axisymétriques et bidimensionnelles. 

- Le deuxième problème consiste à identifier le coefficient de transfert de chaleur local 

h(x, y, t) intervenant dans l'équation aux dérivées partielles (équation de la chaleur) 

modélisant le transfert thermique dans le domaine des ailettes circulaires. 
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           Le premier chapitre de cette thèse présente les travaux théoriques de la 

littérature, réalisés numériquement ou/et expérimentalement sur l'estimation du 

coefficient de transfert de chaleur dans des échangeurs à tubes lisses ou à ailettes. 

Dans ce même chapitre, nous avons déterminé tous les modèles mathématiques des 

problèmes directs concernant notre étude. 

          Après avoir développé la méthode des éléments finis, déterminé les systèmes 

algébriques et montré la méthodologie de leurs résolutions numériques dans le 

deuxième chapitre, nous présentons aussi la validation du module DIRECT qu'on a 

développé pour résoudre les trois problèmes (direct, sensitive et adjoint). 

           Nous commençons par exposer dans le troisième chapitre le caractère mal posé 

des problèmes inverses et les méthodes de régularisation qui peuvent les résorber. Une 

présentation des diverses techniques de résolution des PICC est effectuée. Dans ce 

même chapitre nous développons en détails la méthode du gradient conjugué en 

décrivant son algorithme et en formulant ses trois problèmes principaux : direct, de 

sensibilité et adjoint. 

           Le quatrième chapitre est réservé aux résultats numériques des différentes 

applications étudiées dans ce mémoire de thèse. L'influence des paramètres  essentiels 

d'un calcul inverse (maillage, nombre et positions des capteurs, bruit de mesures) est 

examinée. Avant la présentation des résultats, la validation du code de calcul est 

réalisée d'une part par des exemples test et, d'autre part, par une comparaison avec 

différents travaux de renommés de la littérature.    

           Cette thèse est clôturée par une conclusion générale et des perspectives.   
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1.1. Rappel sur le transfert de chaleur et sur les échangeurs de chaleur 

1.1.1. Transfert de chaleur par convection 

           On distingue trois modes de transfert de chaleur : la conduction, la convection  

et le rayonnement. Le transfert de chaleur par convection est dû à la différence de 

température entre une paroi solide à température pT et un fluide en mouvement libre 

ou forcé à températurefT . En réalité, la convection  est un mode de transport d'énergie 

par l'action combinée du transport de matière par agitation et de la conduction 

thermique à l'intérieur du fluide.  

1.1.2. Coefficient de transfert de chaleur  

           La quantité de chaleur qui traverse un élément d'aire dA  sur la paroi solide 

pendant le temps dt est donnée par la relation de Newton : 

dtdsTThQd fp  )(2 −=      (1.1) 

pT et fT sont respectivement, la température de la paroi et la température de son 

milieu environnant.   
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h est le coefficient de transfert de chaleur par convection. Il dépend : 

- de la géométrie et de la rugosité de la paroi. 

- des propriétés physiques du fluide (masse volumique, viscosité, rugosité, chaleur 

spécifique, conductivité thermique). 

- de l'écoulement du fluide (régime d'écoulement). 

1.1.3. Echangeurs de chaleur 

         Un échangeur de chaleur est un appareil qui facilite le transfert de chaleur entre 

deux fluides ou plus. Le plus souvent, ce transfert s'effectue par l'intermédiaire d'un 

solide (paroi). 

         La compacité de cet appareil est régie par les flux de transfert de chaleur aux 

parois. Parmi les techniques d'intensifications qui consistent à augmenter ces flux, 

l'utilisation des ailettes permet d'augmenter l'intensité de la turbulence dans la couche 

limite et la surface d'échange de chaleur. 

         Compte tenu de leurs nombreuses applications industrielles, il existe une grande 

diversité d'échangeurs de chaleur.  Dans cette thèse, on cite les plus répandus dans les 

applications pratiques : échangeur à double ou à triple tubes coaxiaux, échangeur à 

tube et calendre, échangeur à plaques et joints, échangeur à ailettes.  

1.1.3.1. Echangeur tubulaire à ailettes 

         Les échangeurs tubulaires à ailettes appelés batteries à ailettes sont employés 

pour la climatisation, le chauffage, le conditionnement d'air, la récupération de 

chaleur,…etc. On rencontre dans les diverses branches les batteries à ailettes continues 

et les batteries à ailettes indépendantes, voir figure 1.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Tube 

Ailette  
circulair

Tube 

Ailette 
continue 

Figure 1.1 : Ailettes continues et ailettes indépendantes. 
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1.1.3.2. Différents types d'ailettes 

         Les ailettes sont des lames métalliques de différentes formes, dans les batteries de 

tubes à ailettes, elles sont fixées sur des conduits circulaires ou rectangulaires. Elles 

permettent d'augmenter l'échange thermique entre un corps solide et le milieu 

environnant en faisant augmenter la surface d'échange. 

         Dans la conception des échangeurs de chaleurs industriels à faisceaux de tubes à 

ailettes indépendantes, on distingue deux catégories essentielles d'ailettes : ailettes 

transversales et longitudinales, voir figure 1.2.  

         La forme des ailettes transversales, peut être carrée, rectangulaire, circulaire, 

elliptique, etc. 

 

 

 

 

1.1.4. Corrélations pour le calcul des coefficients de transfert de chaleur 

         Les problèmes de convection de chaleur dans les échangeurs à faisceau 

tubulaire à ailettes sont compliqués. Pour calculer les coefficients de transfert de 

chaleur dans ces échangeurs, il est nécessaire d'avoir recours à des méthodes 

numériques ou à l'analyse dimensionnelle combinée à l'expérience qui conduit à 

établir des relations empiriques pour calculer les valeurs approchées de ces 

coefficients.  

         Avant de décrire les corrélations les plus importantes du transfert de chaleur par 

convection dans des échangeurs à tubes lisses ou à tubes ailetés, donnons les 

définitions des nombres adimensionnels desquels dépend le flux de chaleur. 

 

Figure 1.2 : Formes des ailettes indépendantes. 
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- Le nombre de Nusselt 

         C'est le rapport du gradient thermique au voisinage de la paroi, à celui de milieu 

environnant. 

f

Lh
Nu

λ
 =                                                                                                    (1.2)                                        

L étant  la longueur caractéristique de l'échangeur, qui est défini par [1] 
2

D
L

π= . 

- Le nombre de Reynolds 

         Le nombre de Reynolds peut être interprété physiquement comme le rapport  des 

forces d'inertie aux forces de viscosité 

         Dans la référence [1], le nombre de Reynolds pour les échangeurs tubulaires est 

défini par : 

ψν
VL=Re          (1.3) 

où 
)/(

1
Ds

πψ −= , s représente la distance entre deux tubes et d le diamètre extérieur 

des tubes. 

         Dans le domaine des échangeurs tubulaires à ailettes circulaires, Mon et al [2], 

Bougriou et al [3] ont utilisé la relation ci-après pour exprimer le nombre de Reynolds. 

µ
ρ dVmaxRe= , où maxV représente la vitesse dans le passage inter-tubes. 

- Le nombre de Prandlt 

         C'est le rapport de la diffusivité de la quantité de mouvement à la diffusivité 

thermique. 

 

λ
ρνpC

=Pr   (1.4) 

         Le transfert de chaleur par convection forcée dans les échangeurs est, dans la 

majorité des cas, décrit par la relation suivante : 

mn
u CN Pr Re =  (1.5) 
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         Les coefficients metnC    , varient selon les paramètres géométriques de 

l'échangeur, la nature de l'écoulement et selon la viscosité du fluide.  

1.1.4.1. Nombre de Nusselt moyen pour un faisceau de tubes lisses 

         La valeur moyenne du nombre de Nusselt autour d'un tube lisse de section 

circulaire pris à l'intérieur d'un faisceau de tubes peut être calculée par les expressions 

suivantes [4] : 

 

- Arrangement en ligne  

25.0

s

f36.0
f

63.0

Pr

Pr
 Pr Re 27.0 








=uN    (1.6) 

avec, fPr et SPr  le nombre de Prandlt calculé à la température de l'écoulement moyen et 

le nombre de Prandlt calculé à la température de la paroi du cylindre respectivement.    

- Arrangement en quinconce  

pour 2 
P

P

T

L 〈 ,     
25.0

s

f36.0
f

60.0
2.0

T

L

Pr

Pr
 Pr Re

P

P
 35.0 
















=uN      (1.7) 

pour 2  
P

P

T

L 〉 , 
25.0

s

f36.0
f

60.0

Pr

Pr
 Pr Re4.0 








=uN    (1.8) 

avec, LP et TP sont les pas longitudinal et transversal  respectivement. 

         Les auteurs Gnielinski, Zukauskas et Skrinska [1 ] ont décrit en détail le calcul 

du nombre de Nusselt global et le coefficient de transfert thermique moyen dans un 

faisceau de tubes lisse pour les deux configurations géométriques.  

1.1.4.2. Nombre de Nusselt moyen d'un faisceau de tubes ailetés 

         On cite ici les corrélations qui possèdent des domaines de validité étendus [5]. 

- Faisceau quinconcé 

17.0
3

1

f
633.0  Pr Re 29.0

−








=
S

S
N a

u          (1.9) 

Cette corrélation empirique s'applique pour 40000  Re  1000 〈〈 et  344 pp
S

Sa  
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avec, aS est la surface d'échange de chaleur de tube aileté par mètre et  S est la surface 

d'échange de chaleur par mètre de tube lisse équivalent. 

         On retrouve dans la littérature des corrélations proposées par d'autres auteurs 

comme Briggs et Young [6] :   

1134;02.0

3
1

f
681.0  Pr Re 134.0 
















=

−

a

a

a

a
u

S

l

S
N

δ    (1.10) 

Pour : 10000  Re  1000 〈〈  

avec, aδ est l'épaisseur de l'ailette, aS est le pas entre ailette  et al est l'hauteur de 

l'ailette. 

- Faisceau aligné 

         Dans la référence [5], on trouve la corrélation suivante : 

NuNu 67.0= (faisceau quinconcé)       (1.11) 

pour, 40000  Re  1000 〈〈   et 34    4 〈〈
S

Sa  

1.1.4.3. Tube unique à ailette circulaire  

         Recemment, Watel et Harmand [7] ont proposé une corrélation pour calculer le 

coefficient d'échange thermique sur une ailette circulaire située dans un tube aileté. 

55.0

55.0

07.0

*

Re
(Re))(

1)1(446.0






















−+=

b
iso

u
DS

K

S
N

δ
      (1.12) 

où, DS est le rapport entre l'espacement inter-ailettes et le diamètre extérieur du tube,   

pour, 42000Re2550 ≤≤  

Les paramètres b et *K sont donnés par : 

 27.=b , 62.0* =K  pour 14.0034.0 ≤≤ DS  et 55.=b , 36.0* =K  pour 14.0≥DS  

         Dans cette corrélation, le nombre de Nusselt est défini par la relation suivante : 

air

iso
diso

u
Dh

N
λ

0=        (1.13) 

Pour calculer 
iso
Dh , on suppose que la température de toute l'ailette  est égale à la 

température de la base de l'ailette. 
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         Chen[8 ], en se basant sur les résultats  de son étude et de celle de Hu et Jacobi 

[9], a proposé une nouvelle corrélation. 

123.055;0

07.0

*

0
1

(Re))(
1Re)6925.054.2(5185.16 































−+=

air
b

iso
u VDS

K

S
dN

δ
  (1.14) 

1.2. Mise en équations des problèmes de conduction de chaleur 

         Dans cette partie nous commençons par rappeler quelques définitions usuelles 

relatives à la conduction de chaleur. Ensuite, nous décrivons les équations qui régissent 

ce mode de transfert de chaleur dans les tubes de géométries quelconques et dans les 

ailettes circulaires. 

1.2.1. Définitions relatives à la conduction de chaleur 

1.2.1.1. Densité de flux de chaleur  

         Si on considère un matériau occupant un domaineΩ . Soit  une surface 

élémentaire dA  sur une des frontières du domaineΩ de normale unitaire extérieuren . 

Le flux de chaleur φ  qui représente la chaleur transmise à travers dAdans une unité de 

temps est donné par l'expression suivante :  

dt

dQ=φ    (1.15) 

         La densité de flux thermiqueq représentant le flux de chaleur à travers la surface

dA  est défini par : 

dA

d
q

φ=        (1.16) 

         D'une manière générale, le flux thermique peut s'écrire par la relation suivante : 

dAnqd   .
r

=φ    (1.17) 

1.2.1.2. Conductivité thermique 

         La loi fondamentale qui décrit le processus de la diffusion de chaleur est telle que 

la densité de flux ϕr en un point est une fonction linéaire du gradient de température. 

C'est la loi de Fourier. 
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Tgrad  λϕ −=
r

   (1.18) 

oùλ est la conductivité thermique en fonction de la température. Dans le cas de la 

conduction anisotrope bidimensionnelle, la conductivité thermique est un tenseur de 

rang deux. 









=

2221

1211

λλ
λλ

λ     (1.19) 

         Pour un matériau orthotrope, la conductivité thermique se caractérise de telle 

façon que : 




≠=
≠

jiij   ; 0 
2211

λ
λλ

 

Le milieu isotrope est un cas particulier simple du milieu orthotrope : 2211 λλ = . 

1.2.1.3. Flux de chaleur dissipé par une ailette circulaire 

         Le rapport entre la surface latérale de l'ailette et sa surface totale

))/(( 0
2

1
2

0 δδ RRRRa +− est généralement très petit. Pour cela, généralement, on 

néglige dans les calculs le flux de chaleur transmis par convection sur la surface 

latérale. 

         De cette hypothèse, le flux de chaleur total dissipé par l'ailette a pour expression : 

  dATtyxTtyxh
A

f ]),,([), ,( 2∫ −=φ           (1.20) 

avec, ),,( tyxh  et ),,( tyxT sont respectivement, les coefficient d'échange de chaleur 

local et la température sur la surface élémentairedA .     

         Le coefficient d'échange de chaleur moyen sur toute l'ailette est défini par : 

ail

A

f AdATtyxTtyxhh ]),,([), ,( ∫ −=        (1.21) 

1.2.1.4. Efficacité de l'ailette  

         L'efficacité de l'ailette ailη définit les performances de l'ailette en comparant le 

flux réel dissipé à celui qui serait dissipé par la même ailette si la température serait 

uniforme et égale à celle de la base T0. Ainsi l'efficacité de l'ailette ailη  peut être 

exprimée par : 
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)( 

]),,([), ,( 

0 fail

A

f

ail
TTAh

dATtyxTtyxh

−

−

=
∫

η    (1.22) 

1.2.2. Equations de la chaleur et les conditions aux limites et initiales  

1.2.2.1. Equation de la conduction de chaleur pour les problèmes bidimensionnels et 

axisymétrique 

         En faisant un bilan d'énergie sur un domaine v, d'après le premier principe de la 

thermodynamique : La quantité de chaleur élémentaire correspondante à la variation 

d'énergie interne dans dv par unité de temps comprend la puissance échangée sur la 

surface entourant dv et la puissance engendrée dans dv.  

         L'équation traduisant ce bilan d'énergie est : 

∫∫ ∫ ∂
∂=+

vv

dv
t

T
cdvQdsn ρϕ  ..

s

&rr
       (1.23) 

        Appliquons le théorème d'Osrogradsky pour le premier terme, cette équation sera : 

t

T
cQdiv

∂
∂=+− ρϕ &

r
    (1.24)   

         Pour le milieu orthotrope, compte tenu de l'équation de Fourier (1.18), et sans 

puissance engendrée, l'équation de la chaleur (1.24) s'écrit : 

- En coordonnées cartésiennes (problèmes bidimensionnels) : 

t

T
c

y

T

yx

T

x ∂
∂=









∂
∂

∂
∂+








∂
∂

∂
∂ ρλλ 2211    (1.25) 

- En coordonnées cylindriques (problèmes axisymétriques) : 

t

T
c

z

T

zr

T
r

rr ∂
∂=








∂
∂

∂
∂+








∂
∂

∂
∂ ρλλ 2211

1
   (1.26) 

         La résolution de ces équations nécessite la connaissance, d'une part de la 

condition initiale, d'autre part la loi de variation de la température ou de sa dérivée 

normale sur la surface limite. 

1.2.2.2. Equation de la conduction de chaleur dans une ailette circulaire 

         L'équation traduisant le bilan thermique pour un élément dv de l'ailette est :  
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∫∫ ∫ ∂
∂=+−

vv v

dv
t

T
cdvQdvdiv ρϕ    &r

   (1.27) 

où le deuxième terme de cette équation représente le flux de chaleur transmis par 

l'élément dv au fluide entourant. 

         Dans le cas d'un matériau orthotrope, l'équation de conduction de chaleur dans 

une ailette circulaire s'écrit : 

t

T
cTT

e

h

y

T

yx

T

x f ∂
∂=−−









∂
∂

∂
∂+








∂
∂

∂
∂ ρλλ )(22211   (1.28) 

         La résolution de ces équations nécessite la connaissance de la condition initiale et 

la loi de variation de la température ou de sa dérivée normale sur la frontière du 

domaine de calcul. 

1.2.2.3. Conditions aux limites et initiales 

-Conditions aux limites 

         La surface limite Γ  peut être scindée en plusieurs surfaces adjointe iΓ  selon les 

types de conditions aux limites imposées sur celles-ci. Par exemple, sur une frontière 

1Γ  la condition de la température imposée : ),,(
111 tyxfT ΓΓΓ = , sur 2Γ la condition de 

flux imposé : ),,(. 
222 tyxfnTgrad ΓΓ=− λ et sur 3Γ une condition de transfert par 

convection est imposée : )(. fTThnTgrad −=− λ . 

-Condition initiale  

         A l'instant 0=t , on impose une distribution initiale de température à l'intérieur 

du domaine v et sur sa surface limite Γ  : 0)0,,( TyxT = .  

1.3. Analyse théorique 

        Plusieurs études numériques et algorithmes de résolution de problèmes inverses 

liés à la conduction de chaleur PICC ont été envisagés dans le but d'estimer les 

conditions aux frontières, les conditions initiales ou les sources de chaleur [10-15]. 

Cependant, peu de travaux ont traité les problèmes inverses pour déterminer la densité 

du flux de chaleur et le coefficient d'échange de chaleur sur les parois intérieures et 

extérieures des tubes et sur les ailettes circulaires planes dans des faisceaux de tubes à 

ailettes.  
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        Les travaux de la littérature réalisés sur l'estimation du coefficient d'échange de 

chaleur, peuvent être divisés en deux groupes :  

- Le premier groupe où l'estimation est complètement basée sur l'expérimental sans 

faire recours aux méthodes numériques. 

- Le deuxième groupe où l'estimation se fait en résolvant les PICC.     

        Parmi les auteurs traitant les différents types de problèmes inverses de la 

conduction de la chaleur, on retrouve Abou khachfe et Jarny. Dans leur publication 

[16], ils ont mené une étude numérique et expérimentale pour résoudre deux différents 

problèmes inverses de la conduction de chaleur bidimensionnelle par la méthode des 

éléments finis en conjonction avec la méthode du gradient conjugué. Le premier 

problème concerne l'estimation du coefficient de transfert de chaleur dépendant de la 

température sur une frontière d'un domaine bidimensionnel. Le deuxième concerne 

l'estimation simultanée de la position et de l'intensité d'une ou de deux sources de 

chaleurs ponctuelles. Les auteurs ont montré à l'aide d'un dispositif expérimental qu'il 

est possible d'estimer simultanément la position et la variation de l'intensité en 

fonction du temps d'une ou deux sources de chaleur. 

        Huang et al. [17-20] ont traité plusieurs problèmes inverses de la conduction 

thermique par les méthodes itératives de descentes. Dans l'article [19], en utilisant la 

méthode de plus forte pente en conjonction avec le code CFX4.2, ils ont présenté une 

étude tridimensionnelle transitoire pour estimer le flux de chaleur sur la frontière d'un 

domaine de géométrie irrégulière. Leurs résultats montrent pour des bruits de mesures 

appliquées sur la température allant jusqu'à 3%, un très bon accord entre les flux 

thermiques exacts et estimés. Toute fois, l'annulation des multiplicateurs de Lagrange 

dans le problème adjoint au temps final (condition finale) provoque l'éloignement de la 

solution estimée de la solution exacte lorsqu'on se rapproche à ce temps.    

        Lin et al. [21] ont présenté une simulation inverse linéaire de la conduction de 

chaleur bidimensionnelle en régime stationnaire. Ils ont choisi la technique des 

différences finies en conjonction avec la méthode par inversion pseudo matricielle 

(solution au sens de moindres carrés) pour estimer la condition thermique aux frontière 

dans la section droite d'un cylindre plein chauffé par une source de chaleur placée à 

son centre. Sa paroi extérieure est exposée à un flux d'air. Dans cet article, comme il 

est indiqué dans leurs résultats, les auteurs ont étudié d'une part, l'effet du nombre de 

Reynolds sur le transfert de chaleur autour du cylindre, et d'autre part, l'efficacité de la 
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méthode inverse utilisée à traiter ce genre de problèmes. Comme résultats, on peut 

citer : 

- Le nombre de Nusselt atteint un minimum  dans la zone située à °= 120ϕ (l'angle avec 

le point d'impact de l'écoulement) qui correspond au point de séparation de 

l'écoulement. 

- Le nombre de Nusselt augmente lorsque le nombre de Reynolds augmente. 

- La méthode inverse utilisée permet facilement d'extraire la solution même si on 

additionne aux mesures exactes des erreurs allant jusqu'à %3 . 

        Pesquitti et Le Nilio  [22] ont estimé le coefficient de transfert de chaleur local 

en fonction de l'angle polaire à la périphérie d'un tube cylindrique à partir des mesures 

de températures internes. Pour la méthode inverse utilisée, les auteurs ont choisi la 

technique des éléments de frontière en conjonction avec la méthode de régularisation 

de Tikhonov avant de résoudre le système d'équations obtenu au sens des moindres 

carrés. Ils ont montré l'adéquation de la méthode des éléments de frontière au 

traitement des problèmes inverses de conditions aux frontières. Cependant, la 

disposition de mesures de qualité en des  endroits soigneusement  choisis est 

nécessaire.  

        D’après notre recherche bibliographique concernant la détermination du 

coefficient thermique sur les ailettes des échangeurs de chaleur, il apparait qu’il existe 

un certain nombre d’études qui ont été effectuées expérimentalement.  

        Neal et Hitchcock [23] ont été parmi les premiers à étudier expérimentalement le 

transfert de chaleur autour des ailettes circulaires situées dans des faisceaux de tubes à 

ailettes. Ils ont calculé les coefficients de transfert de chaleur à partir des mesures  de 

températures et des flux de chaleur locaux prises sur les surfaces des ailettes. Dans 

cette référence, les résultats montrent que l'échange de chaleur se fait principalement 

sur la partie frontale de l'ailette que sur le reste de la surface. Ils montrent aussi que la 

distribution du coefficient de transfert de chaleur local sur les ailettes est liée à la 

configuration de l'écoulement autour de celles ci  (couche limite, tourbillons….).  

        Saboya et Sparrow [24] ont mesuré par la technique de sublimation de 

naphtalène le coefficient de transfert de masse sur les ailettes planes continues dans un 

échangeur à deux rangées de tubes à ailettes. En utilisant l'analogie entre le transfert de 

chaleur et de masse, les auteurs ont étudié les performances et les mécanismes de 

transfert de chaleur (horseshow, couche limites…) sur les ailettes. Les auteurs ont 
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constaté que l'effet de la couche limite sur le transfert de chaleur est presque 

négligeable dans la deuxième rangée de tubes et que les tourbillons qui se développent 

devant les tubes sont les seuls qui favorisent le transfert de chaleur dans cette rangée. 

Ils ont aussi observé, pour un nombre de Reynolds égal à 2500, une augmentation de 

50% du coefficient de transfert thermique local maximum en allant  de la première 

rangée vers la deuxième rangée.  

        Sung et al. [25] ont également réalisé des expériences pour mesurer, en utilisant 

la technique de sublimation naphtalène, le coefficient de transfert de masse local 

autour de la paroi extérieure d'un tube muni d'ailettes. L'étude a été conduite pour 

80000Re3300 ≤≤  et pour trois valeurs du rapport entre l'espacement inter-ailettes et 

leurs hauteurs  (  15.0 ,05.0=als et 0.40 ). Les résultats expérimentaux fournis 

dans cet article prouvent que le coefficient de transfert de chaleur sur le front du tube 

est élevé pour la grande valeur deals . Tandis que sur la partie arrière du tube, celui-ci 

est élevé pour la petite valeur deals . Les résultats montrent aussi que le coefficient 

de transfert de masse moyen augmente avec l'augmentation du nombre de Reynolds et 

il atteint un maximum lorsque 15.0=als . Cependant, celui-ci demeure constant 

lorsque 2.0  〉als .  

          Des études expérimentales similaires ont été développées par Rosman et al. 

[26] et Rocha et al. [27]. Ils ont déterminé les coefficients de transfert de chaleur 

locaux et moyens pour les tubes à sections circulaires et elliptiques dans des 

échangeurs tubulaires à ailettes continues.    

          Jin-yoon Kim et al. [28] ont analysé par la technique de la sublimation de 

naphtalène l'effet du rapport entre  la distance inter-tubes et de leurs diamètres )/( DS

pour deux valeurs du nombre de Reynolds 1770 et 2660 sur le transfert de chaleur 

dans un échangeur à ailettes planes continues  et à deux rangées de tubes. Ils ont 

constaté qu'avec l'augmentation du rapport )/( DS , les transferts de chaleur et de masse 

sur les ailettes augmentent et il atteignent l'état de saturation à )/( DS =0.5. Pour la 

grande valeur du nombre de Reynolds, l'effet de ces paramètres sur le transfert de 

chaleur devient très important. 

          Yoo et al. [29] ont analysé dans leur publication les effets du pas des tubes, le 

rang des tubes et du nombre de Reynolds sur le transfert de chaleur dans un échangeur 
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tubulaire à ailettes continues dont les tubes sont arrangés en quinconce. La technique 

de sublimation de naphtalène a été employée pour calculer le coefficient de transfert 

de chaleur local. Les résultats de l'étude réalisée sur un tube unique pour 9800Re= et 

pour 19400Re=   montre que le nombre de Nusselt est maximum au point d'arrêt sur le 

front du tube
°= 0ϕ , puis il diminue jusqu'au point de séparation °= 85ϕ et qu'un 

deuxième minimum de ce nombre se produit à °= 135ϕ .  

Les résultats de l'étude réalisée sur six rangées de tubes, voir figure 1.3, peuvent être 

résumés comme suit : 

- Le nombre de Nusselt augmente avec l'augmentation du nombre de Reynolds. 

- Le nombre de Nusselt atteint le premier minimum à °=100ϕ et le deuxième minimum 

à °= 150ϕ  

- La variation du coefficient de transfert de chaleur autour des tubes change de la 

première rangée à la troisième rangée. Le nombre de Nusselt moyen sur les tubes de la 

deuxième rangée et  la troisième rangée sont, respectivement supérieurs de 30% et 65% 

par rapport à celui de la première rangée. 

- Quand le rapport entre le pas de tubes et le diamètre des tubes d
ST diminue, le 

coefficient de transfert de chaleur sur chaque tube augmente à l'exception au front du 

tube de la première rangée. 

- Le nombre de Nusselt moyen dans la première et  la troisième rangées ne dépend que 

du nombre de Reynolds (il ne dépend pas de l'espacement inter-tubes).  
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         Une autre technique expérimentale a été utilisée par Li et Kottke [30]. Par une  

analogie entre le transfert de chaleur et le transfert de masse, ils ont déterminé le 

coefficient de transfert de chaleur local sur les surfaces des tubes dans un faisceau en 

ligne. Le coefficient de transfert de masse local a été mesuré expérimentalement en se 

basant sur  l'absorption et l'intensité de la couleur du dioxyde de magnésium. 

        Bougriou et al. [31], ont établi une étude indirecte du transfert de chaleur sur les 

surfaces d'une ailette circulaire plane située dans un faisceau de tubes à ailettes. Cette 

Figure 1.3 : Distribution du nombre de Nusselt local autour des tubes en fonction 
de leurs six positions dans le faisceau et de l'espacement inter tubes [29]. 

 



Chapitre 1 : Synthèse bibliographique 
 

19 
 

étude est portée sur l'analyse des thermographes déterminés expérimentalement. Nous 

verrons au paragraphe 4.2.1. le principe de l'expérimentation effectuée dans le travail 

de ces auteurs. 

        D'une manière similaire Ay et al. [32] ont utilisé la technique de thermographie 

pour caractériser la distribution de la température sur les ailettes planes continues dans 

deux types d'échangeurs (arrangement en ligne et en quinconce). Ensuite, ces 

températures sont reprises pour calculer le coefficient local de transfert de chaleur sur 

les ailettes par la formulation des différences finies. Les auteurs ont menu cette étude 

pour trois vitesses différentes =V 0.5, 1.0 et 1.5 m/s. Leurs résultats montrent que le 

coefficient d'échange de chaleur local sur les ailettes dépend de l'organisation de 

l'écoulement sur celles-ci :  

- Le transfert de chaleur dans les zones de sillages qui sont derrières les tubes est 

faible; notamment, dans le faisceau aligné. 

- Le transfert de chaleur est très élevé au sommet de la portion avant de l'ailette, cela 

est dû à l'impaction de l'écoulement sur le bord de l'ailette (début de développement de 

la couche limite). 

- Une augmentation remarquable du coefficient d'échange thermique dans les zones 

situées aux  proximités des fronts des tubes de la troisième rangée, notamment, pour 

des nombres de Reynolds élevés. 

        Les auteurs ont aussi constaté que le transfert de chaleur réalisé par le faisceau 

quinconcé est supérieur de 14% à 32% par rapport à celui transféré par le faisceau 

aligné. 

        Plusieurs chercheurs ont mené ces dernières années des simulations numériques 

inverses pour étudier le transfert thermique dans les échangeurs de chaleur.             

        Huang et al. [33-34] ont présenté des simulations numériques tridimensionnelles 

pour résoudre le problème inverse de conditions aux frontières. Ils ont utilisé la 

méthode de plus forte pente et le code commercial CFX4.4 pour estimer les 

coefficients de transfert de chaleur en régime stationnaire [33] et en régime transitoire 

[34] sur les ailettes plates continues d'un échangeur de chaleur. Dans leurs études, ils 

ont examiné les arrangements en ligne et en quinconce. Les mesures de températures 

ont été prises par la thermographie infrarouge. Les résultats présentés ont montré le 

succès de la méthode de la plus forte pente à déterminer le coefficient d'échange 



Chapitre 1 : Synthèse bibliographique 
 

20 
 

thermique dans les échangeurs tubulaires à ailettes planes continues pour les deux  

faisceaux  en ligne et en quinconce. 

          Un certain nombre d'auteurs ont  menu des études avec le code commercial 

FLUENT pour estimer le coefficient de transfert de chaleur et les pertes de charges 

dans de échangeurs de chaleur à ailettes planes continues. Ces paramètres ont été 

examinés pour différentes géométries de faisceaux de tubes. 

        Tutar et Akocca [35] ont mené une simulation numérique tridimensionnelle et 

transitoire d'un écoulement dans un échangeur tubulaire à ailettes planes continues de 

5 rangées. L'étude développée dans leur travail s'est intéressé à l'influence du nombre 

de Reynolds (60-1500), espacement inter-ailettes, du rang des tubes et de la géométrie 

des faisceaux de tubes en lignes ou en quinconce sur le coefficient de transfert 

thermique et  sur les pertes de pression. Les auteurs confirment l'existence des 

variations importantes dans le coefficient de chaleur autour des ailettes (figure 1.4).  

        Les courbes de ces figures montrent, d'une part, pour l'arrangement en ligne, les 

pics de transfert de chaleur se produisent à  
°= 26ϕ pour les tubes de la première 

rangée et à 
°= 52ϕ pour les tubes placés à l'intérieurs du faisceau. D'une autre part, 

pour l'arrangement en quinconce, ces pics se produisent à °= 30ϕ pour tous les tubes 

du faisceau. Ces courbes montre aussi queNu atteint le minimum à ]140132[ −∈ϕ . Il 

est intéressant de noter par ailleurs des variations dans la distribution du coefficient 

d'échange en fonction de la position du tube. 

 



Chapitre 1 : Synthèse bibliographique 
 

21 
 

 
 

 

           

        Mon et al. [2] ont effectué une simulation numérique d'un écoulement turbulent 

tridimensionnel dans un échangeur constitué d'un faisceau de quatre lignes de tubes à 

ailettes circulaires. Ils ont considéré les deux types d'arrangements pour des nombres 

de Reynolds 43 10x3.4Rex106.8 ≤≤  et pour plusieurs paramètres géométriques 

(espacement inter-ailettes, diamètres des tubes et les pas d'espacement inter-tubes). 

Les auteurs ont présenté, à partir des résultats numériques, une analyse de la topologie 

de l'écoulement entre les ailettes (développement des couches limites dynamique et 

thermique de la structure tourbillonnaire en fer à cheval). Les auteurs ont montré que 

le coefficient de transfert de chaleur dans l'arrangement en quinconce augmente quand 

le rapport entre l’espacement entre les ailettes et leurs hauteurs )/( alS augmente 

jusqu'à 32.0)/( =alS et puis, il demeure constant. Pour l'arrangement en ligne, le 

Figure 1.4 -: Variation du nombre de Nusselt local autour des tubes, pour
600Re= : (a) arrangement en ligne;(b) arrangement en quinconce [35].  
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coefficient de transfert de chaleur augmente sur toute la gamme de ce paramètre

1)/(3.0 ≤≤ alS . 

        Erek et al. [36] ont traité numériquement en CFD avec Fluent, les effets des 

configurations géométriques des tubes (circulaires et elliptiques)  et des ailettes planes 

sur le transfert de chaleur et sur les pertes de pression dans un échangeur tubulaires à 

ailettes. Ils concluent que l'emplacement du tube dans la zone avale de l'ailette  

augmente le transfert de chaleur et que l'augmentation de l'ellipticité produit un bon 

transfert de chaleur dans l'échangeur.      

        Taler [37] a présenté deux techniques numériques pour estimer le coefficient de 

transfert de chaleur local sur la périphérie d'un tube lisse vertical placé dans un 

faisceau de tubes arrangés en quinconce. Les températures utilisées dans les calculs 

ont été mesurées sur la paroi du tube pour deux valeurs du nombre de Reynolds : 

Re=11775 et Re=43676. Dans un premier temps, le problème inverse non linéaire de 

la conduction de  chaleur a été résolu au sens des moindres carrés (écart entre les 

températures calculées et mesurées) par la technique de Levenberg-Marquardt en 

calculant  les paramètres du coefficient d'échange thermique. La distribution de ce 

dernier sur la paroi extérieure des tubes a été approximée par des polynômes 

trigonométriques de Fourier. Dans un second temps et dans le cas linéaire, l'auteur a 

utilisé la méthode de  décomposition en valeurs singulières pour estimer les 

paramètres de la fonction qui donne la distribution de température et puis il a calculé 

le coefficient de chaleur par la loi de Newton. Les auteurs ont conclu que les deux 

méthodes aboutissent aux mêmes résultats et que le schéma de Levenberg-Marquardt 

est plus universel  mais il est très lent. 

        Sabota et Taler [38] ont utilisé la méthode de Levenberg-Marquardt pour 

résoudre le problème inverse de conduction de chaleur non linéaire dans un tube avec 

des ailettes longitudinales placé dans un faisceau de tubes arrangé en quinconce. Ils se 

sont intéressés à l'estimation du coefficient de transfert thermique h  sur les frontières 

du tube et des ailettes. Les fonctions inconnues h sont recherchées : 1) sous forme 

paramétriques sur des polynômes trigonométriques; 2) en les interpolant  par des 

fonctions échelons. Les résultats obtenus dans cet article ont montré que l'utilisation de 

ces interpolations a permis d'estimer le coefficient de transfert thermique avec une 

bonne précession même si les mesures de températures et de la conductivité thermique 

sont attachées à des erreurs. Par exemple, (avec des incertitudes de C°± 2.0 sur la 
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température et de C°± 5.0 sur la conductivité thermique), l'erreur ne dépasse pas 7% 

sur les résultats.  

        Lage [39] a modélisé numériquement le transfert de chaleur de l'air qui s'écoule 

entre deux ailettes planes traversées par 4x3 tubes. Pour simplifier le problème 

numérique, les auteurs ont considéré un coefficient de transfert de chaleur constant sur 

toute l'ailette. 

         Talaat et Gomaa [40] ont réalisé une étude expérimentale et numérique  en CFD 

en utilisant la méthode des volumes finis pour déterminer les caractéristiques 

thermiques d'un écoulement à travers des faisceaux de tubes elliptiques et circulaires 

arrangés en quinconce. Cette investigation a couvert les effets du nombre de Reynolds 

(5600-40000), de l'angle d'impaction de l'écoulement sur les tubes (0°-150°). Les 

auteurs ont observé que le nombre de Nusselt est maximum lorsque les grands axes des 

tubes elliptiques sont perpendiculaires à l'écoulement (angle d'attaque 0=ϕ ). Ils ont 

constaté aussi que le nombre de Nusselt correspondant à cette situation est plus élevé 

de 30 % que celui de l'échangeur dont les grands axes de ses tubes sont parallèles à 

l'écoulement. 

        En comparant avec les tubes circulaires, le nombre de Nusselt des tubes 

elliptiques pour le cas 0=ϕ   est plus élevé de 19 % que celui des tubes circulaires.    

        Plus récemment, Chen et al. [8,41-44], en utilisant la méthode des différences 

finies en conjonction avec la méthode des moindres carrés, ils ont conduis des études 

numériques inverses pour estimer le coefficient de transfert de chaleur moyen sur les 

surfaces des ailettes circulaires et continues situées dans un seul tube à ailettes. 

        Dans la publication [8], en étudiant le transfert de chaleur dans une seule ailette 

plane entourant un tube, Chen et al ont analysé l'effet de la différence entre la 

température de l'eau à l'intérieur du tube et la température de l'air ambiant sur le 

transfert de chaleur sur l'ailette. Comme on peut le constater dans cette étude le 

transfert de chaleur dans la région frontale de l'ailette et plus supérieure que celui dans 

la région du sillage. Après cette étude, Chen et al [41] ont publié une autre étude dans 

laquelle ils ont analysé les effets de l'espacement inter-ailettes S  sur le coefficient de 

transfert de chaleur et sur l'efficacité d'une ailette plane carrée située au milieu d'un 

ensemble d'ailettes du tube. Cette étude a concerné la convection forcée. Les résultats 

montrent qu'avec l'augmentation de S , le transfert de chaleur augmente et  l'efficacité 
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de l'ailette diminue, lorsque ∞→S , les valeurs de het de fη s'approche à celles qui 

correspondent à une seule ailette de l'étude [8].   

        Pour le cas des ailettes circulaires, Chen et Hsu [42] ont présenté une étude en 

analysant l'effet de l'espacement inter-ailettes m 018.0m 005.0 ≤≤ S et du nombre de 

Reynolds 7760Re1550 ≤≤ sur les caractéristiques du transfert de chaleur (coefficient 

de transfert de chaleur et l'efficacité de l'ailette). Afin de prendre en considération les 

variations du coefficient d'échange autour des ailettes, les auteurs de ce travail ont 

calculé celui-ci dans les trois parties de l'ailette : frontale, centrale et arrière. Ils ont 

constaté que, d'une part, le coefficient de transfert thermique moyen augmente avec 

l'augmentation du nombre de Reynolds et l'augmentation de l'espacement inter-

ailettes; d'autre part, l'efficacité de l'ailette diminue avec l'augmentation de Re. Il a 

été aussi confirmé que le transfert de chaleur est très faible dans les parties arrières par 

rapport aux autres parties. De plus, il a été montré que l'effet de l'espacement inter-

ailettes sur le coefficient de transfert thermique est négligeable lorsque le rapport entre 

cet espacement et la hauteur des ailettes 5.0≥
al

S
. Les résultats obtenus par les auteurs 

ont leurs permis de proposer des corrélations empiriques donnant le nombre de Nusselt 

en fonction du nombre de Reynolds et des paramètres géométriques des ailettes 

circulaires.    

        Des  études  similaires à  celles-ci ont  été menées par le même auteur           

Chen H-T [43-44], mais pour le cas de la convection naturelle. Il a trouvé que les 

effets de l'espacement inter-ailettes sur le coefficient d'échange thermique et sur 

l'efficacité de l'ailette sont les mêmes que les études citées précédemment [41-42].  

         Chen W-L et al [45] ont effectué une simulation  inverse de la conduction de 

chaleur dans une ailette circulaire basée sur la méthode du gradient conjugué. 

L'objectif des auteurs est de déterminer les distributions radiales du coefficient de 

transfert de chaleur  en connaissant quelques valeurs de la température ou des 

contraintes. L'effet couplé thermomécanique a été pris en compte, ce qui permet d'avoir 

une originalité à ce travail. 

Les auteurs ont démontré la possibilité d'estimer le coefficient de transfert de chaleur à 

partir des mesures de contraintes au lieu de températures.  
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1.4. Topologie de l'écoulement à travers le faisceau de tubes à ailettes 

         La connaissance de la configuration de l'écoulement à travers le faisceau de tubes 

lisses ou à ailettes, notamment autour de l'ailette, représente une source d'information 

appréciée et efficace pour l'étude et la compréhension de transfert de chaleur associé. 

         Nombreux auteurs [23,30, 46-49] ont présenté des études qui décrivent et 

analysent la structure générale de l'écoulement dans les échangeurs à faisceaux 

tubulaires. Nous présentons dans ce chapitre une synthèse des principaux résultats. 

1.4.1. Ecoulement autour de l'ailette  

         L'écoulement autour d'une ailette est très complexe et dans un faisceau de tubes 

change d'un rang à un autre. Cette complexité est due à l'apparition de plusieurs 

phénomènes dans l'écoulement (sillage, tourbillons, couches limites…) (figure 1.5). 

 

 

 

 

         Dans la référence [2], les auteurs ont montré que deux couches limites se 

développent sur les faces amonts des ailettes adjacentes et glissent sous l'action du 

Figure 1.5 : Formation d'un tourbillon en fer à cheval [3,46 ]. 



Chapitre 1 : Synthèse bibliographique 
 

26 
 

décrochement alterné des tourbillons et que leur épaisseur maximum est situé près de la 

base de l'ailette. Ceci conduit à réduire le coefficient de transfert de chaleur dans la très 

petite zone qui entour le tube [2, 23, 48].  

         A la jonction ailette-tube, l'effet combiné du développement de la couche limite 

sur les ailettes, la stagnation du fluide au front du tube et le sillage derrière celui-ci 

provoque la formation d'une série de deux ou trois tourbillons principaux. Dans cette 

zone, une inversion du gradient de pression s'établit dans l'écoulement interne à la 

couche limite. Celle-ci engendre un décollement  tridimensionnel de la couche limite 

ce qui induit la formation d'un tourbillon en fer à cheval qui est caractérisé par les 

points singuliers 1sP , 2sP et 3sP  (figure 1.5).  

- 1sP et 2sP , centres des tourbillons principaux,   

- 3sP , le point de séparation délimitant la structure tourbillonnaire.  

1.4.2. Ecoulement et transfert de chaleur autour d'un tube unique 

1.4.2.1. Ecoulement autour d'un tube et effet du nombre de Reynolds 

         Une des caractéristiques d'un écoulement autour des tubes lisses ou à ailettes est 

le décollement. Ce phénomène  se produit  lorsque la vitesse des particules du fluide 

qui constituent la couche limite diminue jusqu'à l'annulation de celle-ci au point de 

décollement (perte d'énergie par frottement). 

         L'effet du nombre de Reynolds sur le décollement et sur sa position autour d'un 

cylindre (figure 1.6) a fait l'objet de nombreuses investigations dans la littérature       

[4, 39], car il sert souvent d'illustration pour les écoulements instationnaires autour 

d'obstacles. Nous évoquons ici les résultats les plus importants [50] : 

- 40  Re〈 , écoulement symétrique laminaire; 

- 5
1 10 .2Re  Re  300 =〈〈 c , le décollement de la couche limite laminaire. Les tourbillons 

qui se détachent du cylindre sont laminaires et deviennent rapidement turbulents; 

- 
6

21 10.3Re  Re  Re =〈〈 cc , deux décollements se produisent à partir des deux couches 

limites laminaire et turbulente. 
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1.4.2.2. Variation du transfert thermique par convection autour du tube 

         Le transfert de chaleur sur les surfaces des tubes a été étudié par plusieurs auteurs 

Bejan [51] et Zukauskas [4]. Les résultats expérimentaux qui sont les plus souvent cités 

dans la littérature et qui semblent les mieux à évoquer dans cette thèse sont ceux de 

Zukauskas [4]. Les courbes obtenues par l'auteur (figure 1.7) montrent bien l'influence 

de la topologie de l'écoulement sur le coefficient de transfert de chaleur local : 

         Pour les courbes 1-4 correspondantes aux nombres de Reynolds ( 510Re pc ), le 

coefficient d'échange de chaleur local atteint un seul minimal au voisinage d'azumith 

°= 85θ  (point de décollement de la couche limite).  

 

 

Figure 1.6 : Phénomène de décollement de la couche limite autour du cylindre [50]. 

Figure 1.7 : Variation du transfert thermique par convection autour du tube 
pour différents cRe [ 4, 53]. 

300 < R<Rc1 
Rc1 < R<Rc2 
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        Pour la courbe 5, 5101.2Re x= , le coefficient d'échange atteint deux minimums, 

le premier ( °= 90θ ) qui correspond à la transition laminaire-turbulente de la couche 

limite, le second ( °= 140θ ) correspond au décollement de cette couche. 

1.4.3. Ecoulement et transfert de chaleur à travers le faisceau de tubes lisses 

         Il existe dans la littérature un certain nombre d'études concernant l'écoulement et 

le transfert de chaleur autour des tubes arrangés en lignes. Les études se sont 

intéressées d'une part, à l'influence des paramètres géométriques et du nombre de 

Reynolds, et d'autre part, au rôle de la position du tube dans le faisceau. 

1.4.3.1. Position des points d'impaction et de décollement 

         Zukauskas [4]  a constaté que la position du point d'impaction dépend de 

l'espacement inter-tubes et du nombre de Reynolds. Perez [52-53] a étudié 

expérimentalement un écoulement dans un faisceau aligné pour déterminer les 

positions des points d'impaction et de décollement. Il a obtenu, pour 2=
D

PT , 3.1=
D

PL et

4000Re= , le décollement et  l'impaction s'effectuent respectivement, à  °= 56ϕ et  à 

°= 131ϕ . 

1.4.3.2. Transition du régime laminaire au régime turbulent 

         La transition du régime laminaire au régime turbulent dépend du nombre de 

Reynolds et des paramètres géométriques du faisceau. Lors de leur analyse de 

visualisations sur l'écoulement à travers un faisceau de tubes alignés, Weaver et al [54] 

ont observé : 

- à une certaine valeur du nombre de Reynolds, l'écoulement principal entre les tubes 

va être perturbé;  

- cet écoulement principal devient totalement turbulent après une longueur 

d'établissement (trois rangées de tubes). 
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1.4.3.3. Transfert de chaleur autour d'un tube situé dans un faisceau de tubes  

 

 
 

            

        

         On peut constater sur cette figure que la distribution du coefficient de transfert 

thermique local autour d'un tube placé dans un faisceau quinconcé ressemble a celle du 

tube unique.   

1.4.4. Ecoulement et transfert de chaleur autour d'ailette  

1.4.4.1. Influence de l'espacement inter-ailettes et du nombre de Reynolds sur la 

topologie de l'écoulement 

         Nacer-bey [46-47] a mené une étude au moyen de visualisations par la 

Vélocimétrie par Imagerie de Particules (PIV) et des calculs numériques en utilisant le 

code commercial Fluent. Il a examiné l'influence de l'espacement inter-ailettes et du 

nombre de Reynolds sur la taille, le nombre et la position des tourbillons. Nous 

pouvons résumer ses résultats comme suit : 

- L'augmentation de l'espacement inter-ailettes entraine une augmentation de la taille 

des tourbillons et de leurs nombres.  Par conséquent, toute la zone de séparation en 

amont du tube s'élargit.  

- Le pic de vorticité du premier tourbillon principal augmente  avec l'augmentation du 

pas inter-ailettes jusqu'à atteindre une valeur limite.   

Figure 1.8 : Différentes distributions du coefficient de 
transfert thermique autour du tube [4, 53]. 
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- L'augmentation du nombre de Reynolds entraine une augmentation des pics de 

vorticité des tourbillons principaux. Cependant, cette augmentation influe très 

légèrement sur les positions des points singuliers1sP et 2sP . 

1.4.4.2. Interaction entre la topologie d'écoulement et le transfert thermique sur 

l'ailette 

         Dans leurs études, les auteurs [23, 30, 49] ont observé que la distribution du 

coefficient de transfert thermique dépend de l'écoulement du fluide autour de l'ailette. 

- A chaque tourbillon correspond un pic de transfert thermique [49], voir figure 1.9. 

 

 

 

 

  
 

 

- La zone à fort transfert thermique est localisée dans la zone de formation d'une 

structure tourbillonnaire autour des tubes en forme de fer à cheval. 

L'écoulement lent dans la zone du sillage localisée derrière les tubes sanctionne le 

transfert de chaleur 

 

 

 

Figure 1.9 : Lignes de courant et distribution local du 
coefficient de transfert de chaleur [49]. 
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1.4.4.3. Analyse de la topologie de l'écoulement et du transfert thermique dans des 

faisceaux tubulaires à ailettes. 

         L'interaction entre l'écoulement entre deux ailettes consécutives et l'écoulement 

autour du tube d'axe perpendiculaire à l'ailette entrainent des variations importantes sur 

le coefficient d'échange thermique autour de l'ailette. 

         Dans un faisceau tubulaire à ailettes, la topologie de l'écoulement et le transfert 

thermique sur les zones frontales et arrière des ailettes change d'un rang à un autre. Le 

tube dans ce faisceau est soumis à un écoulement différent au cas du tube seul.  

         L'importance et la complexité de ce sujet ont suscité l'intérêt de plusieurs 

chercheurs (voir [2, 8, 14], [38, 39], [41- 49]). Ils ont mené leurs études en analysant 

l'effet des paramètres suivants sur le transfert de chaleur :  

- Arrangement des tubes (en ligne ou en quinconce). 

- Régime d'écoulement.  

- Diamètre des tubes D et les pas longitudinaux et transversaux (TP et LP ) qui 

définissent l'espacement entre les tubes. 

- Effet du rang sur le coefficient de transfert thermique dépend non seulement de la 

géométrie des faisceaux de tubes mais il dépend aussi des pas inter-tubes. 

         Neal et al [23] a analysé le transfert de chaleur autour des ailettes circulaires pour 

quatre arrangements en quinconce. Il a constaté, pour trois arrangements, des 

augmentations différentes du coefficient de transfert thermique entre la deuxième et la 

sixième rangée. Par contre, pour le quatrième arrangement, ce coefficient diminue. 

           Ces différences dans la variation du coefficient de transfert de chaleur résultent 

du changement dans le taux de développement de la turbulence à travers les différents 

arrangements. 

           Jason [49] a présenté des résultats numériques sur la topologie d'écoulement et 

le transfert thermique sur les ailettes planes continues à travers un faisceau de tubes 

arrangés en quinconce. L'étude est faite pour un seul arrangement. L'auteur a observé 

que le nombre et la taille des tourbillons diminuent et que la contribution des rangs de 

tubes aux échanges thermiques diminue à mesure que l'écoulement pénètre dans 

l'échangeur. 
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2.1. Méthodes numériques 

         Les équations différentielles aux dérivées partielles régissant le phénomène de 

transfert de chaleur dans les ailettes circulaires (Eq.1.28) ou dans les tubes ailttés (Eqs. 

1.25 et 1.26) peuvent être résolues numériquement, en tenant compte des conditions 

aux limites et des conditions initiales. Il existe essentiellement cinq méthodes de 

résolution de ces équations : la méthode spectrale, la méthode des intégrales de 

frontières, la méthode des différences finies, la méthode des volumes finis et la 

méthode des éléments finis. Les trois méthodes les plus populaires sont : 

- La méthode des différences finies 

         L'idée de base de cette méthode est facile à comprendre, elle est simple à 

concevoir. Son principe consiste à se donner un certain nombre de points du domaine

Ω . Les opérateurs de différentiation apparaissant dans les équations différentielles 

peuvent être obtenus à partir d'un développement aux limites. Ces operateurs se 

servent ensuite pour exprimer la température et ses dérivées en un point en fonction 

des valeurs aux points voisins. Il faut alors discrétiser  la dérivée en temps suivant par 

exemple le schéma d'Euler explicite ou implicite.  

Chapitre 2 

Traitement direct des problèmes de conduction de chaleur 
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- La méthode des volumes finis 

         La méthode des volumes finis développée par Splading et Patanker consiste à 

diviser le domaine de calcul en un nombre fini de sous-domaines  élémentaires, 

appelés volumes de contrôle. Son principe de base est de  discrétiser les équations 

différentielles modélisant les problèmes de la mécanique des fluides ou/et le transfert 

de chaleur par une intégration sur des volumes finis entourant les nœuds de maillage. 

L'approximation de la variable physique généralisée sur les bords du volume de 

contrôle se fera avec le choix d'un schéma de différences finies approprié. L'opération 

d'assemblage, pour obtenir les matrices  et les vecteurs globaux, se fait par arrête.   

- La méthode des éléments finis 

         La méthode des éléments finis est une méthode particulière d'approximation 

nodale par sous domaine. Elle permet de remplacer l'équation différentielle par des 

équations algébriques dont les inconnues sont les variables nodales. Cette méthode 

consiste à subdiviser le domaine  continu Ω en sous domaines de formes géométriques 

simples que l'on appelle éléments finis interconnectés en des points remarquables 

appelés nœuds. De plus on définit dans chaque élément eΩ  une approximation 

adéquate de la solution permettant de résoudre le problème uniquement en fonction 

des valeurs de la solution aux nœuds. L'opération d'assemblage qui se fait par élément 

permet d'obtenir une solution sur la totalité du domaine. 

         En raison de sa souplesse pour représenter des domaines géométriques 

complexes, la méthode des éléments finis est largement utilisée pour simuler de 

nombreux  problèmes physiques. Elle s’adapte très bien à la résolution des problèmes 

de transfert de chaleur, notamment la conduction thermique dans ses différents cas : 

stationnaire ou dépendent du temps, linéaire ou non, à une, deux ou trois variables 

d’espaces indépendantes. 

2.2. Développement de la méthode des éléments finis 

         Pour résoudre par les éléments finis les systèmes d'équations (section 1.2) 

comprenant les équations de la chaleur et les conditions aux limites et initiales, on fait 

recours aux formulations intégrales, qui intègrent l'équation différentielle modélisant 

le phénomène physique sur Ω et les conditions aux limites sur sa frontière. Parmi les 

formulations intégrales on cite la formulation variationnelle et la méthode des résidus 

pondérés.  
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- Méthode variationnelle  

         Elle est basée sur la construction d'une fonctionnelle qui peut représenter 

l’énergie du système [55-58]. La formulation intégrale est obtenue à partir des 

conditions de stationnarité de la fonctionnelle. Parmi les méthodes adaptées à telles 

formulations variationnelles, on cite la méthode de Ritz. Elle est considérée la plus 

simple est la plus utilisée. 

        Pour développer la méthode des éléments finis par le modèle de Ritz, il faut 

chercher l'existence d'une fonctionnelle [55]. Ceci est possible si les formes 

différentielles des problèmes à résoudre  sont linéaires. 

- Méthode des résidus pondérés 

        La recherche de la solution globale par approximation par éléments finis doit 

passer par l'approximation nodale de l'inconnu sur chaque sous domaine (élément 

fini). On construit les fonctions approchées ),,( tyxT e sur chaque élément de manière à 

être continues sur l'élément et elles satisfont les conditions de continuité et de 

compatibilité entre les éléments. 

        Le champ de température ),,( tyxT e dans l'élément s'écrit sous la forme :  

∑=
Nnd

ii
e TyxNtyxT

1

),(),,(           (2.1) 

où Nnd et ),( yxN i  sont, respectivement le nombre de nœuds de l'élément et les 

fonctions d'interpolation. 

         Pour résoudre les problèmes qu'on a présentés dans la section (1.2)  par la 

méthode des éléments finis, la méthode des résidus pondérés apparait très attractive 

[55-56]. Cette méthode consiste à projeter le résidu sur un ensemble de fonctions 

indépendantes appelées fonctions de pondération. Pour obtenir la solution recherchée 

T, il faut annuler l'intégrale suivante : 

wdTRw ∀=Ω∫
Ω

         0 )(.    (2.2) 

         Nous appelons résidu l’erreur R(T) dans Ω. Par exemple, pour le cas de la 

conduction de  chaleur dans les ailettes circulaires, ce résidu est défini par : 
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)(
2

) ()( fTT
e

h
Tgraddiv

t

T
cTR −+−

∂
∂= λρ                (2.3)  

2.2.1. Méthode des éléments fins pour le problème de transfert de chaleur dans 

une ailette circulaire 

          Parmi les trois problèmes concernant notre travail, nous avons décédé de 

développer en détail dans ce paragraphe  la formulation de Galerkine  sur la conduction 

de la chaleur sur les surfaces d'une ailette circulaire. 

2.2.1.1. Modélisation mathématique du transfert de chaleur sur les surfaces d’une 

ailette circulaire planes 

          La géométrie de l’ailette étudiée ainsi que les conditions aux limites sont 

montrées dans la figure (2.1).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 2.1 : Géométrie de l'ailette circulaire et les conditions aux limites. 
 

        L’ailette est un disque qui entoure un tube principal de rayon intérieur R0, de 

rayon extérieur R1 et d’épaisseur e. Sa conductivité thermique, sa masse volumique et 

sa capacité calorifique massique sont notées respectivement par λ et ρ et c. Les 

surfaces de l’ailette sont exposées à un écoulement d’air de température fT  et 

échangent avec celui-ci de la chaleur par l’intermédiaire d’un coefficient ),,( tyxh qui 

peut évoluer dans le plan de l’ailette et dans le temps. Comme l’épaisseur de celle-ci 

est très petite devant sa hauteur, on peut considérer que la température varie dans les 

directions x  et y  seulement. La température à la base de l’ailette est 0T  et la 

température en tout points du domaine Ω  à l'instant 0=t est égale à iT.  
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        Le transfert de chaleur est bidimensionnel dans l’ailette et possède un axe de 

symétrie, donc on peut considérer que la moitié du domaineΩ. 

        La résolution de ce problème repose sur l'équation (1.28) que nous pouvons écrire 

sous la forme suivante :   

t

c

e

tyxh

yx

p

 

 

 

),,(  2

  2

2

2

2

∂
∂=−

∂
∂+

∂
∂ θ

λ
ρ

θ
λ

θθ
   dans Ω; 0ft   (2.4) 

avec les conditions aux limites : 

),,(),,( 0 tyxtyx θθ =             sur Γ1             (2.5)   

0=
∂
∂+

∂
∂

yx n
y

n
x

θθ
           sur 2Γ           (2.6) 

            sur  3Γ           (2.7)  

et avec la condition initiale : 

 ;  0  ; 0),,( == ttyxθ dans Ω                   (2.8) 

 ),,( tyxθ  est la température adimensionnelle tel que : 

fw

f

TT

TtyxT
yx

−
−

=
),,(

),(θ  (2.9) 

        La complexité du model mathématique qui gouverne le transfert de chaleur sur 

les ailettes circulaires est due à la variation de température avec  le temps et à la 

variation du coefficient d'échange de chaleur en espace et en temps. 

        La recherche des solutions analytiques est généralement basée sur des hypothèses 

simplificatrices, telles que : 

- La variation de la distribution de température est indépendante du temps; 

- Le coefficient du transfert de chaleur par convection est constant sur toute la surface; 

- Il n y'a aucune source  d'énergie interne dans le domaineΩ ; 

-  La conductivité thermique de l'ailette est constante. 

Avec ces hypothèses, la solution générale de l'équation (2.4) peut être obtenue en 

utilisant les fonctions de Bessel, voir [ 59]. 

),,(),,( 1 tyxtyx θθ =
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         Dans cette thèse et pour résoudre ce problème dans son état compliqué, nous 

avons choisi la méthode des éléments finis.  

2.2.1.2. Forme intégrale faible  

        A partir des expressions (2.2, 2.3 et 2.4), on peut écrire : 

0 2) graddiv( =Ω






 +−
∂
∂

∫
Ω

dh
t

cw θθλθρ       (2.10) 

         L’intégration par partie du deuxième terme de l’équation (2.10) fournit une 

forme intégrale faible qui présente les avantages suivants: 

- Diminution des conditions aux limites imposées aux fonctions ),,( tyxθ . Celles-ci 

peuvent être prises en compte dans la formulation intégrale. 

- Diminution de l'ordre maximum des dérivées de ),,( tyxθ apparaissant dans les 

formes intégrales, en contre partie, celui-ci augmente sur ),,( tyxw . 

         En utilisant la relation suivante : 

wgradgradgraddivwgradwdiv ).]([)]([.))].([( θλθλθλ +=             (2.11)  

l'équation (2.8) devient: 

0 .2)].([))].([(. =Ω+Ω+Ω−Ω
∂
∂

∫∫ ∫ ∫
ΩΩ Ω Ω

dhwdgradwgraddgradwdivd
t

cw θθλθλθρ    (2.12) 

         Utilisons le théorème de Green pour la deuxième intégrale de (2.12) : 

( ) ( ) Γ+Γ=Ω ∫∫∫
ΓΓΩ

dgradnwdgradnwdgradwdiv θλθλθλ
θϕ

].[..].[..))].([(
rr

   (2.13) 

avec les conditions aux limites Pθθ = sur  θΓ  

Nous imposons 0=w sur θΓ pour annuler le terme de ce contour.      

         De (2.12) et (2.13), la formulation intégrale faible de notre problème est :          

[ ] ∫∫ ∫
ΩΩ Ω

∀=Ω−Ω+Ω
∂
∂

wdwhdgradwgradd
t

cw         02).(. θθλθρ       (2.14) 
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         Dans cette formulation, seules les conditions aux limites sur les frontières de 

Dirichlet et initiale  restent à imposer. Techniquement, on introduit ces conditions aux 

limites en modifiant les matrices globales obtenues, voir paragraphe (2.2.5.1). 

2.2.1.3. Forme intégrale discrétisée 

          L’idée fondamentale de la méthode des éléments finis est de discrétiser le 

problème en décomposant le domaine de calcul Ω  en sous domaines eΩ reliés entre 

eux par des nœuds. L'intégrale (2.14) peut donc s'écrire:  

( )∑ ∫∫
= ΩΩ

=Ω++Ω
∂

∂Nel

e
eeeeee

e
e

ee

dhwgradwgradd
t

cw
1

02]..[ θθλ
θ

ρ    (2.15) 

        Les types d'éléments les plus courants pour les problèmes à deux dimensions sont 

donnés dans la figure (2.2). 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

Figure 2.2 : Les principaux éléments à deux dimensions: (a) élément triangulaire à 3 
nœuds; (b) élément triangulaire à champs parabolique à 6 nœuds; (c) quadrilatère à 
champs linéaire à 4 nœuds; (d) quadrilatère à champs quadratique à 8 nœuds; (e) 
quadrilatère à champs quadratique complet à 9 nœuds. 

    

         Le choix du type de fonction ew conduit à différentes formes intégrales: 

collaction, Galerkine et moindre carrés. Nous avons choisi  la méthode de Galerkine 

pour la formulation de notre problème. Cette technique consiste à remplacer, dans 

(2.15), ew par la variation eδθ de la fonction eθ  [55]. 

        Pour calculer la solution approchée par la méthode des éléments finis, nous 

utilisons sur chaque élément eΩ les approximations des champs eθ et eδθ suivants : 

{ }
{ }ee

e

N

N

δθδθ

θθ

=

=

et  

     e
                            (2.16)  

(a) (b) (d) (c) (e) 
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avec { }N  : vecteur des fonctions de forme et le vecteur { }eθ des températures aux 

nœuds de l’élément associé au fonctions de forme. 

        Une caractéristique importante de{ }N  peut être soulignée ici : 

        




≠
=

==
j i

ji
yxN ijjji 0;

  ;1
),( δ   (2.17) 

avec ijδ le symbole de Kronecker. 

        La fonction d'interpolation associée au nœud i pour l'élément triangulaire à trois 

nœuds est illustrée dans la figure 2.3. 

 
 
 
 
                                  
           
             
            Figure 2.3 -: Triangle à champs linéaire : fonction d'interpolation associée au nœud i. 
 

         Exprimons { }egradθ en fonction des fonctions de d'interpolation :  

{ } [ ]{ }ee Bgrad θθ =    (2.18) 

avec [ ]





















∂
∂

∂
∂

=

y

N

x

N

B        (2.19) 

et   { } [ ]{ }ee Bgrad δθθ =   (2.20) 

         En substituant ces expressions dans (2.15), nous obtenons alors pour tout le 

domaine . Ω  

[ ] { } { } 0)][
1
∑ =Ω−+









∂
∂nel

eee
e

e dfK
t

C θθ
  (2.21) 

où les matrices élémentaires sont :  

- matrice de capacité thermique :   { } Ω= ∫
Ω

dNNCC

e

pe ρ][  (2.22)  

1 

i 

k 

j 

y) ,( e
i xN  
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- matrice de conductivité thermique :   1=σ   (2.23) 

- vecteur des flux élémentaire :   { }ef =0      (2.24) 

         Les éléments triangulaires s'adaptent à toute configuration et permettent une 

discrétisation simple d'un domaine de résolution. Le champ de températures θ est 

parfaitement défini à l'intérieur d'un élément triangulaire, en connaissant les valeurs de 

la température en ces trois sommets : 

i
i

i yxNyx θθ ),(),(
3

1
∑

=

=    (2.25)  

         Afin de construire les fonctions d'interpolation, nous utilisons le plus souvent des 

polynômes complets. Leurs nombre de termes doit être égale au nombre de degré de 

liberté de l'élément. Les polynômes complets d'ordre n à deux dimensions peuvent 

s'écrire comme suit : 

∑
=

=
p

r

ji
r yxyxN

1

),( α ; nji ≤+      (2.26)   

où le nombre de termes dans le polynôme est : 

2/)2)(1( ++= nnp  

ainsi pour un polynôme linéaire 

ycxbayxN iiii ++=),(         (2.27)  

où   , ii ba et ic sont des constantes dépendant des coordonnées des trois sommets du 

triangle. 

A partir des fonctions d'interpolation ),( yxN i associées au nœud i  et les conditions 

(2.17), on peut déduire : 

)(
2

1
jkkj

e
i yxyx

A
a −= ; )(

2

1
kj

e
i yy

A
b −= et )(

2

1
jk

e
i xx

A
c −=       (2.28) 

         Les intégrales (2.22) et (2.23)    peuvent se calculer par la formule suivante [57] : 

∫
Ω

+++
=Ω

)!2(

2
 !  !  ! 

cba

A
cbadNNN ec

k
b
j

a
i  (2.29) 

où eA  est l'aire de l'élément triangulaire.          
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         Remplaçons les termes (2.19) dans (2.23) et utilisons (2.29), on aura : 

La matrice de conductivité ][ ek : 

1h ; 




≠
=

=
j i

ji
ij 0;

  ;1
δ                                                            (2.30) 

          Pour évaluer la matrice de capacité thermique élémentaire[ ]eC , nous utilisons la 

formule d'intégration (2.29).  
















Ω=

2

14

112

21
][

sym

c
C

ρ         (2.31) 

2.2.2. Formulation en éléments finis des problèmes axisymétriques 

         Rappelons le model mathématique qui régisse les problèmes de conduction de 

chaleur dans les milieux axisymétriques orthotropes, voir .2.2.1.  

t

T

k

C

z

T

zr

T
r

rr
p

zr ∂
∂=








∂
∂

∂
∂+








∂
∂

∂
∂ ρ

λλ .
1

         sur Ω   (2.32) 

0)( . 1 =−+
∂
∂+

∂
∂

fzzrr TThn
z

T
n

r

T
r λλ            sur 1Γ   (2.33) 

0)( . 2 =−+
∂
∂+

∂
∂

fzzrr TThn
z

T
n

r

T
r λλ                sur 2Γ  (2.34) 

 

 

 

 

 

 

                              

 

         

 

 

 

 

2Γ  
1Γ

Ω  

Figure 2.4 : Configuration géométrique d'un tube ailleté. 
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         Le développement de  la méthode de Galerkine  nous permet d'aboutir à 

l'équation suivante : 

+
∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∫∫
v

p
e

v

e
z

e
re dv

t

TC
rTdv

z

T

z

T
r

r

T

r

T
rT

λ
ρ

δδλδλδ )(
.

)(
. [ ] 0)( =−∫ dsTThrT f

S

eδ  (2.35) 

         L'intégration se fait sur le volume axisymétrique v et sur la surface s, tel que: 

�� 
 2π ��Ω 

�� 
 2π ��Γ    

Ceci permet d'écrire: 

+Ω
∂
∂+Ω








∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂

∫∫
ΩΩ

d
t

TC
rTd

z

T

z

T
r

r

T

r

T
rT p

e
e

z
e

re λ
ρ

δδλδλδ )(
.

)(
. [ ] 0)( =Γ−∫

Γ

dTThrT feδ    (2.36) 

où, 1 hh = sur 1Γ et 2 hh = sur 2Γ .  

Alternativement on peut exprimer r  par l'approximation suivante : 

{ }erNr =    (2.37)                             

où { }er est le vecteur qui donne les coordonnées radiales des nœuds de l'élément. 

on peut procéder de la même manière que le problème du paragraphe (2.2.1) pour 

évaluer les matrices élémentaires et le vecteur des flux nodaux. 

-Matrice de rigidité élémentaire  

Ainsi, les termes de la matrice de rigidité peuvent être calculés par: 

2h              avec 3 2, ,1, =ji       (2.38) 

où ija  représente le terme de la matrice de rigidité associé au coefficient de transfert  

thermique h.  

Introduisons (2.37) et utilisons (2.29), on obtient : 

[ ]jizjir
e

eee
e
ij ccbb

rrr
K λλ +

Ω
++=

2
321

)(24

)(                  avec 3 2, ,1, =ji       (2.39) 

        Pour évaluer la matrice [ ]ea , nous considérons le segmentjk situé sur la frontière 

du domaine Ω et qui est soumis à la condition au limite de Newman. Sur ce segment,  

h  et r sont décrits par des interpolations en fonction de leurs valeurs nodales, voir 

figure (2.5) :  
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[ ]








=
k

j
kj h

h
NNh   (2.40) 

[ ]








=
k

j
kj r

r
NNr    (2.41) 

 avec: 
e

j l

s
N −= 1  

          e
k l

s
N =  

 
 
 
 
 
 

 
 

 

En reportant ces expressions dans l'équation (2.36), on obtient :  

[ ] { } Γ= ∫
Γ

dNhrNa

e

e    (2.42) 

Utilisant la formule d'intégration suivante [57], 

( )∫
Γ

++
=Γ

e

ba

l
badNN eba

! 1
! !  21     (2.43) 

 on peut évaluer la matrice [ ]ea  : 

 

( )

( )kkjkkjjj
e

kkjkkjjj
e

rhrhrhrh
l

a

rhrhrhrh
l

a

2)(23
50

2)(312
50

12

11

+++=

+++=
  (2.44) 

-  La matrice de capacité élémentaire: 

         Introduisons (2.37), la matrice de capacité élémentaire associée à la deuxième 

intégrale de l'équation (2.35) peut s'écrire: 

h(s) 

le 

 

k  
 

j 

i 

s 

Figure 2.5 : Interpolation du coefficient d'échange de chaleur 
sur le segment situé sur la frontière du domaineΩ . 
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[ ] { } { } Ω= ∫
Ω

dNNrNcc

e

e ρ   (2.45) 

Utilisons la formule d'intégration (2.29) pour évaluer les termes de cette matrice : 

 








 +
+Ω=

330
kj

i
e
ii

rr
r

c
C

ρ                                              (2.46) 

-  Le vecteur des flux élémentaire: 

        On remplace (2-40) et (2.41) dans, le vecteur du flux nodaux élémentaire { }ef

associé au coefficient de transfert de chaleur h peut s'écrire : 

{ } { }[ ]{ }[ ]{ } Γ= ∫
Γ

dhNNrNf

e

e    (2.47) 

La formule (2.43) nous donne : 

{ } 
















++
++

=
k

j

kjkj

kjkje

h

h

rrrr

rrrrl
f

35

23

21
  (2.48) 

2.2.3. Formulation en éléments finis du problème de la conduction de chaleur 

dans les sections droites des tubes  

         Pour  modéliser par éléments finis l'équation différentielle (I.25)  régissant la 

conduction de chaleur dans une section droite d'un tube de géométrie quelconque, on 

peut faire recours à la formulation de Galerkine. 

         En suivant les mêmes étapes des deux dernières sections, nous pouvons écrire :   

0 )(  ]..[ 
1

=













Γ−+Ω+Ω

∂
∂

∑ ∫∫∫
= ΓΩΩ

nel

e
feeee

e
e

eee

dTThTTdgradTgradd
t

T
cT δλδρδ ;  ew ∀  (2.49) 

         Cette expression peut s'écrire sous la forme matricielle suivante, qui est la base de 

la méthode des éléments finis :  

{ } { } 0][][
1

=







−+









∂
∂

∑
=

nel

e
eee

e
e fTK

t

T
C    (2.50) 
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Utilisons les approximations linéaires sur un élément triangulaire données par (2.27) et 

(2.40), on obtient : 

- La matrice de capacité thermique 

[ ] { } Ω= ∫
Ω

 dNNcC

e

e ρ    (2.51) 

- La matrice de conductivité thermique 

[ ]jizjir
e

eee
e
ij ccbb

rrr
K λλ +

Ω
++=

2
321

)(24

)(    (2.52) 

- Le vecteur des flux nodaux  

{ } { }∫
Γ

Γ=
e

dhTNf fe     (2.53) 

Dans (2.52) et (2.53), { }N  représente les fonctions de forme pour approximerhsur le 

segment situé sur la frontière deΩ .    

 2.2.4. Assemblage des matrices élémentaires 

         Puisque une variable nodale T apparaît souvent dans plusieurs vecteurs 

élémentaires, et comme un nœud peut appartenir à plusieurs éléments, il est nécessaire 

qu’une telle variable nodale soit exprimée dans le même vecteur pour tous les 

éléments. L’opération d’assemblage consiste à construire un système matriciel global à 

partir des systèmes élémentaires.  

         Considérons un maillage comportant nel éléments et nnd nœuds, la forme 

intégrale globale discrétisée W est la somme des formes élémentaires discrétisées : 

∑=
nel

eWW
1

 

Les matrices globales et le vecteur flux global sont déterminés par : 

  et          , 
111
∑∑∑ ===
nel

e
ii

nel
e
ijij

nel
e
ijij FFCCKK           





=
=

nndj

nndi

,1

,1
  (2.54) 
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2.2.5. Résolution des problèmes stationnaires 

2.2.5.1. Résolution des systèmes d'équations linéaires 

         Les résultats finaux du développement de la méthode des éléments finis pour nos 

problèmes de conduction de chaleur stationnaires sont des systèmes d'équations de la 

forme: 

[ ]{ } { }gg qTK =    (2.55) 

Ce système est linéaire lorsque [ ]gK et{ }gq ne dépendent pas de{ }T .  

         Etant donné que le coût de la résolution de ce système linéaire dans les 

applications pratiques est une partie significative du coût global d'analyse, la sélection 

d'une méthode de résolution devient fondamentale. 

         Il existe deux grandes classes des méthodes de résolution de système d'équations 

linéaires:  

- Les méthodes directes dérivées de la méthode d'élimination de Gauss. 

- Les méthodes itératives cherchant la solution par une succession d'améliorations 

d'une solution approchée. 

         La grande majorité des algorithmes en éléments finis utilisent des méthodes 

directes puisqu'elles nécessitent en général beaucoup moins d'opérations que les 

méthodes itératives. Nous avons utilisé pour résoudre nos problèmes linéaires, la 

méthode d'élimination de Gauss en adoptant des stratégies numériques de telle manière 

à profiter de la symétrie de la matrice de rigidité [ ]gK
 
et à évitet aux maximum les 

opérations sur les termes nuls. 

- Cas des températures imposées aux nœuds 

         Lorsqu'on impose des températures aux frontières du domaine, il résulte des 

composantes connues dans le vecteur { }T et on peut faire la partition suivante : 

{ }








=
in

p

T

T
T  

{ }pT : températures connues 

{ }inT : températures inconnues 
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Dans ce cas une partition similaire pour le vecteur flux s'impose : 

{ }








=
in

p

q

q
q  

{ }pq : vecteur flux inconnue, correspondant aux températures imposées  

{ }inq : vecteur flux connue, correspondant aux nœuds restants. 

Soit, par exemple pi TT = est imposée au nœudi , dans ce cas en cours des éliminations 

de Gauss on remplace iT  par sa valeur pT dans les équations ni ,.....1+  du système 

(2.55) : 

pinnj

n

ij
jni

piiij

n

ij
jii

n

j
j

n

j
jj

TkqTkTTT

TkqTkTTT

qTkT

qTk

'
,

1

'
,21

'
,11

1

'
,121

2
22

'
21

1
11

.0......0.0

..............................................

.0......0.0

............................................

.0

−=++++

−=++++

=+

=

∑

∑

∑

∑

+=

++
+=

+

=

=

  

         Si les températures imposées sont nulles on peut éliminer les lignes et les 

colonnes correspondantes à celles-ci, dans ce cas le système matriciel qu'on aura à 

résoudre sera : 

[ ]{ } { }ininr qTK =   (2.56) 

[ ]rK représente dans ce cas la matrice de rigidité restreinte des lignes et des colonnes 

relatives aux températures imposées nulles. 

2.2.5.2. Résolution des systèmes d'équations non linéaires  

         Les paramètres physiquesc ,ρ et λ supposés indépendants de la solutionT dans 

les problèmes linéaires deviennent des fonctions de T pour le cas de non-linéarité 

matériau.  
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         Pour résoudre les problèmes non linéaires en régime stationnaire, la méthode des 

éléments finis conduit à un système d'équations algébriques non linéaires qui peut 

s'écrire sous la forme: 

[ ]{ } { }gg qTTK =)(                             (2.57) 

{ } { } [ ]{ } 0)()( =−= TTKqTR gg               (2.58) 

         La résolution du système non linéaire se fait de manière itérative, après avoir 

choisi une solution approchée{ }0T , on construit une suite de solutions { }1T ….{ }nT telle 

que : 

{ } 0)( =TR  

         On trouve trois méthodes de base dans la littérature pour résoudre ces problèmes 

[55], [60] : méthode de substitution, méthode de Newton Raphson et méthode pas à 

pas. Nous avons utilisé pour notre étude la méthode de substitution. Cette méthode 

conduit à résoudre pour chaque itération i le système linéaire suivant : 

[ ]{ } { } niqTTK g
ii

g 2,..... ,1 ;)( 1 ==−
                 (2.59) 

{ }1−iT  étant connu à l'itération i, nous pouvons construire les matrices de rigidités 

élémentaires[ ])( 1−iTK .  

 (2.57) peut s'écrire sous forme incrémentale en introduisant le résidu { })( iTR :  

{ } { } [ ]{ }111 )()( −−− −= ii
gg

i TTKqTR  

[ ]{ } { })()( 1 iii
g TRTTK =∆−  (2.60) 

{ } { } { }iii TTT ∆+= −1
 

         Il est intéressant de rappeler qu'à chaque itération, on doit calculer les matrices de 

rigidité ainsi que les résidus élémentaires, faire l'assemblage et enfin résoudre le 

système linéaire    

         On utilise généralement la norme euclidienne { }ii TTn ∆∆=  pour tester la 

convergence à chaque itération i tel que ε≤n .   
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avec ε  la précision exigée; si celle-ci n'est pas atteinte on poursuit avec la deuxième 

itération.     

2.2.6. Résolution des problèmes transitoires 

         Il existe essentiellement trois méthodes de base pour l'intégration directes des 

systèmes d'équations différentielles (2.21) et (2.50) : méthodes explicite, implicite et de 

Cranck-Nicholson. Nous présentons dans cette section la méthode d'Euler semi 

implicite puisque son schéma est général et il peut s'adapter à toutes ces méthodes. 

         La méthode semi-implicite est comme toutes les méthodes directes, elle consiste 

à calculer numériquement, à partir de { }0T les valeurs ({ } niT ti ,1 ;0 =∆+ ) aux instants                    

( nit ti ,1 ;0 =∆+ ). Elle utilise des approximations des dérivées { }'T du type différence finies 

par introduction d'un coefficient 10 , ≤≤ αα . 

         En supposant que{ }T  varie linéairement sur chaque intervalle de temps ] ,[ ttt ∆+ , 

nous pouvons donc  le calculer à temps intermédiaire tt ∆+α par : 

{ } { } { }ttttt TTT )1( ααα −−= ∆+∆+     (2.61)  

         Le vecteur dérivé de température { }'T  est supposé constant sur l'intervalle ] ,[ ttt ∆+   

{ } { } { } { }{ }),(' ttTg
t

TT
T tt

ttt
tt ∆+=

∆
−

= ∆+
∆+

∆+ ααα            (2.62) 

avec { } [ ] { } [ ]{ }( )TKFcg −= −1    (2.63) 

         Nous obtenons donc une expression semi implicite, dans laquelle{ }g fait 

intervenir les deux vecteurs { }ttT ∆+ et { }tT . 

         Des équations (2.62) et (2.63), on obtient la relation de récurrence des systèmes   

(2.21) et (2.50) : 

[ ] [ ] { } { } { } [ ]{ } [ ]{ }ttttttt TCTKFFtTKtC +−−−+∆=∆+ ∆+∆+ ))1()1(()( αααα    (2.64)    

En faisant intervenir{ }T∆ , on peut déduire la forme incrémentale :   

[ ]{ } { }ttRTK ∆+=∆        (2.65) 

où  

{ } { } { } [ ]{ } [ ]{ } [ ] { } { })())()1()1(( 111 −
∆+

−
∆+

−
∆+∆+∆+ −+−−−−+∆= i

ttt
i

tt
i

tttttttt TTCTTKTKFFtR αααα  (2.66) 
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{ } { } { }TTT ttt ∆+=∆+        (2.67) 

         La stabilité de ce schéma d'intégration dépend deα , de t∆  et de la plus grande 

valeur propre maxω  de  la matrice[ ] [ ]KC 1−
 : 

- la méthode d'Euler modifié est inconditionnellement stable lorsque
2

1≥α       

- pour
2

1
  0 〈≤ α la méthode est stable lorsque

max)21(

2
  

ωα−
〈∆t  

- il y'a stabilité sans oscillation lorsque 
max)1(

1
  

ωα−
〈∆t   

         Certaines valeurs de α sont associées à des formules classiques : 

- lorsque 0=α , Nous obtenons un formalisme qui donne { }ttT ∆+ en fonction de { }tT , 

cette méthode est dite explicite. Son avantage et que la mise en œuvre de son 

algorithme est facile. Par contre, elle nécessite de choisir t∆ suffisamment petit pour 

éviter l'instabilité de calcul, notamment lorsque t croit. 

- lorsque
2

1=α , nous retrouvons la formule classique des différences centrées (Cranck-

Nickolson) de pas
2

t∆
. L'avantage de cette méthode est que l'erreur de troncature sur 

t∆ est  nettement plus petite que dans les méthodes implicite et explicite. 

2.2.7. Mémorisation 

         Les matrices globales contiennent un grands nombre de termes non nuls. 

L’optimisation de la numérotation des nœuds donne des matrices structurées d’une 

façon qu’un grand nombre de termes non nuls seront regroupés au voisinage de la 

diagonale. Cette caractéristique permet d’obtenir des structures bandes et par 

conséquent réduire l’espace mémoire nécessaire pour le stockage et le temps de calcul.      

Les programmes puissants développés en éléments finis utilisent la méthode de 

stockage des matrices à ligne de ciel, par celle-ci on ne stocke que les éléments non 

nuls et leur position dans des matrices creuses. 

2.2.8. Programmation 

         Le programme que nous avons développé pour résoudre le problème inverse      

de la conduction de chaleur est basé sur un algorithme qui résout successivement    
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trois problèmes : problème direct, problème adjoint et problème de sensibilité, voir   

chapitre 3. 

         Les équations différentielles ainsi que les conditions aux limites et initiales 

régissant ces trois problèmes peuvent se mettre sous la forme similaire. Par conséquent, 

en se basant sur la méthode des éléments finis, un sous programme appelé DIRECT a 

été écrit en langage FORTRAN d'une manière qu'il s'adapte à la résolution des trois 

problèmes. Cependant, il est nécessaire de faire entrer à chaque fois les données 

correspondantes au problème à résoudre. Nous renvoyons le lecteur à la section 3.5 

pour voir la comparaison entre ces données. 

2.2.9. Organisation générale du sous programme DIRECT    

         Le module DIRECT permet de faire les calculs dans les domaines  à géométries 

complexes pour les problèmes bidimensionnels et axisymétriques: stationnaires et 

transitoires, linéaires et non linéaires. Les domaines étudiés sont discrétisés en 

éléments triangulaires linéaires à trois nœuds. 

         L'organigramme général décrivant les étapes de calcul effectué dans ce module 

est présenté sur la figure (2.6). 
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Figure 2.6 : Organigramme général du sous  programme DIRECT. 

 

Début 

{ } { } { }ii
tttt TTT ∆+= −

∆+∆+ ω1

Test de la convergence: { } ε≤∆∆ ii TT  
Non 

Non 

Fin 

Lecture et organisation des données: 
Lire et imprimer 
      -Type de problèmes (ailette circulaire, bidimensionnel ou axisymétrique) 
      - Paramètres définissant la géométrie du domaine discrétisé, les conditions aux limites, 
propriétés physiques des matériaux et les sources de chaleur dans chaque élément. 
      -Choix du pas de tempst∆ et le facteur de sur-relaxationω .  
 

Calcul de la matrice de rigidité élémentaire [ ] [ ]eee KtCK ∆+=




 et du vecteur résidu élémentaire

{ }e
ttR ∆+  donné par (2.66); 1=α   

Assemblage des matrices et du vecteur élémentaires dans les matrices et le vecteur globaux.

ttt ∆+=  

i=1 

Prédiction d'une solution approchée { } { }ttt TT =∆+
0  

Résolution du  système d'équations (2.65) pour calculer iT∆  

Impression des résultats 

tnt        ∆≤
 

t=
 t

+
∆t

 
i=

 i+
1 
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2.3. Validation numérique du programme DIRECT   

         Pour montrer les applications et les performances du programme sur divers 

problèmes de la conduction de chaleur, nous proposons des problèmes tests qui ont des 

solutions analytiques et d'autres de la bibliographie [21], [41-45][57], [61-63].  

2.3.1. Conduction bidimensionnelle en régime transitoire 

         Dans une première étape, nous avons étudié la conduction transitoire 

bidimensionnelle dans une géométrie régulière. La géométrie du domaine concernée 

par les calculs est un carré où la longueur de son coté est égale à 15 cm. Tous les points 

du domaine sont initialement à 0 °C et ses frontières sont soumises à des conditions 

suivantes : 

y = 0 et 0  ≤ x ≤ 0.15;  T = 100°C 

x = 0 et 0  ≤ y ≤ 0.15;  T = 100°C 

y = 0.15 et 0  ≤ x ≤ 0.15;  T = 0°C 

x = 0.15 et 0  ≤ x ≤ 0.15;  T = 0°C 

avec la diffusivité du matériau : sm
c

a 2 .15==
ρ
λ
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Figure II.?: Evolution de la température aux points: A(x=.1;y=.1) et B(x=.05;y=.1).
Comparaison avec la référence [   ]

DIRECT(72 noeuds)
DIRECT(144 noeuds)

Réf[appl]

DIRECT(16 noeuds)

DIRECT(72 noeuds)

DIRECT(144 noeuds)
Réf[appl]

Figure 2.7 Evolution de la température aux points: A(x=.1; y=.1) et 
B(x=.05; y=.1). Comparaison avec la référence [61 ]. 

 

[61] 

[61] 
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         Les résultats obtenus par DIRECT ont été comparés d'une part avec les résultats 

obtenus par la méthode des différences finies en utilisant le schéma implicite (ADI), 

d'autre part avec les résultats du logiciel MATLAB 6.5 [MATLAB], voir figures (2.7) 

et (2.8). 

         Ces figures nous permettent de constater que le sous programme DIRECT fournis 

des résultats très concluants et elles nous confirment aussi la performance de la 

méthode des éléments finis en utilisant l'élément triangulaire.   

2.3.2. Transfert de chaleur stationnaire dans un cylindre plein      

         Dans ce paragraphe nous avons choisi l'exemple test qui a été traité par [21]. C'est 

un cylindre plein chauffé par une source de chaleur située à son centre et refroidi par 

un jet d'air dirigé dans la direction normale à son axe sur sa paroi extérieure. 
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Figure II.?: Evolution de la température aux points: A(x=.1;y=.1) et B(x=.05;y=.1).
                Comparaison avec réf [Mat].

Calcul direct

Réf [MATLEB]
Calcul direct

réf [MATLEB]

Figure 2.8 : Evolution de la température aux points: A(x=.05; y=.1) et B(x=.05; 
y=.05). Comparaison avec [ MATLAB] . 
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         Les courbes montrées sur la figure (2.10) représentent les isothermes trouvées 

dans la référence  [12] pour le cas du nombre de Reynolds Re=500. Les isothermes 

obtenues à ce cas par DIRECT en étudiant le transfert de chaleur bidimensionnel dans 
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Figure (II.?) Les isothermes trouvées par DIRECT dans la section droite du cylindre plein.Re=500.
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Figure 2.9 : Les isothermes trouvées par DIRECT dans la section droite du   cylindre 
plein Re= 500. 

 

Figure 2.10 : Les isothermes trouvées par Lin J-H [21 ], dans la section droite du   
cylindre plein Re= 500. 
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la section droite d'un cylindre plein sont très satisfaisantes du fait qu'elles s'accordent 

bien avec celles obtenues dans la référence [21]. 

2.3.3. Transfert de chaleur stationnaire dans les ailettes circulaires 

         L'objectif de ce paragraphe étant la validation du sous programme DIRECT dans 

le cas de transfert de chaleur dans les ailettes circulaires. 

         Afin de prendre en considération la variation du coefficient de transfert de 

chaleur avec l'azimutϕ nous avons choisi un problème test de la référence [42]. 

        Les isothermes obtenues par DIRECT sont représentés dans les figures (2.11) et 

(2.12). On peut voir sur ces figures que les résultats du DIRECT sont en parfait 

agrément avec ceux de la référence [42] représentées sur la figure (2.13). 

 

 
 
 
 

                                                                      x (m) 
Figure 2. 11 : Les isothermes en fonction des coordonnées cartésiennes (V=3 m/s et 0.015 m) 
calculées dans l'ailette circulaire par DIRECT. 
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Figure (II.?): Les isothermes en coordonnées polaires correspondantes à:
 V=3 m/s et s=.015 m, trouvées dans l'ailette circulaire par DIRECT.
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Figure 2.12 : Les isothermes en coordonnées polaires (V=3 m/s et s=0.015 m), 
calculées dans l'ailette circulaire par DIRECT. 

  

Figure 2. 13 : Les isothermes en coordonnées polaires (V=3 m/s et s=0.015 m), 
calculées dans l'ailette circulaire par Chen H-T et Hsu W-L [ 42]. 
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2.3.4. Conduction transitoire non linéaire 

         Dans le but de montrer la performance du module DIRECT pour résoudre les 

problèmes paraboliques non linéaires, nous proposons un exemple test qui a été traité 

dans la bibliographie [62-63].  

         II s'agit d'un tube circulaire parcouru par un fluide chaud à une grande vitesse. 

Ceci nous permet de supposer que la température de la paroi intérieure est constante et 

égale à celle du fluide. La paroi extérieure est soumise à un flux d'air froid dirigé dans 

la direction normale à l'axe du tube. 

         Les différentes données du problème : propriétés du matériau, la variation du 

coefficient d'échange autour du tube et les conditions aux limites et initiales sont les 

suivantes : 

CT f °= 20  et la température initiale est CT °= 600 . 

Diffusivité thermique: TTTTa    ; 10.408.10.143.010.428.1)( 21297 −−− +−=  en °K 

Conductivité thermique: TTT    ; 10.283.0)( 4−+=λ en °K 

[ ]









°°∈+
°°∈+

°∈
=

]180 [80  ;20

]80 40[  400;3.75-

0,40  250

)(

ϕϕ
ϕϕ

ϕ
ϕh  

La température du fluide extérieur est CTf °= 20  et la température initiale est

CT °= 600 . 
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Figure 2.14 : Evolution de la température aux points situés sur la 
circonférence (r=14.4 mm). 
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Figure (II.?): Les isothermes obtenues par DIRECT dans la 
                  section droite de la conduite au temps t=48 s 
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Figure 2. 16: Les isothermes obtenues par DIRECT dans la 
section droite de la conduite au temps t=48s. 

 

Figure 2.15 : Evolution de la température aux points situés sur la circonférence 
(r=14.4 mm): 1) ϕ=0; 2) ϕ=45; 3)ϕ=9; 4) ϕ=135 et 5) ϕ=180;  Réf [63]  
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         La comparaison d'une part entre les figures (2.14) et (2.15) représentant 

l'évolution temporelle de température aux trois points (
00 90,0 == ϕϕ et 

0180=ϕ ) 

situés sur la circonférence (r=14.4 mm) qui a été trouvé par DIRECT et celui trouvé 

dans la référence [62] est très satisfaisante. Ceci confirme la puissance des méthodes 

numériques employées dans DIRECT à résoudre les problèmes aux limites de type 

parabolique.   

2.3.5. Méthode de superposition modale 

         Afin de valider l'algorithme de résolution du problème direct qui a utilisé le 

schéma implicite pour discrétiser la dérivée 
t

T

∂
∂

avec d'autre méthode, nous avons 

choisi la méthode de superposition modale qui est très souvent utilisée pour résoudre 

les systèmes paraboliques. Le lecteur peut voir une aidée générale sur cette  méthode 

dans les références [55] et [57].  

        Pour cet objectif, un simple exemple a été choisi de la référence [57]: Le milieu 

concerné par les calculs est de géométrie rectangulaire. 

CTmy

CTyx
0

0

100  ;2.0

0      ;0

==

=∀=
  

Les autres surfaces de frontières sont isolées thermiquement. 

La diffusivité du milieu est 
s

m
 10.4,8

2
4−=a .  

Figure (II.?): Les isothermes obtenues par DIRECT dans la 
                  section droite de la conduite au temps t=600 s 

-0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015
0

5

10

15

x 10
-3

35

40

45

50

Figure 2. 17: Les isothermes obtenues par DIRECT dans la 
section droite de la conduite au temps t=600s. 
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         La solution qui donne l'évolution de  température au point situé à mx 1.0=

obtenue par la méthode de superposition modale est: 

tt ee
T

T 662.22181.0

0

1036.06036.05.0 −− +−=  

        La comparaison des résultats trouvés par DIRECT avec cette solution est très 

satisfaisante, voir figure (2.18). 
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Figure (II.?) Evolution de température au point: C (x=.1; 
Comparaison avec réf (Wiliam). 

Réf[wiliam]

Calcul direct

Figure 2.18 : Evolution de température au point :C (x=0.1; y=0.1).  
Comparaison avec réf. [57]. 

Réf. [57] 
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3.1. Définitions et classement des méthodes inverses 

        La résolution d'un problème direct de conduction de chaleur consiste à déterminer 

les champs de température et de flux thermiques au sein d'un système dont la 

géométrie, les propriétés thermophysiques, les conditions initiales et les conditions aux 

limites (températures, flux de chaleur et les coefficients d'échange par convection ou 

par radiation) sont bien connus. Par opposition, la résolution d'un problème inverse de 

conduction de la chaleur consiste à déterminer une ou plusieurs grandeurs définissant 

le système (conditions d'échange par convection, propriétés thermophysique,….) à 

partir de la connaissance des mesures de températures à différents instants et différents 

points du domaine de calcul. 

        Les problèmes inverses en conduction thermique peuvent être subdivisés selon la 

nature des données manquantes en cinq catégories [64] : 

- Les problèmes inverses de frontières ont pour objectif d'estimer la température, la 

densité de flux ou le coefficient d'échange de chaleur qu'il n'est pas possible de 

mesurer. 

- Les problèmes d'estimation de sources de chaleur ont pour but d'estimer des sources 

de chaleur volumiques.  

Chapitre 3    
 
Traitement inverse pour estimer le coefficient de transfert 
de chaleur 
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- Les problèmes inverses de conditions initiales consistent à déterminer la distribution 

de températures à un instant donné.    

- Les problèmes d'estimation de paramètres matériaux concernent la détermination des 

propriétés thermophysiques de l'équation de la chaleur, telles que la diffusivité et la 

conductivité thermiques. Ces propriétés peuvent être évaluées en fonction de la 

température. 

- Les problèmes inverses géométriques consistent à estimer une partie de la géométrie 

du domaine de calcul. Le cas le plus étudié est l'identification  de l'interface de 

changement de phase. 

3.2. Problème bien et mal posé 

         Pour les problèmes directs, dans la plupart des cas les méthodes numériques 

aboutissent à la résolution du système yHz = . L'existence, l’unicité et la stabilité de la 

solution z  sont souvent obtenues pour des problèmes directs avec des conditions aux 

limites bien posées. En revanche, pour des problèmes inverses, ces conditions  ne sont 

pas toujours vérifiées.  

         Hadamard [65] a introduit dés 1923 la notion de problème mathématique bien 

posé. Le problème d'inversion consiste pour Zz∈  à trouver Yy∈  tel que zyH =−1

est un problème bien posé  si les trois conditions suivantes sont satisfaites :  

1) La solution doit exister (Existence) : C'est la propriété de surjectivité de l'opérateur 

inverse 1−H de conduction de la chaleur. 

2) Unicité de la solution : C'est la propriété d'injectivité de l'opérateur inverse 1−H  de 

conduction de la chaleur. 

 3) Stabilité de la solution : La résolution est stable si de petites perturbations sur les 

données en engendrent des petites sur la solution obtenue. Au plan Mathématique, on 

peut être confronté à des solutions instables [66] quand l'application de l'opérateur 

1−H  à deux valeurs très proches 1y  et 2y peut donner des solutions très éloignées 1z

et 2z , voir figure 3.1.  
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             a) inversion stable                                                       b) inversion instable    

                                

    

        Dans la plus part des cas, les problèmes inverses ne respectent pas la 3éme 

condition car ils sont liés à des mesures expérimentales.  

        Ciarlet  [67] a illustré l'importance du critère de stabilité par un exemple 

numérique simple : En introduisant une très petite perturbation sur le système linéaire

yHz =  par une très légère modification du second membre (moins de 1% sur 

chacune de ses composantes), on constate qu'une erreur relative peut aller jusqu'à plus 

de 1500% sur certaines composantes dez .   

        L'amplification de l'erreur relative du résultat par rapport à l'erreur relative des 

perturbations introduites est lié au nombre de conditionnement de la matriceH . Ce 

nombre est défini à partir d'un rapport de normes matricielles. 

min

max1.)(
λ
λ

== −HHHcond  

où maxλ désigne la plus grande valeur singulière de la matrice H   et minλ désigne la 

plus petite.  

 Un bon conditionnement est aux alentours de l'unité. 

3.3. Régularisation 

        Lorsque la matrice H est carrée et inversible, une inversion directe, au sens de 

la solution calculée par yHz 1−= , peut être envisagée. Dans tous les autres cas, cette 

inversion directe est inapplicable. La nécessité de définir des solutions bien posées 

utilisables dans des situations générales est à l’origine des développements de 

techniques de la régularisation. 

Figure 3.1 : Stabilité et instabilité de l'inversion. 

H-1 H-1 
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        L'objectif de la théorie de régularisation numérique est de fournir des méthodes 

numériques efficaces qui réduisent les instabilités des solutions des problèmes 

inverses. 

         En général, La  difficulté rencontrée est la grande sensibilité  aux bruits  additifs  

sur les  mesures utilisées.  Cette difficulté  est  classique en inversion de l’équation  de  

la  chaleur. Généralement, elle est due au fait que  le problème d’inversion est mal 

posé. Cela  se traduit par  un mauvais conditionnement  de  la  matrice à inverser [67]. 

         Régulariser un problème mal posé, c'est le remplacer par un autre bien posé de 

sorte que l'erreur commise soit compensée par le gain de stabilité. La régularisation 

consiste à stabiliser le problème en diminuant la sensibilité de la solution aux erreurs 

commises sur les données.  

        Considérons le problème inverse de conduction de chaleur (PICC). Il consiste à 

résoudre le système : 

YHZ =      (3.1)                               

où Y est le vecteur de données représentant les températures mesurées et A matrice de 

sensibilité mal-conditionnée. 

        La plupart des méthodes de résolution du (PICC) cherche des solutions au  sens 

de la  minimisation  d’une  norme  de  l’écart  entreHZ  et Y , c'est-à-dire : 

2
minarg YHZz −=          (3.2) 

et cherchent une solution proche de la solution réelle en utilisant une technique de 

régularisation [68-70]. 

        Nous présentons dans ce chapitre une introduction aux méthodes de 

régularisation les plus courantes : la méthode de Tikhonov et la régularisation 

itérative. 

3.3.1. Régularisation par la méthode de Tikhonov 

        La minimisation du critère 2
)( YHZZJ −=  mène à la solution optimale au sens 

des moindres carrés par la solution du système : 

 YHHZH tt =          (3.3) 

        Comme nous l'avons vu précédemment, les problèmes inverses de la conduction 

thermique sont des problèmes mal posés. Mathématiquement, la cause principale 

provient du nombre de conditionnement élevé de la matrice HH t . Par conséquent, la 
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solution z  est très sensible au bruit de mesure compris dans Y. Pour cela, on construit 

un autre critère à minimiser : 

)( )(
2

ZYHZZJ Ω+−= µ          (3.4)                    

où 0fµ  est un scalaire appelé paramètre de régularisation et )( ZΩ  est une fonction de 

régularisation.  

        La régularisation par la méthode de Tikhonov permet de résoudre un problème 

plus stable pour trouver une solution proche de celle des moindres carrés. Les 

premières applications de cette méthode de régularisation ont été faites par 

l'intermédiaire du terme de pénalisation suivant : 

2
)( ZZ =Ω          (3.5) 

        Ultérieurement, Tikhonov et Arsenin [68] ont utilisé un terme plus général que 

celui ci pour pénaliser le critère 2
)( YHZZJ −= . On se propose alors, pour minimiser 

le critère (3.4), une autre fonction de régularisation )(ZΩ défini par :  

2
)( ZDZ n=Ω          (3.6) 

Où [ ]nD  est une matrice de différenciation d’ordre n donnée par : 

2
2

n
est

n

n

n

n
s

z

s

z
ZD

∂
∂

−
∂
∂=         (3.7) 

estZ  est une estimation initiale. 

On utilise la norme euclidienne de la dérivée première deZ  pour la régularisation 

d'ordre 1 ou  de sa dérivée seconde  pour la régularisation d'ordre 2. 

        Le paramètre de régularisation µ  doit être fixé de manière à ce que la solution 

cherchée soit précise. Il existe plusieurs méthodes dans la littérature pour le déterminer 

[66,71]. Nous pouvons par exemple citer : 

- Méthode fondée par Hansen [71] appelée technique de courbe en L 

- Méthode basée sur le même principe utilisée dans les techniques de régularisation 

itérative pour arrêter les itérations : 2)( σµ cNZJ =  
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3.3.2. Régularisation itérative 

         Le problème inverse de conduction de la chaleur est un problème très sensible 

aux erreurs existantes sur les mesures. Les méthodes de régularisation consistent à 

atténuer l'amplification des erreurs de mesures sur la solution. Les méthodes de 

régularisation itérative sont très répandues en thermique et joue un rôle important dans 

de nombreuses applications. Elles sont hautement performantes si les mesures de 

températures sont connues avec précision.  

       Au vue de la bibliographie, la régularisation itérative proposée et fondée par 

Alifanove et Artuykhin [69,70] semble la plus efficace pour obtenir une solution stable 

du problème inverse traité par  la méthode des gradients conjugués. En effet, la 

méthode des gradients conjugués présente une instabilité à partir d'un seuil de 

convergence. 

        En présence du bruit,  plus le nombre d'itérations augmente, et plus les instabilités 

prennent de l'ampleur. L'objectif de la régularisation itérative est d'arrêter à l'itération 

pn   avant que la méthode ne diverge. La fonction objectif  atteint à cette itération une 

certaine valeur du critère d'arrêt.  

2)( δ=pn
ZJ    (3.8) 

où pn est le paramètre de régularisation de la méthode. 

    ∑∫
=

=
nc

n

t

n

f

dtty
1 0

22 )(δδ    (3.9)   

 )(tynδ est l'estimation de la réponse en température mesurée par le nième capteur en 

fonction du temps. 

3.4. Méthodes de résolution des PICC  

3.4.1. Méthodes de résolution non itératives  

        Diverses méthodes ont été utilisées pour résoudre les différentes familles des 

problèmes d'inversion en conduction  de la chaleur. Parmi les techniques de résolution 

que l'on rencontre dans la littérature, des méthodes de résolution non itératives 

utilisées pour estimer les conditions aux limites (températures, flux surfacique et le 

coefficient d'échange). A titre bibliographique, nous exposons dans ce paragraphe 

quelques unes de ces méthodes. 
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3.4.1.1. Méthode de retour vers la surface 

        Cette méthode a été proposée par Raynaud et Bransier [72]. Elle est limitée dans 

la pratique aux problèmes monodimensionnels. Le domaine étudié est décomposé en 

deux zones : une zone directe comprise entre un point de mesure et la condition aux 

limites connue et une zone inverse inaccessible à la mesure. 

        Pour mettre en œuvre de cette méthode, on doit suivre les étapes suivantes [73] : 

1) Découpage du solide étudié suivant la direction x en 1−N tranches d'épaisseur 

dx∆ dans la zone directe et ix∆ dans la région inverse. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2) Calcul du champ de températures dans la région directe par le problème direct de  

conduction de la chaleur en utilisant le schéma implicite. 

3) Calcul des températures inconnues dans la région inverse à partir des 

températures connues en  discrétisant l'équation de diffusion de la chaleur par un 

schéma explicite. 

4) Par un bilan thermique appliqué à l'instanttn ∆  sur le volume de contrôle qui 

entoure la première demi-maille, on obtient le flux surfacique dans le cas d'une 

paroi plane ou d'une barre adiabatique : 

i

nnnn
in

x

TT

t

TTx
cq

∆
−

+
∆
−∆

=
−

21
1

11

2
λρ        (3.10)                 

3.4.1.2. Méthode de  spécification de Beck 

         La méthode de spécification de Beck est une méthode séquentielle. Elle a été 

largement utilisée pour la solution des problèmes inverse de frontière. Le principe de 

x 
Région directe Région inverse 

dx∆  
ix∆  

Mesure de température Condition limite connue 

Figure 3.2 : Méthode inverse de retour vers la frontière; Régions 

directe et inverse. 
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base de cette méthode pour estimer le flux de chaleur surfacique q est de minimiser la 

fonctionnelle suivante : 

On suppose connus nT et 
nq au temps tnt n ∆=  et on cherche à les calculer aux temps 

suivants.  

∑∑
= =

++
+ −=

Nc

m

r

j
jnmjnm

n txTmeaqtxTqJ
1 1

21 )],();,([][              (3.11) 

où ),( jnm txTmea + et );,( qtxT jnm +  représentent respectivement la température mesurée au 

point m  à l'instant jnt +  et la température calculée par le problème direct à ce même 

endroit; r correspond au nombre de pas de temps futur et cN le nombre de capteurs 

instrumentés. 

         La minimisation de l'équation (3.11) revient à vérifier la condition suivante : 

0)],();,([2][
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où 
1+

+
+

∂
∂

=
n

jn
mjn

m
q

T
Cs est le coefficient de sensibilité à l'instant jnt + au point de mesure m    

[65, 72]. Il est généralement approximé par la relation suivante : 
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          (3.13) 

où ε  est un paramètre de sensibilité (typiquement 0.001). 

         L'approximation de );,( qtxT jnm + par un développement de Taylor permet d'écrire : 

jn
m

n
jnm

n
jnm qCsqtxTqtxT +

+
+

+ ∆+= );,();,( 1           (3.14) 

de (3.12), (3.13) et (3.14) on obtient : 
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       (3.15) 

Le flux nq étant connu, on calcule donc 1+nq par la relation suivante : 
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nnn qqq ∆+=+1        (3.16) 

Par suite, on utilise cette valeur pour calculer le champ de températures dans tout le 

solide. On recommence alors les mêmes calculs pour les pas de temps suivants. 

         Afin de déterminer le coefficient de transfert de chaleur à la frontière, on calcule 

les variations temporelles de la température et du flux surfacique à cette frontière. 

Connaissant ce flux surfacique et la température de l'environnement, on en déduit le 

coefficient de transfert de chaleur.   

         Pour en savoir plus sur les deux méthodes : le retour à la frontière et la technique 

de spécification de fonction, nous renvoyons le lecteur aux travaux de Raynaud [73]. 

Cet auteur a comparé les deux méthodes en étudiant l'influence du pas de temps, 

nombre de pas de temps  future, nombre de Fourier et le bruit la stabilité des deux 

méthodes.    

3.4.1.3. La méthode d'inversion pseudo matricielle 

         La méthode par inversion pseudo matricielle (solution au sens de moindres 

carrées) est beaucoup utilisée en PICC, notamment aux problèmes d'estimation de 

conditions aux limites. Cette méthode a été employée dans les références [74, 75]. 

Dans la première, les auteurs ont estimé la distribution spatiale et temporelle d'un flux 

de chaleur sur une frontière du domaine étudié. Dans la seconde, les variations des 

coefficients d'échange thermique à la périphérie d'un cylindre ont été déterminées.  

        Tout comme  les méthodes inverses, la mise en place de cette technique passe par 

la résolution d'un problème direct. 

        Les différentes techniques utilisées dans la littérature pour modéliser les 

problèmes directs, telles que la méthode des éléments de frontière [74, 75] mènent à la 

résolution d'un système d'équations de la forme suivante :  

QKT =        (3.17) 

        Il est possible de réarranger cette équation afin de grouper les grandeurs 

inconnues dans un vecteur Z et de constituer un système d'équations algébriques : 

meaTHZ =          (3.18) 

        Le vecteurZ représente les températures et les flux de chaleur inconnus [75] qui 

doit correspondre au vecteur des mesuresTmea. 
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        Le système est sous déterminé si le nombre des équations éqN est inférieur au 

nombre des inconnuesincN , carré si incéq NN = et surdéterminé si incéq NN   〉 . Dans la 

pratique, il vaut mieux que le système soit surdéterminé pour que la résolution puisse 

se faire au sens des moindres carrés. 

        Lors de  la présentation du caractère mal posé des PICC, voir paragraphe 3.2, on 

a vu que ces problèmes peuvent avoir une infinité de solutions acceptables au sens des 

moindres carrés, celles-ci satisfont : 

ε  min 〈− meaTHZ        (3.19) 

Les solutionsZ sont appelées quasi-solutions. 

        Pour résoudre le système linéaire surdéterminé (3.18), on minimise la fonction 

objectif :   

2
)( HZTZJ mea −=                   (3.20) 

Cette minimisation permet de retrouver une solution optimale au sens des moindres 

carrés par la résolution du système suivant : 

  mea
tt THHZH =                  (3.21) 

La solution est donc :  

mea
tt THHHZ 1)( −=                   (3.22) 

        La solution du système (3.18) est très sensible aux bruits additifs sur les mesures 

utilisées à cause du mauvais conditionnement de la matrice à inverser. Dans ce cas, on 

fait recours à des méthodes de régularisation. 

        Dans ce paragraphe, nous avons choisi de décrire la régularisation du problème 

d'inversion par pénalisation de Tikhonov.  

        Cette technique consiste à adjoindre un terme régularisant à la forme quadratique 

(Eq. 3.20) pour atténuer les instabilités qui peuvent se produire dans les solutions. 

Alors, le nouveau critère à minimiser devient :   

22
)( DZHZTZJ mea µ+−=        (3.23) 

        Le développement de cette expression nous amène à minimiser la fonctionnelle 

suivante : 
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DZDZHZTHZTZJ tt
mea

t
mea  )()()( µµ +−−=       (3.24) 

On peut obtenir le minimum de )(ZJµ par l'annulation de son gradient par rapport à .Z  

mea
ttt THZDDHH =+ µµ ) (        (3.25) 

3.4.2. Méthodes de descentes  

         Les méthodes de descentes sont des méthodes itératives. Elles s'adaptent au 

traitement des divers et variés problèmes inverses de conduction de chaleur : linéaires, 

non linéaires, stationnaires, transitoires, estimation des conditions aux limites, 

identification des paramètres de matériau, etc. 

        Les thermiciens utilisent beaucoup ces méthodes car elles leurs permettent de 

résoudre plusieurs problèmes de problèmes inverses de conduction de chaleur avec un 

seul  algorithme universel. 

         Comme toutes les méthodes inverses, les méthodes de descentes recherchent la 

solution du problème inverse par la minimisation de la fonctionnelle suivante : 

( ) dtYZTZJ
f c

t N

m
m∫∑

=

−=
0 1

2])([                      (3.26) 

où )(tYm représentent les températures mesurées dans cN positions.  

         L'algorithme de ces méthodes consiste, à partir d'une estimation )0(Z à déterminer 

les vecteurs successifs1Z , 2Z ,….jusqu'à retrouver la solution )(kZ tel que )(ZJ soit 

minimale. Le procédé itératif pour estimer le vecteur Z est donné par : 

0Z donné,     kkkk dZZ β−=+1        (3.27) 

où : Rk  ∈β  la profondeur de descente, nk Rd  ∈  la direction de descente. 

         La profondeur de descente permet de minimiser le critère )(ZJ le long de la 

direction kd , elle est définie par : 

2
 (minarg kkk dZJ ββ −=           (3.28) 

         Quant à la direction de descente, les techniques à direction de descente 

différencient par son choix. Nous évoquons dans cette thèse les grands principes de 
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quelques unes et nous décrirons plus en détail  la méthode du gradient conjugué que 

nous avons  utilisée dans cette thèse.  

3.4.2.1. Méthode d'ordre zéro 

         Les méthodes d'ordre zéro font partie des méthodes itératives qui n'utilisent que 

les valeurs successives du critère à minimiser)(zJ . Elles n'ont pas besoin à calculer le 

gradient de ce critère. Ces méthodes sont utiles lorsque )(zJ  est non différentiables. 

3.4.2.2. Méthode de plus forte pente   

         La méthode de plus forte pente est la plus simple des méthodes de descente à 

mettre en œuvre. Elle a été utilisée à plusieurs reprises par  Huang [33, 34] pour 

résoudre les problèmes inverses de conduction de la chaleur. L'idée de base de la 

méthode est de diminuer plus rapidement la fonction objectif. Dans ce cas, on choisit 

pour la direction de descente l'opposé de )(' zJ z ;   )(' zJd z
k −=       (3.29)   

        On peut démontrer que 0, 1 =+kk dd , ce qui prouve que les directions de 

descentes successives 1, +kk dd  sont orthogonales. 

3.4.2.3. Méthode du gradient conjugué  

         La méthode du gradient conjugué remonte aux années cinquante. Elle a été 

inventé par Hestens et Stifel pour minimiser le critère quadratique (3.20), avec Aest 

symétrique définie positive. Par la suite, l'algorithme du gradient conjugué a été étendu 

à des problèmes non linéaires (critères non quadratiques) donnant à des nouvelles 

versions. 

         Le principe de cette méthode est de déterminer itérativement des directions de 

descentes kddd ,....., 00 . L'ensemble de ces vecteurs non nuls denR est conjugué par 

rapport à la matrice HH t  :  

0=j
tt

i HdHd  pour tout ji ≠   

         La résolution qui permet de déterminer les directions de descente est la suivante : 

)( 0'0 zJd z= et  1' )( −+== kkk
z

k dzJd γ        (3.30)   

         Les différentes versions de l'algorithme de gradient conjugué se distinguent par 

les formules qui donnent le coefficient conjugué :  
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          Fletcher et Reeves: 0 0 =γ  et 21'
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γ    pour 0,1,..... =k                 (3.31) 

         Polak et Ribière 0 0 =γ et
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(3.32)  

où .,. traduit le produit scalaire et la norme euclidienne.  

         Pour trouver les expressions qui donnent .kβ et le gradient de la fonctionnelle  

)(' zJ  on résout les problèmes de sensibilité et d'adjoint suivants : 

3.4.3.4. Méthodes du deuxième ordre 

         La deuxième stratégie de choix de la direction de descente d utilisent en plus des 

précédentes les dérivées secondes de la fonctionnelle J : 

)())(( 12 ZJZJd ∇∇−= −        (3.33) 

où )(2 ZJ∇ est la matrice Hessienne qui est symétrique définie positive dans le 

voisinage de estimé Z . 

         Parmi les algorithmes classiques de ces méthodes on donne ici celui de Newoton 

[76] : 

 ( )[ ] )( Z )(1)(2)()(1)(k kkkk ZJZJZ ∇∇−=
−+ ω  pour 0,1,..... =k       (3.34) 

où )(kω  représente le coefficient de relaxation. 

         Les algorithmes de Newton sont plus rapides que ceux de gradient mais ils sont 

plus coûteux.   

3.5. Formulation des problèmes inverses 

         Les problèmes inverses visent l'évaluation des coefficients de transfert de chaleur  

inconnus dans les modèles présentés dans la section (1.2.2). Pour résoudre ces 

problèmes inverses, on associe à ces modèles des informations additionnelles qui sont 

connues sous formes de mesures thermiques ),,( tyxTmea mm  localisées aux points

),,( tyx mm .  
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        En pratique, des incertitudes peuvent exister sur les données accessibles par 

l'expérimentateur, ce qui conduit à des systèmes algébriques mal conditionnés. La 

démarche générale de résolution du problème inverse va donc consister à trouver une 

quasi-solution stable. Elle est fréquemment basée sur des méthodes d'optimisations qui 

consiste à réduire au minimum un critère d'écart entre les températures ),,( tyxT mm

par le modèle direct et celles mesurées ),,( tyxTmea mm . 

        Pour la formulation des PICC c'est souvent la norme euclidienne 2L qui est 

utilisée. La fonction à minimiser appelée "fonction objectif", qui dépend du coefficient 

d'échange thermique ),,( tyxh , s'écrit sous la forme suivante :  

[ ] Ω−−−= ∫ ∫∑
=

ddtyyxxhtyxYhtyxThJ m

t N

m
mmmmm

f c

  )()(),,,(),,,()(
0 1

2 δδ  (3.35) 

où (.)δ est la fonction de Dirac. 

3.5.1. Problèmes inverses bidimensionnels 

        Dans cette partie on propose d'appliquer la méthode de gradient conjugué pour 

estimer le coefficient d'échange de chaleur ),,( tyxh sur les frontières des sections 

droites des tubes circulaires, elliptiques et carrés (les géométries les plus employées 

dans les échangeurs tubulaires), voir figure (3.3 ). 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  
         L'équation gouvernant les problèmes directs bidimensionnels est donnée par (Eq. 

1.25) et  les conditions aux limites du problème à étudier sont :   

y
 

x 

y
 

 

x 

x 

y 

Figure 3.3 : Géométries des sections droites des trois tubes étudiés: 

circulaire, carrée et elliptique.  
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0=T  dans Ω  à  0=t  (3.39) 

3.5.1.1. Problème de sensibilité 

        La résolution du problème de sensibilité est d'une grande nécessité pour le calcul 

de la profondeur de descentekβ . Les équations du problème de sensibilité peuvent 

être  déduites en faisant la soustraction des deux systèmes d'équations du problème 

direct que vérifient d'une part TtyxT δ+),,( et d'autre part ),,( tyxT . Dans ce 

paragraphe, nous construisons le problème de sensibilité dans le cas où ),,( tyxz

représente le coefficient d'échange thermique ),,( tyxh inconnu dépendant de l'espace 

et du temps sur une frontière 3Γ (figure 2.1).  

        La solution Tδ  des équations correspondant à ),,( tyxhδ  vérifie le système 

suivant : 
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yx δδλδλ ,   sur 3Γ                                             (3.43) 

0=Tδ  dans Ω  à 0=t         (3.44) 

- Cas linéaire: 

         Si le problème est linéaire, nous pouvons écrire ces équations comme suit : 

0)(
)(

=∆−
∂
∂

T
t

Tc δλδρ
,     dansΩ ;  0  〉t    (3.45)  
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T δδ
,     sur 2Γ  (3.47) 
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∂
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T
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T
yx δ

λ
δδ

,   sur 3Γ  (3.48) 

δT=0 dans Ω  à 0=t                     (3.49) 

- Cas non linéaire: 

        Pour écrire les équations (3.40)-(3.44) sous la même forme que celle du problème 

direct, on doit introduire ce changement de variables : 

TX λδ=                      (3.50) 

avec ceci ces  équations deviennent : 

0)()(
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=Χ+∆Χ−
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0
 =

∂
Χ∂+

∂
Χ∂

yx n
y

n
x

,     sur 2Γ  (3.53) 
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∂
∂
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∂
Χ∂+

∂
Χ∂ δ

λ
 sur 3Γ  (3.54) 

0=Χ  dansΩ  à  0=t   (3.55) 

        On peut écrire à l'itération n+1 la fonctionnelle J sous cette forme : 

∑
=

+ −−=
Nc

m
m

nnn
m

n YdhThJ
1

2)()()()1( ])([][ β   (3.56) 

        En choisissant dhd = et grâce à la linéarisation de 0)( =− kkk dhT β   par le  

développement de Taylor, il vient : 

∑
=

+ −−=
Nc

m
m

k
m

kk
m

k YdThThJ
1

21 )])()([][ δβ        (3.57) 

        La minimisation de la fonctionnelle (3.57) entraîne 0
)( =−

k

kkk

d

dhdJ

β
β

, donc 

l'expression de la profondeur de descente devient : 
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β        (3.58) 

avec, )( k
m dTδ désigne la perturbation de la température suite à une perturbation kd du 

coefficient d'échange thermique. 

3.5.1.2. Problème adjoint 

        Le problème adjoint consiste à minimiser par la méthode des multiplicateurs de 

Lagrange la fonctionnelle sous les contraintes de type égalité du problème direct. Cette 

méthode consiste de rendre stationnaire une nouvelle fonctionnelle appelée fonction de   

Lagrange [55]. Le Lagrangien associé avec le problème à optimiser (3.35) sous les 

contraintes  (1.25) est défini par : 

Ω






 ∇∇−
∂

∂+= ∫ ∫
Ω

ddtTT
t

TTc
hTJhTL

ft

0

).(.
)( 

),(],,[ λρψψ   (3.59) 

où,  ),,( tyxψ  est le multiplicateur de Lagrange. Dans cette présentation, on suppose 

queL etT   satisfont les contraintes (3.36-3.39). 

Lorsque )(hT  est solution de l'équation (1.25), la variation ��  qui résulte des 

perturbations de � et  T par �� et ��  respectivement peut s'écrire : 

[ ] +Ω−== ∫ ∫∑
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mmm dtdtyxTYhtyxTtyxhJL

0 1
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                                               ∫ ∫ Ω∆−
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dtdTT
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TTc
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))( (

( ψδλδρ
  (3.60) 

où, les fonctions de Dirac δxm et δym sont données par : 

)( mxm xx −= δδ et )( mym yy −= δδ    (3.61) 

        Le choix de la fonction de multiplicateur de Lagrange est fait d'une manière à 

satisfaire l'équation adjointe suivante : 
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0=
∂
∂

T
T

J δ   (3.62) 

        Après intégration par parties du deuxième terme du membre gauche de l'équation 

(3.60), voir annexe, et en tenant compte des conditions aux limites du problème de 

sensibilité (Eqs. 3.41-3.44), nous appelons l'équation (3.62) pour obtenir les équations 

du problème adjoint suivantes : 

- Cas non linéaire 

[ ] ymxm
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YhtyxTT
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Tc δδψλψρ ∑
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−=∆+
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 (3.64) 
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,   sur 3Γ  (3.66) 

 

0=ψ , dans Ω  à ftt =                              (3.67)  

- Cas linéaire 
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0=
∂
∂+

∂
∂

yn
yxn
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ψψ
, sur 2Γ                  (3.70) 

0=
∂
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∂
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yx n
y

n
x

ψψ , sur 3Γ  (3.71) 

0=ψ , dans Ω  à t= t f (3.72)  

        On peut résoudre ce problème adjoint par la même méthode utilisée dans le 

problème direct. Cependant, il est de noter que pour résoudre les équations du 

problème adjoint avec la condition finale t= t f on doit faire un changement de variable 

.ftt −=τ Ainsi, avec cette transformation, le problème adjoint devient un problème 

initial.    



Chapitre 3 : Traitement inverse pour estimer le coefficient de transfert de chaleur 

80 
 

        La connaissance de  ψ  et T  nous permet d'écrire la différentielle de la 

fonctionnelle J sous cette forme : 

∫ ∫ Γ−−= ΓΓ
Γ

ΓΓΓΓΓΓ

ft

f dtdtyxhtyxTtyxTtyxhJ
0

),,(),,()),,(()),,((

3

δψδ  (3.73) 

où ΓΓ yx , sont les coordonnées des points situés sur le contour 3Γ . 

or, par définition nous avons: 

∫ ∫ Γ=
Γ

ΓΓ

ft

dtdtyxhtyxhJtyxhJ
0

),,()),,((')),,((

3

δδ  (3.74) 

on peut déduire l'expression du gradient : 

∫ ∫ Γ−−= ΓΓ
Γ

ΓΓΓΓΓΓ

ft

f dtdtyxhtyxTtyxTtyxhJ
0

' ),,(),,()),,(()),,((

3

ψ                         (3.75) 

3.5.2. Problème inverse pour les configurations axisymétriques 

        Dans la présente partie de la thèse nous nous intéressons à la simulation inverse 

de la conduction de chaleur dans des conduites verticales (lisses ou avec des ailettes 

circulaires). Nous estimons le coefficient d'échange de chaleur sur leurs parois 

extérieures et/ou sur les surfaces des ailettes. 

        Les deux configurations géométriques que nous étudions sont présentées sur la 

figure (3.4). 

        La première configuration est un tube cylindrique vertical lisse de longueur l et 

de  rayons intérieur et extérieur sont respectivement, Ri et Re.   Cette configuration 

peut représenter dans la pratique la conduite du condenseur d'un réfrigérateur ou du 

tube d'un radiateur de chauffage. La deuxième configuration est un tube cylindrique 

mené d'ailettes circulaires de rayons extérieures R1 et d'épaisseurs e   

        Dans les deux cas, les deux tubes sont  parcourus par des fluides chauds de 

températures Ti (par exemple, un fluide frigorigène dans le condenseur) et dont les 

parois extérieures et les surfaces des ailettes sont exposées à des fluides froids (air 

ambiant) de température Tf. 
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        L'analyse inverse du transfert de chaleur dans les domaines de calcul Ω1 et Ω2 est 

transitoire et axisymétrique. L'objectif est de déterminer le coefficient d'échange de 

chaleur sur les surfaces extérieures  en connaissant quelques valeurs de températures 

mesurées dans Ω1 ou Ω2.    

        Pour étudier ces problèmes axisymétriques, on procède de la même façon du cas 

d'estimation du coefficient d'échange de chaleur aux frontières dans les problèmes 

bidimensionnel, le changement résidera dans les formes des équations des problèmes 

de sensibilité et d'adjoint. 

        Les équations gouvernantes le problème axisymétrique direct ont été données 

dans le paragraphe (2.2.2). 

3.5.2.1. Problème de sensibilité 
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∂
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T
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T δδ , sur 2Γ                                                                                     (3.78)  

δT=0 dans Ω  à 0=t     (3.73)

        Les valeurs de δT trouvées en résolvant ces systèmes d'équations nous permettent 

de calculer le pas de descente de l'itération n vers n+1. 

Γ5 

Figure 3.4 : Géométries axisymétriques (tubes lisse et à ailette). 

Γ1 
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Ri
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Ω2 

Γ3 Γ1 Ω1 
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Ri

Γ3 
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3.5.2.2.  Problème adjoint 

        Les équations du problème adjoint dans le cas linéaire sont déduites des équations 

de celui des problèmes bidimensionnels développées    précédemment, voir paragraphe 

3.5.1.2. 
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                                                                                               t> 0; dans Ω      (3.80) 
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n
x zr , sur 1Γ   (3.81) 

0=+
∂
∂+

∂
∂ ψ

λ
ψψ h

n
y

n
x zr , sur 2Γ   (3.82) 

0=ψ  dans Ω  à ftt =   (3.83) 

Le gradient 'J est calculé à l'aide de l'expression : 

),,()),,(()),,((' tzrTtzrTtzrhJ f ΓΓΓΓΓΓ −−= ψ       (3.84) 

        La résolution des systèmes d'équations (3.76) - (3.78) ou (3.80) – (3.83) nécessite 

la connaissance des conditions aux limites 4Γ et 5Γ .  

3.5.3. Identification du coefficient d'échange sur les surfaces des ailettes                            

circulaires 

        La deuxième direction de recherche dans les problèmes inverses d'identification 

en thermique est destinée à l'estimation de sources de chaleur et de coefficient de 

transfert thermique.  

        Dans cette étude, l'estimation de ),,( tyxh  sur les surfaces des ailettes circulaires 

dans des faisceaux de tubes ailettés  en tenant compte de sa variation spatio-
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temporelles à partir de mesures de températures à l'intérieur du domaine Ω constitue 

l'originalité de cette thèse. 

      Dans le paragraphe 2.2.1.1, on a présenté l'équation du problème direct (Eq. 2.4)  

régissant la température en un point de l'ailette circulaire en régime transitoire. A partir 

des conditions aux limites (Eqs. 2.5-2.7) et initiale (Eq. 2.8), on détermine le champ de 

température à l'intérieur de l'ailette. 

        Dans ce paragraphe nous allons nous intéresser à la résolution du problème 

inverse d'estimation du coefficient ),,( tyxh  dans Ω  en minimisant l'écart quadratique 

entre températures mesurées et températures calculées aux positions de capteurs.  

dttYhtyxtyxhJ
Nc

m

t

mmm

f

∑∫
=

−=
1 0

2)]();,,([)],,([ θ    (3.85)   

        L'algorithme du gradient conjugué choisi dans cette étude nécessite d'introduire la 

résolution d'un problème de sensibilité et d'un problème adjoint. Pour obtenir les 

équations du problème de sensibilité et du problème adjoint, on procède de la même 

manière que pour les deux problèmes étudiés dans les paragraphes (3.5.1) et (3.5.2). 

3.5.3.1. Problème de sensibilité 

- Cas linéaire 
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0=δθ  dans  Ω ; 0=t   (3.89)   

- Cas non linéaire 

        En utilisant le changement de variable λδθ=Χ , nous pouvons écrire les 

équations du problème de sensibilité dans le cas non linéaire. 
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0=Χ   sur  1Γ  et sur 3Γ ; 0ft                 (3.91)  
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   sur  2Γ ; 0ft                            (3.92) 

0=Χ dans Ω ; 0=t                (3.93) 

3.5.3.2. Problème adjoint 

- Cas linéaire 
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0=ψ , sur 1Γ  et sur 3Γ                (3.95) 
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0=ψ  dans Ω ; ftt =   (3.97) 

- Cas non linéaire 
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0=ψ , sur 1Γ  et sur 3Γ   (3.99) 
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ψψ
, sur 2Γ   (3.100) 

0=ψ  dans Ω ; ftt =    (3.101) 

 3.6. Algorithme général de résolution des problèmes inverses par la méthode de 

 gradient conjugué  

        L'algorithme général du programme développé dans cette thèse est basé sur la 

formulation de Fletcher-Reeves. Nous décrivons ses principales étapes de calcul. 

1 - Initialiser ),,()0( tyxh . 

2 - Résoudre le problème direct par la méthode des éléments finis pour calculer le 

champ de température ),( yxT  dansΩ  . 

3 - Calculer la fonction cout )(hJ .  
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4 - Résoudre le problème adjoint, pour calculer les multiplicateurs de Lagrange

),,( tyxψ . 

5 - Calculer le coefficient conjugué 
kγ Eq. (3.31), la direction de descente kd  et 

kk dh =δ .  

6 – Résoudre le problème se sensitivité pour calculer Tδ .  

7 - Calculer  la profondeur de descentekβ . 

8 - Examiner le critère d'arrêt Eq (3.8). 

9 - Calculer le nouveau estimé ),,(1 tyxhk+ par l'équation (3.27). 

10 - Considérer ),,(1 tyxhk+ comme une nouvelle estimation et retourner à l'étape 2.   
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         Dans le chapitre 2, nous avons traité trois problèmes directs de la conduction de 

chaleur : problèmes bidimensionnels, problèmes axisymétriques et la conduction de 

chaleur dans des ailettes circulaires. Nous avons ensuite, présenté d'une manière 

générale dans le chapitre 3 quelques méthodes de résolution des problèmes inverses et 

nous avons détaillé la méthode du gradient conjugué que nous avons employé dans 

notre analyse inverse pour estimer les coefficients d'échange de chaleur. 

         Pour calculer les fonctions objectifs, dans la majorité des problèmes traités dans 

cette thèse,  nous simulons les températures mesurées avec des problèmes directs basés 

sur la méthode des éléments finis. Mais dans le cas de l'estimation d'un coefficient de 

transfert de chaleur sur les ailettes circulaires, nous  utilisons les mesures de 

température qui ont été effectuées expérimentalement par la technique infrarouge [3]. 

         Dans ce chapitre, en analysant l'influence des erreurs de mesures, du maillage et 

du nombre et des positions des capteurs sur la solution, nous allons présenter les 

résultats de l'estimation du coefficient de chaleur sur les tubes lisses et sur les ailettes 

circulaires. 

Chapitre 4 

Résultats et discussion 
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4.1. Estimation du coefficient de transfert de chaleur sur les parois des tubes lisses 

Dans ce problème, nous estimerons le coefficient d'échange de chaleur sur les 

parois intérieures et extérieures des tubes lisses. Les fonctions à estimer sont 

supposées dépendantes du temps et de l'espace. Les températures mesurées sont 

simulées numériquement à l'intérieur du domaine de calcul. 

Les résultats de ce travail concernent plusieurs applications en faisant varier : 

- La géométrie des sections droites des tubes (circulaire, elliptique, carrée). 

- Les conditions aux limites. 

- La taille du maillage. 

- Les positions et le nombre des capteurs. 

- Les erreurs prisent sur les mesures de températures. 

4.1.1. Effet  du maillage, des positions et du nombre de capteurs et du bruit de 

mesure sur la solution  

        Dans cette application nous présentons les résultats numériques du coefficient de 

transfert de chaleur sur la paroi extérieure d'une conduite circulaire dont la paroi 

intérieure est maintenue à un flux de chaleur constant 2  W/m500=q . Les paramètres 

géométriques et physiques sont illustrés sur la figure 4.7(a).  

        Avant d'aborder l'analyse des effets des paramètres cités précédemment sur la 

solution, nous présentons les résultats de l'estimation du coefficient de transfert de 

chaleur qui varie dans l’espace et dans le temps sur la paroi extérieure du tube.  

        La relation qui donne la solution exacte est la suivante : 

)sin(.),( ϕϕ tth =    (4.1) 

        La figure 4.1 représente les résultats pour trois valeurs de temps : t=100 s, t=150 s 

et t=225s. On peut remarquer sur celle-ci un très bon accord entre les solutions exactes 

et estimées pour les trois instants. 

4.1.1.1. Effet du maillage 

        Le choix du maillage peut avoir une influence sur la solution, c'est pour cette 

raison qu'on a testé notre algorithme sur quatre maillages (Nnd=78, Nnd=91, Nnd=104 

et Nnd=117). 
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Sur la figure 4.2 qui présente l'effet des quatre ma

coefficient estimé est de type échelon, nous 

solution numérique et le maillage à partir de la taille de maillage (Nnd=117). Par 

conséquent, nous avons retenu ce maillage pour la suite de ce travail. 

 

 

Figure 4.1 : Estimation du coefficient d'échange thermique dépendant 
du temps et de l'espace sur la paroi 
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qui présente l'effet des quatre maillages choisis  sur la solution.

imé est de type échelon, nous pouvons constater l'indépendance entre la 

e maillage à partir de la taille de maillage (Nnd=117). Par 

conséquent, nous avons retenu ce maillage pour la suite de ce travail.  

Estimation du coefficient d'échange thermique dépendant 
du temps et de l'espace sur la paroi extérieure d'un tube circulaire.

illages choisis  sur la solution. Le 

pouvons constater l'indépendance entre la 

e maillage à partir de la taille de maillage (Nnd=117). Par 

 

 Estimation du coefficient d'échange thermique dépendant 
extérieure d'un tube circulaire.  
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4.1.1.2. Effet du nombre de capteurs 

        Le choix du nombre de capteurs peut influencer sur les résultats de l'estimation. 

En effet, une étude préalable de ce paramètre doit être menée. Pour trois valeurs du 

nombre de capteurs 4, 7 et 15, voir figure 4.3, nous présentons pour un coefficient 

d'échange de chaleur de type échelon une comparaison entre les résultats exacts et 

estimés. 

        La forme générale du coefficient d'échange de chaleur à estimer est représentée 

par l'expression suivante:  


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°∈
°∈

°∈
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   ]180 [120,;)/( 150   

]120 [60,   );/( 200  
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ϕ
ϕ
ϕ

ϕ
KmW

KmW

KmW

h  

         Les résultats (figure 4.3) montrent un très bon accord pour un nombre de capteurs 

Nc=15 et que la résolution est d'autant mauvaise que le nombre de capteurs est petit.  
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Figure 4.2 : Influence du maillage sur l'estimation du coefficient d'échange de chaleur. 
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4.1.1.3. Effet des positions des capteurs 

        Parmi les difficultés qu'on rencontre pour résoudre les problèmes inverses de 

conduction de chaleur, le choix des positions des capteurs. Pour analyser l'influence de 

ce paramètre sur la solution, les températures mesurées ont été simulées 

numériquement à l'intérieur du système en résolvant le problème direct. 

        Pour la présentation des résultats nous avons retenu trois positions : 15 capteurs 

ont été placés pour chaque test sur la demi circonférence de rayon  r =14.7 mm,           

r =12 mm et    r = 10.7 mm. 

        La figure 4.4 illustre l'influence de ce paramètre sur le résultat de l'estimation. On 

constate que les capteurs placés près de la condition aux limites à estimer apportent 

des bons résultats. 
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Figure 4.3 : Coefficient d'échange de chaleur exact et estimés pour différents nombre de 
capteurs. 
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4.1.1.4. Effet des erreurs de mesure 

        Le caractère imparfait des valeurs expérimentales des températures rend la 

résolution des PICC instable (petites perturbations sur les données en engendrent des 

grandes perturbations sur la solution simulée), d'où l'intérêt d'avoir recours aux 

techniques de régularisation. Afin d'étudier ce phénomène et de tester l'algorithme 

d'inversion développé dans cette thèse pour des mesures réelles, nous avons bruité les 

températures ),,( tyxT  avec un bruit blanc en ajoutant aux mesures exactes un bruit 

gaussien à moyenne nulle. 

        Dans un premier temps, nous estimons le coefficient d'échange de chaleur pour 

des mesures simulées exactes 0.0=σ . Pour chercher la solution, la méthode itérative 

du gradient conjugué nécessite de satisfaire un critère pour arrêter la procédure 

itérative. Dans le cas où les mesures ne contiennent pas d'erreurs, la procédure 

itérative s'arrête quand le critère suivant est respecté : 

ε≤)( nhJ          (4.2)   
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Figure 4.4 : Estimation du coefficient d'échange de chaleur exact et estimés pour 
différentes positions des capteurs. 
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où ε  est un petit nombre (généralement de l'ordre de 10-5). 

        Dans un second temps, nous estimons le coefficient d'échange de chaleur pour 

des mesures bruitées. Les températures bruitées peuvent alors s'exprimer comme suit: 

ωσ+= exacte ,mm TT          (4.3) 

où exacte ,mT est la solution du problème direct qui correspond à la valeur exacte du 

coefficient de transfert de chaleur; σ représente l'écart type des erreurs de mesure est 

supposé constant pour toutes les températures et ω symbolise la variable aléatoire 

générée par la fonction implicite (rand) du Fortran, tell que : 576.2576.2 ≤≤− ω  

pour une probabilité de 99% environ. 

        En suivant les expériences des auteurs Alifanov, Artyukhin et Ozisik [69, 70], on 

utilise le principe d'arrêt régularisant appelé aussi critère de discrépance pour arrêter 

les itérations : 

Soit mσ  l'estimation au point ( mm yx , ) de la déviation standard temporelle entre la 

valeur 
mmeaT  mesurée et la valeur exacte mT  : 

mmeam TT −=σ    (4.4)                                 

En remplaçant l'équation (4.4) dans l'équation (3.35), on obtient l'expression de l'erreur 

totale sur l'ensemble des mesures :  

dtdyyxxJ mm

t N

m
ms

f C

Ω−−= ∫∑
=

)()(
0 1

2 δδσ    (4.5) 

Si mσ est le même pour toutes les mesures, on peut alors écrire : 

2σtcs NNJ =          (4.6) 

où cN est le nombre de capteurs tN  le nombre de. 

        Le principe de la régularisation itérative, consiste à trouver l'itération pour 

laquelle l'erreur )(hJ entre les températures mesurées et recalculées avec le coefficient 

d'échange de chaleur estimé est inférieure à l'erreur sJ .  

        Sur la figure 4.5, on montre l'estimation de h pour trois valeurs de bruit de mesure 

 C0.5  ,C3.0 °°=σ et C 65.0 °=σ ; où le nombre de capteurs 11=cN  utilisés pour 
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l'estimation est positionnés sur la demi circonférence de rayon  r =14.7 mm. On 

constate un bon accord pour les faibles valeurs  de bruit de mesure et que l'erreur 

augmente au fur et à mesure que le bruit de mesure augmente. 

 

 

        

 

     Pour ces mêmes valeurs deσ , nous présentons, voir figure (4.6), l'évolution du  

critère )(hJ en fonction du nombre d'itérations. Les courbes montrent que le critère tend 

vers une valeur asymptotique sJ  après une décroissance rapide. La meilleure solution 

est obtenue lorsqu'on s'approche du point optimum. Au de là de ce point, les instabilités 

prennent de l'ampleur. Il faut noter que la régularisation itérative consiste à trouver 

l'itération pn pour laquelle la solution est plus stable. 

         On peut aussi constater sur l'ensemble des courbes de la figure 4.6 que les bruits 

influencent sur le nombre d'itérations : 

- Pour le cas où C°= 3.0σ , 23 itérations ont été suffisantes pour trouver la meilleure 

solution.  

- Pour le cas où C°= 5.0σ , 18 itérations ont été suffisantes pour trouver la meilleure 

solution.  

Figure 4.5 : Influence des erreurs sur l'estimation du coefficient de transfert 
de chaleur sur la paroi extérieure d'un tube circulaire. 
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- Pour le cas où C°= 65.0σ , 15 itérations ont été suffisantes pour trouver la 

meilleure solution.  

 

 

  

 

        Nous pouvons trouver sur cette figure que les valeurs asymptotiques qui 

correspondent aux données bruitées C°= 3.0σ , C°= 5.0σ et C°= 65.0σ , sont 

respectivement, 1.55=sJ  4. 148=sJ et 5.256=sJ  la relation (4.6) donne 

respectivement, 5.49  théorique=sJ , 5.137  théorique=sJ  et   375.232  théorique=sJ . 

 4.1.1.5. Effet de la configuration géométrique des tubes 

         Pour mieux apprécier les performances du code développé dans cette thèse et 

pour étudier l'influence de la configuration géométrique des tubes sur les résultats 

estimés, nous avons estimé le coefficient d'échange de chaleur sur les parois 

extérieures des trois tubes : tube circulaire, tube carré et tube elliptique. 

 

 
 
 

Figure 4.6 : Evolution du critère résiduel au cours des itérations   
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         Les configurations géométriques des trois tubes avec les conditions aux limites 

sont données sur la figure 4.7. Pour faire les calculs numériques nous avons choisi les 

valeurs fixes suivantes :  

- Les tubes sont parcourus par des fluides chauds : )/( 25 2
int mWh = et )/( 50 2

int mWT f = . 

- conductivité thermique: ) /(35.0 KmW=λ  

- chaleur volumique : K) /(10  3.2 36 mJc =ρ  

- température initiale : CT °= 200  

- température du milieu ambiant : CT f
°= 20  

        Pour ces valeurs choisies nous avons étudié des simulations avec un type de 

coefficient d'échange de chaleur triangulaire : 

O 

 

Γ1 

Γ2  

 

. . 
 

 

Γ1  

 

Γ2 

 
Γ2  

 

. 

Γ3 

 

Dimensions: 
OA=OB=OC=16 mm 
Ri=8 mm 
Re=16 mm 
OA1=18 mm 
OA2=10 mm 
OB1=14 mm 
OB2=6 mm 
Conditions aux limites: 
-Un flux imposé sur Γ1 

-Un flux nul sur Γ2 
-Transfert de chaleur par 
convection sur Γ3 , AB et 
AC.  
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Figure 4.7 : Configurations géométriques et physiques des trois 
sections droites  des tubes : circulaire, elliptique et carrée.  
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        Nous représentons sur les figures 4.8, 4.9 et 4.10 les isothermes calculé

temps  t= 240 s à l'aide du 

uniformément distribuées sur les demi

        Pour distinguer les coefficients d'échange thermique estimés sur chaque paroi des 

trois tubes sur les figures 

Car ( tube carré), Cir (tube circulaire) et Ell

laquelle on a estimé ),( th ϕ

        Sur ces figures, nous montrons une comparaison de l'estimation des coefficients 

d'échange de chaleur sur les parois

 

       

 

    

   

- Les résultats sont quasi semblables pour les tubes 

- Ces résultats sont en bon accord avec la solution exacte.

- Une estimation défavorable du coefficient d'échange de chaleur sur les coins 

carré. 

- Les bons résultats sont obtenus à l'itération 58 pour les cas des tubes 

circulaire tandis que les bons résultats sont obtenus à l'itération 79 pour le cas du tube 

carré.           

Figure 4.8 :
la section droite du tube circulaire au temps t=240 s.
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Nous représentons sur les figures 4.8, 4.9 et 4.10 les isothermes calculé

à l'aide du modèle direct. Les mesures simulées numériquement sont 

distribuées sur les demi-circonférences de rayon 13.8 mm

Pour distinguer les coefficients d'échange thermique estimés sur chaque paroi des 

trois tubes sur les figures 4.11, 4.12 et 4.13, on a utilisé la nomenclature suivante : 

), Cir (tube circulaire) et Ell (tube elliptique) suivies de l'itération à 

) .  

, nous montrons une comparaison de l'estimation des coefficients 

d'échange de chaleur sur les parois extérieures des trois tubes. On remarque que :

es résultats sont quasi semblables pour les tubes elliptique et circulaire.

es résultats sont en bon accord avec la solution exacte. 

ne estimation défavorable du coefficient d'échange de chaleur sur les coins 

es bons résultats sont obtenus à l'itération 58 pour les cas des tubes 

circulaire tandis que les bons résultats sont obtenus à l'itération 79 pour le cas du tube 

Figure 4.8 : Les isothermes obtenues par DIRECT dans 
la section droite du tube circulaire au temps t=240 s. 

Nous représentons sur les figures 4.8, 4.9 et 4.10 les isothermes calculées au 

modèle direct. Les mesures simulées numériquement sont 

n 13.8 mm. 

Pour distinguer les coefficients d'échange thermique estimés sur chaque paroi des 

on a utilisé la nomenclature suivante :     

) suivies de l'itération à 

, nous montrons une comparaison de l'estimation des coefficients 

des trois tubes. On remarque que : 

 

et circulaire. 

ne estimation défavorable du coefficient d'échange de chaleur sur les coins du tube 

es bons résultats sont obtenus à l'itération 58 pour les cas des tubes elliptique et 

circulaire tandis que les bons résultats sont obtenus à l'itération 79 pour le cas du tube 
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Figure 4.9 
dans la section droite du tube elliptique à t= 240 s. 

 

Figure 4.10 
dans la section droite du tube carré à t= 240s.
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 : Les isothermes obtenues par DIRECT 
dans la section droite du tube elliptique à t= 240 s.  

Figure 4.10 : Les isothermes obtenues par DIRECT 
dans la section droite du tube carré à t= 240s. 
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Figure 4.11 : Coefficient d'échange de chaleur exact et estimés sur les parois 
extérieures des trois tubes : circulaire, elliptique et carré, à l'itération n=58. 
 

Figure 4.12 : Coefficient d'échange de chaleur exact et estimés sur les parois 
extérieures des trois tubes : circulaire, elliptique et carré, à l'itération n=58. 
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4.2. Estimation du coefficient de transfert de chaleur sur les ailettes circulaires 

        Dans cette partie du travail, nous présentons des résultats numériques du 

coefficient de transfert de chaleur local et moyen sur des ailettes circulaires. Nous 

traitons les deux régimes des problèmes inverses : stationnaire et transitoire. 

4.2.1. Estimation du coefficient de transfert de chaleur sur une ailette circulaire    

située dans des faisceaux de tubes ailetés.  

         Cette partie est consacrée, en se basant sur des mesures expérimentales, à une 

étude de l'estimation du coefficient de transfert de chaleur local par convection forcée 

sur une ailette située dans un faisceau  de tubes à ailettes en arrangement aligné et en 

arrangement quinconcé. L'étude couvre une gamme étendue du nombre de Reynolds 

pour trois différentes positions du tube dans l'échangeur. La distribution de 

température sur l'ailette est obtenue par une approche expérimentale utilisant la 

technique de la thermographie infrarouge. Les calculs du coefficient d'échange de 

chaleur local dans cette étude sont basés sur la combinaison de la méthode des 

éléments finis et l'algorithme du gradient conjugué. 

- Expérimentation 

        Les configurations géométriques étudiées sont représentées sur la figure 4.14. Il 

s'agit des faisceaux de tubes arrangés en lignes ou en quinconce  placé dans une veine 

d'essai. Un tube spécial (figure 4.15), chauffé par une circulation d'eau thermostatée, 

Figure 4.13 : Coefficient d'échange de chaleur exact et estimés sur les 
parois extérieures du tube carré  aux itérations n=58 et n=79.  
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est introduit dans un faisceau de neuf rangs. Trois positions sont possibles pour ce tube 

(entrée, milieu et sortie du faisceau). 

         L'ailette sur laquelle on effectue les mesures est positionnée au centre de 

l'écoulement pour éliminer les effets du bord. Afin de permettre la visée de la surface 

de l'ailette par la camera infrarouge. Celle-ci est précédée par deux ailettes fictives de 

mêmes dimensions réalisées en CaF2 (matériau transparent au rayonnement 

infrarouge). Un hublot également vient de fermer la veine d'essais. On peut trouver la 

description complète de l'expérience  dans les références  [3, 31]. 

        Les essais ont été faits pour neufs nombre de Reynolds (2.103 – 3.104) ce qui 

correspond aux vitesses  de l'air (1.3 m/s ~ 18.4 m/s), cela pour trois positions de tubes 

spéciaux et pour deux géométries des faisceaux de tubes [54 essais].  

 

 

 

Figure 4.14 : (a) Faisceaux de tubes arrangés en ligne et en quiconce; (b) Section de passage. 

 

 

   
 

(a) 

(b) 
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Figure 4.15 : Le tube spécial et les coordonnées polaires. 
 
 

 

Figure 4.16 : Le tube ailetté et l'ailette étudiée. 
 

4.2.1.1. Résolution du problème direct   

        L'ailette concernée par notre étude est la même utilisée par [31] pour ses 

différents cas expérimentaux. Ses dimensions et sa conductivité thermique sont les 

suivantes : 

- rayon intérieur R0 =12.5 mm, 

- rayon extérieur R2 =22.5 mm,       

- épaisseur  e= 1.5mm,   

- conductivité thermique � � 15�W/�m K��. 

        Les surfaces de l'ailette sont exposées à un écoulement d'air ambiant de 

température �
 . Le coefficient d'échange  ���, �� autour de l'ailette est considéré 

variable.  

        La plupart des études qui ont traité ce thème considèrent la température �� à la 

base de l'ailette constante. Cependant, celle-ci  varie autour du tube. Dans ce travail, le 

Direction de l'écoulement 

Ailette en fluorine Ailette étudiée Eau 

Eau 

Bague métallique 

Hublot en 
fluorine 
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mode expérimental utilisé (technique de thermographie) nous a permis d'obtenir une 

température de base de l'ailette ����, �� variable. 

     Le schéma illustrant la géométrie de l'ailette étudiée ainsi que les conditions aux 

limites est montré sur la figure 2.1. Avec la technique de thermographie infrarouge 

utilisée [3], on a pu mesurer les températures sur les  bordures intérieure 1Γ  et 

extérieure 3Γ de l'ailette, ce qui nous a permis de les imposer comme conditions aux 

limites.  

        Le modèle mathématique qui est basé sur l'équation du bilan thermique peut 

s'écrire, donc: 

0
),(

2
2

2

2

2

=−
∂
∂+

∂
∂ θ

λ
θθ

e

yxh

yx
  sur  Ω                                                                            (4.7)                                                                     

où,  ),( yxθ  est la température adimensionnelle tel que: 
fw

f

TT

TyxT
yx

−
−

=
),(

),(θ et  wT  est 

la température de l'eau. 

        Le coefficient d'échange local ),( yxh est connu sur le domaine Ω  dans les 

problèmes  directs alors que les problèmes inverses visent à déterminer celui-ci à partir 

des températures mesurées à l'intérieur ou sur les frontières deΩ . 

        Nous avons résolu le problème direct numériquement par la méthode des 

éléments finis. Le maillage effectué est triangulaire à interpolation linéaire. Il est 

constitué de 171 nœuds et 288 éléments. Cette résolution fournit le champ de 

températures de chaque itération. 

 4.2.1.2. Résolution du problème inverse 

        Le problème inverse consiste à estimer le coefficient d'échange ),( yxh  sur Ω en 

minimisant l'écart quadratique entre les températures calculées dans le problème direct 

et celles mesurées par la camera infrarouge. Ceci conduit au problème de minimisation 

de la fonctionnelle suivante :  

[ ] [ ]∑
=

−=
cN

m
mmm TmeahyxTyxhJ

1

2);,(),(                                                              (4.8)  

or  [ ] [ ]∑
=

−=
cN

m
mmm YhyxyxhJ

1

2);,(),( θ                                                         (4.9) 
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où ; ),( mm yxY  représentent les températures mesurées par cN  capteurs dans les 

positions ���, ���, tel que :  

fw

fm
m TT

TTmea
Y

−
−

=        (4.10) 

et   );,( hyx mmθ  représentent les températures calculées par la méthode directe. 

        Par un processus itératif, en utilisant la méthode du gradient conjugué, on estime 

le coefficient d'échange ),( yxh :  

),,(),(),( )()()()1( yxdyxhyxh kkkk β−=+        2.... 1; ;0=n                                     (4.11) 

où ;  
)(kβ  et 

)(kd sont respectivement la profondeur de descente et la direction de 

descente à l'itération k. 

      L'approche Lagrangienne qui permet de déterminer le gradient )),((' yxhJ  et 
)(kβ  

en résolvant le problème adjoint et le problème de sensibilité est détaillée dans 

l'annexe A.    

4.2.1.3. Régularisation itérative 

         Pour obtenir une solution stable de la méthode du gradient conjugué, on utilise la 

régularisation itérative [68, 69] qui consiste à arrêter le processus itératif à l'itération 

pn lorsque le critère suivant est satisfait. 

 ;)(
)(

s
n

JhJ p ≤  ∑
=

=
cN

m
msJ

1

2σ        (4.12)                                                                        

où, σ et pn son respectivement le bruit de mesure et le paramètre de régularisation 

itératif. 

         On a obtenu, pour un nombre de capteur 19=pN  et pour un bruit 1.0=σ , le 

critère seuil 19.0=SJ . La courbe de minimisation du critère présentée sur la figure 

4.17 atteint la ce seuil à l'itération 19=pN . 
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4.2.1.4. Caractéristiques du transfert de chaleur 

     L'objectif de ce travail est d'étudier le transfert de chaleur autour de l'ailette 

circulaire plane, pour cela on a calculé le coefficient d'échange moyen 10h    sur 

chaque tranche de 10°,  60h    sur chaque tranche de 60° et  360h   sur toute l'ailette,               

voir figure 4.18. 

 

 
Figure 4.18 : Schéma de l'ailette circulaire avec ces différentes zones. 

 

         Le coefficient d'échange moyen sur une tranche triangulaire de surface ϕA  est 

donné par :  

∑
=

=
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Ah
h

1 ϕ
ϕ         (4.13)                                                    

où, ih et Ai sont respectivement le coefficient d'échange thermique et la surface de 

Figure 4.17 : Evolution du critère )(hJ  au cours des itérationsn.  
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l'élément fini résultant du maillage triangulaire choisit dans cette étude. N est le 

nombre des éléments dans  cette tranche. 

Le flux de chaleur total dissipé par l'ailette est donné par : 

∫∑ −=
= A

f

Nel

i
i dATThQ )(4

1
                                                                                  (4.14)

L'efficacité de l'ailette est définie par :     

)(

)(2

0360360

1
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Nel

i A

fi

TTAh

dATTh

−

−

=
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=η                                                                                             (4.15) 

avec moyT0  est la température moyenne de la base de l'ailette.   

 4.2.1.5. Validation numérique 

        Pour examiner l'effet du maillage sur la solution, quatre maillages ont été 

considérés :  

   a) Nnd =91 nœuds et Nel =12 x 12 éléments  

   b) Nnd =128 nœuds et Nel =15 x 14 éléments  

   c) Nnd =171 nœuds et Nel =18 x 16 éléments  

   d) Nnd =210 nœuds et Nel =20 x 18 éléments  

  Le code est validé sur un exemple test défini par : 

))30sin(3.1(75 ϕϕ −+=h                                                                                  (4.16) 

         Le choix de cette fonction est fait en se basant sur les variations des coefficients 

de transfert de chaleur qu'on a estimé à partir des conditions expérimentale. Après 

l'étude de l'indépendance entre la solution numérique et le maillage, voir figure 4.19, le 

maillage (Nnode = 171 et Nsec=18) a été choisi pour tous les calculs. 
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        Pour mieux apprécier les performances et les limites du code numérique 

développé en FORTRAN et qui a été  mis en œuvre sur la base de la méthode inverse 

(combinaison de la méthode du graduent conjugué avec la méthode des  éléments 

finis), dans un premier temps, nous avons confronté nos résultats avec ceux de Chen et 

al [42]. Les valeurs concernant le coefficient de transfert de chaleur par convection, le 

flux de chaleur et l'efficacité de l'ailette sont rapportées dans le tableau 4.1. On constate 

une légère différence entre ces résultats.  

 
 

 
 
 
 
 
 

Tableau 4.1 : Comparaison entre les résultats numériques et ceux de Chen et al. [42]; 
  

)/( 2KmWhϕ et )(WQ . 

       Dans un deuxième temps, la validation a consisté à établir une comparaison entre 

les coefficients d'échange de chaleur exacts donnés par la relation (4.16) et qu'on a 

estimés en résolvant le problème inverse pour les deux cas : 

- sans bruit, 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
20

40

60

80

100

120

140

Nnd=91 and Nsec=12

Nnd=128 and Nsec=15

Nnd=171 and Nsec=18

Nnd=210 and Nsec=20

Exact

V=5 m/s;  S>> V=3 m /s;  S=0.015 m V=1 m/s; S=0.01 m  

η  Q  360h
 

η  Q  360h
 

η  Q  360h
 

 

.24 9.82 90.11 .27 7.49 62.65 .39 4.80 27.87 Résultats  
numériques 
 

.24 9.63 89.39 .27 7.33 61.13 .37 4.44 27.5 Chen et al 
[42] 

Figure 4.19 : Influence du maillage sur la solution. 
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- avec bruits gaussien en considérant les écarts type C°= 1.0σ , C°= 5.0σ  et C°= .1σ . 

         L'erreur moyenne de l'estimation du coefficient de transfert de chaleur est donnée 

par la relation suivante : 

∑
=

−=
sec 

1

%100.
sec 

1 N

i
i

cal

i
cal

i
exact

h

hh

N ϕ

ϕϕε                                                                          (4.17) 

où Nsec est le nombre de tranche dans Ω. Alors que 
i

h exact ϕ  peut être obtenu par la relation 

(4.13) et 
i

h cal ϕ  représente le coefficient de transfert de chaleur estimé.  

Les valeurs des erreurs  calculées pour les différentes valeurs deσ sont : %78.0=ε , 

%7.1=ε , %95.3=ε et %82.4=ε  pour  respectivement C°= 0σ , C°= 1.0σ ,

C°= 5.0σ et C°= 1σ . 

         Les coefficients de transfert de chaleur estimés pour C°= 0σ , C°= 5.0σ et 

C°= 1σ  sont présentés sur la figure 4.20. 

 

 

Figure 4.20 : Effet des erreurs de mesures sur la solution.  
 

 4.2.1.5. Discussion des résultats  

         Les essais réalisés sont repérés par l'utilisation de la nomenclature suivante : Q 

(faisceau quinconcé), L(aligné), B(bas), C(centré) et H(haut). A titre d'exemple, le 

thermographe QC20000 correspond à un faisceau quincocé à la position centrale de 

tube spécial dans le faisceau et à un nombre de Reynolds coté air égal à 20000. 

h(
ϕ)

(W
/m

2 K
) 

ϕ ( ° ) 



Chapitre 4 : Résultats et discussion 

108 
 

         Les figures 4.21 et 4.22 montrent les températures mesurées sur les deux 

frontières de l'ailette qui sont utilisées comme conditions aux limites dans le problème 

direct pour LB14036 et QC28081 respectivement. Nous avons aussi représenté sur ces 

figures les 19 températures mesurées à la circonférence r=17.5 mm, qui sont utilisées 

comme données dans le problème inverse. 

         Une fois établie la fiabilité du code, nous présentons une série de résultats qui  

illustrent les effets de nombre de Reynolds, des positions du tube ailetté dans le 

faisceau et des géométries en ligne et en quinconce sur le coefficient d'échange de 

chaleur local, sur l'efficacité de l'ailette et sur le flux de chaleur. 

 

 

 
 
 

 

Figure 4.21 : Températures mesurées sur les surfaces de l'ailette; aux circonférences de 
rayons r= 12.5 mm, r = 17.5 mm et r = 22.5 mm, pour le tube ailetté LB14036. 

 

à  r =12.5 mm  
à r =17.5 mm  
à r =22.5 mm  

ϕ ( ° ) 
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         Les résultats de cette étude sont obtenus par un programme écrit en FORTRAN 

qui a abouti à une solution stable à partir de l'itération pn =18, les instabilités n'ont pas 

lieu, car le bruit de mesures n'est pas important (la précision de nos mesures  est de 

0.1°C).                    

         Le transfert  thermique sur les surfaces de l'ailette est lié à la configuration de 

l'écoulement autour d'elle [23,35]. La distribution du coefficient de transfert de chaleur 

),( yxh pour LB20574 dans  le domaine Ω  est représentée sur la figure 4.23. On 

constate que les variations du coefficient de transfert de chaleur autour de l'ailette sont  

importantes :  

1) Augmentation de ),( yxh dans la partie correspondant à la section de passage 

minimale ( °= 90ϕ ) et dans la partie arrière de l'ailette due à un écoulement inverse 

important [23].  

2) Réduction du coefficient de transfert de chaleur dans la zone de sillage ( °° ≤≤ 160110 ϕ ). 

Figure 4.22 : Températures mesurées sur les surfaces de l'ailette; aux circonférences 
de rayons r= 12.5 mm, r = 17.5 mm et r = 22.5 mm, pour le tube ailetté QC28213. 

 

à  r =12.5 mm  
à r =17.5 mm  
à r =22.5 mm  

ϕ ( ° ) 



Chapitre 4 : Résultats et discussion 

110 
 

 
  

       

         Les figures 4.24 et 4.25 rendent  compte des variations importantes du coefficient 

d'échange local autour de l'ailette, ces résultats  sont en accord avec  [35].  ϕh  est 

élevé sur la partie amont de l'ailette. Néanmoins, Le sillage à l'arrière de celle-ci 

sanctionne le transfert de chaleur. On peut noter par ailleurs l'augmentation du 

coefficient de transfert thermique à partir de l'azimut ]150130[ °° −∈ϕ due à l'impaction 

de l'écoulement  secondaire à l'arrière de l'ailette. 

 

 
Figure 4.24 -:Variations of the average heat transfer coefficient, over the fin surface, in the first 
            row in the aligned arrangement, for different Reynolds numbers. 
 
 
 
 
 
 

Figure 4.23 : Distribution du coefficient de transfert de chaleur local ),( yxh  
sur la surface de l'ailette, pour le tube ailetté LB20574. 

 

Figure 4.24 : Variation du coefficient de transfert de chaleur sur la surface de l'ailette 
de la première rangée du faisceau en ligne, pour différents nombre de Reynolds.   
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Figure 4.25 -: Variations of the average heat transfer coefficient, over the fin surface, in the   fifth row in 
the aligned arrangement, for different Reynolds numbers  
 
 
 

 
Figure 4.26 -: Variations of the average heat transfer coefficient, over the fin surface, in the ninth 
            row in the aligned arrangement, for different Reynolds numbers.    
 
 

 

 

 

Figure 4.25 : Variation du coefficient de transfert de chaleur sur la surface de l'ailette     
de la cinqième rangée du faisceau en ligne,  pour différents nombre de Reynolds. 
 

Figure 4.26 : Variation du coefficient de transfert de chaleur sur la surface de l'ailette 
de la neuvième rangée du faisceau en ligne, pour différents nombre de Reynolds. 
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Figure 4.27 -: Variations of the average heat transfer coefficient, over the fin surface, in the first 
 
              row in the staggered arrangement, for different Reynolds numbers.    

 
Figure 4.28 -: Variations of the average heat transfer coefficient, over the fin surface, in the fifth 
              row in the staggered arrangement, for different Reynolds numbers. 
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Figure 4.27 : Variation du coefficient de transfert de chaleur sur la surface de l'ailette de la 
première rangée du faisceau en quinconce, pour différents nombre de Reynolds. 

Figure 4.28 : Variation du coefficient de transfert de chaleur sur la surface de l'ailette de la 
cinquième rangée du faisceau en quinconce, pour différents nombre de Reynolds. 
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4.2.1.6.1. Influence du nombre de Reynolds  

         Les figures (4.24 - 4.29) traduisent  l'augmentation du ϕh  en fonction de 

l'augmentation du nombre de Reynolds. Les résultats illustrés  sur les tableaux 4.2, 4.3 

et 4.4 montrent que le flux de chaleur Q  dissipé par les ailettes augmente alors que 

leurs efficacitésη diminuent avec l'augmentation du nombre de Reynolds. 

     Ces tableaux  montrent que,  pour les ailettes de la 5éme rangée du faisceau en ligne 

lorsque Re ≤ 14000, le coefficient d'échange 2h  sur la zone 2 de l'ailette, voir figure 

4.18, est plus grand que 1h  sur la zone 1. Cela peut s'expliquer par la réduction de la 

section de passage dans la zone 2, où la vitesse de l'air est très élevée. Alors que  2h  est 

inférieur à 1h  pour Re ≥14000 puisque l'écoulement principal  dans la section de 

passage entre les tubes est perturbé pour les nombre de Reynolds élevés [54]. 

 

 
eR  fmoy TT −0  

360h  1h  2h  3h  Q  η  

LB 7123     27.27 69.36 68.20 77.12 62.76 3.14 .756 
LC 6996     29.74 76.92 83.24 94.80 52.72 3.81 .758 
LH 6815     28.13 72.61 78.63 86.81 52.40 3.33 .743 
QB 5191     26.76 56.32 64.65 60.13 44.19 2.62 .792 
QC 5400     29.23 65.83 73.57 71.14 52.78 3.24 .767 
QH 2071     28.08 57.93 59.99 61.65 52.15 2.83 .793 

 
 

h(
ϕ)

(W
/m

2 K
) 

Figure 4.29 : Variation du coefficient de transfert de chaleur sur la surface de l'ailette de la 
neuvième rangée du faisceau en quinconce, pour différents nombre de Reynolds. 
 

Tableau 4.2 : Caractéristiques du transfert de chaleur sur la surface de 
l'ailette dans des différentes rangées, pour  Re = (2071-7123). 

ϕ ( ° ) 
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 H    
QC 5400 65.83 3.24 .767 
QC 21572 140.57 4.75 .61 
QC 28213 163.06 4.91 .566 

 
 
 
QC 5400     29.23 65.83 73.57 71.14 52.78 3.24 .767 
 

  

 
eR  fmoy TT −0  

360h  1h  2h  3h  Q  η  

LB 20583     24.82 130.38 130.87 136.06 124.2 4.39 .618 
LC 20553     27.08 147.23 167.75 165.66 108.28 5.26 .601 
LH 20812     25.06 141.93 178.86 147.78 99.13 4.76 .609 
QB 21196     28.00 123.11 143.81 115.15 110.37 4.82 .636 
QC 21572     25.23 140.57 172.19 140.75 108.77 4.75 .61 
QH 21745     20.96 238.53 330.45 239.04 146.10 5.43 .495 
 
 
 
 
 
 
 
 eR

 
fmoy TT −0  

360h
 1h  2h  3h

 
Q  

η  

LB 26950     23.75 150.55 159.30 147.75 144.59 4.59 .585 
LC 27070     25.83 178.43 211.03 193.24 131.04 5.67 .560 
LH 27203     23.81 168.08 211.11 176.36 119.77 5.05 .573 
QB 28144     23.20 141.45 172.9 132.54 118.92 4.05 .562 
QC 28213     24.24 163.06 200.04 162.87 126.28 4.91 .566 
QH 28081     20.21 266.51 377.54 258.26 163.71 5.54 .468 

 

 

4.2.1.6.2. Influence de la géométrie du faisceau      

         Le transfert thermique dans les zones amonts des ailettes de la première rangée 

pour les deux faisceaux de tubes est le même, voir les figures 4.24 et 4.27, les 

conditions d'entrée étant les mêmes et l'écoulement n'étant pas encore perturbé. 

         Les variations locales du transfert thermique sont liées aux particularités de 

l'écoulement sur la face amont de l'ailette [23]. En effet, les parties frontales des ailettes 

qui se trouvent à l'intérieur du faisceau arrangé en ligne sont cachées par les ailettes qui 

les précèdent. Par conséquent,  les allures du coefficient d’échange dans les parties 

Tableau 4.3 : Caractéristiques du transfert de chaleur sur la surface de 
l'ailette dans des différentes rangées, pour  Re = (20580-21800). 
 

Tableau 4.4 : Caractéristiques du transfert de chaleur sur la surface de 
l'ailette dans des différentes rangées, pour  Re = (26580-21800). 
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frontales pour  les deux géométries de faisceaux sont différentes, voir figures 4.25, 

4.26, 4.28 et 4.29.  

         Nous constatons dans  l'arrangement en ligne, une augmentation de ��
���� à la partie 

frontale de l'ailette puis atteint un maximum à � � 60° correspondant au point 

d'impact  et diminue progressivement jusqu'à atteindre une valeur minimale au point de 

décollement de la couche limite qui se fait approximativement à  � � �130° � 150°� . 

Ces résultats sont en parfait agrément avec ceux Tutar and Akkoca [35]. 

         Dans le cas de l'arrangement en quinconce, le coefficient d'échange local ��
����  est 

maximal à � � 0°, puis diminue jusqu'au premier minimum à  � � 50° (pour la 

cinquième rangée, voir figure 4.28) et à � � 60° (pour la neuvième rangée, voir figure 

4.29) qui correspond à la transition laminaire-turbulent dans la couche limite, le second 

minimum correspond au point de décollement de la couche limite à � � �130° �

150°�. Ces résultats confirment ceux de Zukauskas [4].  

4.2.2. Estimation du coefficient de transfert de chaleur sur une ailette circulaire 

pour le cas de régime transitoire      

        Dans cette partie, à partir de mesures simulées numériquement avec et sans bruits, 

nous déterminons le coefficient d'échange de chaleur dépendant du temps et de 

l'espace, sur les ailettes circulaires. Nous discutons l’effet de la position des capteurs et 

le bruit de mesure sur la solution estimée.  

        Nous présentons dans ce qui suit, les résultats obtenus par le programme 

développé en utilisant les données suivantes : 

mmR  100 = , mmR  501 = , mm 1e= , )./( 213 KmW=λ , 3m/kg 2700=ρ et )K.kg/(J 1210Cp = . 

4.2.2.1. Cas 1 : Coefficient de transfert de chaleur indépendant du temps et de 

l’espace 

         Le coefficient de transfert de chaleur moyen à estimer est supposé constant sur 

toute la surface de l'ailette : )/( 60 2KmWh =ϕ . 

         Les solutions obtenues par la méthode inverse pour C 0°=σ , C .1 °=σ  sont 

montrées sur la figure 4.30. Comme  nous pouvons le constater, les déviations des 

résultats de la solution exacte se produisent au début seulement. Pour le reste de la 

fonction et pour C°=  0σ , l’évolution temporelle obtenue par la simulation est en très 
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bonne concordance avec celle que nous estimons. Cependant, pour C .1 °=σ , il y a des 

fluctuations des résultats autour du coefficient de transfert de chaleur exact.  

 

 

    

4.2.2.2. Cas 2 : Coefficient de transfert de chaleur dépendant du temps 

         Le coefficient de transfert de chaleur est supposé sous la forme suivante : 

8)6.0sin(70)( += tth        (4.18) 

          Nous avons calculé les coefficients de transfert de chaleur pour trois différents 

cas de mesures ( C°=  0σ , C 5.0 °=σ et C .1 °=σ ). Les résultats obtenus sont 

représentés sur la figure 4.31. On peut  observer un bon accord entre les coefficients de 

transfert de chaleur estimés et exact.  

 

 
  
 
 

4.2.2.3. Cas3 : Coefficient d'échange de chaleur dépendant du temps et de l'espace 

Figure 4.30 : Coefficient de transfert de chaleur exact et estimé; cas 1: 
Coefficient de transfert de chaleur indépendant du temps et de l'espace. 
 

Figure 4.31 : Coefficient de transfert de chaleur exact et estimé pour trois cas de mesure; 
cas 2 : Coefficient de transfert de chaleur dépendant du temps. 
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         La variation du coefficient de transfert de chaleur dans l’espace et dans le temps 

est donnée par : 

)10sin50(01.0),( += ϕϕ tth  (3.19) 

         Les figures 4.32, 4.33 et 4.34 regroupent les résultats pour trois valeurs du 

temps :  t=36 s, t=72 s et t=240 s. On peut remarquer sur celles-ci des petites déviations 

qui  se produisent à °= 0ϕ et à °=180ϕ  correspondent aux points communs des deux  

Limites 1Γ et 2Γ . Ces résultats montrent aussi, pour ce cas, un très bon accord entre les 

solutions exactes et estimées pour tous les  instants. 

-Effet de la position des capteurs sur la solution  

         Pour trois positions de  circonférences de capteurs (r=15 mm ou r= 12 mm), r=30 

mm et r=45 mm, nous représentons, sur les figures 4.32 et 4.35, une comparaison entre 

les solutions exactes qui sont définies respectivement par la relation (4.19) et 

teth  016.0120)( −= et le coefficient de transfert de chaleur estimé. Dans les deux cas, 

r=30 mm et r=45 mm, les résultats obtenus sont tout à fait cohérents avec le coefficient 

d’échange de chaleur exact.  

         Comme nous pouvons le remarquer, sur ces figures qui correspondent 

respectivement à r= 12 mm et à  r=15 mm, l’erreur de l’estimation des résultats 

augmente lorsque la circonférence de capteurs se rapproche de la frontière1Γ . 

 

Fig. 6.  Estimated and exact heat transfer coefficients at t=24 s for three positions of the sensors, case 3. Figure 4.32 : Coefficient de transfert de chaleur exact et estimés à l'instant t=36s pour trois différentes 
positions de capteurs; cas 3 : Coefficient de transfert de chaleur dépendant du temps et de l'espace. 
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Fig. 8. Estimated and exact heat transfer coefficients at t=240 s for three measurement errors values, r=30 mm, 
case 3. 

 
 
 

 
Fig. 9.  Estimated and exact heat transfer coefficients for three sensor positions. 

Figure 4.33 : Coefficient de transfert de chaleur exact et estimé à l'instant t=72s pour la position de 
capteurs r=30 mm; cas 3 : Coefficient de transfert de chaleur dépendant du temps et de l'espace. 
 

Figure 4. 34 : Coefficient de transfert de chaleur exact et estimé à l'instant t=240s pour trois différentes 
erreurs de mesure et pour la position de capteurs r=30 mm; cas 3 : Coefficient de transfert de chaleur 
dépendant du temps et de l'espace. 
 

 Figure 4.35 : Coefficient de transfert de chaleur exact et estimé à l'instant t=240s pour trois différentes 
position de capteurs : Coefficient de transfert de chaleur dépendant du temps et de l'espace. 
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         Pour trois positions de  circonférences de capteurs (r=15 mm ou r= 12 mm), r=30 

mm et r=45 mm, nous représentons, sur les figures 4.32 et 4.35, une comparaison entre 

les solutions exactes qui sont définies respectivement par la relation (4.19) et 

teth  016.0120)( −= et le coefficient de transfert de chaleur estimé. Dans les deux cas, 

r=30 mm et r=45 mm, les résultats obtenus sont tout à fait cohérents avec le coefficient 

d’échange de chaleur exact. 

4.3. Estimation du coefficient de transfert de chaleur sur la surface extérieure 

d'une configuration axisymétrique 

          Pour présenter et valider les résultats obtenus dans cette partie par le code établi 

dans ce travail, nous nous proposons le problème test illustré dans la figure (4.36). Il 

s'agit d'un tube ailetté parcouru par un fluide chaud (hf int = 40 W/m2 K) et Tf int = 60°C). 

    Le tube présentant des symétries suivant l'axe de révolution et les axes illustrés sur 

cette figure est refroidi par convection sur les surfaces extérieures du tube et de 

l'ailette. Le coefficient de transfert de chaleur h(r, z) est considéré variable dans 

l'espace : 



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∈=+−−
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Figure 4. 36 : Les isothermes calculées dans le tube ailetté par DIRECT. 
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         On représente sur cette figure les isothermes calculées par le module DIRECT (Tf 

= 20°C). 

- Calcul inverse 

         Les températures simulées numériquement par DIRECT sont positionnées en 

[rm= 0.0125; 0.0075) ,0015.0(zm ∈ ] et [ 0.022) ,013.0(r ∈ ; zm= 0.001]. 

 

 

 

 

         

 

         A travers les résultats de l'estimation du coefficient de transfert de chaleur h(r, z), 

figures (4.37) et (4.38), nous remarquons que les résultats estimé et exact sont quasi 

semblables. 
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Figure 4. 37 :  Coefficients d'échange de chaleur exact et estimés 
sur la paroi extérieure du tube; rm= 0.013; 0.0075) ,0015.0(zm ∈   

z (m) 

r (m) 
Figure 4. 38 :  Coefficients d'échange de chaleur exact et estimés 
sur la surface de l'ailette; zm= 0.015; 0.022) ,013.0(rm ∈  
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  Dans ce travail de thèse on s'est intéressé :  

- D'une part à la résolution numérique de deux types de problèmes inverses pour 

estimer le coefficient de transfert de chaleur (problème inverse de conditions aux 

frontières et le problème des sources de chaleur volumiques dépendant de la 

température). Une analyse détaillée de l'influence de plusieurs paramètres sur la 

solution a été effectuée à savoir, le maillage, le nombre et les positions des 

capteurs et le bruit de mesures. 

- D'autre part, à une étude quantitative et qualitative de transfert de chaleur sur des 

ailettes circulaires situées dans des faisceaux de tubes ailetés arrangés en lignes ou 

en quinconces. 

         Face aux diverses problèmes inverses liés à la conduction de la chaleur, nous 

avons opté pour la technique du gradient conjugué combinée avec la méthode des 

éléments finis pour les simuler numériquement. En se basant sur ces techniques 

numériques, nous avons développé un code de calcul général permettant de traiter les 

différents types de problèmes inverses cités précédemment.  

         La structure du programme source contient les modules essentiels qui assurent 

cette analyse inverse à savoir, le maillage du domaine de calcul même à géométrie 

compliquée, construction de matrices dans les deux cas linéaire et non linéaire, la 
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résolution des systèmes algébriques pour les deux régimes (stationnaire et transitoire) 

et la minimisation de la fonction objectif pour estimer le coefficient d'échange 

thermique. 

         Les résultats obtenus par le programme établi dans ce mémoire de thèse, nous ont 

permis de dégager les conclusions suivantes : 

-      Les résultats de simulation ont été validés par comparaison à des résultats publiés 

dans une référence de renommée. 

-      Nous avons pu voir que les problèmes inverses liés aux bruits de mesures étaient 

mal posé et que la méthode de régularisation itérative est puissante pour 

sélectionner la solution la plus stable. 

-      Le choix des positions des capteurs est très important pour aboutir à des bons 

résultats : 1) leurs bons emplacements sont sur la frontière pour les problèmes 

inverse de conditions aux frontières; 2) il faut les éloigner de la base de l'ailette 

circulaire pour le problème d'estimation du coefficient de transfert thermique sur 

les surfaces de celle-ci. 

-      La méthode du gradient conjugué permet d'utiliser un nombre de capteurs 

inférieur au nombre de nœuds sur les frontières. Néanmoins, pour obtenir une 

meilleure solution et avec un nombre d'itérations réduits, on doit utiliser plus de 

capteurs.  

-     En ce qui concerne le transfert de chaleur sur les ailettes circulaires, on constate 

que le coefficient de transfert de chaleur ϕh augmente et l'efficacité de l'ailette 

diminue avec l'augmentation du nombre de Reynolds. Cela explique bien la liaison 

entre le transfert de chaleur et l'écoulement sur les ailettes. 

-     ϕh  dans la région avale de sillage est très petit part rapport à celui de la région 

amont. Ce coefficient atteint des valeurs maximales aux azimuts 
°= 0ϕ dans le 

faisceau en quinconce et 
°= 60ϕ dans le faisceau en ligne qui correspondent aux 

points d'impaction de l'écoulement sur les ailettes. 

-      Le transfert de chaleur est amorti dans la zone de décollement de la couche limite 

à ]150130[ °° −∈ϕ .   
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-      L'ailette échange plus de chaleur, en allant de la première à la quatrième rangée 

dans l'arrangement en ligne que dans l'arrangement en quinconce. Cependant, cette 

tendance est inversée à partir de la sixième rangée.  

     Comme perspective, en disposant cet outil de base de calcul, il est intéressant de 

poursuivre ce travail en étudiant Le transfert de chaleur :  

-      avec condensation d'air humide dans des faisceaux d'échangeurs à tubes à ailettes; 

-      avec dépôt de fines particules sur les ailettes; 

-      dans les panneaux solaires où on doit tenir en compte du rayonnement solaire; 

-      dans les milieux poreux ; 

-      dans le cas de givrage sur les ailettes ;  

-      dans le cas de la corrosion ; 

-      et enfin, dans d’autres formes géométriques d’ailettes. 
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         Dans la section (3.5.1), nous avons présenté la méthodologie de résolution du 

problème inverse en utilisant l'algorithme du gradient conjugué, dont le parcours passe 

par le calcul du gradient de la fonction objectif en résolvant le problème adjoint. 

         Le principe de cette technique consiste à rechercher les multiplicateurs de 

Lagrange ψ en minimisant la fonction de Lagrange suivante :    

  Ω






 ∇∇−
∂

∂+= ∫ ∫
Ω

dtdTT
t

TTc
hTJhTL

ft

0
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),(),,( λρψψ         (1)                     

Comme T est solution de l'équation (1. 25) nous pouvons écrire : 

),(),,( hTJhTL =ψ                  (2) 

),(),,( hTJhTL δψδ =                          (3) 

En fixant ψ nous pouvons  écrire : 

hhTJhTL δψδ ),,(),,( '=                                                           (4) 

         La variation δL  qui résulte des perturbations de � et  T par �� et ��  

respectivement peut s'écrire : 

Annexe 

Développement du problème adjoint 
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         Pour obtenir les équations du problèmes adjoint, nous intégrons deux fois par 

partie les deux derniers termes  de cette équation :  
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         Pour la simplicité de ce développement, on suppose que T  vérifie les équations 

des conditions aux limites (3.36)-(3.39) . Par conséquent Tδ satisfit les équations du 

problème de sensibilité (3.41)-(3.44).    

         On remplace maintenant ces intégrales dans (1) et  en faisant intervenir les 

équations (6) et (7), la variation Lδ  est alors la suivante :  
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    La détermination  des multiplicateurs de Lagrange  ψ est faite pour que l'équation 

suivante soit vérifiée :  
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        Pour déterminer l'expression  du gradient de la fonction objectif, on compare les 

termes de l'équation (4) avec ceux de l'équation (8) : 

ψ)(),(' fTThTJ −−=
                                                                                                                          

(14) 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 


