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Résumé

De jour en jour, l'utilisation des matériaux composites prend de I'ampleur vis-a-vis des
matériaux traditionnels, dans pratiquement tous les secteurs industriels. Souvent, les
structures en matériaux composites sont sujettes a de sérieux chargements thermiques qui
peuvent affecter significativement le comportement de ce type de structures. L'objectif de ce
travail est d'étudier l'effet de la température sur les vibrations et la stabilité des plaques

composites stratifiées en utilisant la méthode des éléments finis.

La premiére partie de ce travail est consacrée a I'étude du flambement thermique des
plagues composites stratifiées minces. Un élément fini qui a été, précédemment, développé
pour la flexion et le flambement mécanique est étendu vers I'étude du flambement thermique
des plaques minces. Base sur la théorie classique des stratifiées, I'élément contient quatre
nceuds avec trente-deux degrés de liberté. La validation de I'élément a montrée que ce
dernier présente une bonne précision et rapidité de convergence. De plus, dans cette partie,
une vaste étude paramétrique sur le flambement thermique de plaques stratifiées est
présentée. Dans cette étude, plusieurs parametres ont été pris en considération, tel que, le
type du mateériau, les conditions aux limites, la stratification, le rapport d'aspect, le rapport
d'anisotropie et la présence d'ouverture. Il a été conclu que la température critique de
flambement peut étre significativement affectée par les paramétres considérés.

La deuxieme partie de ce travail est destinée a I'étude de I'effet de la température sur
les vibrations des plaques composites stratifiées. Deux effets sont considérés simultanément,
a savoir: L'effet de la dépendance des propriétés matérielles a la température et I'effet des
contraintes thermiques. A cet effet, un élément fini basé sur le modéle DDM (Displacement
Discret Mindlin) a été utilisé et modifié pour prendre en compte les effets de la température.
Aprés validation de la précision de I'élément, une étude sur les effets de la température sur
les fréquences propres de vibration des plagues composites stratifiées est présentée. L'étude
a montré que, dans la plupart des cas, les fréquences propres de vibration diminuent avec
l'augmentation de la température. D'autre part, si la température infligée a la plague coincide

avec la température critique de flambement, les fréquences propres tendent vers zeéro.

Mots-clefs: matériaux composite, plaques stratifiées, effet de la température, flambement

thermique, vibration, méthode des éléments finis



Abstract

The use of composites materials is growing up compared to the traditional materials,
in basically all the industrial domains. Those structures are often facing serious thermal
loads that may significantly affect their behaviour. The objective of this work is to study the
effect of temperature on the vibrations and the stability of laminated composite plates using

the finite element method.

The first part of this work is devoted to the study of the thermal buckling of thin
laminated composite plates. A finite element previously developed for the bending and
mechanical buckling, is extended to investigate the thermal buckling behaviour of thin
laminated composite plates. Based upon the classical plate theory, the present finite element
has four nodes with thirty-two degrees of freedom. The validation of the present finite
element showed that the proposed element offers a good precision and convergence speed.
Also in this section, an extensive parametric study on thermal buckling of laminated plates is
presented. In this study, several parameters were taken into account, such as, material type,
boundary conditions, stratification, aspect ratio, anisotropy ratio and the presence of cut-
outs. It was concluded that the critical buckling temperature can be significantly affected by

the considered parameters.

The second part of this work is intended to study the effect of temperature on the
vibration of laminated composites plates. Two effects are considered simultaneously,
namely: The effect of the temperature-dependent-proprieties and the effect of thermal
stresses. For this purpose, a finite element based on the DDM model (Discrete Mindlin
Displacement) was used and modified to take into account the effects of temperature. After
validating the accuracy of the element, a study on the effects of temperature on the vibration
frequencies of laminated composites plates is presented. The study showed that in most
cases the natural frequencies of vibration decreases with the increasing in temperature. On
the other hand, if the temperature imposed to the plate coincides with the critical temperature

of buckling, the natural frequencies tend to zero.

Keywords: composite materials, laminated plates, temperature effect, thermal buckling,
vibration, finite element method.
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Introduction

Le choix du matériau est I'un des aspects le plus fondamental dans I'ingénierie de
conception des structures. L'ingénieur doit constamment faire face a la difficulté du choix
du matériau qui répond aux exigences de sa structure. En effet, la sélection d'un matériau
adéquat ne réside pas, seulement, dans les propriétés mecaniques de ce dernier, tel que sa
résistance, sa rigidité et sa ductilité, mais aussi en considérant ses propriétés physico-
chimique, esthétique ainsi que l'aspect économique [1]. L'une des avancées technologiques
la plus prometteuse, de nos jours, dans le domaine des matériaux sont les "matériaux

composites"”.

Par definition, Selon la norme ASTM D3878 [2], les composites sont des matériaux
structuraux qui se composent de deux ou plusieurs constituants non miscibles combinés au
niveau macroscopique. Le but de ce mélange est d'avoir un matériau dont les performances
sont meilleures que celles de ces composants pris séparément. L'un des constituants est
appelé " phase de renfort™ et celui qui I'enveloppe est appelé "matrice”. La phase de renfort
fourni la majorité de la résistance et de la rigidité du composite, elle peut étre en forme de
fibres, de particules ou d'écaille. La matrice représente, en général, la matiére de liaison, qui

soutient et protege la phase de renfort [3,4].

Si on médite bien la définition présentee, ci-dessus, on trouve dans la nature bien des
exemples qui se conforment a cette définition; tel que les arbres et leurs feuilles, les plantes,
les ailes d'oiseaux, méme le corps humain présente un systeme composite fibreux dés plus
complexe; un systeme musculo-squelettique, d'os de muscles et de tendons [5]. Plus encore,
le concept méme du composite ne date pas daujourd’hui pour I'nomme; nos ancétre
utilisaient des briques de boue renforcées par des pailles pour la construction. Cependant, on
pourrait dire que I'ere moderne des matériaux composites a commencé avec les polymeéres

renforcés par des fibres de verres au temps de la deuxieme guere mondiale [3].

De nos jours, la technologie des composites est devenue tendance, elle a vu une
expansion extraordinaire du fait des avantages remarquables qu'offrent ces matériaux, tel
que: haute résistance, rigidité élevée, une longue résistance a la fatigue, faible densité,
stabilité thermique et une grande adaptabilité aux fonctions que requiere une structure [6,7].

Par consequent, leur utilisation prend, de jour en jour, de I'ampleur vis-a-vis des matériaux
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traditionnels, dans pratiqguement tous les domaines industriels, en [l'occurrence:
I'aéronautique, I'aérospatial, les constructions automobiles et navales, genie civil, etc. A titre
d'exemple dans le domaine aéronautique, le modele d'AIRBUS A350 XWB présente une

structure avec plus de 50 % en matériaux composites [8] .

Du fait de cette intense utilisation dans les divers domaines industriels, les structures
en matériaux composites travaillent souvent dans des conditions environnementales tres
difficiles, tel que les hautes températures, qui peuvent influencer de maniére significative le
comportement de ces structures. D'aprés Singer et al. [9], I'uns des principaux effets de la

haute température sur une structure, peuvent étre classifiés comme suit:

e Détérioration des propriétés mécaniques des matériaux.

e Des contraintes thermiques dues au gradient de températures, qui peuvent causer le
flambement thermique.

e Modification de la rigidité et des propriétés de vibration des éléments de la structure

en raison de la présence de contraintes thermiques.

Au fil des derniéres décennies, la littérature a donné naissance a de nombreuses
théories, ayant pour seul but de répondre aux exigences liées a la modélisation du
comportement si complexe des structures composites multicouches. En effet, I'étude et
I'analyse de ces dernieres sont rendues difficile par leurs comportements, en général,
anisotrope et l'interaction compliquée de leurs constituants [10]. De ce fait, une modélisation
précise de ces structures nécessite la sélection de modele cinématique et constitutive adéquat
[11]. D'autre part, le développement des théories ne suffit pas a lui tout seul, il est nécessaire
d'avoir en main des outils numériques puissants permettant de mener a bien I'étude du
comportement des structures en matériaux composites. L'un des outils les plus répondu de
nos jours est la "méthode des éléments finis", en effet, cette derniere est devenue I'outil
numérique indispensable pour lI'analyse des structures en matériaux composites grace a son

caractere universel [12].

Le présent travail est une contribution a I'étude des effets de la température sur les
vibrations et la stabilité des plagues composites stratifiées en utilisant la méthode des
éléments finis. La premiére partie de ce travail consiste a étudier le phénoméne du

flambement thermique des plaques composites stratifiées minces en utilisant un élément fini
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basé sur la théorie classique des stratifiées. Ce dernier a été precédemment développé pour
I'étude de la flexion et le flambement mécanique [13]. Par ailleurs, une vaste étude
paramétrique est présentée dans cette partie qui porte sur I'effet des paramétres influencant la

température critique de flambement des plaques stratifiées.

La deuxieme partie de notre travail est consacrée a I'étude des effets de la température sur
les vibrations des plaques stratifiees. Dans cette partie, I'effet de la dépendance des
propriétés matérielles a la température ainsi que l'effet de la génération des contraintes
thermiques sur les fréquences propres des plaques stratifiées sont étudiés simultanément.
Pour ce faire, un élément fini de flexion base sur la théorie de cisaillement du premier ordre

est étendu pour prendre en compte les effets de la température discutés antérieurement.
Comme on peut le constater la thése est divisée en deux grandes parties:
e Premiére partie : flambement thermique des plaques composites starifiées

Cette partie commence par une synthése bibliographique sur le phénoméne du

flambement thermique et les modéles éléments finis utiliseés dans la littérature.

Ensuite, on entame avec le premier chapitre qui est consacré a l'exposition de la
formulation de I'élément fini ainsi que son extension vers I'étude du flambement thermique

des plaques stratifiees minces.

Le deuxieme chapitre est destiné a la validation des performances de I'élément dans
I'étude du flambement thermique des plaques composites stratifiées. Les résultats trouvés
avec I'élément, dans une série de cas test, ont été confortés a des résultats numériques et
analytiques issus de la littérature. D'autre part dans ce chapitre, une vaste étude paramétrique
est présentée sur des plaques composites faites de trois types de matériaux, a savoir : le
T300/5208 Graphite/Epoxy, le AS4/3501-6 Graphite/Epoxy et le E-glass/Epoxy. L'étude
paramétrique porte sur l'effet de certains paramétres pouvant affecter les températures
critiques de flambement des plaques composites stratifiées; comme le rapport d'aspect,
I'orientation des fibres, les conditions aux limites et nombre de couches. Dans cette étude,
nous avons présenté, aussi, l'effet des rapports des modules de Young ainsi que celui des
coefficients de dilatation thermique sur les températures critiqgues de flambement sous

différentes combinaisons de condition aux limites.
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Le troisieme chapitre est consacré, quant a lui, a I'application de I'élément dans I'étude
des plaques isotropes et composites stratifiées munies d'ouverture carrée centrée. Dans ce
chapitre, les plaques sont faites des trois matériaux utilisés dans le deuxieme chapitre. Ainsi,
I'effet de la taille de l'ouverture, de la stratification, des conditions aux limites et de la
distribution des efforts résultants sont considérés en détail.

e Deuxiéme partie : effets de la température sur les vibrations des plaques stratifiées

Aprés une synthese bibliographique sur les effets de la température sur le
comportement vibratoire des plaques composites stratifiees, on entame avec le quatrieme
chapitre. Ce dernier est destiné a la présentation et I'exposition de la formulation de I'élément

fini DMQP/ml et son extension vers I'étude des effets de la température.

Le cinquiéme chapitre présente la validation de I'aptitude de I'élément DMQP/mI ainsi
que son application dans I'analyse des effets de la température sur les vibrations des plaques
composites stratifiées. Dans ce chapitre, une étude paramétrique sur I'effet de la dépendance
des propriétés matérielles a la température ainsi que les effets des contraintes thermiques sur

le comportement vibratoire des plaques composites stratifiées seront considéres.
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Introduction

P1.l. Introduction

P1.1.1. Origines du flambement thermique

L'effet de la température sur une structure peut se manifester de deux fagons. D'une
part, les propriétés élastiques de la structure dépendent de la température, donc la raideur de
la structure aussi. En effet, l'augmentation de la température induit, en général, un
assouplissement des matériaux et une diminution de la limite élastique [14]. D'autre part, une
variation non-uniforme ou rapide de la température, peut donner lieu a des contraintes

thermiques, qui peuvent provoquer un flambement thermique [9,15].

En plus de la dégradation des propriétés des matériaux, le flambement thermique est
probablement le phénomeéne le plus important issu de I'effet de I'élévation de la température
sur les structures a paroi mince [9]. Il a été reconnu, au début des années cinquante, comme

étant I'un des problémes les plus graves lié a I'échauffement aérodynamique [16].

L'une des causes fondamentales du flambement thermique est le blocage de la
dilatation thermique. Sous certaine condition aux limites, une structure ne peut se dilater
librement sous une élévation uniforme de la tempeérature, ce qui crée des contraintes
thermiques capables d'agir comme des forces de compression pouvant nuire a la stabilité de
la structure [15]. La seconde cause du flambement thermique est la variation non-uniforme
de la température. En effet, quand une structure uniforme est soumise a un échauffement
thermique non-uniforme, ou le contraire, la température varie d'un point a l'autre de la
structure. Cette derniére, donne lieu a des contraintes thermiques internes qui peuvent aussi

nuire la stabilité de la structure [9].
P1.1.2. Flambement thermique des plaques composites: synthése bibliographique

Au fil des annees, il y a eu de nombreuses études sur le comportement au flambement
thermique des plaques, I'un des premiers travaux dans ce domaine a été réalisé par Gossard
et al. [17]. Les auteurs ont basé leur étude sur la configuration expérimentale de Heldenfels
et Roberts [18]. Ils ont etudié le comportement d'une plague simplement appuyée soumise a
une distribution de température sous forme de "tente” en utilisant la méthode de Rayleigh-
Ritz.
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A l'avénement des matériaux composites, la recherche s'est focalisée sur ces nouveaux
matériaux. Selon Thornton [19], les recherches sur les effets de I'environnement sur les
composites dans les années 70 ont conduit aux premiéres études sur le flambement
thermique des plaques composites stratifiees. En effet , il apparait que Whitney et Ashton
[20] étaient les premiers & avoir étudié le comportement au flambement thermique de
plaques stratifiées croisées. lls ont utilisé une formulation énergétique en conjonction avec la
méthode de Ritz [21]. Par la suite, Stavsky [22] a considére la stabilité thermo-élastique des
plaques circulaires orthotropes soumises a un champ de température axisymétrique. Ensuite,
Biswas [23] a utilisé une technique de transformation conforme pour obtenir les
températures critiques de plaques orthotropes en forme irréguliere. Dans le but d'introduire
I'effet hygrothermique Flaggs et Vinson [24] ont étendu le travail de Whitney et Ashton [20].
Il a été conclu que les charges hygrothermiques réduisent de maniére significative la
température critique de flambement. Quelques années aprés, Tauchert et Huang [25] ont
utilisé la méthode Rayleigh-Ritz afin d'étudier le flambement thermique des plaques
composite minces avec une stratification croisée symétrique. Tauchert [26] a, également,
étudié le flambement thermique des plaques épaisses avec une stratification croisée
antisymétrique en utilisant la théorie de Reissner-Mindlin. 1l a été montré que le cisaillement
transverse réduit de maniére significative la température critique. Cette derniére remarque a
été notée par Sun et Hsu [27] pour le cas des plagues composites avec une stratification
équilibrée simplement appuyée. Outre dans l'article de Tauchert [26], une procédure
d'optimisation a été proposée pour la conception de stratifiés ayant une résistance maximale
au flambement thermique. Chen et Chen [28] ont utilisé la méthode Galerkin pour
déterminer les températures critiques de flambement des plaques stratifiées. La methode
Galerkin a également été utilisée par Yang et Shieh [29] afin d'étudier le flambement
thermique des plaques épaisses stratifiées équilibrées antisymétriques précontraintes. Par la
suite, Noor et Burton [30] ont utilisé une procédure dite "predictor-corrector” pour une
précise détermination du comportement des plaques composites au flambement thermique.
Chang et Leu [31] ont utilisé la théorie de cisaillement d'ordre supérieur pour étudier le
flambement thermique des plaques composites stratifiées croisees antisymetriques. Meyers
et Hyer [32] ont étudié le flambement et le post-flambement des plaques composites
stratifiées symétriques en utilisant la méthode de Rayleigh-Ritz. On trouve également, [33]
qui ont analysé analytiquement le comportement des plaques stratifiees croisées

antisymetriques.
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Tous les travaux mentionnés, ci-dessus, ont mis en évidence le besoin de méthodes et
d'outils numériques puissants. En effet, au cours des derniéres décennies, la méthode des
éléments finis s'est imposee comme étant l'une des plus puissantes et largement utilisée pour
étudier le comportement complexe des structures en matériaux composites [13]. En 2009,
Zhang et Yang [34] ont publié un article de revue sur les développements récents d'éléments
finis pour l'analyse des plaques composites stratifiées. Il en résulte, que les travaux de
recherches sur le flambement thermique paraissent minimes par rapport a ceux sur le
flambement mecanique. D'autant plus que la plupart des travaux sur le flambement
thermique utilisent des éléments finis basés sur la théorie de cisaillement du premier ordre
ou celle d'ordre supérieur, alors que ceux basés sur la théorie classique sont plutot limités a

cause de son insuffisance a modélisé les plaques épaisses ou modérément épaisse.

Afin de mettre en relief les différents éléments finis utilisés, dans la littérature, pour
I'étude du flambement thermique des plaques composites, on propose de les classifier, selon

la théorie utilisée, a savoir:

e Théorie classique des stratifiés.
e Théorie de cisaillement du premier ordre.

e Théorie de cisaillement d'ordre supérieur et approche par couche.
P1.1.1.1. Eléments finis basés sur la théorie classique des stratifiée:

Thangaratnam et al. [35] ont utilisé un élément fini coque "semiloof" avec trente-deux
degrés de liberté. lls ont présenté une analyse sur le flambement thermique des plaques
stratifiées sous différente distribution de la température, stratifications et conditions aux
limites. On trouve également, Chen et Chen [36] ont développé un élément fini
rectangulaire hermitien avec quarante-huit degrés de liberté. Les auteurs ont publié une série
d'articles sur le flambement thermique. Ils ont étudié les effets du rapport d'aspect, angles de
stratification, I'anisotropie, conditions aux limites et la distribution de la température [36].
L'effet de la dépendance des propriétés matériels a la température [37], ainsi que le

flambement thermique des plaques stratifiées cylindriques [38] .

En 2010, Shiau et al. [39] ont utilisé un élément fini triangulaire avec cinquante-quatre
degrés de liberté afin d'étudier le flambement thermique des plaques composites. Les auteurs

ont examiné en détail les modes de flambement des plaques stratifiées croisées et équilibrées



Partie I: Flambement thermique des plaques composites stratifiées minces

Introduction

avec différents parametres, a savoir: rapport d'anisotropie, angles d'orientation, stratification

et condition aux limites.
P1.1.1.1. Eléments finis basés sur la théorie de cisaillement du premier ordre :

Chen et al. [40] ont étudié le flambement thermique des plagues modérément épaisses
avec une stratification équilibrée antisymétrique soumises a une élévation de température
uniforme et non-uniforme. Les auteurs ont utilisé un élément fini a huit nceuds de type

"serendip” avec quarante degrés de liberté.

Huang et Tauchert [41] ont étudie les températures critiques de flambement des
plaques stratifiées symétriques encastrées en utilisant un élément fini Lagrangien a neuf
nceuds. Il a été montré que les résultats par la méthode des éléments finis sont en bon accord

avec ceux trouvés par la solution analytique.

Noor et Peters ont analysé le flambement thermomécanique des plaques [42], ainsi
que le flambement et post-flambement thermique des panneaux composites stratifiées avec
ou sans ouverture, sous combinaison de force mécanique et thermique [43-45]. Les auteurs
ont utilisé une formulation élément fini mixte avec les cing déplacements généralises et huit

résultantes de contrainte [46].

Chandrashekhara [47] A étendu un élément fini isoparamétrique a neuf nceuds de
flexion [48] pour étudier le comportement des plaques composites stratifiées au flambement
thermique. Le méme élément fini a été utilisé par Lee et al. [49] pour trouver la conception
optimale pour les plaques stratifiées symétriques et antisymétriques afin d'avoir une
température critique de flambement maximale. Nous pouvons aussi distinguer d'autres
travaux sur l'optimisation des structures composites stratifiées pour faire face au

flambement thermique [50-52].

Prabhu et Dhanaraj [53] ont étudié le flambement thermique des plaques stratifiées
symétriques minces et épaisses. lls ont utilisé un élément fini Lagrangien isoparamétrique a

neuf nceuds avec intégration sélective.

Kant et Babu [54] ont traité le flambement thermique des plaques biais stratifiées et
des plaques sandwichs. Deux élements finis, précédemment, développé par les auteurs [55]

ont été utilisés. L'un d'eux est basé sur la théorie de cisaillement du premier ordre avec cing
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degrés de liberté et l'autre basé sur la théorie de cisaillement d'ordre supérieur avec neuf
degrés de liberté. Il a été conclu dans cette étude, que la température critique de flambement

est tres sensible a I'angle d'inclinaison.

Singha et al. [56] ont étudié le flambement et le post-flambement des plaques
composites biais soumises a une combinaison de charge uni-axial de compression et une
élévation uniforme de la température. Les auteurs ont développé un élément fini a quatre

nceuds avec quarante degrés de liberté.

Kabir et al. [57] ont étendu un élement fini triangulaire a trois nceuds avec intégration
complete pour étudier le flambement thermique des plaques stratifiees rectangulaires et
biais. L'élément a montré d'excellente performance avec les plagues modérément épaisses et

minces.

P1.1.2.1. Eléments finis basés sur la théorie de cisaillement d'ordre supérieur et
sur I'approche par couche:

Il apparait dans la littérature que Chang [58] est le premier a utiliser la théorie d'ordre
supérieur afin d'étudier le flambement thermique des plaques composites stratifiées. L'auteur

a utilisé un elément fini isoparamétrique a huit nceuds avec soixante-quatre degrés de liberté.

Babu et Kant [59] ont étudié le flambement thermique des plaques stratifiées et des
sandwichs. Les auteurs ont présenté des modéles d'éléments finis basés sur deux théories
raffinées d'ordre supeérieur. L'une de ces theories prend en compte I'effet de la déformation
transversale normale avec treize degrés de liberte et I'autre néglige cet effet avec neuf degrés

de liberté.

Wu et Chen [60] ont propose un elément fini & trois nceuds, basé sur I'approche global-
local d'ordre supérieur. Les auteurs ont étudié le flambement thermomecanique des plaques

composites stratifiées et sandwichs.

Lal et al. [61] Ont étudié I'effet des propriétés aléatoires sur le comportement au
flambement thermique des plaques composites stratifiées avec dépendance des propriétés
matérielles a la température. Dans ce travail, les propriétés élastiques et I'épaisseur ont été

considérées comme étant des variables aléatoires indépendantes. Les auteurs ont utilisé un

11
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élément fini isoparamétrique C° & neuf nceuds, basé sur la théorie de cisaillement d'ordre

supérieur avec sept degrés de liberté.

Lee [62] a étudie le flambement des plaques composites stratifiees en utilisant
I'approche layerwise. 1l a été montré qu'il existe une différence significative entre les

résultats de la layerwise et ceux de la monocouche équivalente.

Shariyat [63] a étudié le flambement thermique des plaques composite rectangulaire
avec dépendance des propriétés matérielles a la température. L'auteur a employé I'approche

layerwise avec un élément Hermitien de continuité C.

Kumar et Singh [64] ont utilisé modele élément fini layerwise tridimensionnel afin
d'étudier le flambement thermique des plaques composites stratifiées renforcées par des

fibres a mémoire forme

Nali et Carrera [65] ont utilisé I'approche de la monocouche équivalente et I'approche

layerwise pour étudier le flambement thermomécanique des plaques composites stratifiées.

Outre les travaux cités, ci-dessus, certaines contributions sur le flambement thermique
des plaques composites qui ne sont pas basees sur la méthode des eléments finis, doivent étre
mentionnées dans cette synthése. Nous distinguons les travaux de Noor et ses collaborateurs
[66-69]. Ils ont présenté solution tridimensionnelle pour le flambement thermique des
plaques multicouches [66,67], ainsi que sur la vibration et le flambement des plaques
stratifiées équilibrées précontrainte thermiquement [68]. Les auteurs ont également publié un
article de revue sur les modeles numériques qui traitent le comportement des plaques et
cogues composites sous haute température[69]. Jones [70] a étudié le flambement thermique
des plaques composites stratifiées symétriques croisées sous une élévation uniforme de la
température. L'auteur a utilisé le concept de la charge mécanique equivalente ,Jones [15],
pour dériver des solutions simples au plus fondamentales des probléemes de flambement
thermique. Matsunaga [71-73] a utilisé une théorie d'ordre supérieur afin d'étudier le
flambement thermique des plaques stratifiées croisées et équilibrées et des sandwichs. Jin et
al. [74] ont utilisé la technique de la corrélation d'image pour étudier expérimentalement le
flambement thermique des plaques circulaires composites stratifiées soumise a une élévation

uniforme de la température.
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Partie I: Flambement thermique des plaques composites stratifiées minces

Introduction

P1.1l. Objectifs de la premiére partie:

Cette partie présente une contribution a I'étude du flambement thermique des plaques
composites stratifiées minces en utilisant la méthode des éléments finis. Le premier objectif
est d'étendre un élément fini qui a été précédemment développé pour I'étude de la flexion et

le flambement mécanique des plaques stratifiees vers I'étude du flambement thermique.

Dans cette partie, une vaste étude comparative est présentée. Pour ce faire, Trois types
de matériaux qui sont trés utilisés dans l'industrie sont considérés, a savoir: le T300/5208
Graphite/Epoxy, le AS4/3501-6 Graphite/Epoxy et le E-glass/Epoxy. Les trois types de

matériaux ont été choisis pour les raisons suivantes:

e Le T300/5208 présente des propriétés mécaniques élevées

e L'AS4/3501-6 présente des propriétés mécaniques proches de celles du T300/5208,
mais il comporte un coefficient de dilatation thermique longitudinal négatif

e L'E-glass/Epoxy présente des propriétés mecaniques faibles par rapport aux deux

premiers matériaux.

L'étude porte sur l'effet du rapport d'aspect, I'effet des conditions aux limites ainsi que,
du nombre de couche, stratification et des rapports d'anisotropie sur la température critique
des plaques composites stratifiées minces. D'autre part, cette partie, comporte aussi une
étude du flambement thermique des plaques composites stratifiées munie d'une ouverture

centrée.
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Chapitre 1

Formulation élement fini
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Partie I: Flambement thermique des plaques composites stratifiées minces
Formulation élément fini

1.1. Introduction

Ce chapitre a pour but d'exposer la formulation de I'élément fini développée par Tati
[12] pour I'étude de la flexion et le flambage des plaques composites stratifiées minces. Ce
chapitre comporte aussi, I'extension de cet élément fini vers I'étude du flambement thermique
des plaques composites stratifiées minces. Basé sur la theorie classique des stratifiees,
I'élément est une combinaison d'un éléement membranaire isoparamétrique et d'un élément de
type Hermite de haute preécision, le tout donnant un élément fini a quatre nceuds avec trente-

deux degrés de liberté.
1.2. L'élément membranaire

1.2.1.  Approximation géométrique

Les coordonnées paramétriques sont notées & et 1. Les coordonnées x (§,m) ety (§, n)

d'un point quelconque sont definies par:

4
X (E,m) =D N (& n)X;
=1 (1.1)

4
Y(fyﬂ):ZNi(@ﬂ)Yi
i-1

Ou xi et yi sont les coordonnées du nceud i et, les fonctions d'interpolation bilinéaires

sont données par :

Nl(faﬂ)z%(l—f)(l—ﬂ)
1
N n)=—(1 1-
,(&1m) il(+§)( ) L2
N (6)=3 @+ E)L+n)
N4(§,77)=%(1—§)(1+77)

1.2.2.  Champ des déplacements

Comme I'élément est isoparamétrique, I'approximation nodale pour le champ des
déplacements dans le plan de I'élément s'écrit en utilisant les mémes fonctions de formes que

I'approximation géométrique, soit :
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Partie I: Flambement thermique des plaques composites stratifiées minces
Formulation élément fini

4
UG m =2 N (&mu,
= (1.3)

4
V(Em) =D N (&),
i=1

Ou u(&,n) et v(&,n7) sont les deplacements membranaires d'un point quelconque

(&,nm) et u;etVv,; sont les déplacements d'un nceud i (Figure 1. 1)

Fl

=

a) Element de reference b) Elément reel

Figure 1. 1: EIément membranaire

1.3. L'élément plaque:
1.3.1. Fonctions d'interpolations de I'élément de référence

L'approximation nodale du champ de déplacement hors plan d'un élément
rectangulaire de haute précision de type Hermite du premier ordre est donnée par :
oW, ow

_ |
w _HOOWi +H10—8§ +H

M n, W (L.4)
01 on 11 0&on

Ou
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o0 =16 (& + P& ~2) <+ 1)y ~2)
— &+ G ES -+ 1P -2)
o1 = =25 (& + & ~ 2 x 7+ V7o D)

1 =2 6o (& + &) ~Dx -+ VT, ~D)

10
(1.5)

H
H
H
H

1.3.2. Fonctions d'interpolations de I'élément réel

Les dérivées des fonctions d'interpolations géométriques seront calculées par la

formule suivante:

oN; _aNia_§+aNia_77
OX o0& ox  oOn oX

(1.6)
ON; _ ON; a_§+8Ni on
o 05y O0n oy
Ou sous la forme matricielle par:
ON; 9& o | |ON;
OX ox oX o¢
= 1.7
ON; 05 0n || oN; (L.7)
oy o 9 || on
Les dérivées %8_58_77 eta—77 se déterminent a partir de la matrice Jacobienne
OX 0oy OX
inversée J | la matrice Jacobienne est donnée par:
ox oy ON; ON; y
o 0 al pe toae
1=| % O o ¢ (18)
a_X ﬂ i=1 _aNi . _8Ni Y.
on an on ' on '

Les fonctions d'interpolations de I'elément plaque réel quadrilatéral sont déterminées a
partir des fonctions d'interpolations de I'élément de référence en introduisant les fonctions
d'interpolation géométrique.

17



Partie I: Flambement thermique des plaques composites stratifiées minces
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ag " ox ag oy O&
OW OX Ow oy
% EXEE
o ow [a_a_ (ay 6vj o (a_x@ﬂa_xj (9)
ocon  ox2\ o0& on) oy2\ocon) oxoy \oE on  oE on
L ow (o +8\N(82y
ox \o&on ) oy \ o&on

En introduisant les expressions de I'equation (1.9) dans I'équation(1.4), on aboutit a:

w=H\w,; +H 8W8_xaway+ 8W6X+8‘Nay
00 10{ ox ag oy O& 01l ox o oy on

O [ OX OX oy oy
ox2 (¥%j+ oy 2 (@%J (1.10)
0 5 (ax dy 8yaxJ &N(@ZX j 8\N[62y j
| === |+ +
oxoy \ o2 on  o& on ocon ) oy \ ogon

L'expression du déplacement hors plan w (x,y) dun point quelconque de
coordonnees (x,y) de I'élément réel est donnée par:

oA, oA, oA

| | |
y ay + Lgxy w-f- LHXX W-F Leyy W (111)

OW :
W (X,y)=L,w; +Ly 8XI +Ly

Ou sous la forme matricielle par:

2|22 =

W(X’Y)ZI:LW Lex Ley Lny Lexx Lﬁyy] 0

=3

(1.12)

2 ¥
2

i
OX 2
o,
oy ?

OU Ly, Lo, Lpy Loy Lo €t Lyyy sont les fonctions d'interpolations de I'élément reel

données par:
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L, =Hgo 5 8 o2
X X X
Lox =Hipw—+Hnp U AA
o0& 6 oéon
oy 53’ 0%y
Loy =Hp—+Hp——+Hyu——
o0& on oéon
oy (x ey ax oy (1.13)
Laxy - Hll
o¢ on 877 o
OX OX
Lo =Hu—7——
o0& on

I-6’yy Hll Z}; gi;

1.4. Construction de I'élément combiné

La combinaison des deux éléments permet d'obtenir un élément a quatre nceuds
contenant huit degrés de liberté chacun, soit un élément de trente-deux degrés de liberté avec

un vecteur déeplacement:

(1.14)

fa}f ={Ui,vi,wi,

oW ow oW oA aaN}
ox; 'oy; oxoy; ox? oyl

1.4.1. Relations cinématiques

La théorie utilisée est la théorie classique des stratifiés, basée sur le modele classique
de Kirchhoff dans lequel on suppose que la normale au feuillet moyen le reste apres
déformation. Cette derniere, néglige I'effet des déformations dues au cisaillement transverse.
Les déplacements selon cette approche s'écrivent :

(1.15)

Ou
Ug,V g sont les déplacements membranaires

W, est le déplacement hors plan du feuillet moyen de la plaque.

Le champ des déformations est donné par :
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2
%1@) o
. ox 2\ oX 2 ox 2
. L %1[%} e R R (1.16)
y oy 2oy oy -
oo awaw| | ,ow |t
oXx oy Ox oy ox oy

1.4.2.  Loi de comportement

Les relations contraintes-déformations dans le systeme de coordonnées locales des

fibres d'un stratifié soumis a une variation de température, sont données par (Kaw [4]):

T
03 Qu Qp O & &
0,0=|Qu Qpn 0 &y~ 5; (1.17)
712 0 0 Qe N2 0

Ou 1 et 2 désigne respectivement la direction longitudinale des fibres et la direction

transversale normale aux fibres dans le plan de la plaque. gI et g; sont les déformations

d'origine thermique et qui sont données par :

.
&

*
g +=AT | a, (1.18)
0 0

Avec o, et a,sont respectivement le coefficient de dilatation thermique longitudinal et

transversal et AT la variation de température. Les composantes de la rigidité Q; sont

données par:

E E v,.E
Qu :—1'Q22 :—Z'le :L'QGB =Gy, (1.19)
1-vipvy 1-vipvy 1-vipvy

ou E;, E,,v;, et Gy,sont les caractéristiques mécaniques d'une couche.
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Les relations contraintes-déformations de la couche "k" dans le repére global du

stratifié, sont données par:

Oy Q:ll Q:lz Q:16 &y ay
Oy = Q_21 Q_zz Q_26 e | —AT| ay (1.20)
Ty K Q61 Q62 Q66 k || ”xy ‘ ayy o

Les efforts a mi-plan d'une plagque et les moments sont liés aux déformations et aux

courbures par les expressions suivantes:

(N | TAy Ay Ay By By Byl S N%
N,y An An Ap B By By giy Ny
Ni | | A Az Am By By By |78, | | N (1.21)
M, B,y By Bis Dy Dy, Dy Ky M I
M y B,y By By Dy Dy, Dy Ky M ;
My | LBas By Bay Day Dy Dy | Ky ] [ M,

Ou

N_[[A] [B]|[el | [NT
- - 22
0] o) e -
Avec [A], [B]et [D]sont les rigidités extensionnelle, flexionnelle et de couplage

respectivement, celles-ci peuvent étre définies par :

h
2.
Aii - J;[ ii]kdz
]
h
2
B; = | [Qy ], zdz (1.23)
:
h
2 —
Dy = [ [Qy ], 2%z
h
]
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En notant par o; les contraintes dans le plan, on peut ecrire:

h
2
h
: (1.24)
2
h
2
Les résultantes de force et de moment thermique sont définies par:
h
T e T
NT= I[ 'j]k [AT {a} }dz
h
; (1.25)
2
M= [ [Qy], | AT o) |ad
h
2
1.4.3. Energie potentielle de déformation et travail des forces appliquées
L'énergie potentielle de déformation d'une plaque est donnée par :
U :ijaT edv (1.26)
20

OuV est le volume de la plaque.

En utilisant les relations contraintes-déformations et les relations constitutives des
stratifiés, I'énergie potentielle de déformation peut s'écrire:

J= %J (€2 AN Y+l [B i} +{xY [BKe}+{x¥ [DKx})dv (1.27)

Dans le cas de grande déformation et I'existence de chargement thermique, I'énergie
potentielle totale est donnée par :
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{elY [ANe3+{elY BHx3 Y [B e }+{x} [DHx}

I ij[ }dv (1.28)
2\ 2T INT 1+ M T D)+ 3N T ]

En introduisant les relations (1.21) dans I'expression de I'énergie, on obtient:

1.4 T{{sg}T[A]{sg}+{sg}T[B]{sk}]
O==|({g} {q}J|d&d
1l T s P BI 1+ 5.7 D1S.) Josd

—[ [4a3™40S, 1IN T1+[8,.1"[M T1}9|dédn (1.29)
-1

1
+%H{q}T{[G ITINJ1IG IHa} [dedn
]

Ou

|J| est le déterminant de la matrice Jacobienne.

ow
0 _X T N);r N)z;/
(o) =[50}, {e)=[5.000) B, | [No]-[NXTy N;]
oy

Avec [S,]et [S,] des matrices de 3x32 composantes, qui relient respectivement les

déformations membranaires linéaires et les courbures de I’élément au vecteur des

déplacements {q } .

[G] est une matrice 2x32 composantes, qui relient le vecteur [;ﬂ%} au vecteur
X

déplacement {q }

En se basant sur le principe de I'énergie potentielle minimale, la premiére variation

permet d'obtenir :

e la matrice de rigidité élémentaire :

L5 VIAKS,}+8, Y B IS, }
KE® ¢ ¢ € K« J|d&d 1.30
k] | B 1+ 1S (30
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e Le vecteur forces thermiques élémentaire:
1
(Fe} [ [ay™gs,TIN T1+[3 1M T3} |ddy (L31)
-1
e La matrice géométrique élémentaire:
1
(K& [ [{IGTTIN GG 139 |ded (1.32)
-1

Dans un probléeme de flambement thermique de plaques sous chargement uniforme de
la température, il n'est pas nécessaire de trouver la distribution des contraintes en avance.
Cependant, quand la structure est soumise a une variation non-uniforme de la température

ou, la structure, elle méme, n'est pas uniforme (p.ex. présence d'ouverture) [13,36].

Il faut donc déterminer la distribution des efforts membranaires en résolvant

I'équation :
[K]iX}={F} (1.33)
Ou
[K ] est la matrice de rigidité globale.

{X } est le vecteur des déplacements globaux.

{F} est le vecteur de chargement globale.

L'annulation de la deuxiéme variation de I'énergie potentielle de déformation, permet

d'obtenir le probléme de valeurs propres suivant:
[K]{X }+/1[KG]{X }:O (1.34)
Avec

A la charge non dimensionnelle de flambement, {X } représente le vecteur modal et [Kg |

est la matrice géometrique globale.
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1.5. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons exposé la formulation de I'élément fini développé par Tati
[12] pour I'étude de la flexion et le flambage des plaques composites stratifiées minces. Ce
chapitre comporte aussi, I'extension de cet élément fini vers I'étude du flambement
thermique des plaques composites stratifiees minces. Basé sur la théorie classique des
stratifiées, I'élément est une combinaison d'un elément membranaire isoparamétrique et d'un
élément de type Hermite de haute précision, le tout donnant un élément fini a quatre nceuds

avec trente-deux degrés de liberté.
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Chapitre 2

Validation et Etude paramétrique
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2.1. Introduction

Le présent chapitre est consacré a la validation de I'élément fini présenté dans le
précédent chapitre, ainsi que son application a I'étude du flambement thermique des plaques

composites stratifiées minces. Pour ce faire un code en Fortran a été développé.

Il est nécessaire, avant d'entamer toute étude numeérique, de vérifier et valider la
précision de la formulation de I'élément fini utilisé. Pour ce faire, plusieurs cas d'études existant
dans la littérature abordant le phénomene du flambement thermique des plaques isotrope et
composite stratifiées ont éte pris en considération. Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, une
étude paramétrique est présentée afin de mieux comprendre le comportement de flambement
thermique des plagues composites stratifiées. Plusieurs parametres, sous différente
combinaison de conditions aux limites, sont pris en considération, a savoir : rapport d'aspect,
nombre de couches et le degré I'anisotropie. Les conditions aux limites adoptées dans ce

chapitre sont listées dans le tableau 2. 1

Tableau 2. 1: Conditions aux limites partie flambement thermique.

Conditions aux limites Abréviation Les retenus aux bords
ow a
U=sw =—=0,X =+—
. ] oy 2
Simplement appuyé SS
ow b
OX 2

oW _ow_ o'w 2w 0%w

Encastré cC o _&_5_ oxoy  ox2  oy?
. a
Encastré sur x = iE
Encastré - Simplement appuyé CS b
Simplement appuye sur y = iE
. a
Encastre sur x = iE
Encastré - Libre CF b
Libresur y =+—
2
. . a
Simplement appuyé sur x = iE
Simplement appuyé - Libre SF

Libre sur y = i%
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2.2. Validation de I"élément fini

2.2.1. Plagues isotropes:

2.2.1.1. Plaque isotrope simplement appuyée:

Dans ce test, on considére la convergence de la température critique de flambement d'une
plaque isotrope carrée simplement appuyée (a/b=1 et a/h=100, voir Figure 2. 1). Les

caractéristiques mécaniques de la plaque sont :
E =1.0x10°v =03, =1.0x10"°

Afin d'étudier la convergence de la solution avec la présente formulation, la plague est
subdivisée en trois types de maillage; 2x2, 4x4 et 6x6. Le tableau 2. 2 réuni les températures

critiques de flambement trouvées par notre élément et celles trouvées par:

1) Shiau et al. [39] avec un élément fini triangulaire a 6dll. /nceud basé sur la théorie
classique des stratifiés,

2) Zhao et al. [75] avec une méthode sans-maillage a 5dll/nceud,

3) Matsunaga [71] avec une théorie d'ordre supérieur,

4) Noor et Burton [66] par une solution tridimensionnelle.

D'apres le tableau 2. 2, on voit que les résultats obtenus par la présente formulation sont

en trés bon accord avec ceux de la littérature.

g

Q

//

]

Figure 2. 1: Dimensions de la plaque
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Tableau 2. 2: Convergence de la température critique de flambement d'une plaque carrée isotrope

Matsunaga [71]  Noor et Burton [66] Zhaoetal. [75] Shiau et al. [39] Présent

0.1284 (16x16)  0.1266 (2x2) 0.1272 (2x2)
0.1264 0.1264 0.1273 (18x18)  0.1265 (4x4) 0.1265 (4x4)
0.1271 (20x20)  0.1265 (6x6) 0.1265 (6x6)

2.2.1.2. Plaque isotrope simplement appuyée et encastree

On considere une plaque isotrope carrée (a/b=1, a/h=100). Les caractéristiques

mécaniques de la plaque sont :
E=20x10"v=03a=1.0x10"°

Dans ce cas test, deux conditions aux limites sont prises en considération; simplement

appuye (SS) et I'encastré (CC). Le

tableau 2. 3 réunit les résultats obtenus par la présente formulation et ceux trouvés avec un

élément fini basé sur la théorie du premier ordre [76] ainsi qu'avec la solution analytique [35] .

Pour le cas simplement appuyé, on voit trés bien qu'a partir d'un maillage de 6x6, on a
des temperatures critiques de flambement identique a ceux de I'élément de premier ordre [76],
ainsi qu'un tres bon accord avec la solution analytique [35]. Pour le cas encastré, on percoit le

meilleur résultat avec un maillage de 6x6.
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Tableau 2. 3: Température critique d'une plague carrée isotrope simplement appuyée et encastrée.

Maillage 4x4 6%6 8x8 12x12
Simplement appuyée
Analytique [35] 63.27
Présent 63.127 63.247 63.262 63.266
Err% 0.22 0.036 0.012 0.0063
S'”g[@%]et al. 63.198 63.247 63.262 63.266
Err% 0,11 0.036 0.012 0.0063
Encastrée
Analytique [35] 168.71
Présent 169.466 168.137 167.892 167.796
Err% 0.44 0.33 0.48 0.54
S'”g[h%]et al. 166,517 167.579 167.675 167.856
Err% 12 0.67 0.61 0.50

2.2.2. Plaques stratifiées

2.2.2.1. Plaques stratifiées rectangulaires simplement appuyees:

Dans cet exemple, on présente la convergence des températures critiques minimum de
flambement de plaques stratifiées symétriques rectangulaires simplement appuyées. Deux

stratifications avec huit couches (8) ont été prises en considération, a savoir: [0/90/90/0], et

[0/45/-45/90]5. Les propriétés géométriques et mécaniques des plaques sont listées dans le

tableau 2. 4
Tableau 2. 4: Propriétés géométriques et mécaniques[77].
iy b h 1 (psi) E, G  og(1/F) oz
15 12 0.028 225x10° 1.17x10° 0.66 x 10° —0.04x107% 16.7x107°

Les résultats obtenus ont été confrontés a des résultats obtenus par des éléments finis
basé sur la théorie classique des stratifiées [39,77] . Le tableau 2. 5 montre la rapidité de

convergence ainsi que la précision du présent élément fini pour les deux stratifications.
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Tableau 2. 5: Température critique de flambement de plaques composites stratifiées simplement

appuyées
Yucheng Shi [77] Shiau et al. [39] Présent

- 12.2616 (4x4) 12.2716 (4x4) ©

[0/90/90/0] - 12.2610 (8x8) 12.2617 (8x8)
12.26 (12x12) 12.2610 (12x12) 12.2612 (12x12)

- 13.7744 (4x4) 13.7388 (4x4)

[0/45/-45/90], - 13.7582 (8x8) 13.7354 (8x8)
13.71 (12x12) 13.7519 (12x12) 13.7357 (12x12)

" nombre d'éléments dans la direction x et y, respectivement.
2.2.2.2. Plaques rectangulaires stratifiées équilibrées

Ce test a été proposé par Shiau et al. [39] afin de chercher I'angle d'orientation optimale
pour une meilleure résistance des plaques rectangulaires stratifiées au flambement thermique.
Deux types de matériaux ont été considérés, a savoir : le T300/5208 Graphite/Epoxy et le
AS4/3501-6 Graphite/Epoxy (voir tableau 2. 6). Pour ce faire, Shiau et al. [39] ont testé

plusieurs combinaisons de conditions aux limites et angle d'orientations pour deux types de

stratifications équilibrées; [(£6°),]s, [+6°2/-0°2]S. Le tableau 2. 7 englobe les résultats obtenus

par notre élément et leur confrontation avec ceux de Shiau et al. [39].

Tableau 2. 6: Propriétés du T300/5208 et le AS4/3501-6 [39].

Materials E.(Gpa) E, G v o (10%C°)  ay(10°%C°)

T300/5208 181 103 717 028 0.02 22.5

AS4/3501-6 142 103 7.2 027 -09 27
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Tableau 2. 7: Flambement thermique des plaques rectangulaires stratifiées équilibrées (a/b=2, b/h=150)

Stratification ~ Conditions aux limitess ©®°  Shiauetal. [39] Présent (10x10)*

© sS 62° 38.38 38.25
S [(£0°)];
Q2 cC 55° 83.81 83.58
o
o
= SS 59° 31.62 31.13
[+@°,/-0°,],
cc 540 65.30 65.13
SS 56° 44.63 4452
[(£0°),] cC 52° 88.95 88.70
O
= cs 57° 47.43 47.16
LN
o
3 CF 44° 12.95 15.97
<
SS 540 36.29 35.74
[+@°,/-0°,]
cc 51 70.92 70.69

2.2.2.3. Plaque composite stratifiée équilibrée antisymétrique simplement appuyée

Ce cas test, a été proposé par Noor et Burton [66] en utilisant une approche
tridimensionnelle afin d'étudier I'effet de I'orientation des fibres sur la temperature critique
minimum de flambement des plaques composites stratifiées. A cet effet, une plaque de forme

carrée (a/b=1) de dix (10) couches avec une stratification équilibrée antisymétrique[+6, -6, ...]

a été considérées. Les caracteristiques du matériau pour une couche individuelle sont prises de

telle sorte a correspondre a un matériau ayant des modules de fibres élevées, a savoir:
Avec « est un facteur de normalisation des coefficients de dilatation thermique.

Le

tableau 2. 8 montre la comparaison des résultats trouvés avec le présent élément fini et ceux

de solution tridimensionnelle de Noor et Burton [66].
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Tableau 2. 8: Température critique d'une plague composite stratifiée équilibrée.

0° 15° 30° 45°

Présent  0.7486x10°  0.1133x10°  0.1540x10~  0.1720x10"

3D[66]  0.7463x10°  0.1115x10°  0.1502x10°  0.1674x10"
Err% 0,30 1,61 252 274

2.3. Etude paramétrique :

2.3.1. Effet du rapport d'aspect a/b:

2.3.1.1. Effet du rapport d'aspect (a/b) sur la température critiqgue de flambement de

plaques stratifiées croisées :

Dans cette section, on va étudier I'effet de la géométrie de la plaque stratifiee sur les
températures critiqgues de flambement. Pour ce faire, plusieurs rapports d'aspect ont été
considérés (a/b=1.0~4.0) avec deux types de stratifications ([90,/0,]s, [0,/90,];). Différentes
combinaisons de conditions aux limites; simplement appuyé (SS), encastre(CC) et Encastré-
Simplement appuyeée (CS), ainsi que trois types de matériaux ont été étudiés, a savoir: le
T300/5208, le AS4/3501-6 et le E-glass/Epoxy (voir tableau 2. 9).

Tableau 2. 9: Propriétés du T300/5208, le AS4/3501-6 et E-glass/Epoxy [39,70]

Materials Ei(Gpa) E, G, vy  0,(10%C°)  a,(10%C°)
T300/5208 181 103 717 028 0.02 22.5
AS4/3501-6 142 103 72 027 -09 27
E-glass/Epoxy  53.4 179 86 025 6.3 20.5

La figure 2. 2 montre l'effet du rapport d'aspect sur la température critique de
flambement de plaques stratifiées simplement appuyée (SS). Pour ce cas de condition aux
limites ainsi que pour les trois types de matériaux, on remarque qu'avec le [90,/0,]s, les
températures critiques de flambement sont Iégerement affectées par I'augmentation du rapport
d'aspect (a/b), alors que pour le [0,/90,] les températures critiques flambement diminues avec
l'augmentation du rapport daspect (a/b). Ceci peut étre expliqué par le fait quavec la

[90,/0,]s, on obtient une succession de couches ayant une orientation (0°) dans le plan moyen.
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Comme cette orientation est paralléle au sens de I'allongement (a), celle-ci peut augmenter la

résistance de la plaque face a ce dernier

D'autre part, on remarque des piques dans la courbe de la stratification [90,/0,]s avec le
AS4/3501-6 en a/b=1.5, 2.5 et 3.5. Cela peut étre di au changement de modes de flambement,
comme le montrent les figures dans le tableau 2. 10. On remarque aussi qu'avec a/b=1.0, les
deux stratifications donnent les mémes températures critiques, cela est di a la symétrie des

conditions aux limites ainsi que la géométrie

La Figure 2. 3 présente l'effet du rapport d'aspect pour le cas des plaques stratifiées
encastrées (CC). Avec ce type de condition aux limites, on remarque que les températures
critiques de flambement décroissent avec l'augmentation du rapport d'aspect (a/b), pour les
deux stratifications et les trois matériaux choisis. On note aussi que la diminution de la

température avec la stratification [90,/0,]; est plus prononcée qu'au cas du simplement

appuyeée.

75 -
i //l\\
70'_ | e Ta—— %—— g = 5
65 -
,.\_’—f— —
60 ¢° ¢+ ————
55 -
50 —[90/0] ™ AS/3501-6
45 © Y e T300/5208
- K 77777777 [02/902]3 o E l /‘
40 i glass/epoxy
e p '\‘ \‘
g 35 'S
30 .
25 TR
1 R = ] -
20 - B o > S S ——— .
15 -
104 ®=——e— o ° . o °
5 T T— T — . e
0 1 I I 1 I I 1
1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0
a/b

Figure 2. 2: Effet du rapport d'aspect a/b sur la température critique d'une plaque stratifiée croisée
simplement appuyée.
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Tableau 2. 10: Modes de flambement d'une plaque stratifée AS/3501-6 pour différents rapoprts

d'aspect
a/b=1.0 a/b=15 a/b=2.0
- . .
e . -
a/b=2.5 a/b=3.0 a/b=3.5
-l W 9
a/b=4.0

250 +
200 4

4 B u
150 S - [902/02] m AS/3501-6

- & T300/5208
........ [0/90,], o Eglass/epoxy

\\

ATcr
w
o
1
( &

25 4
20 ¢
] b . G Ny °
15 =
10 | 1 | 1 I 1 |
1.0 1.5 20 25 3.0 3.5 4.0
a’b

Figure 2. 3: Effet du rapport d'aspect a/b sur la température critique d'une plaque stratifiée croisée
encastrée.

La figure 2. 4 illustre le cas des conditions aux limites Encastré-Simplement appuyé
(CS). A la différence des cas précédents; simplement appuye (Figure 2. 2) et encastré (Figure
2. 3), on remarque qu'avec a/b=1.0 on n'a pas le méme résultat pour les deux stratifications, car

ici on n'a pas de symétrie dans les conditions aux limites sur les arrétes de la plaque. On note
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aussi que la stratification [0,/90,]; avec a/b=1.0 donne des températures critiques plus élevée
qu'avec la stratification [90,/0,] . Cela peut étre expliqué par le fait que la [0,/90,]; possede
une rigidité flexionnelle longitudinale (D1;) supérieure a celle de la [90,/0,];. Comme cette
rigidité se trouve dans le sens des arrétes encastrée, elle augmente la résistance de plagque face

au flambement

180 -
] "
160 - ’
140 -
- 90/0] ™ AS/3501-6
e 2 27
- 5 4 T300/5208
100 - 5 [0/90], o Eglass/epoxy
b -
S 80
: T a0 u
1 *RH’ —
60 - RN *
40 - R
4 ._: ;““:i:‘_’jj_';_*_-—-, ‘-
0 B S Se— SS—  S— :
T T T T T T T v T ' 1 ' I '
1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0
a/b

Figure 2. 4: Effet du rapport d'aspect a/b sur la température critique d'une plaque stratifiée croisée
encastrée-simplement appuyée.

D'aprés les résultats illustrés ci-dessus, on remarque que le E-glass/Epoxy donne les
températures critiques les plus basses. Ceci peut étre expliqué par ses rapports d'anisotropie
(E1/E2 et ao/az) qui sont relativement faibles par rapport a ceux de I'AS4/3501-6 et du
T300/5208. Par ailleurs, il est trés intéressant de noter que I'’AS4/3501-6 donne des
températures critiques de flambement plus hautes que celles du T300/5208 malgré le module
de Young longitudinal (E;) élevé de ce dernier. Cependant, I'AS4/3501-6 a un coefficient
longitudinal de dilatation thermique négatif (a;=—0.9x10-6/C°). Selon Shiau et al. [39], quand
le AS4/3501-6 est soumis & une élévation de température, son coefficient longitudinal génere
des forces de traction, de ce fait, la capacité de chargement de la plaque s'épuise relativement
lentement. Par conséquent, les températures critiques de flambement de I'AS4/3501-6 sont les

plus hautes.
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2.3.1.2. Effet du rapport d'aspect (a/b) sur la température critiqgue de flambement
de plaques stratifiées équilibrées

Les figures 2.5, 2.6 et 2.7 montrent I'effet du rapport d'aspect (a/b) sur la température

critique de flambement d'une plaque stratifiée équilibrée simplement appuyée (SS). Plusieurs

angles d'orientation ont été pris en considération (0°~90°) pour trois types de materiaux;
T300/5208, E-glass/Epoxy et I'AS4/3501-6.

La figure 2. 5 présente le cas du matériau T300/5208, on remarque qu'au fur et a mesure

que l'orientation des angles approche la direction de la partie allongée de la plaque (a), I'effet

du rapport d'aspect sur les températures critiques de flambement diminue jusqu'a devenir

négligeable avec les angles 60°, 75° et 90°. On note aussi qu'avec l'angle 45° la plaque carrée

donne la plus haute température critique de flambement, alors que pour les autres rapports

d'aspect les plus hautes températures critiques sont celles de I'angle 60°.

85 -
80 -]
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55 -]
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—&— 15°
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—W—45°
<4+—60°
b—75°
—490°
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Figure 2. 5: Effet du rapport d'aspect a/b sur la température critique d'une plaque stratifiée équilibrée

T300/5208 simplement appuyée.

La figure 2. 6 montre le cas de I'E-glass/Epoxy. Avec ce dernier, on note le méme

comportement qu'avec le T300/5208, quoique I'effet du rapport d'aspect est plus prononcé avec

le E-glass/Epoxy. Cependant, a la différence du cas précédent c'est avec le 90°

hautes températures critiques de flambement sont produites.
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Figure 2. 6: Effet du rapport d'aspect a/b sur la température critique d'une plaque stratifiée équilibrée E-
glass/Epoxy simplement appuyée.

La figure 2. 7 présente le cas de I'AS4/3501-6, on remarque trés bien qu'avec les angles
0°, 15°, 75° et 90° on a des températures critiques de flambement négatives. On peut
comprendre par ces résultats, qu'avec certains angles d'orientation la plague perd sa stabilité en
abaissant la température plutdt que de I'élever. Selon Whitney et Ashton [20] c'est a cause de
la valeur négative du coefficient axial de la dilatation thermique des fibres. Aussi, selon
Whitney et Ashton [20], il existe des cas ou il est virtuellement impossible de faire
thermiquement voiler une plaque composite que ce soit en élevant ou en abaissant la
température [20,70]. Des résultats analogues a nos resultats sont trouves dans la littérature [78-
80].

D'autre part, on remarque qu'avec les angles 30°, 45° et 60° les températures critiques de

flambement décroissent avec I'augmentation du rapport d'aspect (a/b).
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Figure 2. 7: Effet du rapport d'aspect a/b sur la température critique d'une plaque stratifiée équilibrée
AS/3501-6 simplement appuyée.

Les figures 2.8, 2.9 et 2.10 montrent I'effet du rapport d'aspect (a/b) sur la température
critique de flambement d'une plaque stratifiée équilibrée encastrée (cc), pour les trois types de
matériaux; T300/5208, AS4/3501-6 et le E-glass/Epoxy, respectivement. Pour ce cas de
conditions aux limites, on observe un comportement semblable a celui simplement appuyé (SS)
pour le T300/5208 (Figure 2. 5) et le E-glass/Epoxy (Figure 2. 6), a la différence bien sdr, des
valeurs des températures critiques de flambement, elles sont plus élevées que celles du
simplement appuyé. Ceci peut étre expliqué par le fait que la plaque encastrée développe une
plus haute résistance a la déformation hors plan, que celle de la plaque simplement appuyee
[15]. Pour le cas de I'AS4/3501-6 (Figure 2. 10), on remarque la aussi un comportement
similaire que celui du simplement appuyé (Figure 2. 7), sauf pour le cas du rapport d'aspect
a/b= 4 avec l'angle 15° ou on note une température critique positif (AT¢= 17.58). On note
aussi, qu'a partir de a/b=1.5, les angles d'orientation 45° et 60° donnent des températures

critiques trés proches.
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Figure 2. 8: Effet du rapport d'aspect a/b sur la température critique d'une plaque stratifiée équilibrée

T300/5208 encastrée.
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Figure 2. 9: Effet du rapport d'aspect a/b sur la température critique d'une plaque stratifiée équilibrée E-
glass/Epoxy encastrée.
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Figure 2. 10: Effet du rapport d'aspect a/b sur la température critique d'une plaque stratifiée équilibrée
AS4/3501-6 encastree.

L'effet du rapport d'aspect (a/b) sur la température critique de flambement d'une plaque
stratifiée équilibrée encastrée-simplement appuye (CS) est présenté sur les figures 2.11, 2.12 et
2.13. Pour le cas du T300/5208 (Figure 2. 11), on remarque, a la différence des précédentes
conditions aux limites (CC et SS), que les températures critiques de flambement décroissent
brusquement du a/b=1 au a/b=15. Cela peut étre expliqué par le fait que la partie allongée de la
plaque est la simplement appuyée, donc au fur et a mesure qu'on augmente de rapport d'aspect
(a/b), la partie simplement appuyée prend le dessus sur la partie encastrée dans la détermination
des températures critiques de flambement, jusqu'a devenir trés proches de celles de la plaque
entierement simplement appuyée (SS) (Figure 2. 5) avec a/b=4. On note aussi qu'avec l'angle
30° la plaque carrée donne la plus haute température critique de flambement, alors que pour les

autres rapports d'aspect les plus hautes températures critiques sont celles de I'angle 60°.

Pour le cas de I'E-glass/Epoxy (Figure 2. 12), on note que la encore, les températures
critiques de flambement diminuent avec l'augmentation du rapport d'aspect (a/b). On note
aussi, qu'avec le rapport d'aspect a/b=1.5, les angles d'orientation n'ont pas d'effet significatif
sur les températures critiques de flambement de la plaque stratifiée. On remarque également,
que la plaque carrée avec I'angle 0° donne la plus haute température critique de flambement,

alors que pour les autres rapports d'aspect les plus hautes températures critiques sont celles de
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I'angle 90°. Pour ce qui est du cas de I'AS4/3501-6 (Figure 2. 13), on note un comportement
proche au comportement de la plaque simplement appuyée (SS)(Figure 2. 7), c.-a-d., avec les
angles 0°, 15°, 75° et 90° on a des températures critiques de flambement négatives et avec les
angles 30°, 45° et 60° les températures critiques décroissent avec la variation du rapport

d'aspect.

150 -
140 A
1304 ¢\
120 2 \\ T300/5208 e 15
110 '
100
90 -
80 -
70
60
50 -
40
30 -
20 -
10 4
0

ATcr

1.0 1.5 20 25 3.0 3.5 4.0

Figure 2. 11: Effet du rapport d'aspect a/b sur la température critique d'une plaque stratifiée équilibrée
T300/5208 encastree-simplement appuyée.
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Figure 2. 12: Effet du rapport d'aspect a/b sur la température critique d'une plaque stratifiée équilibrée
E-glass/Epoxy encastrée-simplement appuyée.
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Figure 2. 13: Effet du rapport d'aspect a/b sur la température critique d'une plaque stratifiée équilibrée
AS4/3501-6 encastrée-simplement appuyée.
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2.3.2. Effet du nombre de couches:

Afin d'étudier I'effet du nombre de couches sur la température critique de flambement
des plaques composites stratifiées, on considére une plague mince de forme carrée (a/h=100 et
a/b=1), avec une stratification symétrique [+6]s pour un empilement de 4, 6, 8 et 10 couches.
Trois différents types de conditions aux limites (CC, SS, CS) ainsi que plusieurs angles
d'orientation (0°~90°), ont été pris en considération pour deux types de matériaux; a savoir: le
T300/5208 Graphite/Epoxy et le E-glass/Epoxy (voir tableau 2. 9).

Les figures 2.14 et 2.15 présentent les cas de la plaque simplement appuyée (SS) et
encastrée (CC), respectivement. En raison de la symétrie sur les conditions de bords,
seulement quatre angles d'orientation ont été considéré. On remarque pour les deux conditions
aux limites ainsi que pour les deux types de matériaux que les températures critiques de
flambement augmentent avec I'augmentation du nombre de couches. On remarque aussi qu'au
fur et @ mesure qu'on augmente le nombre de couches I'écart entre les températures critiques
diminue. Selon Chen et Chen [36] on approche la solution orthotrope, chaque fois qu'on
augmente le nombre de couches, ce qui amoindrit I'effet du couplage. On note aussi, que pour
le cas de la plague simplement appuyée (SS) avec les deux types de matériaux (Figure 2. 14),
I'angle 45° provoque les températures critiques les plus élevées. Pour le cas de la plaque
encastré (CC) (Figure 2. 15), le T300/5208 donne les températures critiques les plus hautes
avec l'angle 45°, alors que I'E-glass/Epoxy donne les températures critiques les plus élevées

avec l'angle 0°,
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Figure 2. 14: L'effet du nombre de couches sur les températures critiques de flambement de plaques
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Figure 2. 15: L'effet du nombre de couches sur les températures critiques de flambement d'une plaque

stratifiée equilibrée encastrée (CC).
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La figure 2. 16 illustre le cas de la plaque encastrée-simplement appuyée (CS). Avec ce
cas de condition aux limites, on note un comportement semblable a celui des précédentes
conditions aux limites (SS, CC), c.-a-d., qu'avec I'augmentation du nombre de couches I'écart
entre les températures critiques diminue. On remarque qu'avec le T300/5208, les températures
critiques de flambement augmentent avec la variation de I'angle d'orientation jusqu'a atteindre
son maximum avec l'angle 30°, ensuite elles commencent a décroitre jusqu'a l'angle 90°. Pour
le cas du I'E-glass/Epoxy, I'augmentation du nombre de couches n'a pas d'effet significatif sur
les températures critiques de flambement comparant avec le cas du T300/5208. On note aussi,
que les températures critiques de flambement décroissent avec la variation de l'angle

d'orientation.
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Figure 2. 16: L'effet du nombre de couches sur les températures critiques de flambement d'une plaque
stratifiée équilibrée encastrée-simplement appuyée (CS).

2.3.3. L'effet de I'anisotropie:

D'apres les résultats illustrés précédemment ainsi qu'a travers la littérature, on a constaté
que la température critique de flambement des plaques stratifiées dépend considérablement des
propriétés mécaniques du matériau utilise [70]. Effectivement, au cours des derniéres
décennies, beaucoup d'auteurs ont étudié I'effet du rapport des modules de Young et du rapport
des coefficients de dilatation thermique sur le comportement au flambement thermique des

plaques stratifiées [20,28,33,35-37,40,51,53,81,82]. Cependant, a notre connaissance, tous les
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cas etudiés dans la littérature traitent, seulement, le cas de plaques simplement appuyée et/ou
encastrée, a l'exception du travail de Chen et Liu [33]. Ces derniers, ont pris en considération
une multitude de combinaison de conditions aux limites pour étudier I'effet du rapport des
modules de Young sur la température critique de flambement de plaques stratifiées équilibrées

antisymetriques.

Dans la présente section on va étudier, sous différentes combinaisons de conditions aux
limites et angles d'orientation, I'effet du rapport des modules de Young (E,/E;) ainsi que du
rapport des coefficients de dilatation thermique (a;/a;) sur la température critique de

flambement des plaques composites stratifiees.

Dans ce qui suit, les plaques sont minces et de forme carrée (a/h=100, a/b=1) et sont

constitués de quatre couches avec une stratification [£6].
2.3.3.1. L'effet du rapport des modules de Young ( E;/E7) :

Dans cette section, on considére I'effet du rapport des modules de Young ( E;/Et ) sur la
température critique de flambement de plaques stratifiées pour différents angles d'orientation et
combinaisons de conditions aux limites. Les propriétés matérielles des plaques sont prises

comme suit [36] :
G.; /E; =05, v=0.25 o =04 =1.0x10"°

Les figures 2.17 et 2.18 montrent la variation des températures critiques de flambement
en fonction du rapport des modules de Young ( E/Er ) sous les conditions aux limites
encastré (CC) et simplement appuyé (SS), respectivement. En raison de la symeétrie sur les
conditions de bord, seulement, quatre angles d'orientation sont pris en considération. On
remargue que pour les deux conditions aux limites ainsi que pour tous les angles d'orientation,
les températures critiques de flambement décroissent avec I'augmentation du rapport E/Er .
Il est a noter que pour la condition aux limites encastré (CC), les angles 90° et 15° donnent les
températures critiques de flambement les plus éelevées, alors que le 45° donne les plus basses.
A la différence du cas de la plaque encastrée, l'angle d'orientation 45° avec la plaque

simplement appuyée donne les températures critiques les plus hautes.
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Figure 2. 17: L'effet du rapport E, /E sur les températures critiques de flambement d'une plaque
stratifiée encastrée (CC).
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Figure 2. 18: L'effet du rapport E, /E+ sur les températures critiques de flambement d'une plaque
stratifiée simplement appuyée (SS).
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L'influence du rapport des modules de Young ( E;/Et ) sur les températures critiques de
flambement pour les cas de plaques encastrée-simplement appuyeée (CS) et encastrée-libre (CF)
est presenté dans les figures 2.19 et 2.20, respectivement. Avec ce type de conditions aux
limites, on note que lorsque les fibres sont dans la direction des arrétes encastrées (0°-30°), les
températures critiques sont légérement affectées par l'augmentation du rapport E,/E; . A
mesure que les fibres approchent les bords libres de la plaque, les températures critiques de

flambement diminuent avec I'accroissement du rapport E; /Er .

La figure 2. 21 présente le cas de la plague simplement appuyeée-libre (SF), on constate
,avec ce type de conditions aux limites, que les températures critiques de flambement sont les
plus basses en les comparant a celles trouvées avec les précédentes conditions aux limites CC,
SS, CS et CF. le méme comportement pour cette condition aux limites (SF) a été trouvé par la
solution analytique présentée par [33]. On note aussi dans la figure 2. 21, que lorsque les fibres
d'orientation s'approchent des arrétes libre, les températures critiques de flambement

décroissent significativement avec I'augmentation du rapport E, /E.
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Figure 2. 19: L'effet du rapport E/E+ sur les températures critiques de flambement d'une plaque
stratifiée encastrée-simplement appuyée (CS).
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Figure 2. 20: L'effet du rapport E/E+ sur les températures critiques de flambement d'une plaque
stratifiée encastrée-libre (CF).
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Figure 2. 21: L'effet du rapport E, /E sur les températures critiques de flambement d'une plaque
stratifiée simplement appuyeée-libre (SF).

D'aprés les figures 2.17-2.12, on note que pour toutes les conditions aux limites, plus
spécialement I'encastrée (CC), les angles d'orientation n'ont pas un effet significatif sur les
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températures critiques avec le rapport E;, /Er = 1, ou ce dernier est proche du cas isotrope.
Ceci nous rappelle I'étude de Jones [70], qui a conclu que pour le cas de plaques isotropes, le

changement dans la temperature de flambement est indépendant du module de Young.
2.3.3.2. L'effet du rapport des coefficients de dilatation thermique (at/a )

Dans cette section, on considere I'effet du rapport des coefficients de dilatation thermique
(agp/ag, ) sur la température critique de flambement de plaques stratifiées pour différents
angles d'orientation et combinaisons de conditions aux limites. Les propriétés matérielles des

plagues sont prises comme suit [28] :
E, /E; =40,G; /E; =05, v=0.25

La figure 2. 22 présente l'effet du rapport des coefficients de dilatation thermique
(orp/0y,) sur la température citrique de flambement d'une plaque stratifiée encastrée (CC) et
simplement appuyée (SS). On remarque sur cette figure, que les températures critiques de
flambement diminuent avec l'augmentation du rapport (a;/a;), pour les deux types de
conditions aux limites. Dans le cas de la plaque encastrée, on observe que lorsque ar/a; = 1,
les angles d'orientation 90° et 15° donnent les températures citriques les plus élevees, mais a
mesure qu'on augmente le rapport or/ay , les températures citriques de flambement avec le

90° et le 15° diminuent significativement et a étre les plus basses pour a;/a; = 24 .
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Figure 2. 22: L'effet du rapport ot/ ay, sur les températures critiques de flambement d'une plaque
stratifiée encastrée (CC) et simplement appuyée (SS).

Les figures 2.23 et 2.24 montrent l'influence du rapport des coefficients de dilatation

thermique (a;/a;) sur la température critique de flambement d'une plague encastrée-

simplement appuyée (CS) et encastrée-libre (CF), respectivement. Avec ces derniéres, les

températures critiques de flambement décroissent avec I'accroissement du rapport a/a;. En

outre, on remarque que les allures des courbes qui représentent les angles d'orientation (0°-

30°) (Figures 2.23 et 2.24) sont semblables a celles du cas de la plaque entierement encastrée

(CC) (Figure 2. 22) et que leurs températures citriques de flambement sont trés proches.
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Figure 2. 23: L'effet du rapport ot/ ay, sur les températures critiques de flambement d'une plaque
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Figure 2. 24: L'effet du rapport ot/ ay, sur les températures critiques de flambement d'une plaque

stratifiée encastrée-libre (CF).

La figure 2. 25 présente le cas de la plaque stratifiée simplement appuyée-libre (SF).

Comme il a été constaté avec l'effet de module ratio ( E,/E;) (Figure 2. 21), on note les plus
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basses températures critiques de flambement comparées a celles trouvées avec les précédentes
conditions aux limites (CC, SS, CS, CF). Avec ce cas de conditions aux limites (SF), comme
on s'y attendait, les températures citriques de flambement diminuent avec lI'augmentation du
rapport ar/a;, a I'exception des angles d'orientation 15° et 30°, ou on distingue une légére
augmentation des températures critiques jusqu'a ar/a; = 12 , ensuite , elles reviennent a

décroitre avec I'augmentation du rapport des coefficients de dilatation thermique ( a;/a;).
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Figure 2. 25: L'effet du rapport sur les températures critiques de flambement d'une plaque stratifiée
simplement appuyée-libre (SF).

2.4. Conclusion

Le présent chapitre avait pour but d'étudier le flambement thermique des plaques
composites stratifiées minces. Pour ce faire, I'élément fini qui a été présenté dans le chapitre 2 a
été utilisé. La premiere partie de ce chapitre a été consacré a la validation de la précision de
I'é1ément fini par le biais de plusieurs tests disponibles dans la littérature. A travers les résultats
trouvés, on a vu que I'élément présente une bonne précision ainsi qu'une bonne rapidité de

convergence.

D'autre part, dans ce chapitre, une étude paramétrique a été presentée portant sur I'effet
de certains parametres influencant la température critique de flambement des plaques stratifiées
minces tel que: Géométrie de la plaque, conditions aux limites et stratification
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Dans cette étude trois types de matéeriaux qui sont tres utilises dans l'industrie ont éte
consideérés, a savoir: le T300/5208 Graphite/Epoxy, le AS4/3501-6 Graphite/Epoxy et le E-
glass/Epoxy. Cette étude a montré:

e Avec certaines séquences d’empilement, les tempeératures critiques de flambement sont
légerement affectées par le rapport d’aspect

e Sous certains angles d’orientation avec des matériaux ayant un coefficient de dilatation
thermique négatif tel que le « AS4/3501-6 », les plaques stratifiées perdent leurs
stabilités en abaissant la température plut6t que de I’élevée.

e Dans le cas général, les températures critiques de flambement augmentent avec
l'augmentation du nombre de couches. Plus encore, au fur et a mesure qu'on augmente le
nombre de couches, I'écart entre les températures critiques diminue.

o les températures critiques de flambement, généralement, diminuent avec l'augmentation

du rapport (EL/ET) ou avec le rapport (aT/aL).
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Chapitre 3

Plagues composites stratifiées avec ouverture

56



Partie I: Flambement thermique des plaques composites stratifiées minces

Plaques composites stratifiees avec ouverture

3.1. Introduction

Les structures en matériaux composites (plaques, coques, etc.),par nécessité, sont
souvent equipées d'ouvertures de différentes formes et dimensions, plus spécialement dans les
structures aéronautiques et aérospatiales, en raison de gain de poids, ventilation ou comme
portes d'acces pour les systemes mécaniques et électriques [81,83]. L'existence de ce type de
singularité dans les structures en matériaux composites engendre une distribution non-uniforme
des contraintes [84]. Ainsi, ce dernier peut affecter le comportement au flambement thermique

des structures composite.

Dans la thématique du flambement thermique des plaques stratifiées munies
d'ouvertures, on peut distinguer le travail de Chang et Shiao [85] ou le flambement thermique
des plaques circulaires isotropes et des plaques stratifiées antisymétriques équilibrées munies
d'ouvertures circulaires sous une élévation uniforme de température a été étudie. Les auteurs
ont présenté une solution analytique basée sur la théorie classique des stratifiées pour étudier
les plagues isotrope circulaire et une solution éléments finis basée sur la théorie d'ordre
supérieur pour étudier les plaques composites stratifiées. En suite, Chen et al. [81] ont étudié le
flambement thermique des plaques stratifiées antisymétriques ayant des ouvertures circulaires
sous une distribution uniforme ou non-uniforme de la température. Afin d'inclure les effets du
cisaillement transverse, la théorie du premier ordre a été considérée. Noor et al. [44] ont
présenté une étude sur le flambement thermomécanique des plaques multicouches trouées. Les
auteurs ont utilisé une formulation mixte basée sur la théorie du premier ordre. Par la suite,
Kim et Noor [86] ont étudié le flambement et le post-flambement des panneaux composites
trouées sous différentes combinaisons de chargement mécanique et thermique. Les auteurs ont,
aussi, etudié le flambement et le post-flambement des panneaux composites trouées soumises a
un chargement en cisaillement et une variation de la température [87]. Avci et al. [88] ont
présenté une étude sur le flambement thermique des plaques stratifiées hybrides trouées avec
une stratification symétrique et antisymétrique et, le flambement thermique des plaques
stratifiées rectangulaires munies d'ouverture circulaire [25]. Les auteurs ont utilisé un élément
fini a huit noeuds basé sur la théorie du premier ordre. En utilisant le méme élément fini que
Avci et ses collégues [88,89], Sahin [90] a étudié le flambement thermique des plagques trouées
stratifiées hybrides equilibrées symétriques et antisymétriques. En 2014, Shaterzadeh et al. [91]
ont etudié le flambement thermique des plaques stratifées symétriques et antisymétriques

munies d'ouverture circulaires centrées et excentrées.
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Tous les travaux précitées, ci-dessus, traitent seulement les plaques composites ayant
seulement des ouvertures circulaires. Malheureusement, la littérature n'a pas donné beaucoup
d'attention a I'étude des plaques stratifiées avec des ouvertures rectangulaires. A notre
connaissance, il y a que le travail de Topal et Uzman [84], ou les auteurs ont étudié I'effet des
ouvertures circulaires et rectangulaires sur l'optimisation de la température critique de

flambement des plaques stratifiées minces.

Dans ce qui suit, on va étudier le flambement thermique des plaques stratifiée munie
d'ouvertures de forme carrées centrees. Trois types de matériaux ont été choisis, a savoir: le
T300/5208, I'AS4/3501-6 et le E-glass/epoxy. Ainsi, une comparaison est faite entre les trois
types de matériaux prémentionnés en utilisant plusieurs combinaisons de conditions aux
limites, taille de l'ouverture et seéquences d'empilements afin de mieux comprendre le

comportement de ce type de structures.
3.2. Résultats et discussions

Dans cette section, on va présenter une étude comparative sur le flambement thermique
des plaques carrées composites stratifiées munies d'ouverture carrée centree (a/h=100, a/b=1)
pour un maillage de 20x20. La figure 3. 1 schématise les propriétés géométriques des plaques

utilisées. Trois types de matériaux ont été considérés, a savoir:

e T300/5208 Graphite/Epoxy,
e AS4/3501-6 Graphite/Epoxy
e E-glass/Epoxy.

Plusieurs combinaisons de conditions aux limites, angle d'orientation et taille

d'ouvertures ont été pris en considération, pour deux types de stratifications :

e [(90/0),] pour le cas des stratifiés croisés

e [10] pour le cas des stratifiés équilibrés
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Figure 3. 1: Géométrie de la plaque avec ouverture

Avant d'entamer I'étude du flambement thermique des plaques stratifiées, on a vu qu'il
est nécessaire de voir d'abord le cas des plaques isotropes. La figure 3. 2 montre I'effet de la
taille de I'ouverture centrée sur la température critiqgue de flambement d'une plaque isotrope
sous différentes conditions aux limites, a savoir: encastrée (CC), simplement appuyée (SS) et
encastrée-simplement appuyée (CS). On remarque qu'avec le cas de la plaque encastrée, la
température critique de flambement décroisse avec l'augmentation de la taille de lI'ouverture
jusqu'a e/a=0.2, ensuite elle commence a croitre avec l'accroissement de la taille de I'ouverture.
Dans le cas de la plague simplement appuyée, la température critique de flambement diminue
avec l'augmentation de la taille de I'ouverture. Avec le cas de la plaque encastrée-simplement
appuyée, la température critique de flambement s'affaiblit avec I'augmentation de I'ouverture
jusqu'a e/a=0.3, ensuite commence a augmenter légérement avec l'accroissement de la taille de
I'ouverture. Un comportement similaire au notre, pour le cas du (CC) et du (SS), a été reporté
par Ko [83] pour le cas des plaques isotropes . Ce comportement a été, aussi, observé dans le
cas du flambement mécanique des plaques ayant des ouvertures centrés d'une forme circulaire
ou carree[83,92].

Nous avons pré-mentionné dans l'introduction du présent chapitre, qu'en présence
d'ouverture dans la plague engendre une distribution non uniforme du champ de contraintes.
Afin d'essayer de comprendre cette augmentation de la température critique de flambement
dans le cas de la plaque encastrée (CC), nous avons reuni la distribution des efforts résultants
en fonction de la taille de I'ouverture dans les tableaux 3.1 et 3.2 pour le cas de la condition
encastrée (CC) et simplement appuyée (SS), respectivement. D'apres les tableaux 3.1 et 3.2, on
remarque que l'augmentation de la taille de I'ouverture réduit la surface d'action et qu'au-dela

de e/a= 0.3 les efforts résultants diminuent considérablement pour les deux conditions aux
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limites (CC, SS). Il bien connu qu'une faible concentration de contraintes peut causer une
augmentation de la résistance au flambement et vice versa [44,92]. D'autre part, la différence
entre les conditions aux limites encastrées (CC) et simplement appuyée (SS) est que I'encastrée
(CC) permet moins de degrés de liberte que le simplement appuyée (SS) [92]. Dailleurs, c'est
cette méme raison qui rend les températures critiques de flambement des plaques encastrées
(CC) plus hautes que celles des autres conditions aux limites. Par conséquent, ces deux
parametres, type de fixation et réduction des efforts résultants, peuvent étre les facteurs causant
cette augmentation de la température dans le cas des plaques encastrées (CC). Dans les
tableaux 3.1 et 3.2, nous avons aussi présenté les modes de flambement. On note qu'il n'y a pas

de changement de modes pour les deux conditions aux limites.
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Figure 3. 2: Effet de la taille d'ouverture et des conditions aux limites sur la température critique de
flambement d'une plague isotrope.
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Tableau 3. 1: Tracé de contour de la répartition des efforts résultants et les modes de flambement de

plaques isotropes encastrées (CC) munie d'ouverture
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Tableau 3. 2: Tracé de contour de la répartition des efforts résultants et les modes de flambement de
plaques isotropes simplement appuyée (SS) munie d'ouverture
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Les figures 3.3 et 3.4 présentent I'effet de la taille de I'ouverture sur les températures
critiques de flambement de plaques stratifiées croisées faites de : T300/5208 (Figure 3. 4),
AS4/3501-6 (Figure 3. 4) et E-glass/Epoxy (Figure 3. 4). Trois types de conditions aux limites
sont considérées (CC, SS et CS).

D'aprés ces figures, on constate le méme comportement qu'avec la plaque isotrope
(Figure 3. 2). Il est a noter qu'on n'a pas trouvé des résultats pour comparaison dans la

littérature. Cependant, un comportement similaire a été reporté pour le cas du flambement
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thermique des plaques munies d'ouvertures circulaires [44,81,89] ainsi que pour le flambement
mécanique [44,93]. Toutefois, nous croyons que le phénoméne du flambement en général est
affecté beaucoup plus par la géométrie et les conditions aux limites appliquees que par les
propriétés matérielles de la plaque, ce qui pourrait expliquer cette similitude dans le
comportement. D'autre part, nous avons réuni la distribution des efforts résultants pour les cas
encastré et simplement appuyé de la plaque stratifiee avec le T300/5208 dans les tableaux 3.3
et 3.4. D'apres les tableaux, on note une distribution similaire a celle du cas de la plaque
isotrope sauf que la réduction dans les efforts résultants est plus prononcé avec la plaque

composite. On note aussi un changement de mode pour la plaque encastrée avec e/a=0.5.

300

(a) T300/5208
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250 _ AS4/3501-6
—0—88 A CC—<—CS
200
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Figure 3. 3: Effet de la taille de I'ouverture et des conditions aux limites sur la température critique de
flambement d'une plaque stratifiée croisée pour le T300/5208 et le AS4/3501-6
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Figure 3. 4: Effet de la taille de I'ouverture et des conditions aux limites sur la température critique de
flambement d'une plaque stratifiée croisée pour le E-glass/Epoxy

Les figures 3.5 et 3.6 montrent I'effet de la taille de lI'ouverture sur les températures
critiques de flambement de plaques stratifiées équilibrées encastrés (CC). Deux types de

matériaux sont considérés; le T300/5208 et I'E-glass/Epoxy.

Pour les deux types de matériaux et tous les angles d'orientation choisis, on remarque que
les températures critiqgues de flambement diminuent avec l'augmentation de la taille de
I'ouverture, jusqu'a environ  e/a=0.2, ensuite elles commencent a augmenter avec

l'augmentation de la taille de I'ouverture.

Avec le cas du T300/5208 (Figure 3. 5), on note qu'avec l'angle 45°, le décroissement et
I'accroissement de la température est plus prononcée comparé avec les autres angles
d'orientation, plus spécialement avec les angles 0° et 15°. Avec ces derniers, on peut voir que
les températures critiques de flambement sont légérement affectées par la variation de la taille
de l'ouverture. Avec le cas du I'E-glass/Epoxy (Figure 3. 6), les températures critiques de
flambement sont assez proches; l'effet de la variation de l'angle d'orientation est moins
prononcée par rapport a celui du T300/5208. Ceci est probablement di au faible rapport des
modules de Young (E,/E;) et du rapport des coefficients de dilatation thermique ( a;/«a;) de

I'E-glass/Epoxy.
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Tableau 3. 3: Tracé de contour de la répartition des efforts résultants et les modes de flambement de

plaques stratifiées encastrées (CC) munie d'ouverture
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Tableau 3. 4: Tracé de contour de la répartition des efforts résultants et les modes de flambement de
plaques stratifiées simplement appuyées (SS) munie d'ouverture
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Effet de la taille de I'ouverture sur la température critique de flambement d'une plaque

stratifiée équilibrée encastrée pour le cas du T300/5208
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Figure 3. 6: Effet de la taille de I'ouverture sur la température critique de flambement d'une plaque

stratifiée équilibrée encastrée pour le cas du E-glass/Epoxy
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Les figures 3.7 et 3.8 présentent I'effet de la taille de I'ouverture sur les températures
critiques de flambement de plaques stratifiées équilibrées simplement appuyées (SS) avec deux
matériaux T300/5208 et I'E-glass/Epoxy, respectivement.

Pour les deux matériaux et tous les angles d'orientation considérés, on remarque que les
températures critiques de flambement décroissent avec l'accroissement de la taille de
I'ouverture, a I'exception des angles 0° et 15° pour le cas du T300/5208, ou on note une légere

augmentation avec e/a=0.1.

(a)
80
i T300/5208
70 4 —a— (0°—e— 15°
—&— 30°—w—45°
60 4
£ 50
<
40 -
30
20 l T I T l L} I T 'l L} I 1
0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5
e/a

Figure 3. 7: Effet de la taille de I'ouverture sur la température critique de flambement d'une plaque
stratifiée équilibrée simplement appuyée pour le cas du T300/5208
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Figure 3. 8: Effet de la taille de I'ouverture sur la température critique de flambement d'une plaque
stratifiée équilibrée simplement appuyée pour le cas du E-glass/Epoxy

Les figures 3.9 et 3.10 présentent I'effet de la taille de I'ouverture sur les températures
critiques de flambement de plaques stratifiées équilibrées encastrées-simplement appuyées
(CS) avec deux matériaux; T300/5208 et I'E-glass/Epoxy, respectivement.

Avec le cas du T300/5208 (Figure 3. 9), lorsque les fibres sont en direction des arrétes
encastrées, plus particulierement avec 0° et 15°, on note un comportement similaire a celui
d'une plaque entiérement encastrée (CC), a mesure que la direction des fibres approche les
arrétes simplement appuyées, on remarque un comportement qui tend vers celui de la plaque

simplement appuyée.

Dans la figure 3. 10, on observe tres bien que pour tous les angles d'orientation, les
températures critiques de flambement avec I'E-glass/Epoxy diminuent avec l'augmentation de
la taille de l'ouverture jusqu'a e/a=0.3, ensuite commence a croitre avec l'accroissement du

rapport e/a.
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Figure 3. 9: Effet de la taille de I'ouverture sur la température critique de flambement d'une plaque
stratifiée équilibrée encastrée-simplement appuyée pour le cas du T300/5208
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Figure 3. 10: Effet de la taille de I'ouverture sur la température critique de flambement d'une plaque
stratifiée équilibrée encastrée-simplement appuyée pour le cas du E-glass/Epoxy
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3.3. Conclusion:

Dans ce chapitre, on a étudie le flambement thermique des plaques composites stratifiees
muni d'une ouverture centrée en utilisant I'elément développé dans le chapitre 1. Dans cette
étude trois types de matériaux ont été pris en considération, a savoir: le T300/5208, le
AS4/3501-6 et le E-glass/Epoxy.

L'étude a montré que la taille de I'ouverture ainsi que les conditions aux limites affectent
significativement la température critique de flambement pour les deux stratifications choisies.
Il a été montré que pour le cas des plaques encastrées, la présence d'ouverture d'une taille d'au-
dela de e/a=0.2 augmente la résistance au flambement. On a vu que, ce dernier phénomene,
peut étre di a la réduction des efforts résultants et la nature de la condition aux limites
encastrée. Avec le cas des plaques simplement appuyées, la tempeérature critique de
flambement diminue avec lI'augmentation de la taille de I'ouverture. 1l a été montré, aussi, que
les rapports des modules de Young (E;,/E) et ceux des dilatations thermiques (a;/a;) jouent

un réle trés important dans la détermination de la température critique de flambement.
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(Chapitres 4,5)
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P2.1. Introduction

Mise a part l'effet de la température sur la stabilité des plaques composites,
antérieurement discuté et étudié, le changement de la température peut aussi affecter le
comportement vibratoire de ce type de structures. En effet, I'effet de la température sur les
vibrations des plaques composites stratifiées se manifeste de plusieurs fagons. Le premier et le
plus évidant des effets de la température est la détérioration des propriétés matérielles des
structures avec l'accroissement de cette derniére , ce qui induit une réduction des fréquences
propres de la structure [9,94]. Le second effet qui résulte de I'élévation de température est le
développement de contraintes thermiques, capable de changer la rigidité effective de la
structure. Ce changement de la rigidité n'est pas associé au changement de propriétés
matérielles, discuté ci-dessus, mais dépend seulement de I'état de contraintes [9,94,95]. On a vu
précédemment, que ces contraintes thermiques peuvent affecter la stabilité de la structure, mais

elles peuvent aussi influencer le comportement vibratoire de la structure.
P2.1l.  Synthese bibliographique

P2.11.1. Vibration et effet de la température sur les propriétés matérielles

D'aprés Tauchert [95] l'un des premiers travaux a avoir pris en considération I'effet de la
dépendance des propriétés matérielles de la température sur la vibration des plaques est di a
Fauconneau et Marangoni [96]. Les auteurs ont étudié I'effet d'une élévation lineaire a une
dimension de la température sur les fréquences propres d'une plaque rectangulaire isotrope
simplement appuyee. Dans cette étude seule de module d'élasticité était dépendant de la
température. Dhotarad et Ganesan [97,98] ont examiné l'influence du gradient de la
température sur les vibrations des plaques isotrope rectangulaire mince ayant au moins une
arréte encastrée [97] ou simplement appuyée [98]. Les auteurs ont utilisé une distribution de
température & une- et a deux-dimension en utilisant la méthode des différences finies ainsi que
celle des éléments finis. On trouve également des travaux qui ont considéré des plagques avec
une épaisseur variable. Rao et Satyanarayana [99] ont étudié I'effet du gradient de la
température sur les fréquences propres d'une plaque isotrope ayant une épaisseur qui varie
linéairement sous une combinaison de conditions aux limites (simplement appuyé et
encastré). Ganesan et Dhotarad [100] ont étendu leur travail reporté dans la référence [97] pour
I'étude des plaques orthotropes avec une variation linéaire de I'épaisseur, similaire a celle de
[99] . Par la suite, Tomar et ses collegues [101-104] ont étudié le comportement vibratoire des

plaques rectangulaires et circulaires isotropes ainsi qu'orthotropes ayant des propriétés
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élastiques dépendantes de la température et une épaisseur variable. Adeniji-Fashola et
Oyediran [105] ont étudié le comportement vibratoire d'une plaque isotrope rectangulaire
précontrainte en utilisant une approche analytique. Dans la derniére décennie, Gupta et ses
collegues [106-109] ont présenté une série de travaux sur des plaques ayant une variation
bidirectionnelle de I'épaisseur. Les auteurs ont pris en consideration les effets du gradient de la
température et la non-homogénéité pour étudier les vibrations libres des plagues orthotropes et

viscoélastiques rectangulaires ainsi que trapézoidales.
P2.11.2.  Vibration et contraintes thermiques

Concernant le deuxieme effet du changement de la température, qui est I'apparition de
contraintes thermiques au sein de la plaque, la littérature a donné beaucoup d'attention a son
égard, comparé a l'effet antérieurement examiné. Cependant, dans la synthése bibliographique,
ci-dessous, nous allons mentionner, par ordre chronologique, seuls les travaux sur les plaques
composites. Néanmoins, le lecteur peut se fier aux articles de revue pour plus de détails sur le

comportement vibratoire des plagques isotropes sous effet de la tempeérature [110-113].

Il apparait dans la littérature que les travaux de I'effet de la température sur les vibrations
des plagues composites commencérent au début des années quatre-vingt-dix. Effectivement en
1992, Jeng-Shian et al. [114] ont étudié I'impact thermique sur le comportement vibratoire des
plaques minces stratifiées par la méthode des éléments finis. Les auteurs ont utilisé un élément
fini lagrangien a neuf nceuds et dix degrés de liberté. Dans la méme année, Huang et Tauchert
[115] ont présenté une étude analytique sur le comportement dynamique des plaques stratifiées
doublement incurvées sous une élévation rapide de la température. On trouve également, Noor
et Burton [68] qui ont présenté une solution analytique tridimensionnelle pour I'étude des
vibrations libres et le flambement des plaques multicouches a stratification équilibrée
thermiquement précontrainte. Plusieurs paramétres ont été pris en considération; angle de
stratification, différents matériaux sous une variation arbitraire de la température a travers

I'épaisseur.

En 1993, Bhimaraddi et Chandrashekhara [116] ont analysé le comportement vibratoire
nonlinéaire de plaques composites stratifiées croisées symétriques et antisymétriques sous une
gélévation de la température . Les auteurs ont utilisé une théorie de cisaillement parabolique,
afin d'étudier les effets de I'imperfection initiale et du chargement thermique sur la réponse
vibratoire d'une plaque simplement appuyee. Dans la méme année, Galea et White [94] ont

étudié l'effet de la température sur la réponse dynamique de plaques minces faites de CFRP
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"carbon fiber rinforced polymer” en utilisant la méthode des éléments finis (ANSYS) ainsi
qu'experimentalement. Les auteurs ont présenté une étude paramétrique sur des stratifiées
croisées et équilibrées sous différentes conditions aux limites et distribution de températures.
La méthode des éléments finis a été aussi utilisé par Chang et Shyong [117] pour étudier
I'impact thermique sur le comportement dynamique des coques stratifiées cylindriques. Les
auteurs ont utilisé un élément fini a neuf nceuds base sur la théorie de cisaillement d'ordre
supérieur pour étudier les effets des conditions aux limites, de la stratification et des rayons de

courbure.

En 1996, Liu et Huang [118] ont étudié les vibrations libres linéaires et nonlinéaire de
plagues composites stratifiées croisees soumises a un changement de température par la
méthode des eléments finis. Les auteurs ont utilisé un élément fini & huit nceuds base sur la
théorie de cisaillement de premier ordre. Toujours par éléments finis, Lee et Lee [119] ont
étudié les caractéristiques vibratoires de plaques composites thermiquement contraintes dans
I'état de prés-et-post flambement. Des études similaires sur les fréequences vibratoires de
plaques piezostratifiées ou incluant des fibres & mémoire forme thermiquement voilées ont été

proposés par [120,121].

En 1999, Adams et Bert [122] ont étudié le comportement dynamique de plagques
stratifiées symétriques croisées simplement appuyées soumises a un choc thermique. Dans la
méme année, Librescu et Lin [123] ont étudié le comportement vibratoire nonlinéaire de
panneaux composites plan et courbé. Les auteurs ont pris en considération le cisaillement

interlaminaire en utilisant une théorie de coque d'ordre élevé.

En 2003, Shen et al. [124] ont étudié les vibrations et la réponse dynamique de plaques
stratifiées reposant sur fondation élastique sous chargement thermomécanique. Les auteurs ont
utilisé la théorie d'ordre supérieur de Reddy en incluant I'interaction plaque-fondation et les

effets de I'élévation de la température.

En 2005, Shiau et Kuo [125] ont étudié le comportement vibratoire de plaques
sandwichs thermiquement voilées. lls ont montré que si le mode de vibration de la plaque est
similaire a son mode flambement alors la fréquence propre de ce mode chutera a zéro si la
température atteint la température critique de flambement. Cette derniére remarque, a été aussi
notée pour le cas des plaques isotropes par [126,127] ainsi que composite par [123]. Par la

suite, Singha et al. [128] ont étudié le comportement vibratoire de plaques composites biais
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thermiquement contraintes dans I'état de pré- et post-flambement. Les auteurs ont utilisé un

élément fini a quatre nceuds basé sur la théorie de cisaillement premier ordre.

En 2007, Vangipuram et Ganesan [129] ont étudié les vibrations libres et amorties de
plagues sandwichs ayant des peaux stratifiées et un coeur viscoélastique sous chargement
thermique. Les auteurs ont modélisé les peaux avec un élément fini basé sur la théorie
classique des stratifiées et le cceur par la théorie raffinée de troisiéme ordre de Reddy [130]. La
vibration amortie a été aussi considérée par Jeyaraj et al. [131]. Ces derniers, ont étudié le
comportement dynamique et acoustiqgue de plaques composites dans un environnement
thermique. Les auteurs ont utilisé un élément fini basé sur la théorie classique des stratifiées
pour étudier la vibration et un couplage entre la méthode des éléments finis et celle des
éléments finis de frontiére pour I'acoustique. Dans la méme année, Matsunaga [73] a analysé
les fréquences propres et les températures critiques des plaques composites stratifiées
équilibrées sous chargement thermique. Pour ce faire, l'auteur a deéveloppé une théorie de

cisaillement transverse d'ordre supeérieur.

En 2009, Lal et Singh [132] ont examiné le comportement vibratoire, sous effet de la
température, des plaques composites stratifiée ayant des propriétés matérielles variables en
utilisant un elément fini basé sur la théorie d'ordre supérieur. En 2013, Chen et al. [133] ont
étudié les vibrations et la stabilité des plaques composites précontraintes ayant des propriétés
matérielles qui dépendent de la température. L'étude a porté sur l'effet de la dépendance
propriétés matérielles & la température et du nombre de couches sur charge et la température

critique de flambement, ainsi que sur les vibrations libres des plaques stratifiées croisée.
P2.11l.  Objectifs de la deuxieme partie

A notre connaissance, tous les travaux cités ci-dessus, n'ont traité qu'un seul effet a la
fois, a I'exception du travail de Chen et al. [133]. Ces derniers, ont fait un couplage entre I'effet
de la dépendance des propriétés matérielles a la température et la génération des contraintes
thermiques sur les vibrations et la stabilité des plaques stratifiées. Cependant, le travail s'est
limité qu'au cas des plaques stratifiées croisées simplement appuyées.

L'objectif principal de cette partie est de présenter une vaste étude paramétrique sur
I'effet de la température sur les vibrations des plaques composites starifiées croisées et
équilibrées. Dans cette étude, les deux effets de la température: détérioration des propriétes et

la génération des contraintes thermiques, sont considérés simultanément.
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Pour ce faire, un élément fini précédemment développé pour I'étude de la flexion et la
vibration transversal des plaques multicouches par Siham [134] est étendu vers I'étude de

I'effet de la température sur la vibration et la stabilité des plagues composites stratifiées.
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4.1. Introduction:

Ce chapitre a pour but de présenter et d'exposer la formulation de I'élément fini
DMQP/ml ainsi que son extension vers I'étude des effets de la température sur les vibrations

des plaques composites.

I'elément DMQP/ml (Discrete Mindlin Quadrilateral Plate Multilayer) a été
développé par Siham [134] dans sa thése de doctorat pour étudier le comportement des
plagues multicouches. Cet élément est une pure extension de I'élément DKMQ de Katili

[135] pour I'étude de la flexion des plagues isotropes epaisses. L'elément DMQP/mI contient
quatre nceuds et trois degrés de liberté (W , S, et B,) , il est base sur un modele variationnel

en déplacement appelé DDM (Displacement Discrete Mindlin) qui introduit de maniere
discréte une hypothése cinématique et une autre mécanique [136]. Récemment, Sedira [137]
a modifié le modele DDM en lui introduisant une fonction Zigzag, afin d'améliorer la
précision du calcul des contraintes planes et celles du cisaillement transverse [138].

Nous avons choisi d'utiliser I'élément fini DMQP/ml a cause de sa géomeétrie tres
simple ainsi qu'a sa capacité d'étudier les plaques épaisses et minces sans verrouillage en CT.

Cependant, nous allons lui apporter les modifications suivantes:

e Reformulation du DMQP/ml en cinq degrés de liberté (u,v,w,fy et f,) en lui
ajoutant le comportement membranaire et celui du couplage membrane-flexion.

e La prise en compte de la dépendance des propriétes matérielles a la température (DT).

e La prise en compte des déformations thermiques.

e La formulation de la matrice géométrique a l'aide d'un champ de déformation de type

Von Karman.

Il est trés important de noter que dans le présent chapitre nous allons exposer la
formulation de I'élément DMQP/mI. Cette derniéere est issue des travaux remarquables de
Katili [135], Siham [134] et Sedira [137].
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4.2. Formulation de I'élément fini DMQP/m:

4.2.1. Champ de déplacement:

Comme I'élément est base sur la théorie de cisaillement du premier ordre, le champ

des déplacements est donné par :

u(x,y,2)=uo(x,y)+2 B (x,y)
V(X1y’Z):VO(le)"_Zﬂy(X’y) (4.1)
W (X,y,Z)=wq(x,y

Ou ug, V, sont les déplacements membranaires du feuillet moyen de la plaque.w  est

le déplacement hors plan du feuillet moyen de la plaque. S, et B, représentent les deux

rotations de la normale dans les plan x-z et y-z, respectivement.

Dans le modele DDM, les déplacements dans le plan et transversal (Ug, Voet W)

sont interpolés linéairement, alors que les rotations S, et B, sont représentée avec une
interpolation quadratique incomplete, qui fera apparaitre des accroissement de rotation,

ApBy. sur les quatre bord de I'élément. Le champ des déplacements devient alors:

4 4 4

u :ZNiui’ V:ZNiVi’ w :ZNiWi
i=1

i=1 i=1

ﬁx 4 ﬁXi 8 Ck
~S$'N. P
{ﬂv} % {ﬂ}z oo

Avec f; et B,; les rotations nodales aux sommets de I'tlément, N; et P, sont les

(4.2)

fonctions d'interpolations linéaires et quadratiques présentés dans le tableau 4. 1
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Tableau 4. 1: Fonctions d'interpolations linéaires et quadratiques

{Ni} {Pi}
4N, =(1-5HA-m) 2Ps=(1-§H(1-n)
4N = (1+HA-m) 2P =(1+HA-1?)
4Nz = (1+HA+m) 2P, =(1-8)(1+n)

AN, =(1-HA+m  2P=(1-H(A-1?)

Les coefficients C, et S, sont les cosinus directeurs d'un c6té k associé aux nceuds i

et j (Figure 4. 1).

Xji  Xj =X
C, =cosf, = =
Ly Ly
. Yi Yi—VYi
S, =sing, =L =21
‘ “TL L, (4.3)
2 2
Ly =Xji +Vii
Y
A ) S=Li
k
Cyx=cos Oy
Sk=sin Bk
S
O,
5=0 - X

Figure 4. 1: Cosinus directeurs sur un bord élémentaire k [134].

La relation entre les rotations 3, et /3, et les rotations f et /3, est donnée par :

Bl _|C« Sk |)A
ﬂn ij - Sk _Ck ﬂy P (4.4)

1,]
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L'approximation des rotations £, quadratiquement et £, linéairement sur un coté de

nceuds i et j et le nceud du milieu k (Figure 4. 2), s'écrit:

S S S S
By = (1—:)ﬂsi +:ﬂsj +4:(1_:)Aﬂsk (4.5)
S S
B = (1_:):Bni +:18nj (4.6)

Bni Bsi

i

Variation de Bn Variation de (s
Figure 4. 2: Variations des rotations[134].
4.2.2. Champ de déformations

Le champ de déformations, selon les hypothéses de Reissner-Mindlin, s'écrit:

) ,
i“ﬁ(%j ap,
ox 2\ oX a_x
ix = ﬂ+E %2 +7 %P, ={g +& }+z{/c}
/ oy 2\ oy oy ;{v}L (4.7)
Xy &
v _ou owow| 0B OB
oXx oy ox oy oy  OXx
oW
{7}:{7”}: Mo 4.8)
Yy2 A, +% .
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Avec{e}, z {k} et {y}sont respectivement les vecteurs déformations de membrane,

de flexion et de cisaillement transverse (CT).
4.2.2.1. Courbure de flexion

En introduisant les interpolations nodales décrites dans I'équation (4.2) dans le vecteur

des courbures de flexion on obtient :

{c}=[Bu]{U.}+[ By {84} @9

Ou
0O 00 a O . .
A q = JllNi,§+112Ni,77
[B;,]=/0 0 0 0 b 0 : (4.10)
bi_121Ni§+122Ni
0 0 0 b a o34 ' i
Et

(P, ,§j11+ Pk,qj12)Ck
|:BfAﬂ:|: (Pk,§j21+Pk,77j22)Sk (4.11)
(Pk,.»:jzl + Pk,qj22)Ck +(P, ,51-11Jr Pk,njlz)sk

k=5,6,7,8

U b= v, w, B By) (4.12)

(A8 ={ABs ABs AB. AP (4.13)

jij sont les composantes de la matrice Jacobienne inverse.

4.2.2.2. Déformation de CT

Dans I'éléement DMQP/ml, les déformations de cisaillement transverse sont interpolées
indépendamment, cette méthode est communément appelée ANS (Assumed naturel
strain)[134].
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Donc, Les déformations cartésiennes de CT {7/} sont définies en fonction des
déformations isoparamétriques{yg}, qui sont interpolées linéairement, deux a deux, sur les

bords élementaires (Figure 4. 3), soit:

{7/}: Vxa :|:j11 j12:| 7/52
J/yz J 21 J 22 7/772 (4.14)
1 1
Ver = 5 —(- 77)7;55 = 5 Q- 65)7/%7
1 1 (4.15)
m =3 —Q-my et 5 =876

Veesr Vocor Veer €U 7,0 SONt les deéformations de CT isoparamétriques définies sur les quatre
cotés (5, 6, 7, 8), respectivement. Elles sont reliées aux déformations tangentielles de bords
755' 7/56’ 757 et 7/58 par:
L5
Vees = (detJ ) x (75) = +7755

L
7;7;“6_(det‘J56) (Ve6) =+ Vs

L2 (4.16)
Verr = (detJ5)x (755)—_?5

Ly
yz7§8:(d6t‘]55)x(755):_?

Donc les déformations CT {y} peuvent étre écrites en fonction des {y, } sous la forme

matricielle suivante:

b=[N )l e =(rs 76 7 %) (4.17)

Avec
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[Ny]:{l—s‘]n(l_ﬂ) Led,(1+&) -L.Jdy,(1+7) _Ls‘le(l_f)} (4.18)

LyJ,(I-7) LJ,(+&) -LJ,0+n) -LJd,QA-4)

()= > x

Figure 4. 3: Déformation de CT de bords [137]

4.2.3. Elimination des variables {ABg}

Afin d'éliminer les rotations quadratiques {AS, } et d'écrire les déformations de

flexion et de CT uniquement en fonction des degrés de liberté élémentaires{U }, deux

hypothéses de Mindlin sont introduites:
o Hypothése cinématique

Les déformations naturelles ou isoparamétrique de bords {ysk} sont projetées sur les

degrés de liberté élémentaires {U,} et {Aﬁsk} sous une forme discréte, deéfinie par une
intégrale de contour le long de chaque c6té k [134] :
L

(7’3k — 7« )js =0 (4.19)

0
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Avec

Vo =W s+ B ) (4.20)
Ou B, est définie par I'équation (4.5)

En introduisant I'équation (4.20) dans I'équation(4.19), apres intégration, on obtient:

Ve L =W —w, +L7k(,8Si +ﬂsj)+§LkAﬂsk (4.21)
Ou sous la forme :
L, L, 2
YLy =W —w, +7(Ck B +Skﬂyi)+7(Ck By +Skﬂyj)+§LkAﬂsk (4.22)
o Hypothése mécanique:

o Cas isotrope

L'hypothése mécanique est issue de la loi de comportement en CT, elle s'écrit pour un

matériau homogene isotrope, comme suit :

Vo = (4.23)

Les équations d'équilibre reliant I'effort T, aux moments de flexion sur le bord k

(Figure 4. 4) sont données par :

T.=M__+M (4.24)

s s,S sn,n

Avec M et M, . sont donnés par:

n

M s = Df (ﬂs,s +Vﬂn,n)

1-v (4.25)
M sn T Df T(ﬁs,n +Vﬁn,s)

Ou
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Eh Eh®
o = etD; =——- (4.26)
2(1+v) 12(1+v7)
On introduisant les équations (4.24) et (4.25) dans I'équation (4.23) on obtient:
_ D 1-v
Vs :_f|:ﬂs,ss +vﬂn,ns +_(ﬁs,nn +Vﬂn,ns )} (427)
D, 2
Element infinttesimal A,
de plague au voisinage A
au bord k -
i , As - section transversale
h 4 . "\,_ section normale
o S . direction tangenticlie

1 : direction normalc

Figure 4. 4: Hypotheses de Mindlin sur un bord élémentaire i-j[136,137]

En introduisant les expressions de S et B, par les équations (4.5) et (4.6),

respectivement, dans I'équation (4.27), on obtient:

_ D 2
Vs =D_;ﬂs,ss =_§(DkAﬂsk (428)
Avec
2
o, -2 __1 [h (4.29)
LD, K@-v)|L2
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Ou @, est le facteur d'influence du CT et K est le facteur de correction de

cisaillement. En fin, on aboutit a I'expression matricielle reliant les déformations de CT {7}

aux rotations tangentielles {AS, | :

{r}=[B.s |{28,} (4.30)
Avec

[ }21{_‘]12(1_77”-5@5 -3, 1+ &L D I, (L+7)L, D, le(l_f)l-sq)s} (4.31)
4P 6|-J,1-n)LD, -J,1+&LD, J,,L+7)L, D, J,,(1-S&)L,D,

La combinaison des équations (4.22) et (4.28) conduit a:

L L
W, -w, +7k(Ck P +Sle)’i)+_2k (C By +S:By)
(4.32)

+§Lk 1+d, )AL, =0

En appliquant I'équation (4.32) sur les quatre bords de I'élément, a l'aide des valeurs du

tableau, on obtient {Af, } en fonction des degrés de liberté élémentaire {U, }

(A8} =[A ]V, } (4.33)
Avec
[A]=[A.] " [AG ] (4.34)
Ou
_g L.(1+D.) 0 0 0 |
0 21 1+, 0 0
[As]= 3 , (4.35)
0 0 FL+) 0
0 0 0 §L8(1+ y)
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-2 C,L, S,L; 2 C,L, S,L,
0 0 0 -2 C,L, SL,
0 0 0 0 0 0
2 Cgily Sgly O 0 0
1
[AG ] = - (4.36)
0 0 0 0 0 0
2 Cilby S,Ly O 0 0
-2 C,L, S,L, 2 C,L, S.L,
0 0 0 -2 Cyb, Sl

La substitution de {Aﬂsk} dans I'expression des courbures de flexion et CT conduit aux

écritures finales suivantes :

fr} -

—
uy)
iy

[ —
c
>

———
—
9]
—

[ E—

:[Bfl]+|:BfAﬁ:|[An] (4.37)

{7}=[BC]{Un} : [Bc]z[BsAﬂ][An] (4.38)

Tableau 4. 2: Valeurs des i et j pour un bord k

o N o o1 x
A W DN -
R A~ W O N|C

o0 Cas des plaques multicouches :

Pour ce cas, I'nypothése mécanique de Mindlin de I'équation(4.19), dois étre modifiée
pour qu'elle puisse prendre en compte l'aspect multicouche des plaques composites, elle

s'écrit comme suit :

L

K ) ) T
J. [VSk _<Hcllr<“11 Hcll?\12>{.|.s }}S =0 (4.39)
0
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Ou H 4, et H4, sont deux termes de comportement en CT de la matrice inverse[H,, |,

avec.

ARG

[C] est la matrice constitutive reliant les contraintes aux déformations transverses dans une

couche quelconque.

Afin de déterminer les efforts tranchants (Figure 4. 4), les équations d'équilibre sont

utilisées, elles s'écrivent comme suit:

TS _ MS,S +Msn,n
[T]:{Tn}_{lvlsn,s +Mn,n} (440)
Avec .
MS
{M }= M, =[D]{K} (4.41)
Msn
Ou
B s
{K}: Prn
ﬂs,n + n,s

[D] est la matrice constitutive reliant les contraintes aux déformations de courbure dans

une couche quelconque.
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Maintenant, les déformations {, } peuvent étre définies en fonction des dérivées

secondes de S, et S, par I'intermédiaire des équations d'équilibre (4.40) et, des deux lois de

comportement, en flexion et en cisaillement, on obtient :
inv inv . 8
7sk = (H ckllDll + H Ck12D13)IBS,SS ’ lBs,ss = _L_zAﬂsk (442)
k

Ou sous la forme matricielle

4" 0 0 0
0 —¢" 0 0

e b =[ A {08} [A]]= . (4.43)
0 0 —¢ 0
0 0 0 —¢"
Avec ¢ est le facteur d'influence de CT
- Hcinv Hcinv
o :8£ L;ﬂ D,, + L;lz Dlsj (4.44)
k k
Ainsi, le vecteur des déformations de CT s'écrit:
{7} =[N, (AT {88} =[By [{AB } (4.45)
La combinaison des équations (4.22) et (4.43) donne :
W, —W C+ B
Aﬁsk — 3 I 1 ] _ﬁ5| ﬁs] (4,46)
2+34™ L, 2

Ainsi, l'expression finale de y, est écrite seulement en fonction des degrés de liberté

nodaux, comme suit:

ml wW. —W. ) )
j/sk _ 3¢k — ] 1 + ﬂSI + S) (447)
2+ 3¢ L, 2

L'application de I'équation (4.46) sur les cotés élémentaires k conduit a la forme matricielle

suivante:

91



Partie 1I: Effets de la température sur les vibrations des plaques stratifiées

Formulation élément fini

gy =[Ar U, (A ]=[Ar T [A] (4.48)

La matrice [A; ] reste la méme (Equation(4.36)), alors que la matrice [A;“'] est donnée

par:

—L5(§+¢5'”') 0 0 0
2 ml
0 L ,(E+4™M) 0 0
ml 3
(A = ) (4.49)
0 0 L, (Z+¢4M) 0
3

0 0 0 —L8(§+ ™)

Ainsi, les expressions finales des courbures de flexion et des déformations de CT s'écrivent,

comme suit:
{r}=[B, {U.} 5 [Bi1=[Bri]+[Bras |AN'] (4.50)

ri=[B.JU.} 5 [BJ=[N, J[A (AT ] (4.51)

4.2.4. Lois de comportement :

Comme dans notre cas les propriétés matérielles sont supposées étre dépendantes de
la température, les relations contraintes-déformations dans le systeme de coordonnées
locales des fibres d'un stratifié sujette a une variation de température, sont donnees par
(Reddy [139]):

T

0 Qu(M) QM) 0 & &
0, (=[Qu) QM) 0 S (— 3;
Z7) 0 0 Qes(T) V12 0 (4.52)

{713}:|:Q44(T) 0 }{713}
T2 0 Qss(T) | 725
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Ou 1 et 2 désigne respectivement la direction longitudinale des fibres et la direction

transversale normale aux fibres dans le plan de la plaque. gI et ng sont les déformations

d'origine thermique et qui sont données par :

€I oy (T)
gy t=AT | a,(T) (4.53)
0 0

Avec oy(T) et a,(T) sont respectivement le coefficient de dilatation thermique

longitudinal et transversal en fonction de la température et AT la variation de température.

Les composantes de la rigidité Q; (T ) sont données par:

Qll(T ) :El—(‘r)1Q22(T):E2—(T)’Q12(T):M

1-v,vy 1-v,v, 1-v,v,

(4.54)
Qea(T ) :Glz(T )1 Q44(T ) :Gla(r )v st(T ) :st(r )

Il est noté que la dépendance a la température du coefficient de poisson v est

négligeable par rapport aux autres propriétés, donc elle n'est prise en considération [63].

Les relations contraintes-déformations de la couche "k" dans le repere global du
stratifié, sont données par:

Oy Qu Qp Qg &y Oy
Oy = Qun Qxn Qup &y —AT ay
Ty ) Qe Qa2 Qes L7 Ay |

(4.55)

{TXZ } — |:K11Q_44 K12Q_45_ {%(Z }
Tye ), LK2Qss KoQss |, (7y2 ],
Avec Kj; sont les facteurs de correction de cisaillement

Les efforts a mi-plan d'une plagque et les moments sont liés aux déformations et aux
courbures par les expressions suivantes:
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N x |7 Ay Ap A By B By | 8?‘ § I
N y Ay Ay Ay B By By 88 N ;
N Xy | A31 A32 A33 Bal B32 B33 Sgy B N Iy
M, B By By, Big Dy Dy Dy Ky M I (4.56)
M, By Byx By Dy Dy Doy Ky, M;
_|V| Xy _le By, Bgy D3 Dy Dy Ky | | M Iy

PX}:{CH C12}|:7/X2j|
T, Cu Coull7y

Ou

(4.57)

Avec [A],[D],[B] et [C] sont les rigidités extensionnelle, flexionnelle, couplage

membrane-flexion et de cisaillement transverse, respectivement, celles-ci peuvent étre

définies par :

h h
2 2

Ajj = _L[ 'J]k dz, Bjj = .L[ ij] zdz
E 2 n (4.58)
2 _ 2 _

D; = J;[ 'J}k 2%z, Cy = J;[ ij]k dz
2 2

En notant par oj; les contraintes dans le plan, on peut écrire:
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(4.59)

Les résultantes de force et de moment thermique sont définies par:

e

—

I
— N T

1
el
| E—
=
1
>
-
——
S
——
—
| E—
o
N

_|
[
— o]

(4.60)

1
el
L1
L
1
>
_|
—~—
N
=
_|
| —
N
o
N

N

4.2.5. Energie potentielle de déformation et travail des forces appliquées

L'énergie potentielle de déformation d'une plaque est donnée par :

U =%vjaT edv (4.61)

Ou Vv estle volume de la plaque.

En utilisant les relations contraintes-déformations et les relations constitutives des
stratifiés, I'énergie potentielle de déformation peut s'écrire:

U = [(fF KA+ B+ BHa ¥ DH+OF C10Hov @462)

Dans le cas de grande déformation et I'existence de chargement thermique, I'énergie
potentielle totale est donnée par :

o {'F [AKe 3 +{elY B +{xY [BKel}+{¥ [DKx}+{¥ [CHy} & (463
_ V .
2 2l INT T+ MT D +H{ed JIN T
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En introduisant les relations (4.56) dans I'expression de I'énergie, on obtient:

) {8, }'[A{B,}+{B,}'[BKB}
=—H{u ¥ | 4B Y [BHB,}+{B; }'[IDIB, } U, }I[ddn
1 B} IC B}
[ J4U 3OS, 1IN T1+[S,1IM T1}9[dgd (4.64)
-1

1
% [ JU YT ING 16 THU .} [déd
-1
Ou

|J| est le déterminant de la matrice Jacobienne.

(8} =[Bnla}, {x)=[8; ]a}.{r}=[B.]fa}
N, Ny
LR e

Z

[G] est une matrice 2x40 composantes, qui relient le vecteur {;ﬁ%} au vecteur
X

déplacement {q }

4.2.6. Matrice de rigidité élémentaire et vecteur forces

En se basant sur le principe de I'énergie potentielle minimale, la premiére variation

permet d'obtenir :

e la matrice de rigidité élémentaire :

[ B} [AKB,}+{B, Y [BI{B(}
(k][ J B, Y [BKB, }+{B; ' [DIB, } ||¥|d&dn (4.65)
H{B.}'[C KB}

e Le vecteur forces thermiques élémentaire:

96



Partie 1I: Effets de la température sur les vibrations des plaques stratifiées

Formulation élément fini

1
{F}[ [€a¥™{Is, "IN "1+18,17IM "13{3 |dédn (4.66)
-1
e La matrice géométrique élémentaire due aux contraintes thermiques:
1
[KE ][ [LIGT NG 1G 13 |dédn (4.67)
-1

4.2.7. Matrice de masse élémentaire

Vu que notre étude vise a traiter le comportement vibratoire des plaques composites, il
est nécessaire de formuler la matrice mass. Cette derniére, peut étre évaluée a partir de

I'expression de I'énergie cinétique, qui s'écrit:

v :%Jp(ljz 24w )V (4.68)
\

Avec u, v, w sont les composantes du vecteur vitesse d'un point q de la plaque. o estla

masse volumique.

En introduisant le champ de déplacement définie par I'équation (4.1) et les fonctions de

forme bilinéaires {N;} a partir du tableau 4. 1, on obtient :

l, 0 0 0 O
. - 01, 0 0 O
VesSU TN 0 0 1y 0 ofiNG U plasn  @s9)
-L-1 0 0 01, O
0 0 0 0 I,]
Avec
N
Io:Zpi(Zi+1_Zi)
=1 (4.70)

13 3 3
I, :gzpi (z74—77)
i—1

Avec N est le nombre de couches de la plaque stratifiée
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La matrice de masse élémentaire est définie par:

, 0 0 0 0

- 01, 0 0 0
Me=[[I{NJ]0 01, 0 OfN}|9]dédn (4.71)

. 00 01, 0

|0 0 0 0 I,]

4.3. Procédure de solution:

Afin d'étudier l'effet de la température sur les vibrations des plaques composites
stratifiées, on procéde en deux étapes: la premiére étape consiste a déterminer la température
critique de flambement de la plaque stratifiée. Cette étape nous aide a déterminer la
température maximale que peut supporter la plaque avant de perdre sa stabilité. Comme dans
la premiere partie de notre travail, la détermination de la température critique de flambement

revient a résoudre le probléme aux valeurs propres suivant:
([K]+a[KeJ)ix }=0 (4.72)
Avec

[K] est la matrice de rigidité globale, [Ky | est la matrice géométrique globale, 2 la

charge non dimensionnelle de flambement, {X } représente le vecteur modal.

Cependant, comme les propriétés matérielles dépendent de la température, la
détermination de la température de flambement se fait d'une maniére itérative, en suivant les

étapes suivante[37] :

1. calculer la température critique flambement sans dependance des propriétés
matérielles a la température.

2. En utilisant la température critique trouvée dans I'étape 1, on détermine des propriétés
matérielles en fonction de cette température et on calcule a nouveau la température

critique de flambement.
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3. L'étape 2 est repétée jusqu'a ce que la température critique de flambement satisfasse le

i+l i

|Tcr _Tcr
i+1

cr

Aprés avoir determiné la température critique de flambement, on entame la deuxiéme

critere de convergence : <&, (&, critere d'arrét)

étape qui est I'effet des contraintes thermiques sur les fréquences propres de vibration. A cet

effet, on résout le probléme aux valeurs propres suivant:
[([K]+[Ks])-@’[M]]{x }=0 (4.73)

Avec [Kg ]est la matrice géométrique qui traduit la variation de la raideur avec I'état

de contrainte thermique, [M] est la matrice masse globale, @ fréquence propre de

vibration.
4.4. Conclusion:

Ce chapitre avait pour but de présenter et d'exposer la formulation de I'élément fini
DMQP/ml (Discrete Mindlin Quadrilateral Plate Multilayer) [134]. L'élément a été modifié
pour prendre en compte les effets de la température sur les vibrations des plaques

composites.

L'élément DMQP/ml est une extension de I'élément DKMQ de Katili [135] pour
I'étude de la flexion des plagques isotropes épaisses. L'élément DMQP/mI contient quatre

nceuds et trois degrés de liberté (W , 5, et B,) , il est basé sur un modele variationnel en

déplacement appelé DDM (Displacement Discrete Mindlin) qui introduit de maniere discréte
une hypothese cinématique et une autre mécanique .
Plus encore, dans ce chapitre, une procédure de solution a été présentée pour I'étude

des effets de la température sur les vibrations des plaques composites stratifiees.
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5.1. Introduction

Ce chapitre a pour but d'étudier I'effet de la température sur les vibrations des plaques
composites stratifiées en utilisant I'élément fini DMQP/mI. Pour ce faire un code en Fortran
a été développe. Cependant, avant d'entamer I'étude il est nécessaire de valider la précision
de I'élément fini utilisé. A cet effet, une série de test est présentée, traitant les cas de

vibration et de flambement thermique des plaques isotropes et composites stratifiées.

Plusieurs combinaisons de conditions aux limites, rapport d'aspect, rapport d'épaisseur
et chargement thermique sont pris en considération. Il est a noter que sauf indiction, le
maillage consideéré est de 10x10 éléments. Les conditions aux limites adoptées dans ce
chapitre sont listées dans le tableau 5. 1

Tableau 5. 1: Conditions aux limites

Conditions aux limites Abréviation Les retenus aux bords
a
u=w =4 =0,x :iE
Simplement appuyé SS b
vV =W :lBX :01y =+
2
Encastré cC u=sv=w=4 =4 =0
, a
Encastré sur x = iE
Encastré - Simplement appuyé CS

Simplement appuyé sur y = ig

5.2. Validation
5.2.1. Vibrations libres de Plaques isotropes:

On considere une plaque isotrope carrée (a/b=1), avec deux rapports d'épaisseur
a/h=10 et a/h=100, ainsi que deux types de conditions aux limites, Encastrée (CC) et

Simplement appuyée (SS). Les fréquences propres adimensionnelles sont données par:
w=0X a\/E
G
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Pour le cas de plaque encastrée (CC) on considére un facteur de correction k=0.8601,
alors que pour le cas de la plaque simplement appuyée (SS) k=5/6. Les plaques ont un
coefficient de poissonv =0.3. Les conditions aux limites pour le cas simplement appuyée
(SS) sont :

w =g, =0 poury=0,b
w =4, =0 pourx=0,a

Les tableaux 5.1 et 5.2 montre la convergence de la fréquence propre @ de plaques
isotropes encastrées et simplement appuyees pour deux cas d'épaisseur a/h=10 et a/h=100,
respectivement. Les résultats trouvés par le présent élément ont été comparé avec des
résultats trouvés par un élément fini quadrilatérale a intégration sélective ainsi qu'avec la
solution analytique. On voit trés bien que la présente formulation donne des résultats qui

sont en tres bon accord avec la solution analytique.

Tableau 5. 2: Convergence de la fréquence propre @ de plagues isotropes avec a/h=10

présent Q4[140] Analytique[141]
6x6 1.6246 -
8x8 1.6113 -
CC
10x10 1.6045 1.6259
15x15 1.5973 1.6063 1.5940
6x6 0.9558 -
8x8 0.9449 -
SS
10x10 0.9398 0.9399
15x15 0.9345 0.9327 0.930
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Tableau 5. 3: Convergence de la fréquence propre @ d'une plaque isotrope avec a/h=100

présent Q4[140] Analytique [141]
6x6 0.1780
8x8 0.1769
cC
10x10 0.1763 0.1800
15x15 0.1758 0.1774 0.1754
6x6 0.0987
8x8 0.0976
SS
10x10 0.0971 0.0973
15x15 0.0966 0.0968 0.0963

5.2.2.  Vibrations libres de plagues composites stratifiées:

Le but de ce test est d'étudier la convergence des fréquences propres de plaques
composites stratifiées carrées avec une stratification (0°/90°/0°). L'effet des conditions aux
limites ainsi que du rapport d'épaisseur sont considéres. Les valeurs propres sont exprimees

en termes de fréquences adimensionnelles, définies par:

a:(wa/ﬁZ)Jg:z

Avec

D, = E2h3/12(1—V12V21)

Un facteur de correction de cisaillement k:7r2/12 a eté considéré, avec des

propriétés matérielles définies par :
E,/E,=40; G,,=G,, =0.6E,; G, =0.5E,; v, =0.25; v, =0.00625

Le tableau 5. 4 présent la convergence des six premieres fréequences d'une plaque
composite encastrée avec une stratification (0°/90°/0°). Deux rapport d'épaisseur (t/b=0.001
et 0.20) sont pris en considération. Les résultats sont obtenu pour trois types de maillage;

6x6, 8x8 et 10x10. Les fréquences trouvées avec la présente formulation sont comparées
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avec la solution P-Ritz de Liew [142] . D'aprés le tableau 5. 4, on remarque que les résultats

obtenus sont en bon accord avec ceux de Liew [142].

Le tableau 5. 5 présente la convergence des six premiéres fréquences d'une plaque
composite simplement appuyée avec une stratification (0°/90°/0°). Les mémes parameétres
que celles du cas de la plaque encastrée sont considérés. On remarque que, la aussi, les

résultats sont en bon accord avec la solution de Liew [142].

Tableau 5. 4: Convergence des fréquences propres d'une plaque (0°/90°/0°) encastree

Modes
t/b maillage 1 2 3 4 5 6
0.001 6%6 15.067 18.493 27.8776 43.0098 44.0831 44,7574
8x8 14.9093 18.1403 26.5942 41.458 41.6701 43.1514

10x10 14.8326 17.9662 25.8897 39.6914 40.6812 42.3472

E-l'g‘]’ 146655 17.6138 245114 355318  39.1572  40.7685
0.20 6%6 45574 71693 80868  9.8368  11.2873  12.5004
8x8 45115 69381  7.9223 95546  10.6078  12.0838
1010 4.4905 6.8336  7.8463 94256  10.2951  11.8436
E-l'j;‘]’ 4.4468 6.6419  7.6969  9.1552  9.7378  11.3991
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Tableau 5. 5: Convergence des fréquences propres d'une plague (0°/90°/0°) simplement appuyée

Modes

t/b maillage 1 2 3 4 5 6
0.001 6x6 6.7909 10.0386 19.1851 27.5113  29.081  34.3765
8x8 6.7227 9.7820  17.8690 26.4655 27.9532  32.0538
10x10 6.6808  9.6503  17.2394  25.9485 27.3968  30.0493

Hﬁ;\]/ 6.6252  9.4470  16.2051 25.1146 26.4982  26.6572
0.20 6%6 3.6606  5.6055 6.1855 7.7713 8.5073 8.6889
8x8 3.6337  5.5511 6.0017 7.6123 8.3086 8.4876
10x10 3.6214  5.5244 5.9196 7.5388 8.2121 8.3886
ng]/ 3.5939  5.7691 7.3972 8.6876 9.1451  11.2080

5.2.3.  Vibrations libres de plagues composites soumis a un changement de température:
5.2.3.1. Effet du rapport d*épaisseur:

Le but de ce test est d'étudier I'effet de I'élévation de la température sur les fréquences
propres des plagues composites stratifiées. Pour ce faire, on considere une plaque composite
stratifiée carrée a trois couches (0°/90°/0°) simplement appuyée avec trois rapports
d'épaisseur (a/h=5, 10, 20). La plaque est supposé soumise a trois types de chargement

thermique, a savoir: AT =0 C?°, 100 C° et 200 C°.Les valeurs propres sont exprimeées en

termes de fréquences adimensionnelles, définie par:

Les propriétés materielles définies par :

E,/E, =40, G,, =G,, =0.6E,, G,, =0.5E,, v, =0.25
o, =1.14x10"° @, =11.4x10°°
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Le tableau 5. 6 réunit les résultats obtenus par la présente formulation et des résultats
trouvés par un élément fini a neuf nceuds basé sur la théorie du premier ordre [132] et ceux
d'une solution analytique basé sur la théorie d'ordre supérieure [124]. Dans ce test aussi, on
remarque que le présent élément fini présente des résultats qui sont en trés bon accord avec
ceux de la littérature [124,132].

Dans le tableau 5. 6 on remarque que les fréquences propres de la plaque étudiée
diminuent avec [I'élévation de la température ainsi qu'avec la réduction du rapport
d'épaisseur.

Tableau 5. 6: Effet de la température et du rapport d'épaisseur sur les fréquences propres d'une
plaque stratifiée (0°/90/0°) simplement appuyée

AT a/h Présent Lal et Singh [132] Shen et al. [124]
20 17.604 17.523 17.483
0Ce 10 14.750 14.710 14.702
5 10.198 10.245 10.263
20 16.912 17.171 17.172
100C-° 10 14.547 14.636 14.597
5 10.126 10.232 10.226
20 16.190 16.812 16.853
200C° 10 14.342 14.562 14.490
5 10.053 10.219 10.188

5.2.3.2. Effet du rapport d'anisotropie :

Ce test fut initialement proposé par Liu et Huang [118], afin d'étudier le comportement
vibratoire des plaques composites stratifieées sous un changement de température. Les

auteurs ont examiné une plaque carrée avec une séquence d'empilement de quatre couches
(0°/90°), .Dans ce test, en considere trois types de chargement thermique:

AT =-50C° 0C°et50C°

La plaque stratifiée est supposee avoir les propriétés suivantes:
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e Les propriétés mécaniques definies par :

E,=1 E,/E, =40, G, =G, =0.6E,, G, =05E,, v, =0.25

o Les coefficients de dilatation thermique: «, =11.4x10™° et quatre rapports de I'ordre
de: o /a,=-0.05 0.1, 0.2¢et0.3

e Ladensité: p=1kg.m™ et une épaisseur h =0.1m avec une arrétea =10h .

Les valeurs propres sont exprimées en termes de fréquence adimensionnelles, définie

&= wa’ 1%
E2h2

Le tableau 5. 7 présente les résultats trouvés par le présent élément avec un maillage

par:

de 10x10 et leur confrontation a ceux de Liu et Huang [118] avec un élément quadrilatéral a
huit nceuds. D'apres le tableau 5. 7, on note un excellent accord avec les résultats de la

référence [118].

Tableau 5. 7: Effet de la température et le rapport des coefficients de dilatation thermique sur les
fréquences propres d'une plaque stratifiée

o/, 50 C° ifoy 50 C°
Présent 15.135 15.149 15.164

-0.05 Liu et Huang [118] 15.136 15.150 15.164
Présent 15.247 15.149 15.051

0.1 Liu et Huang [118] 15.247 15.150 15.052
Présent 15.321 15.149 14.976

0.2 Liu et Huang [118] 15.320 15.150 14.978
Présent 15.395 15.149 14.900

0.3 Liu et Huang [118] 15.394 15.150 14.902
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5.2.4. Convergence de la température critique de flambement:

Comme on l'a déja mentionné, une partie de notre travail consiste a trouver la
température critique de flambement de la plaque avant d'entamer I'étude de l'effet de la
température sur les vibrations des plaques. De ce fait, il est nécessaire de vérifier la précision
de I'élément utilisé dans la détermination de la température critique de flambement sans ou

avec dépendance des propriétés materielles a la température.

5.2.4.1. Température critique de flambement sans dépendance a la
température (IDT)

Dans ce test, on considére trois types de plaques carrées, a savoir: isotrope, orthotrope

et stratifiée. Les propriétés matérielles choisies sont :
e plaque stratifiée:

E,/E; =15, G ; /E; =05, G /E; =0.3356, v=0.3, a, /o, =0.015, o /ey =1.0
e Plaque isotrope:

E, /E; =15, v=0.3, o = = ¢,

Avec a, est un facteur de normalisation des coefficients de dilatation thermique (

a, =1x107°).

Le Tableau 5. 8 présente la convergence de la température critique de flambement de
plaques orthotrope, isotrope et d'un stratifiée (0°/90°/0°) pour différent rapport d'épaisseur
(a/h=2, 5,10 et 100). Les résultats trouvés pour trois types de maillage (8x8, 10x10 et
12x12) ont été comparés avec des résultats trouves par la théorie de cisaillement d'ordre
supérieur de Matsunaga [71], ainsi qu'avec la solution tridimensionnelle de Noor et Burton
[66]. D'aprés le Tableau 5. 8, on note que les résultats trouvés sont en trés bon accord avec

ceux de la littérature.
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Tableau 5. 8: Convergence de la température critique de flambement de plaques simplement

appuyées
a/h 8x8 10x10 12x12 Matsunaga [71] Noor[thGI?urton
iso 2 0.1324 0.1320 0.1318 0.1258 -
5 0.0420 0.0418 0.0416 0.0399 0.0399
10 0.0122 0.0121 0.0121 0.0118 0.0118
100 0.1284°-3  0.1277°-3  0.1273°-3 0.1265°-3 0.1265°3
0° 0.2740 0.2729 0.2723 0.2798 -
5 0.1528 0.1514 0.1506 0.1438 0.1436
10 0.0611 0.0604 0.0600 0.0578 0.0578
100 0.7720°-3  0.7631°-3  0.7582°-3 0.7463°-3 0.7463°-3
[0/90/0] 2 0.3222 0.3217 0.3215 0.3334 -
5 0.1768 0.1763 0.1760 0.1763 -
10 0.0755 0.0752 0.0750 0.07467 -
100 1.0101°-3  1.0050°-3  1.0020°-3 0.9961°-3 -

5.2.4.2. Température critique de flambement avec dépendance a la température (DT)

On consideére une plague composite stratifiée simplement appuyée avec une séquence

d'empilement[0/90]s. La plague est de forme carrée avec un rapport d'épaisseur a/h=30.

Les propriétés matérielles sont supposées étre en fonction linéaire de la température et sont

données comme suit [63]:

Avec

El(T):Elo(l"'EnT )v Ez(T):Ezo(l"'Ele)

G, (T) =G (L+G,T ), Gp(T) =G5 (1+Gy5T )

Gp(T) =G (1+G T ), a(T) = (L+ 1)

a,(T) =y 1+ eyl )
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ElO/EZO =40, GlZO/EZO :Gl30/E20 =0.5, sto/Ezo =0.2
v =0.25, a, =10"° (°C 71), Oy =10"° (°C 71)
E,, =-05x10", E,, =G,,, =G,,, =G,,, =-0.2x10°°

a, =a, =05x10"°

Le tableau 5. 9 réunis les résultats trouvés par I'élément fini DMQP/ml et ceux
trouvés par un élément fini hermitien basé sur I'approche Layer-wise [63], ainsi que par la
théorie d'ordre supeérieur de Reddy [143]. A partir du tableau 5. 9, on voit tres bien que les
résultats obtenus par le présent élément fini sont en trés bon accord avec ceux de la

littérature.

Tableau 5. 9: Température critique de flambement pour une plaque stratifiée simplement appuyée
avec/sans dépendance a la température

Stratification IDT DT IDT/DT
Présent 0.667 0.523 1.275
[0/90] Ordre supérieur [143] 0.667 0.525 1.270
Layer-wise [63] 0.640 0.496 1.290

5.3. Etude paramétrique

5.3.1. Effets de la température sur les fréquences propres de plaques
composite stratifiées :

Le but de ce test est d'étudier les deux effets de la tempeérature sur les fréquences

propres de plaques composites stratifiées, a savoir :

1) l'effet de la dépendance des propriétés matérielles a la température (DT).
2) l'effet des contraintes thermiques sur les fréquences propres de vibration.

A cet effet, on considére deux types de stratification, I'une croisée avec un une

séquence d'empilement de[0/90]S et l'autre équilibrée avec une séquence d'empilement de

[iﬁ]s. Dans ce test, on considére des plaques de forme carrée avec un rapport d'épaisseur

(a/h=30) ainsi que trois types de conditions aux limites (SS, CC, CS). Les propriétés
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materielles sont supposées étre en fonction linéaire de la température et sont données comme
suit [63]:

E,(T)=E,@+E,T) E,(T)=E,,A+E,T)
Gp(T) =G (1+G T ), Gia(T) =Gy (1+G 5 T)
Go(T) =G (1+G T ), (1) =g 1+, T)
a,(T) =0, 1+a,l)

Avec

E/Ex =40, Gp,/E =Gis/Ep =05, G,y /Epp =0.2
v=0.25, a,, =10°(°C ™), a,, =10°(°C )
E,,=-05x10° E, =G,,, =G, =G,;, =-0.2x10°°
ay, =a, =05x10"

Les fréquences propres sont exprimeées en termes de fréquences adimensionnelles, définies

par:

Deux cas d'études sont présentees, a savoir:

o Effet de la température sur les fréquences propres sans dépendance des propriétés
matérielles a la température (IDT)
o Effet de la température sur les fréquences propres avec dépendance des propriétés

matérielles a la température (DT)

Le tableau 5. 10 présente les effets de la température sur les fréquences propres de
vibration d'une plaque stratifiée (0/90/90/0). Cinq types de chargement thermique définis en
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fonction de la température critique de flambement sont considérés (T0/Tcr=0, 0.25, 0.5, 0.75
etl)

D'apres le tableau 5. 10 , on voit tres bien que les fréquences propres diminuent avec
I'augmentation de la température pour les trois cas de conditions aux limites. On remarque
aussi qu'avec la prise en compte de la dépendance des propriétés a la température amoindrit

les fréquences propres de vibration.

Il est trés intéressant de noter que si la température imposée est égale a la température
critique de flambement de la plaque, les fréquences propres tendent vers zéro. Cette derniere
remarque a été notée pour le cas des plaques sandwichs (Librescu et Lin [123],Shiau et Kuo
[125]), ainsi que dans le cas des plaques isotropes (Dhanaraj et Palaninathan [126],Murphy
etal. [127]) .

Les figures 5.1, 5.2 et 5.3 présentent les effets de la température sur les fréquences

propres de vibration de plaques stratifiées avec une séquence d'empilement [i&]s sous trois

types de conditions aux limites SS, CC, CS, respectivement. On remarque que pour les trois
types de conditions aux limites, les fréquences propres de vibration diminuent avec
I'augmentation de la température. On note aussi que la prise en compte de la dépendance a la
température (DT) donne les fréquences les plus basses. Quant a I'effet des conditions aux
limites, on note que la plaque encastrée (Figure 5. 2) donne les fréquences propres les plus
hautes, alors que les plus basses sont enregistrées avec la plaque simplement appuyée
(Figure 5. 1)
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C.L. Tol/Tcer
0 0.25 0.5 0.75 1
ss IDT 17.7533 15.3762 125534 8.8776 0
DT 17.7533 15.3293 12.4418 8.7191 0.049
IDT 32.7673 28.7123 23.7985  17.1787 0
CcC DT 32.7673 28.1296 22.5678  15.5566 0.13796
cs IDT 29.7318 26.8093 23.5074 19.6379 0
DT 29.7318 26.2821 22.3152  17.6898 0.1192

24 —
22 ]
20
18 4
16 -
14
12 4
10 -
8
6]
4
2]
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I
0.50
T/Ter

Figure 5. 1: Effets de la température sur les fréquences propres de plaques stratifiées equilibrées
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Figure 5. 2: Effets de la température sur les fréquences propres de plaques stratifiées équilibrées
encastrées (CC)

] Encastrée-Simplement appuyée

veoedeo A)»nn

o

I . .
0.50 0.75 1.00
T/Ter

o
o
o
<
)
o

Figure 5. 3: Effets de la température sur les fréquences propres de plaques stratifiées équilibrées
encastrées-simplement appuyées (CS)
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5.3.2. Effet du rapport d'aspect et de la température sur la vibration de plaques

composite stratifiées :

Dans cette section, nous allons présenter une étude sur l'effet du rapport d'aspect (a/b)
et de la température sur les fréquences propres de vibration de plaques stratifiées. Trois
types de conditions aux limites (SS, CC et CS) sont prises en compte ainsi que deux types de

séquences d'empilement, & savoir : [0,/90,] et[90,/0,] , pour un rapport d'épaisseur

a/h=10. Les propriétés matérielles sont supposées étre en fonction linéaire de la température
et sont données comme suit [63]:

E,T)=E,Q+ET), E,(T)=E,,(1+E,T)
GL(M) =G, A+G,, 1), Gu(T) =G5, 1+G,T)

Gp(T) =Copg(1+Goe ), (T ) = o1+ T)

a,(T) =0, 1+a,l)
Avec
E,o/En =40, Gi,0/E =Gis/E, =05, Gy /E, =0.2
v=0.25, a,,=10°(°C ™), a,, =10°(°C )
E,, =-05x10° E, =G,,, =G, =G,;, =-0.2x10°°

oy, = o, =05x107°

Les valeurs propres sont exprimées en termes de fréquences adimensionnelles,
définies par:

Dans la procédure de solution que nous avons décrite dans le précédent chapitre, nous

avons mentionné qu'afin de déterminer quelle température on peut infliger a la structure;
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nous devons, d'abord, calculer la température critique de flambement. Cependant, Il est a
noter que les relations, ci-dessus, décrivant la variation des propriétés a la température ne
sont valables que si la température n'est pas tres haute. Afin de mieux expliguer, prenons a

titre d'exemple, la relation du module de Young longitudinal E;(T) :

n

——
E,(T)=E,(1+E.T)

On remarque que si 7 <-1 on obtient E (T )<0 ce qui est irrationnel. Ainsi, si la

température critique de la structure calculée engendre un E,(T )<0 , alors la solution

diverge. Comme notre souci est, seulement, de ne pas dépasser la température critique de
flambement nous avons decide d'exprimer la tempeérature critique de flambement dans la
forme ,ci-dessous, ensuite l'injecter a chaque itération, lI'expression est donnée comme suit
[133]:

T =T,a,10°

Les figures 5.4, 5.5 et 5.6 présentent I'effet du rapport d'aspect (a/b) sur les fréquences
propre de vibration de plaques stratifiées simplement appuyées (SS), encastrées (CC) et

encastrées-simplement appuyées (CS), respectivement, avec les deux séquences

d'empilement ( [0,/90,] et [90,/0,] ). Trois types de chargements thermiques sont

considérés, a savoir: T/T*:0,0.S,l. D'apres les trois figures, on remarque que les
fréquences propres de vibration décroissent avec l'accroissement du rapport d'aspect ainsi
que de la température pour les deux stratifications. On remarque, aussi, que la [02/902]S
donne des fréquences propre plus hautes que celles de Ia[902 /02]5. Cependant, avec les
conditions aux limites CC et CS, I'écart des fréquences entre les deux stratifications est plus
prononcé que celui du cas du SS. D'autre part, on note qu'avec T /T " =1, les fréquences ne

tendent pas vers zéro, ceci nous indique que T~ <T, .

Le tableau 5. 11 regroupe les modes de vibration du cas de la plague encastrée avec la
séquence d'empilement[O2 /90, ]S . D'aprés tableau 5. 11, on remarque que le rapport d'aspect

ainsi que la tempeérature n'affectent pas les modes de vibration. Il est a noter qu'en raison de
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la similitude des résultats avec les autres cas de conditions aux limites nous nous sommes

limités a présenter que le cas de la plaque encastrée (CC)

13 Simplement appuyée

a/b

Figure 5. 4: Effets du rapport d'aspect (a/b) et de la température sur les fréquences propres de
vibration de plaques simplement appuyées (SS)
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Figure 5. 5: Effets du rapport d'aspect (a/b) et de la température sur les fréquences propres de
vibration de plaques encastrees (CC)
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Figure 5. 6 Effets du rapport d'aspect (a/b) et de la température sur les fréquences propres de
vibration de plaques encastrées-simplement appuyees.

Tableau 5. 11: Effets du rapport d'aspect (a/b) et de la température sur les modes de vibration de
plaques encastrées [0,/90,]s

5.3.3. Effets de la température sur les fréquences propres de vibration de plaques
stratifiées en T300/5208:

Dans les études que nous avons présentées, précédemment, il a été supposé que les

propriétés matérielles sont en fonction linéaire de la température. D'ailleurs, cette
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supposition a été considérée, comme telle, par maints auteurs [37,63,112,133,144].
Cependant, selon les résultats trouveés, cette supposition oblige en quelque sorte la structure
a manifester un comportement qui, lui aussi, est en fonction linéaire de la température. Or
nous savons trés bien que la majorité des constituants d'une structure en matériau composite
ne peuvent pas présenter un méme comportement face a la température. En conséquence,
nous avons vu qu'il était plus intéressant de faire une étude sur un matériau bien défini et
ainsi nous rapprocher beaucoup plus de la réalité. En cherchant dans la littérature, nous
avons trouvé des travaux expérimentaux sur la dépendance des propriétés a la température
du Graphite/Epoxy T300/5208 [145-148].

Dans notre travail, nous nous sommes focalisés a I'un de ces travaux publié par Hyer et
al. [147]. Ces derniers, ont étudié des specimens constitués de fibres faites de Thornel
(Union Carbide) T300 graphite et une résine Epoxy Narmco 5208. Les propriétés
mécaniques et de dilatation thermique ont été déterminées dans une plage de température
allant de 116 K (-157.15 °C) a 394 K (120.85 °C), avec une température ambiante de 301 K
(27.85 °C). La figure 7 présente les résultats de régression par la méthode des moindres
carrées de Hyer et al. [147] pour les propriétés suivantes : Eq, Ez, Giz et ay. D'aprés la
figure 5. 7, on remarque trés bien que les propriétés n'exhibent pas le méme comportement
face a la température. Le tableau 5. 12 réunit les coefficients de la régression moindres carrés

pour des températures en Kelvin (K) de Hyer et al. [147].

Tableau 5. 12: Coefficients de dépendance a la température pour chaque propriétés [147]*

Propriétés Co C, C, Cs
E, (GPa) 1.82x10? —2.72x10™ 5.18x10™ 0
E, (GPa) 1.47 x10? ~8.03x10! 1.16x10° 0
G,, (GPa) 7.46 6.52x10°° —2.73x10°° 0
o, (10°/K) -110 18.0 —-0.810x107 0.686x10°°

*P =C,+CT +C,T *+C.T° ouT est la température en Kelvin
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Figure 5. 7: Propriétés élastiques et coefficient de dilatation thermique du T300/5208 en fonction de
la température [147]. a) Module d'élasticité longitudinal (E,). b) Module d'élasticité transversal (E,).
¢) Module de cisaillement (Gyy). d) coefficient de dilatation longitudinal (o)

Dans la présente section, nous allons étudier I'effet de la température sur les
fréquences propre de vibration de plaques composites stratifiees en T300/5208
Graphite/Epoxy en considérant les coefficients de dépendance de Hyer et al. [147].
Cependant, comme nous travaillons en Celsius (°C), nous avons recalculé les coefficients du
polynéme a l'aide de la méthode des moindres carrés avec la température en Celsius (°C).
Les résultats des coefficients sont réunis dans le tableau 5. 13.

La plaque prise en compte est de forme carrée (a/b=1) avec un rapport d'épaisseur de

a/h=10. Trois types de conditions aux limites sont considéré (SS, CC, CS) pour une

séquence d'empilement a quatre couches [J_r&]s. En fonction des résultats de Hyer et al.

[144], quatre types de chargements thermiques sont considérés, a savoir: -140°C, -60°C,
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27.85°C, 60° et 95°C. Les propriétés matérielles supposées non dépendantes a la

température sont données comme suit:
p =158 (Kg/m®), v=0.28, G,, =3.35 (GPa), a, =26.5 (10°/°C)

Tableau 5. 13: Coefficients de dépendance a la température pour chaque propriétés en Celsius*

Propriétés Co C; C, Cs
E, (GPa) 146.35 0.0109 5.18x10™* 0
E, (GPa) 14.21 -0.169 1.16x10°° 0
G,, (GPa) 3.64 0.021 —2.73x10°° 0
o, (10°/°C) 4.275 -0.212 0.586x10°° 0.106x10™

*P=C,+CT +C,T *+C_T ° o0 T est la température en Celsius et T ambiante = 27.85°C

La figure 5. 8 présente I'effet de la température sur les fréquences propres de vibration
d'une plaque stratifiées en T300/5208 simplement appuyée (SS) pour différents d'angles
d'orientation. A travers la figure 5. 8, on remarque que les fréquences propres diminuent
avec l'augmentation de la température jusqu'a la température ambiante. Cependant, en
dépassant la température ambiante, on note une légere diminution des fréquences propre
avec la température pour les angles de 0° a 60°, alors qu'avec les angles 75° et 90° on
remarque une augmentation des fréquences propres de vibration. Ce dernier phénomene peut
étre d0 a la valeur négative du coefficient de dilatation thermique dans cette plage de
température du T300/5208. Ce constat, nous rappelle les résultats trouves avec I'AS4/3501-6
Graphite/Epoxy dans la premiére partie de notre travail sur le flambement thermique, ou
nous avons conclu qu'avec un coefficient de dilatation thermique négatif, la plagque, sous

certains angles d'orientation, génére des forces de traction sous la température.
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Figure 5. 8: Effet de la température et I'angle d'orientation sur les fréquences propres de vibration
d'une plaque stratifiées en T300/5208 simplement appuyée (SS).

La figure 5. 9 présente I'effet de la température sur les fréquences propres de vibration
d'une plaque stratifiée en T300/5208 encastrée (CC) pour différents d'angles d'orientation.
D'apres la figure 5. 9, on note, la aussi, une diminution des fréquences propre avec de
l'augmentation de la température. Cependant, a la différence du cas de la plaque simplement
appuyée (figure8), entre T=-60°C et T=27.85 la plaque encastré (CC) est légérement affecté
par la température avec les angles 75° et 90°, or l'effet de température est plus considérable
entre T=27.85°C et T=60. On remarque aussi qu'avec T=95 °C, les fréquences propres avec
75° et 90° diminuent Iégerement par rapport a t=60°C, ceci est di a la valeur du coefficient
de dilatation thermique qui a changé par rapport a la température (Figure 5. 7d).

La figure 5. 10 présente le cas de la plaque encastrée-simplement appuyée (CS). Pour
ce type de conditions aux limites, on note une diminution des fréquences propres de
vibration avec l'augmentation de la température pour tous les angles d'orientation sans

exception.
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Figure 5. 9: Effet de la température et 1'angle d'orientation sur les fréquences propres de vibration
d'une plaque stratifiées en T300/5208 encastrée (CC).
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Figure 5. 10: Effet de la température et 'angle d'orientation sur les fréquences propres de vibration
d'une plaque stratifiées en T300/5208 encastrée-simplement appuyée (CS).
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5.4. Conclusion:

Le présent chapitre avait pour but détudier I'effet de la dépendance des propriétés
mateérielles a la température ainsi que l'effet de la génération des contraintes thermiques sur
la vibration des plaques composites stratifiées. Pour ce faire, I'élément fini DMQP/ml
présenté dans le chapitre quatre a été utilisée. La premiere partie de ce chapitre a été
consacré a la validation de la précision de I'élément fini par le biais de plusieurs tests
disponibles dans la littérature. A travers les résultats trouvés, on a vu que I'élément présente

une bonne precision ainsi qu'une bonne rapidité de convergence.

La deuxiéme partie de ce chapitre portait sur I'étude des effets de la température sur les
fréguences propres de vibration des plaques composites stratifiées. L'étude a montré que si la
tempeérature infligée a la plaque coincide avec la température critique de flambement, les
fréguences propres tendent vers zéro. Au départ, dans cette partie, on a supposé une variation
linéaire des propriétés mateérielles en fonction de la température. D'ailleurs, cette supposition
a été considérée par maints auteur [37,63,112,133,144]. A travers les résultats trouves, on a
remarqué que cette supposition oblige en quelque sorte la structure a manifester un
comportement qui, lui aussi, est en fonction linéaire de la température. Cependant, afin de
mieux se rapprocher de la réalité, il a été conclu qu'il aurait été plus intéressant d'étudier un
matériau bien defini. De ce fait, en se basant sur les travaux experimentaux de Hyer et al.
[147], une étude a été présentée sur le comportement de plaques composites stratifiées faites
de Graphite/Epoxy T300/5208. L'étude a montré que dans le cas général les fréquences
propres de vibration diminuent avec l'augmentation de la température. Toutefois, si le
matériau présente un coefficient de dilatation thermique négatif et sous certains angles
orientation, les fréquences propres de vibration augmentent avec l'augmentation de la

température.
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Conclusion

Notre travail avait pour but d'étudier I'effet de la température sur le comportement
vibratoire et de stabilité des plaques composites stratifiées en utilisant la méthode des

éléments finis.

La premiére partie de ce travail portait sur I'étude du flambement thermique des
plagues composites stratifiées minces. Dans cette partie, nous avons commencé par une
synthese bibliographique sur les origines du flambement thermique ainsi que sur les modéles
éléments finis utilisé par les différents auteurs dans I'analyse du flambement thermique des
plagues composites stratifiées. Nous avons remarqué que la plupart des travaux étaient basés
sur la théorie de cisaillement de premier ordre. Cela est strement di au fait que cette théorie
ne néglige pas les effets des déformations de cisaillement transverse contrairement a la
théorie classique des stratifiées et qu'elle est moins colteuse que les théories d'ordre
supérieur et celles des approches par couches. Cependant, comme nous avons visé I'étude
des plagues composites stratifiées minces, car elles sont plus vulnérables au flambement,

nous avons opté pour un élément fini base sur la théorie classique des stratifiées.

L'élément fini choisi était au départ développé pour l'analyse de la flexion et le
flambage mécanique des plaques stratifiées. Le premier objectif de cette partie était d'étendre
cet élément vers I'étude du flambement thermique des plaques composites stratifiées, que
nous avons développe dans le premier chapitre. L'élément est une combinaison d'un élément
membranaire isoparamétrique et d'un élément plaque de type Hermite a haute précision le

tout donnant un élément fini & quatre nceuds avec trente-deux degrés de liberté.

Comme dans tout cas d'utilisation de la méthode des eéléments finis, il est nécessaire de
verifier et de valider la précision et les performances de I'élément fini employé, ce qui était
I'objet du deuxieme chapitre. Dans ce chapitre, I'élément a été confronté a une série de test
sur le flambement thermique des plaques isotropes et composites stratifiées sous différentes
conditions aux limites. Les résultats obtenus ont été comparés a des résultats trouvés par : 1)
des éléments finis de méme ordre, 2) des éléments finis d'ordre supeérieur et 3) la solution
tridimensionnelle ainsi qu'analytique. La comparaison a montré que I'élément présente une

tres bonne précision ainsi qu'une bonne rapidité de convergence.
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D'autre part, dans le deuxiéme chapitre, une étude paramétrique sur I'effet de certains
parametres influencant la température critiqgue de flambement des plaques stratifiees est
présentée. Dans cette étude trois types de matériaux qui sont tres utilisés dans l'industrie ont
été considérés, a savoir: le T300/5208 Graphite/Epoxy, le AS4/3501-6 Graphite/Epoxy et le

E-glass/Epoxy. Nous avons choisi ces trois types de matériaux pour les raisons suivantes:

e Le T300/5208 présente des propriétés mécaniques élevées

e L'AS4/3501-6 présente des propriétés mécaniques proches de celles du T300/520,
mais il a un coefficient de dilatation thermique longitudinal négatif

e L'E-glass/Epoxy présente des propriétés mecaniques faibles par rapport aux deux

premiers matériaux.

Le premier effet qui a été abordé dans I'étude paramétrique est I'effet du rapport
d'aspect. Pour ce faire, on a considéré trois types de starification symétrique, a savoir:

[90,/0,], [0,/90,] et [+6]. Nous avons remarqué qu'avec le[90,/0,], le rapport d'aspect
(a/b) n'a pas d'effets significatifs sur les températures critiques de flambement, alors que
pour le [02 /902] les températures critiques de flambement décroissent avec I'augmentation

du rapport d'aspect (a/b). D'autre part, nous avons noté que I'AS4/3501-6 donne des
températures critiques de flambement plus hautes que celles du T300/5208 malgré le module
de Young longitudinal (E;) élevé de ce dernier. Nous avons conclu que c'est a cause du

coefficient longitudinal de dilatation thermique négatif de I'AS4/3501-6. Pour ce qui est de la
stratification [ié’] avec le T300/5208 et I'E-glass/Epoxy, I'effet du rapport d'aspect (a/b) sur

les températures critiques de flambement diminuent jusqu'a devenir négligeables au fur et a
mesure que l'orientation des angles approche la partie allongée de la plaque (a). Dans le cas
de I'AS4/3501-6, on a vu qu'avec les angles d'orientation (0°,15°, 75, 90°) on trouve des
températures critiques négatives. En conjonction avec la littérature, nous avons conclu
qu'avec des matériaux ayant un coefficient de dilatation thermique négatif et pour certains
angles d'orientation la plaque stratifiée perd sa stabilité en abaissant la température plutét

que de I'elever.

Le deuxieme effet traité dans I'étude parametrique est celui du nombre de couches sur

les températures critiques de flambement. Dans cette étude, seulement, le T300/5208 et I'E-

glass/Epoxy ont été considérés, pour une stratification[i@], sous difféerente conditions aux
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limites. Avec les conditions aux limites SS et CC, pour les deux types de materiaux, les
températures critiques de flambement augmentent avec l'augmentation du nombre de
couches. Plus encore, au fur et a mesure qu'on augmente le nombre de couches, I'écart entre
les températures critiques diminue. Pour le cas de la condition aux limites (CS), avec I'E-
glass/Epoxy, les températures critiques de flambement décroissent avec la variation de

I'angle d'orientation.

Aprés avoir étudié le comportement au flambement thermique des plaques stratifiées
minces avec ces trois types de matériaux, on a conclu que les propriétés matérielles jouent
un réle trés important dans la détermination de la température critique de flambement. Ceci
nous a amené a se poser la question suivante : Quel est l'effet de chacune des propriétés
matérielles sur la température critique de flambement des plaques stratifiées ? Afin d'essayer

de répondre a cette question, nous avons propose d'étudier I'effet du rapport des modules de

Young (EL/ET) ainsi que l'effet du rapport des coefficients de dilatation thermique

(o4 /). Pour ce faire, nous avons considéré cinq différentes combinaisons de conditions
aux limites (CC, SS, CS, CF et SF). L'étude a montré que les températures critiques de

flambement, généralement, diminuent avec l'augmentation du rapport (EL/ET ) ou avec le
rapport (ozT /aL), a l'exception des cas de CS et CF ou les températures critiques de

flambement sont légérement affectées par le rapport (EL/ET ) quand les fibres sont dans la

direction des arrétes encastrées.

Dans le troisieme chapitre, nous avons étudié le flambement thermique des plaques
composites stratifiées munie d'une ouverture centrée. Trois types de matériaux ont été pris en
considération, a savoir: le T300/5208, le AS4/3501-6 et le E-glass/Epoxy. L'étude a montré
que la taille de l'ouverture ainsi que les conditions aux limites affectent significativement la
température critique de flambement des plaques composites. Pour le cas de la plaque
encastrée, la présence d'ouverture d'une taille d'au-dela de e/a=0.2 augmente la résistance au
flambement. Avec le cas des plaques simplement appuyées, la température critique de

flambement diminue avec I'augmentation de la taille de I'ouverture.

La deuxieme partie de notre travail était consacrée a I'étude de I'effet de la température

sur les vibrations des plagues composites stratifiées. Comme dans la premiére partie, nous
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avons débuté par une synthese bibliographique sur les effets de la température sur les
vibrations ainsi que les travaux disponibles dans la littérature traitant ce dernier probléme.
Nous avons trouvé que l'effet de la température sur une structure peut se manifester en deux

facons:

e Détérioration des propriétés matérielles suite a élévation de la température
e Géneération de contraintes thermiques induites par une élévation uniforme de la
température sous certaines conditions aux limites ou une élévation de température

non-uniforme

D'aprés la synthése bibliographique, nous avons noté que la plupart des travaux n'ont
traité qu'un seul effet a la fois. Cette derniere remarque, nous a conduits a étudier les deux
effets cités, ci-dessus, sur le comportement vibratoire des plaques stratifiées simultanément.
A cet effet, nous avons choisi un élement fini base sur la théorie de cisaillement de premier
ordre baptisé DMQP/mI [134].

Le quatriéme chapitre de notre travail était destiné a la présentation et I'exposition de
la formulation de I'élément fini DMQP/mI et son extension vers I'étude des effets de la

température.

Le cinquieme chapitre de notre travail était destiné a la validation de la précision de
I'élément ainsi qu'a I'étude de I'effet de la température. Pour ce faire, L'élément fini
DMQP/mI présenté dans le quatrieme chapitre a été utilisé. A travers les résultats trouvés
dans la partie validation du chapitre cing, on a pu conclure que I'¢lément présente une bonne

précision ainsi qu'une bonne rapidité de convergence.

La deuxiéme partie du cinquiéme chapitre portait sur I'étude des effets de la
température sur les fréquences propres de vibration des plaques composites stratifiées.
L'étude a montré que dans la plupart des cas les fréquences propres de vibration diminuent
avec l'augmentation de la température. D'autre part, si la température infligée a la plaque
coincide avec la température critique de flambement, les fréquences propres tendent vers
zéro. De plus dans cette partie, une étude a été présentée sur le comportement de plaques
composites stratifiees faites de Graphite/Epoxy T300/5208. en se basant sur les travaux
expérimentaux de Hyer et al. [147], I'étude a montré que dans le cas général les fréquences

propres de vibration diminuent avec l'augmentation de la température. Toutefois, si le
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matériau présente un coefficient de dilatation thermique négatif et sous certains angles
orientation, les fréquences propres de vibration augmentent avec l'augmentation de la

température.
Comme perspectives a ce travail on propose :

e D'étudier le comportement au flambement et le post-flambement thermique des
plaques composites sous élévation non-uniforme de la température avec dépendance
des propriétés matérielles a la température

e Dutiliser une « approche par couche » afin d’étudier I’état des contraintes thermiques
dans le comportement de flambement des plaques stratifiées avec singularité
géométrique

e D'étudier la vibration a grandes amplitudes sous effet de la température des plaques

composites stratifiées avec/ sans singularité géométrique
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