Chapitre IV Carle multi-objectifs H2/kb en utilisant I'approche LMI

Contrile multi-objectifs H,/H en utilisant

[approche LMI

1. Introduction :

Depuis la fin des années 80, les théories dgrthéseH, et de la synthéesd,, sont bien
établies. Ce sont principalement les applicatiansaltype de synthése dans I'espace d’'état a
des cas pratiques de plus en plus complexes qargedéveloppées ces derniéres années. La
confrontation de ces théories tres élégantes nmaigaetie fermées a conduit a faire deux
constats complémentaires. D’'une part, il est bmma depuis les travaux présentés, que le
régulateur LQG peut présenter des marges de rdsestevis-a-vis d’incertitudes
paramétriques, dramatiquement et arbitrairemerle®mi D’autre part, les nombreuses
applications récentes des compensatelyrs des problémes pratiques ont également montré
gu’il est relativement difficile d’obtenir avec ¢tgpe de correcteurs un niveau satisfaisant de
performances mesurées par exemple par la nét€ela provient en partie du fait que la
syntheseH,, est essentiellement fondée sur I'analyse de lBeance dans le pire des cas
alors que la normél, refléte une performance moyenne. Face a ces dewstats, 'idée
d’associer ces deux types de performance est dopar@e relativement naturelle d’autant
gue les approches; etH,, partagent le méme formalisme fondé sur le probletandard.

Pour cette raison, nous avons choisi de focalieerattention sur le probleme mixte/H,,

qui est également un probléme trés largement auvert

2. Théoriede la synthéseH,, :

La synthésel,, a été initiée par Zames au debut des années &Velobgpée, en particulier
par Doyle, Glover, Khargonekar et Francis. Elle dstenue ces dernieres années une des
méthodes phares de la « commande robuste ». Ldeprelt.,, consiste a concevoir une
commande assurant la stabilité asymptotique duésystbouclé avec un certain taux
d'atténuation de l'influence des entrées exogamekes sorties du systeme. Ces entrées sont

BN

constituées des signaux de consignes et éventwltendes perturbations liees a
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I'environnement du systéme. La synthésefournit une commande robuste vis-a-vis de ces

perturbations et les incertitudes.

Définition (NormeH,,) : on appelle norméi,, du transferfl(s) entrew; et z; le réel positif

définit par :
. _ llzyll2 )
TGl = suPuyzo (212) (IV-1)
On peut écrire aussi:
ITGw)llo = sup 6 (T(Gw)) (IV-2)

Oua représente la valeur singuliere maximale [29].

La normeH., représente la valeur maximale du rapport entreefgie du signal de sortie et
I'énergie du signal d’entrée. Il est clair que laimmisation de cette norme est nécessaire pour

optimiser le rejet de perturbations et le suivcdasignes.
3. ProblemeH., standard :

Sous sa forme la plus simple, le probléreest un probleme de réjection de perturbation. I
consiste a minimiser I'effet d’'une perturbatmrsur le comportement du systéme. Le signal
est supposé d’énergie finie et sa taille est mesemésormed,. Son effet sur le systéme est
mesuré par la normk d’'un vecteur (colt). Enfin, on peut agir sur letéyge par une
commandeu et on dispose d'une observatign Il s’agit donc de synthétiser une loi de

commandei = K(s).y qui minimise I'impact dev surz. On mesurera cet impact par le rapport

llzll2

i, La stabilité interne du systeme bouclé devra bierétre assurée.
2

Ce probleme standard est représenté schématiqueardatfigure IV-1.

W— Py [—*?

K

Figure. IV -1. ProblémeH,, standard.
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Dans cette figur®(s) représente le modele augmentékKé&t) le correcteur. Le systenés)
est formé des quatre transferts multivariablestaxisentre les entréas (commande du
systeme) etv (entrées exogeénes: consignes, perturbatiores,.les sortiey (mesures) et z

(sorties régulées, ou grandeurs a surveiller) :

Z(S) _ W(S) _ P11(5) P12(5) W(S)
Y(S)] _P(S)'[U(S) N [P21(s) Pzz(g)]' U(S)] (IV-3)

Cette représentation permet de calculer, avecutds approprié€s, le correctedrde maniére
a optimiser, selon un critere donné, la fonctiortrdasfertT,(S) entre les entrées exogenes
w(t) et les sorties régulée). Par ailleurs, pour une loi de commande K.y connue,T(S)

peut se calculer de la fagon suivante :

Tow(s) = F(P,K) = Py1(s) + P12(8). K(s)(SI — P12 (S)K($)) ™' Pp1(s)  (IV-4)
Ou:K = Dy + Cx(sI — Ag) By
Une réalisation dg&, (P, K) est donnée par:

F,(P,K) = Dgr + Cgr(sI — Agr)™ "B (IV-5)

La stabilité interne de la boucle fermée est édenta a la stabilité defgr, c’est-a-dire a
R(2;(Apr)) < 0 Cette expression, généralement ndi¢€P, K), est appelée Transformation
Fractionnaire Linéaire inférieure (LFT). Rappel@msoutre, qué,x(s) = G(s), ou G(s) est la
fonction de transfert du systeme.

AP

En observant que le rapp g
2

est dans le pire des cas donné par:

SUPzo 2 = ||Fy(P, K) ., (IV-6)

lIwll2

Le probléme décrit ci-dessus peut se formuler nmagttiguement comme suit:

3.1. ProblémeH., Optimal: minimiser||F;(P, K)||., sur 'ensemble des compensateki(s)

qui stabilisent le systeme de maniére interne.

Le minimum est notg.,: appelé gain (ou atténuation) ctéptimal”. Le probléme sous-

optimal associé joue également un réle important:

3.2. ProblémeH,, Sous-Optimal:étant donné > 0, trouver un compensatedfs) qui

stabilise le systeme de maniére interne et assuge BF; (P, K)|l, < y [19]
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Cette performance garantit que le ghirdu transfertw; — z; est inférieur ay d’'une part
d’autre part que la stabilité asymptotique estgmé=e quelque soit une perturbation bornée,
et en fin que la valeur singuliéere maximale de laricea de transfert pour le couple de

sorties/entrész{/w;) est inférieure & pour toutes les fréquences [30].

4. Résolution du ProblémeH., :

Une réalisation minimale du systees), est associée a la description interne suivaouie

la représentation d’état étant le vecteur d’état &, = 0) :

X(t) = AX(t) + B,w(t) + B,u(t)
P(s) : 1 z(t) = C,x(t) + D, ;w(t) + Dy,u(t) (IV-7)
y(t) = C,x(t) + D,yw(t)

SoitK(s) un contréleur dynamique LTI défini par :

- {x (1) = A (0 + By()

(IV-8)
u(t) = Cy X (t) + D, Y(t)

Avec P(s) etK(s) définis ci dessus, la boucle fermgg(s) admet la réalisation :

| X (€) = Ay X (1) + By w(t)
Tl {Z(t) = Cy Xy (1) + Dyw(t) (V-9)

X

On supposera que,, € RP1*™Mz2; D, € RP2*™M1,

Avec :my > p, etp; > mp. Enfinn désignera la taille d&, ('ordre du systeme(s)).
La solution par variable d’état n’est applicable gous les hypotheses suivantes :

Hypotheses 1.:

(A1) (A By, C)) est stabilisable et détectable. Cette conditsimécessaire et suffisante pour

'existence d’'un compensateur qui stabilise leé&y& de maniére interne.
(A2) Les matrice®;, etD,1 sont de plein rang.

jwl — A —Bz)_ (ij—A —Bl>
(A3) rang( C D, =n+m, et rang ¢, D,,
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Pour tout :w € R Autrement dit,P1(s) et P,1(s) n'ont pas de zéro sur I'axe imaginaire. Ces
deux derniéres hypotheses sont appelées hypotdésesgularité. Dans un premier temps,

nous ferons en plus les hypothéses simplificatsoasantes dites de “normalisation”:
(A4) normalisation: DT, (D;, ,C;) = (I,0) et D,;(DI,,BT) = (1,0)
(A5) Dy, =0etD;3=0 [23]

5. Techniques LMI pour la syntheseH,, :

En dehors de I'approche fondée sur les équatfgebriques de Riccati et des techniques
utilisant des représentations en transfert, iltexime approche plus récente pour la résolution
du problémeH... Il s’agit des techniques LMI (Linear Matrix Inegjities). Ces dernieres
utilisent une formulation du probleme en termeséljalités matricielles linéaires en les
variables X et Y. Du fait de la linéarité, I'ensemlainsi décrit est convexe et il résulte de
cette propriété que I'on peut aisément et avecgnarde efficacité calculatoire extraire une
solution particuliere [30].

Dans le cadrél., les techniques LMI utilisent le lemme fondamestal/ant.

Lemme : La solution du problémid., est alors fondée sur I'utilisation du Lemme Réming.

T, (s) est stable de maniere interne[[€f,(s)| <y si et seulement si il existe une matrice

symétriqueP > Otelle que:

AJP+PA, PB, Cj
BIP - D] |<0 (IV-10)
C Dcl - J’{

cl

P : représente la matrice de Lyapunov définie pasit8O0].
Les matrices inconnues de I'inégalité (IV-9) sBret A¢, Bk, Ck etDk. Par conséquent
(IV-10) n’est pas une LMI, c’est une inégalité naglle bilinéaire BMI enP et A, Bk, Ck et

Dk. Ce sont des inégalités difficiles a résoudre.rRBeuwramener a un ensemble de LMI, nous
effectuons un changement de variable linéarisdijt [3

La matriceP peut étre obtenue en effectuant une décomposiidmon déduit deux matrices

non singuliere®!, N € R™*™ de rang plein vérifiant
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MNT = — XY. En partitionnanP etP™* comme suit :

X M

p=[t. D] pr=[] V] ou:ixes,ves,.

S, : sous-espace vectoriel des matrices symétrigaielngensiom [29].

Théoréme 1 : Il existe un compensateuf(s) solution du problemdl, sub-optimal de

performancey, si et seulement si il existe des matrices syopéds X et Y solution du

probleme LMI :
Iy OT'XA+ATX XB, CT] N 0
T Bix -y on|[Tr <o (IV-11)
¢y D1 —vij
'YAT + AY YCT B, ]
Ny 017 S V|
[oy 1] .Y -yl Dy [ ) 1]<0 (IV-12)
B1T D1T1 —yI]
X 1
[ ; Y] >0 (IV-13)

Ou Ny et Ny sont des bases des noyaux des matricepi] et [ B Di,].

Le systéme de LMI ci-dessus peut étre aisémenhr@so des algorithmes de programmation
(convexe) semi-définie. Lorsqu’on dispose d’'une tsmtudes contraintes LMI  (IV-11), (IV-

12) le compensateur associé est directement op@ndes relations algébriques de Théoreme

(2).
Théoréme 2 :Supposons (Al1)-(A5) et sojt> yop. Alors le compensateur

K, = C.(sI — A.)"B, (IV-14)

Avec :

Ay =A+ (y2BBT — B,BD)X — (I —y~2vyX)"'vrclc, (IV-15)
By =(U—-vy2yxX)"vclI, Cx=-BIx

Stabilise le systeme de maniere interne et satisfai

IF(P, K)o < ¥ (V16

Cette solution particuliere du problerde sous-optimal est appelée compensateur central.
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On notera que le compensateur central est strictepnepre et d’ordre égal a celui du

systémeP(s), et I'optimum est caractérisé gaiX Y) = y5p;

p . désigne le module de la plus grande valeur propre

Ces formules deviennent singuliéres au voisinage.fd€—y ~2YX n'est plus inversible a
'optimum). Cependant, on montre gle tend alors vers un compensateur d’ordre réduit, la
chute d'ordre étant égale a la chute de rang-dg, 7 YX). Cette réduction d’ordre provient

de la simplification de p6le(s) a l'infini.

Pour conclure cette section, notons que lorggueto, le compensateur central tend vers le
compensateur de parametres:
Ay = A+ B,BIXx —-vClc, (IV-17)
By =YCI, Cx=-Blx
Ou X etY sont les solutions stabilisantes des équatioriazati[30]
ATX + XA+ XB,BIX +clc, =0 (IV-18)
AY + YAT +YCIC,Y + ByBT =0 (IV-19)
Le but est celui de trouver des matriées Bk, Cx et Dk telles que la norméT, ()|, de la

boucle fermée soit la plus petite possible :
Yo = Min y (IV-20)

tel que [T, ()], <¥

Donc (IV-10) peut étre remplacée par les LMIs @V}, (IV-12) les nouvelles inconnues

matricielles sontA, é,é, 15, XeyY

M, * * *
My, My, * *
<0 IV-21
M3, Mg, -yl * ( )
My, My, M,y 141
X I
I Y] >0

On trouve la matrice (*) par le symétrique tran€pos
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__________________________________________________________________________________________________________________________|

(M;; = AX + XAT + B,C + (B,0)T
My, = A+ (A+ B,DC,)T
M,, = ATY + YA + BC, + (BC,)T
M3, = (By + B,DD,;)"
Ms, = (YBy + BDy,)"
M, = C;X + D;,C
M,, = C; + D;,DC,

\ My3 = D11 + D12§D21

(IV-22)

Commey entre linéairement dans (IV-21) et (IV-22) il pétite directement minimisé par

une optimisation LMI pour chercher la plus petiteme H  atteignable.

Une fois les matrices& é,é,lﬁ,XetY obtenues, la procédure de construction du contrdleu

consiste a trouver des matrices non singulidviest N satisfaisantMN” =1 — XY (une
décomposition orthogonale triangulaire QR peut éittdisée), et ensuite a calculer le

contrbleur paf32].

{DK - D
4 Cx = (C + D C,XH) (M~ DT
K(s): L i(B
By = N"Y(B —YB,Dg)
Ag = N"Y(A = NByC,X — YB,CxMT — Y(A + ByD C)X)(M™H)T

(IV-23)

Remarque. La méthodologie de synthése d'un régulateurgfoposée ci-dessus n'est pas la
seule, ce probleme peut étre résolu avec un ausen®le de LMI en passant par des

compléments orthogonaux de certaines matrices

6. Probleme de performanceH; :

Historiquement, l'utilisation de la nornid,, est apparue dans les années 1960 avec la
théorie de la commande Linéaire Quadratique GaussiLQG). La norme Hd'un transfert
w, — Z, est une mesure précise de la puissance du signsbriiez, pour un bruit blanc
unitaire en entrée. Il s’agit d’'un critere qui mesuda performance d’atténuation de la

puissance des perturbations.

Définition (Norme Hy) : on appelle normel, du transferG entrew etz le réel positif définir

par :

2 _ 1 [t i NT _ 1Z()ll2 ]
16 () 113 = 5= [ trace[G(—jw) G (j)ldo = supwaoioa  (IV-24)

La normel|G(s) ||, est finie si et seulement&(s) est strictement propr®(= 0).
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6.1. Calcul de la norme H:

Pour calculer la norme#ti'une fonction de transferiG(s) = C(sI — A)~'B, avecD = 0.
on supposera queX est stable. En remarquant dBgjw) est la transformée de Fourier de :

Ce“'B, I'identité de Parseval donne[21]:

[, BTetTCTC etBdt = — [ 6T (—jw)G (jw) dw (IV-25)

On peut obtenir une expression algébrique préada dormeH,. Pour son calcul on emploie
les grammiens d'observabili¥éet de commandabilité, qui sont solutions des inégalités de

Lyapunov suivantes:

ATX+XA+C"C <0
T T (1V-26)
AY+YA +BB <0
Si le systemé& (s) est strictement propr®(= 0) on écrit:
IG(s) |13 = trace[BT f0+°°eATtCTC e4tdtB| = trace(BTXB) (IV-27)
. to tAT ~T ~ tA
Avec: X = [ e CT Ce*dt
et:
S = trace ® e e t = trace -
G(s) 13 C [ eBBT e4 tdeCT (crc™) IV-28
Avec:Y = [ e4BBT e tdt
Donc[7] :
IG(s) |I5 = trace(BTXB) = trace(CYCT) (IV-29)

Le critere de performance, assure que pour un bruit blanc Gaussienla variance de
réponsez est bornée pay, que pour une entrée scalaivadu type impulsion, I'énergie de la
sortie z est inférieure &, et que pour une sortie scalaire la déviation dstzbornée en

amplitude pay quelque soit une entr@ed’énergie unitairg33].
6.2. Probleme de Synthésd,:

Le but est celui de trouver des matriégs Bk, Cx et Dx du controleuK telles que la norme

H, de la boucle ferm&, (s) estinférieure ay, :

[T (), <7 (IV-30)
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Proposition: Supposons que le systéme LTI de fonction de tranSis)

{X(t) = Ax(t) + Bw(t)

z(t) = Cx(t) + Dw(t) (IV-31)

Ce systeme est asymptotiquement stable et strictgpnepre (D = 0), les propositions

suivantes sont équivalentes :
LIGGw)llz <y

2. il existeX = XT > 0 avec :

Trace(BTXB) < v3

ATX+XA+CTC<0

3. il existeY = YT > 0 avec :

Trace(CYCT)

AY + YAT + BBT < 0

4.l existeP, = PI > 0 etZ ol les LMIs suivantes sont faisables :

Trace(Z) < yz

ATP, + P,A P,B
[ 2T+2 2]<0
BTP, —1
T
[PZ C]>O
c Z

5.l existeP, = P} > 0 et Z avec les LMIs suivantes sont faisables :

Trace(Z) < y3 (IV-32)

ATP, + ,A P,CT
CP, —1

P, B]
>0
[BT Z

<o

On peut écrire le probleme de contréleer boucle fermé comme suit [32]

Trace(Z) < y3 (IV-33)
lAIIPz +PRBAg P Bcll
. <0
BTP, =
P, CZI]
>0
Ca Z
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__________________________________________________________________________________________________________________________|

Théoréme 3 :La norme H d’'un systemés, est obtenue par le probleme d’optimisation

suivant [34] :

Min Trace(Z)

ATP, + P,A+ CCT <0
BTP,B < Z

P,>0

Soit la boucle de synthése optimalgddivante :

w —» Modele généralisg_____,

u G

Correcteur

K

Figure IV.2 : La synthése optimaleH

G(s) est donné par la représentation suivante :

A B, B,
G(s)=|Ci 0 Dy (IV-34)
C; Dy O

La synthese optimaleddonsistea déterminer le correcteldrminimisant une norme 4tu

transfert entre les sorties exogénes les entrées exogengs

minKEJC”TZW ”2 (BB)

* y>0etG(s) étant donnés, déterminer un correctetel que ||T,, [|l2 < vy

XK : est'ensemble des compensatdUgabilisant I'interconnexion de maniere interne ou

ensemble des compensateurs admissibles.

Hypotheses 2:
1- (A, By) et (A, By) stabilisables,@;, A) et (C,, A) détectables.

2-DL[C; Dix]=1[0 Iet[BT DLIDI, =[0 I .

3- s0itG etK rationnelles, réelles et propres.
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A—jwl B A—jwl B,
4 [ ] ot [
CZ D21 Cl D12

] sont de rang pleM o

Définissant les deux équations de Riccati algébsiguales :
A’XZ + XzA - XszBéXZ + C{Cl = 0
AYZ + YzA, - YchICZYZ + BlB:,l = 0

Avec :

F,=—-BjX,, L,=-Y,C, et A, =A+B,F,+L,C,

Théoreme 3:L’'unique compensateurjtbptimal est donné par:
A, -L
K} ~[ 2 2] IV-36
w5 o (1V-36)

Ou:
Yy = Mmingesx || Tow ”%

Théoreme 4:Si les hypotheses 2 sont vérifiégs, 0 et G étant données, I'ensemble de tous

les correcteurbl, sous-optimaux i.g|T,,, ||, < y sont données p§B5] :

y —— K, —u

\ 4

Q

Figure IV.3 correcteuH, sous optimal.

KHZ = Ll(Q;Kz); avec : Q € :R:]_[mZsz

Le compensateur +bous optimal est donné par

AAZ _LZ BZ
K,=|F, 0 I, (IV-B7
—C, Ip, O
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6.2.1. Solution du probleme de synthede, par les formulations LMIs:

On trouve le correcteuk(s) qui résous le probleme de synthése par retour de sortie

dynamique, si et seulement si il existe les ma&nﬁcé,é,f),Xethui vérifiet lesLMIs

suivantes pour minimise, :

Trace(Z) <y,

-Mll Mgl
M21 MZZ
_M31 M32
-Nll Nérl
N21 NZZ
_N31 N32

Avec :

(M;; = AX + XAT + B,C + (B,0)T
My, = A+ (A+ B,DC,)T
M,, = ATY + YA + BC, + (BC,)T
Ms; = (B; + B,DDyy)”
Ms, = (YBy + BDyy)"

{ M33 = —1Iyy
N11 = X
Ny =1,
NZZ = Y

_~

N31 = C1X + D12C
N32 = Cl + DIZBCZ
\ N33 = Z

(IV-38)

ML <0

NL| <O

(IV-39)

On trouveK(s) par l'utilisation de formulation (1V-23) [32].

7. Probleme multi-objectifs mixteHo/H,, :

Cette idée a été étudiée a la fin des annéesrBPrenant la forme de la définition du

probleme mixteH,/ H,, dont le schéma standard est représenté par lafigut

Weo ) Zoo
w,———» P —> 2,
u y

K

Figure IV .4. Modele standard du probléerie/H.,

81



Chapitre IV Carle multi-objectifs H2/kb en utilisant I'approche LMI

La matrice de transfeR est usuellement partitionnée suivant les signaemtiée et de sortie.

Poo Pooz Poou
P(s) = |[Paw Po  Pyy (IV-40)
P Py, By

La réalisation du modele d’état généralisé est derpar :

A B, B, B
Co Do O Doy

En définissant les matrices de transfert obtenussme des transformations fractionnaires

linéaires de&K sur la partition adéquate &e

{Tzoowoo(K) = Po + POOuK(I - PyuK)_lpyoo (|V-42)

TZZWZ(K) =P, + P, K(I — PyuK)_lpyz
7.1. Probleme H/H., avec retour de sortie dynamique d’ordre plein :

Etant donné un niveau de performaHceadmissibley, déterminer un retour de sortie
admissible tel que:
inf (K) ”TZZWZ(K)HZ (IV'43)
Sous || T w, (K| <¥

L'objectif est de résoudre un probléme d’optimigatides performances nominales de la
boucle fermée, mesurées par la nothe sous une contrainte de stabilité robuste exprimée
par la normeH,. Le probleme mixteH,/H, permet d'intégrer ainsi I'exigence de

performances optimisées et de robustesse en us@eetteur.

Le systeme bouclé par un tel correcteur s’écritsalo

X = AX + BoyWoo + Baw,
Zoo = Coo X + DouWeo + Do Wy (IvV-44)
Zy = sz + Dsz + DlooWZ

Avec: X =[x xx]Te R?"

Xk . Le vecteur d’état du correctekiy xxe R™

Oou;
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A - A+ BDyC BCK] 3 _[Boo+BDKDyoo] B - Bz+BD1<Dyz]
T | BkC Ag |7 7 BxDyeo 2= BkD,,

Coo = [Coo + Doou_DKC DoouCK], 62 = [CZ + DZ‘LLDKC DZ‘U.CK]
Do = [Doo + DeouuDkDyo], Doz = [Dooz + Doy D Dy |

DZoo = [DZOO + DZUDKDyoo]: Dz = [Dz + DZuDKDyZ]

7.2. Formulation par la théorie de Lyapunov :

La théorie de Lyapunov permet de reformuledteeparamétrer le probleme 7.1 a l'aide de
variables matricielles additionnelles solutions gqiiétions de Riccati et de Lyapunov ou

d’inégalités matricielles.

7.2.1. Formulation par inégalités matricielles:

Etant donné un niveau de performance adimissibley, le probleme mixte est de

déterminer un correctelfr et deux matrices de Lyapund € S;', P, € S solutions de :

Ming p, p,, Trace(P,C; C;) (N6}

AP, + P,A' B,

B, <o

AP, + Py A’ Boy  P.Co
B, —1 0 <0
cLP, 0 —y2I

OU DZ = DZ + DZ'U.DKDyZ = O
La formulation (IV-44) fait clairement apparaitre Icaractéere bilinéaire du probleme

d’optimisation associé au probléme mixte a travessmultiplications entre les variables de

décision définissant le correcteur et les variatdedécision liées a la théorie de Lyapunov.

7.3. Approches par relaxation convexe

Comme nous venons de le voir, les approchagriques directes ne sont pas réellement
bien adaptées a la solution du probléme mixte. &€htamn nombre d’approches fondées sur
des relaxations convexes obtenues par la défind®rproblémes associés permettent de

donner des solutions sous-optimales au problertialini

83



Chapitre IV Carle multi-objectifs H2/kb en utilisant I'approche LMI

La modélisation comprend un signal d’entrée exogemamun et deux sorties exogenes

distinctes. Le compensateur recherché est choisieshent proprel§x = 0) d’ordre fixé

N =n
p Zoo
W ——p
P >
u y
K

Figure IV .5. Problemes bH., & une entrée - deux sorties.

Le modeéle du systeme est le méme que précédemreawa= w., et par conséquent :
Boo = Bz = BOOZr Dyoo = Dyz = Dyooz, Dz = Doo = 0
La réalisation minimale d’état du modéle en bodetenée est :

X = AX + BoyWw
Zoo = CooX + Doow (AB)
ZZ = sz + Dzw
Il est possible dans le cadre le plus général ddeheo(IV-42) de proposer une relaxation
convexe du probléme mixte initial par l'utilisati@monjointe d’'un changement de variables
linéarisant et la relaxation connue sous le nom Hgapunov Shaping Paradigm ». Pour cela,

nous reprenons la formulation du probléme mixteipagalités matricielles.

Les inégalités présentées dans (IV-45) ne sontcpapintement linéaires el, P, et P,
L’idée principale de la relaxation consiste a nehezcher qu’une seule et unique matrice de

Lyapunov attestant de la performartteet de la contrainte H
P,=P,=P (IV-47)

Ce choix introduit un certain degré de pessimismaesmermet par ailleurs de montrer a I'aide
d’'un changement de variables linéarisant que le/@aw probléme ainsi posé est un probleme

d’optimisation LMI. En éfet, en partitionnar® etP™* comme :

SIS

Ou:XeS, YeES, MeR™, NeR™"
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S, : sous-espace vectoriel des matrices symétrigaielngensiom

Le changement de variables inversible est défini par

I{ﬁ = DK
C = CxyM + D CX

] €= G+ D (IV-48)
B = NBy + YBDy

LA = NAxMT + NBxCX + YBCxM + Y (A + BDxC)X

Apres application du changement de variables ligéar et de la relaxation « Lyapunov
shaping paradigm », la relaxation convexe du problénixte est définie par

Minyy z 25p¢ Trace(Z) (\sx
AX + XAT + BC + C"BT * % %
A+ (A+BDCO)T ATY + YA+ BC + (BO)T * * 0
(Bo + B;DD,yo)" (YB, + BD,,)T —yl « | <
CooX + Doy C Co + Doy DC Do + DeoyyDDyoe —yI
AX + XAT + BC + C"BT * %
A+ (A+BDCO)T ATY + YA+ BC+ (BOT =+ |<o0
(B, +BDDy,)" (YB, + BD),)" —I
X * *
I Y x| <0

P

C,X+D,,C C,+D,,DC Z

OU DZ + DZu IijZ = O
X €St Yest,Z e St A e R B € R, C € R™™, D € R™*"

S+ . Cone convexe des matrices symétriques semi défitisitives de dimension

Donc on écrit le contréleu(s) comme suif31]:
DK = B
Cx = (C+ DCX)(M~ DT
By = N"Y(B —YBDyg)
\Ax = N"2(A = NBxCX — YBCxMT — Y(A + BDxC)X)(M™1)T

K(s): (IV-50)
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8. Exemple (Probléme de Benchmark)

Le systeme se compose de deux masses et un @asodes parametres incertains

comme le montre la figure V.6

— X —> X

Kk

Uu——>»

dp—»
HIOERON _O—O__I

Figure 1V.6. Deux masses - ressort avec parametres incertains

Supposantquem; =m, =1, k=1

Le systeme défini par la représentation suivante :

X1 0 0 1 0 x4 0 0
; 0 0 0 1
Xy _ X2 0
io| S| kmy kim0 of|xs| T 1/m, (u+d)+| o |42 (Iv-51)
X4 -k/m, -k/m, 0 0]|xs 0 1/m
X1
X2
y=[0100]f’ (IV-52)
X4

X1, X2 positions des deux masses 1 et 2 respectivement
X3, X4 correspondent les vitesses de masse 1 et 2

u laforce de contréle appliqué sur la masse 1

di, do entrées de perturbation

y la position mesurée de la masse 2
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soit la représentation d’état du systeme précédant
X(t) = Ax+B,u+B,d
(IV-53)
y=C,x+D,u+D,d

0 0
0 0
1/m; O
0 1/my

avec .y, =1,D,=0etDy;=[0 0] , Bg;=

En utilise la correction par retour de sortie avec= Ky
Ou: y=x, et 05<k<2

Le paramétrd et varie entré.5 < k < 2 donck est une incertitude paramétrique

k : paramétre incertain.

Avec d;, d, entrées de perturbation.

La régulation de notre systeme, est un cas pasdratli suivi ou le signal de référence est nul,
c’est-a-dire on I'on désire maintenir la sorfiest les états du systemeBR (X1, X, X3, X4) @

zéro.
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8.1. Solution de probleme Havec LMI :

Pour 1y, = 0.7

U avecd,; U avecd,

Figure IV.7 : les réponses Impulsionelle et la commahidavec LMI
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8. 2. Solution de probleme H avec LMI :
Pour :y, = 0.7

Pour un niveau d’atténuation de perturbations $igéciy,, > 0.7 , on veut synthétiser un
correcteur pour le systeme (IV-51), tel que le &ys global résultant en boucle fernid€é )

soit stable et vérifie {IT (K)o < Yoo

temps (s) temps (s)

U avecd; U avecd,

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
temps (s) temps (s)

Figure IV.8 : les réponses Impulsionelle et la commahideavec LMI

On constate que la synthesg fdurnit une commande robuste vis-a-vis des peatiobs
di, do. De plus, le correcteur K est pris en compte €mitude paramétriqué du modele du
systeme, donc en peut dire que la commangaddure la stabilité en boucle fermé de

systeme étudié et également, il est robuste vis-&es incertitudes et les perturbations.

89



Chapitre IV Carle multi-objectifs H2/kb en utilisant I'approche LMI

8.3. Solution de probleme Havec MOGA :

Population de 200 -500

U avec d; U avecd,

temps (s)

Figure IV.9 : les réponses Impulsionelle et la commahkidavecMOGA
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8.4. Solution de probleme H avec MOGA :

Population de 200 -500

U avec d; U avec d;
T iR
i i i ! ! !
o LA i i N i '
i i i i i i
i | i ! i 1
i i i i i
i | i [ i 1
i i i | i i
-4 | | i -4 ! | i
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
temps (s) temps (s)

Figure IV.10 : les réponses Impulsionelle et la commahideavec MOGA
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|
8.5. Probléme multi-objectifs H/H., :
8.5.1. Solution de probleme KHH,, avec LMI :

Pour:y =y, =y, =0.7

Ho

Figure IV .11 résolution du probléeme,HH,, avec LMI
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__________________________________________________________________________________________________________________________|

8.5.1.1. Les réponses du systéme avec I'approche LM

y avecd,
1 T T
050 e e SUUR
| | |
o xS :
| ; ;
-0.5 ;
0 5 10 15
temps (s)
U avec d; U avec d,
2 2 T
Iﬁl
0 f- III -- -II_./T"H—-—---—- --------- I, 0 'II".'-\'\q.;.-'-""“
| "-v.f“ |
| : ;
s -2 1---------5----------; ----------
-4 ' -4 . .
0 5 10 15 0 5 10 15
temps (s)

temps (s)
Figure V.12 : les réponses Impulsionelle et la commande avec LMI
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8.5.2. Solution de probleme KHH., avec MOGA :

Population de 50-100 et de 200 -500

6 T T T T
. . MOGA pop 200 : 500
- O MOGA pop 50: 10C
5 oo e |
: 0 : :
R B TP PSR
Ly : :
e : :
S
Hy - ; :
B 5 E
P30 AESURNIN T SO SOUNUUOF SOPUURUE SOUUUUE SOUURUUN SOURRUNN SR
. ghm@mﬁ-m«@b@m belc] 0 Q
1 1 1 i 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2.5 3 3.5 4

Figure IV.13: résolution du probleme #H., avec MOGA
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__________________________________________________________________________________________________________________________|

8.5.2.1. Les réponses du systéme avec I'approche K8 :

y avecd; y avecd,
' 1 5 :
A WS ] 0.5 || ......... SOV e
? RN
= : I|I f \_&"" .
' W ! !
. . -0.5 : :
0 5 10 15 0 5 10 15
temps (s) temps (s)
U avec d; U avec d,
2 : : 2 5 :
o W N
| o - m e T T rer— B |
0 |,'| ..... froreee et 0 II|' . /
AN ' :
i I|
2 R T O S S e R PR
1 | II
i )
| | ' : |
4 W -4 ; H
0 5 10 15 0 5 10 15
temps (s) temps (s)

Figure IV.14 : les réponses Impulsionelle et la commande avec MOGA
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8.6. Comparaison entre les résultats de la command#l et MOGA :

6 T T T T
o 0 LMI solutions
O MOGA solution
3 N ) SN E—
O
o0
4 _':'D ...........................................................
O
O
e
T
2 —C' T I T . e
e, : . : : : ;
. f O f . f f
: ; . O & 4 : ; ;
%&m o : D0 oo o ;
: QU oo @ om 00 g n.e o8
T
1 1 1 i 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

H
Figure V.15 Comparaison entre les résultats de LMI et MOGA
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L’approche MOGA donne des meilleures solutions tjapproche LMI, la figure V.15
présentée un front de Pareto de I'approche MOGAngstix que le front de I'approche LMI
puisqu’il conforme avec les exigences de la comraandlti-objectifs qui exige d’atteindre le
minimum de la norme Hdu systeme en BFMin (||T(K)||,) avec le contraintei,,
(IT(K)|l < 0.7 ). Donc en trouve sur le front de l'allure MOGA Rareto optimale qui
contient les solutions efficaces, (non dominées)t®ns non dominées par des autres points

de front de Pareto.

On constate que les réponses du systeme sonlis&tedisur le consigne zéro apres 15
secondes dans I'approche LMI, mais ils sont sted®k apres 10 secondes avec I'approche
MOGA, malgré la présence des entrées de perturbdtjal, et l'incertitude paramétrique,

donc en peut dire que les deux commande LMI et M@GAt des commandes robustes vis-a-

vis les perturbations et l'incertitude.

Dans I'approche LMI et avec I'entrée de perturbatipen trouve un taux de dépassement sur

les états supérieur que le dépassement de I'appMAOGA.

Une condition nécessaire pour les deux approches EMMOGA pour trouver I'optimum

des solutions est la convexité de I'ensemble dgscbfs

Les résultats de simulation montrent l'efficacité les performances de deux types de
commande LMI et MOGA. Ces commandes assurées,aldlisation des systemes et la
robustesse vis-a-vis les perturbations et les fitgdes, donc d’aprés cette étude en peut dire :

L’approche LMI est basée sur le probleme de faig@biMI, c'est-a-dire la résolution de
probléme multi-objectifs avec LMI est conditionngar I'existence des matrick, Y, Z, 4,
B,D, C qui sont formulés le correcteur et aussi la comalitle convexité de I'ensemble des
objectifs a optimisés mais cette technique de véisol est compliqué sur tous le choix @e

optimal.

L’approche MOGA est basée sur I'idée de déveloper population initiale, qui est choisie
aléatoirement et utiliser la notion de Pareto-optité (dominance de Paretppur faire la
sélection multicriteres. Cette notion de Paretanogiité permet d'établir une relation de
dominance entre les individus portant sur plusietreres, pour atteindre des solutions
Pareto optimales dans tout le processus d'optimisatais la réalisation du choix faux des
parametres peut produire excessivement des madgaikats.
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D’aprés cette étude et ces résultats de simulaiopeut dire que le contrbleur de I'approche
MOGA satisfait les exigences du contrdle multi-alifs Hy/H., d’'une maniére efficace et
avec une simplicité de calcule des parametres aiegGdeur par contre I'approche LMI est

plus compliquée.

9. Conclusion :

Dans cette partie, nous avons abordé le prabléenla commande multi-objectifs,/H.,
par retour de sortie. Lesffirents criteres de performances considéres inclaetabilisation
du systeme en boucle fermée, des performangeaintsi que des performances,.HNous
avons proposeé une caractérisation LMI des correstaabilisant le systéme en boucle fermée

et assurant des niveaux de réjection de perturistio

L’application de deux types de commande LMI et MO&K un exemple de simulation (le
systeme se compose de deux masses et un ressodems/parametres incertains) a donné de

bon résultats pour la stabilisation et la robugtelesces commandes.

98



