Chapitre 2 Formulation dynamique du systeme a deux bras

2.1. Introduction :
Le but de ce paragraphe est d’étudier la forme générale du modéle dynamique, de mettre en
¢vidence les différents termes qui interviennent et de déduire les propriétés caractéristiques de
ces termes.
La connaissance des équations dynamiques du mouvement des bras du manipulateur permet
la description du comportement dynamique du robot. Ces équations sont utilisées pour la
simulation par ordinateur afin de décrire le mouvement du robot et d’assurer son contrdle par
le maintien de la réponse dynamique en accord avec les performances du systeme et les
objectifs désires.
Le modele dynamique actuel pour les robots manipulateurs est obtenu par la formulation de
Lagrange- Euler qui est simple et systématique.

2.2. La formulation de Lagrange- Euler [1] :

i 6L. —a—L:ri ,i=12,....n (2-1)
dt dq, 0q,
Avec : L : lagrangien du systéme = K —P

K : énergie cinétique totale du systéeme.

P : énergie potentielle totale du systéme.

qgi: coordonnés généralisés.

7 i : Force (ou couple) généralisée appliquée au systeme a I’articulation (i)
pour commander le bras.

2.3. Les vitesses d’articulations pour le robot manipulateur [1] :
L’application de la formulation de Lagrange-Euler nécessite la connaissance de la vitesse en
chaque articulation. Posons 'r; la position d’un point se trouvant sur le bras du manipulateur
par rapport au repere local qui est liée a ’articulation.

— X; T

Yi

e zi = (Xi,¥i >z, (2-2)

Soit “r;la position d’un point appartenant au bras manipulateur (i) par rapport 4 la base de
coordonnée ( X9, Yo, Zo)

Ori: oTi iri (2-3)
Avec ' =1y 'T, LT (2-4)

T; :La matrice de transformation homogéne du i™ bras par rapport a la base de
coordonnée.
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Chapitre 2 Formulation dynamique du systeme a deux bras

i-1 . . N [ \
"'T; :La matrice de transformation homogéne du i-1°" bras par rapport a la base de
coordonnée de i”™ bras

Figure 2-1 :Position d’un point
sur le bras[1]

-Si I’articulation est rotoide, on a :

cosO. —cosa;sin6,  sina, sin@,  a,cos0,

- sin@,  cosa,cosO.  —sina, cosO, a,sinb,
b 0 sina, cosa, d, (2-5)
0 0 0 1

-Si I’articulation est prismatique, on a :

_COSQi —cosa, sin@,  sina,; sin@, 0
. sin@,  cosa, cosO, —sina, cosO, 0
T = . (2-6)
0 sina, cosa, d,
0 0 0 1
0., o, a,; d:cesontlesparametres géométriques du robot manipulateur.
L’expression de la vitesse est :
d d ;
0 _ _ 0 _ O i
Vi =V, —z( ri)_z( Ti ri)
0, I
= T,)'T,...'T 'r,+°T, T,..""T,'r +
l—] ° i ° i aOT ° (2-7)
+0T, Tl’r+0Tl. ri =2 Lg . |'
Jj=1 aqj !
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Avec ;1- -0 , la dérivée partielle de "T; par rapport a g; peut étre facilement calculée par
I’aide de matrice Q; qui est définit par :
-Pour une articulation rotoide [1],on a:

0 -1 0 0]

0 - I 0 0 0 (2-83)
o 0 0 0
0 0 0 0]

-Pour une articulation prismatique [1],on a :

0 0 0 0
0 0 0 0
0, = 0 0 0 I (2-8b)
0 0 0 0
Et cela donne :

Par exemple, pour un robot manipulateur avec tous les articulations sont rotoide, on a :
qi = 0i ,et en utilisant I’équation (2-5),
—sin6@; —cosa; cosO; sina; cos; —a; sin0;

o', | cos6; —cosa;sin6; sina; sin®; a;cos0,
6, | 0 0 0 0
0 0 0 0

0—-100|cosO; —cosa; sin6; sinc,;sin0, a;sinb;

1 0 00| sin8; cosa;cosO; —sina;cos0; a; sin0;

0000 0 sina; cosa; d;
0000| 0 0 0 1
=0,"'T,

Alors, pouri=1,2,...n
o'T, _ 'T'T,.."°T,_,0,77'T,..."'T, » j<i
aqj‘ 0— ] > (2-10)
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Cette ¢quation (2-10) peut étre interpréter par I’effet de mouvement de 1’articulation (j) dans

tous le bras (i).
Dans le but de simplifier la notation, posons :

i

o T, ,0,77'T, > j<i
- (2-11)

00— j>i

Utilisant cette notation, v; s’écrit :

WZ(Z szq.f]lri (2-12)
j=1

2.4. L’énergie cinétique du robot manipulateur [1] :
Posons K I’énergie cinétique du bras manipulateur (1),avec 1= 1,2,...,n ;exprimée dans la
base de coordonnée du systeme,soit dK; énergie cinétique d’une particule de masse dm
appartenant au bras (i) ona:

.2 .2 .2
dK ., = 4 (x +y + z )dm
; , (2-13)
= trace (v,v,” )dm = 5Tr (v,v,” )dm
En utilisant I’eq.(2-12) on obtient :
. . T
dK . = L4 Tr {z Ul.pqirl.(z Uirqirl.] }Zm
p=1 r=1
= BTr | DU, U, q, qr}im (2-14)
_p:l r=1
= UTr| > > U, ('rdm U T (}p qr}
_p:l r=1
Kl:del:%Tr{ZZUlp(jlrllr dm )qu,,qr} (2-15)
p=1r=1

_J.xl-zdm [xividm [xzdm [ xdm |

[xiviam [y 2am [vzdm [y dm

. [xiziam [ yizidm [z7dm [ zdm (2-16)
J.zl-dm

I J.xl-dm J.yl-dm J.dm ]

avec 'r, = (xl-,yl-,Zl-J)T,

Si on utilise le tenseur d’inertie I;; qui est définie :

I = f{éﬁ(z x,f]— xl.xj}dm (2-17)
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d; dit symbole de Kronecker,J; s’exprime en tenseur d’inertie par :

(-1 +1 +1 —
= w = -1 -1 m. X, (2-18)
P Xy Xz ivi
Ixx—lyy+lzz —
J - —[xy f —[yz m;y,
Ixx+l'v_[zz -
_[xz _Iyz —_— m;z;
_ - 2_
L m;Xx,; m;y; m;z; m; |

lr_l. =( x_ly_lz_ll ), Les coordonnées du centre de gravité du bras manipulateur (1)
L’énergie cinétique totale du robot manipulateur est :

K = ZK _/ZTr(ZZU JU, épé,]

p=1r=1

K:%znzlzl[Tr(UinUirT)c}pc}r} (2-19)

i=1 p=1r=1

2.5. L’énergie potentielle du robot manipulateur [1] :
Soit P énergie potentielle totale, P; énergie potentielle du bras manipulateur (i)

Po=-m,g"r = -m,g('T, r) (2-20)
P:z Pi:z —ml.g(()Tl.lrl.) (2-21)

i=1 i=1

Avee  g=(g . .g,g.0)
g=(00-g/0)

(g=9.8062m/s” )

2.6. L’équation du mouvement du robot manipulateur [1]:
De I’éq.(2-19) et I’¢q.(2-21),le lagrangien est égal :
L=K-P

/ZZZ[TF(U JU 4 )c}.,-c}k}anig(”TfZ) (2-22)

i=1 j=1 k=1 i=1

__dlal] a
dt aql aql
n J ° . n L
ZTF(Uij Ujl )qk+ZZZTr(Ujkm i jiT)qk qm_zmngjijrj (2-23)
j=i k=1 j=i k=1 m=1 j=i

=

T, = leqk+22hlkmqkq +tec, > i=1.2,., n (2-24)

k=1 =l m=1
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Sous forme matricielle, on a :

T, =D(q(t)q(t)+h(q(t).q(t)) +c(q(t)) (2-25)
Avec,

-1(t) :de dimension (n*1) ,qui représente le vecteur du couple généralisé,
T(t)=(t,(t)T,(t ) T,(1)) (2-26)

-q(t) :de dimension(n*1),qui représente le vecteur des variables des articulations du robot
manipulateur ,

q(t)=(q,(t).q,(t ) q,(t)" (2-27)

- (}( t) : de dimension (n*1), qui représente le vecteur vitesse des articulations du robot
manipulateur,

q(t)=(q,(t),q,(t) q,(t)" (2-28)

-g(t) : de dimension (n*1), qui représente le vecteur accélération des variables des
articulations du robot manipulateur,

A0t)=(q,(t),qs(t ) g, (1) (2-29)

-D (q) : de dimension (n*n), qui représente la matrice accélération symétrique dont les
¢léments sont,

D,= > Tr(U,JU, )>ik=12.,n
P i Jo (2_30)

-h(q,q) : de dimension (n*1), qui représente le vecteur des forces de Coriolis et des forces
centrifuges, ces ¢léments sont définit par,

h(g.q)=(h,, h,,.., hn)T

hy= > My @@ = i=12,.n (2-31)
k=1 m=1
ZTF(U]ka]UﬂT)—) i!kym:I,Z """ n (2_32)

j=max( i,k.,m )

ikm

-c(q) : de dimension (n*1), qui représente le vecteur des forces de pesanteur,ces éléments sont
définit par,

c(qg)=1(c,,cy,..., cn)T

3 — 2-33
c':z(_mngﬁ]’”j)—)izl,Z ..... n ( )

1
J=i
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2.7. Les équations de mouvement d’un robot manipulateur avec des articulations
rotoides [1]:
Si les équations de (2-25) a (2-33) sont étendues a 1’étude d’un robot manipulateur doté de six
articulations rotoides, les termes de 1’équation dynamique de mouvement sont obtenus :
-La matrice d’accélération symétrique, D (6) donnée par 1’équation (2-30),on a :

D, D, D, D, D, D
D, D, D, D, D, D
D(Q): D13 D23 D33 D34 D35 D36 (2_34)
D, D, D, D, D, D
D, D, D, D, Dy D
p, D, D, D, D

S

66

D, =Tr(U,,J, U, )+Tr(U,,J,U," )+Tr(U,J U, )+Tr(U,JU," )
+Tr(U,,J U, )+Tr(U,,JU,," )

D,,=D,, =Tr(U,,J, U, )+Tr(U,,J U, )+Tr(U,JU," )+Tr(U,JU,")
+Tr(U,,JU,,")

D,, =D, =Tr(U,JU," )+Tr(U,JU," )+Tr(U,J U, )+Tr(U,JU," )
D, =D, =Tn(U,JU," )+Tr(U,JU," )+Tr(U,JU,")

D,;=D,, =Tr(UJ U, )+Tr(UJ,U,," )

D,, =D, =Tr(U,JU,")

D,, =Tr(U,,J,U,, )+Tr(U,,J U, )+Tr(U,J U, )+Tr(U,JU,," )
+Tr(U,J,U,," )

D,,=D,, =Tr(U,JU, )+Tr(U,JU," )+Tr (U JU, )+Tr(U,JU," )
D, =D,=Tr(U,JU," )+Tr(U,JU,, )+Tr(U,JU," )
D,,=D,,=Tr(U,JU,," )+Tr(U,J,U," )

D,, =D, =Tr(U,J,U," )

D, =Tr(U,J U, )+Tr(U,JU," )+TrU,J U, )+TrU,JU,,")

D, =D, =Tr(U,JU, )+Tr(U,JU, )+Tr(U,J,U, )

D, =D, =Tr(U,J U, )+Tr(U,J U, )

D,, =D, =Tr(U,J,U," )

D, =Tr(U,JU," )+TrU, JU, )+Tr (U, JU,,")

D, =D, =Tr(U,J U, )+Tr(U,JU," )

D, =D, =Tr(U,J,U,")

D, =Tr(U,J U )+Tr(UJ,U," )

D,, =D, =Tr(U,J,U," )

D,, =Tr(U,J,U," )
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1(0,0) -
—hill hi12 hi13 hi14 hi15 hi16 1
hi12 hi22 hi23 hi24 hi25 hi26
H. — h113 h123 hi33 h134 h135 hi36
v hi14 hi24 hi34 hi44 hi45 hi46
h115 hi25 hi35 hi45 hi55 hi56
_h116 hi26 hi36 hi46 hi56 hi66 a

0(t)= [é1(t),éz(t),és(t),édt),é%t),éa(t)}

T

h=0 H, 0
L
o H, 0
h] o7 .
| [0

. n
m0.0)=| " |- o M0
| o H,,0
h5 OT ) °
|y | QTH5,VQ
0 H,, 0]

-c(0) :de I’équation (2-33), on a :

C(Q):(CI’Cz’C3’C4’C5’C6)T

aveg

I— 2— 3— 4— 5— 6—
¢;=omgU, r+mgU, r,+mgUy, r;+m,gU,; r,+mgU, r;+mgU; r;)

2— 3— 4— 5— 6—
¢, =Amgl,, r,+mgUs, r,+m,gU, 1, +mgUs, r;+mgUy, 1)
3— 4— 5— 6—
¢; ==(mgUs; r;+m,gU; 1, +msgUs; 15 +mgUs; 7;)
4— 5— 6—

¢, =—(mgU, r,+mgU, r;+mgU, 1)

5— 6—
s ==(mgUss 1, +mgUss 1)
6—

s =—mgU, 7;

2.8. Application a un robot manipulateur a deux bras :

-Données :
R/

% Les variables des articulations =6; , 6, .

«» Masses des bras=m; ,m, .

o,

% Paramétresdesbras=a;=0,=0 ;di=d,=0 ; aj=a,=1
La matrice de transformation homogene il A —i=12

43



Chapitre 2 Formulation dynamique du systeme a deux bras

c, —s;, 0 lIc c, —s, 0 lIc,
0 s, ¢ 0 lIs |, s, ¢, 0 Is,
T, = 2 =

0o 0 1 0 0o 0 1 0

0o 0 0 1 0o 0 0 1

Avec :

c,=cos( 0,); s, =sin( 0,) c,=cos( 0,) s, =sin( 0,);
c, =cos( 0,+0,) s, =sin( 0,+806, ).

On a des articulations rotoides,alors :
0 -1 0

Q_z 0
o o
0 0

S © D
SIS S D

En utilisant I’équation (2-11) :

0 -1 0 0|c, —-s, 0 I
T I 0 0 0 0 1
Ui :a 1 :Ql()Tl = S Sl
00, o 0 0 00 0 I 0
0O 0 0 0jjo0o 0 0 1
-s, —c, 0 =Is,
e s 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 -1 0 0|c,, —s, 0 Il(c,+c,)
U, _60T2 =0T, = L0 0 0)s, ¢, 0 Ifs,+s;)
00, 0 0 0 0} 0 0 1 0
0 0 0 0} 0 0 0 1
— S cp 0 —l(s;+s,)
_| €2 TS 0 e, +c;)
0 0 0 0
0 0 0 0
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c, =s;, 0 e, |0 =1 0 0)c, -s, 0 Ic,
UzzzaoTzz()T,QleZ: s, ¢ 0 s, |1 0 0 O0|s, ¢, 0 Is,
00, o o0 1 04|10 0 0 00 0 1 0
o o0 0 1|0 0 0 00 0 0 1
S TCp 0 lSlZ
_ €2 S5 0 lch
0 0o 0 0
0 0o 0 0
yml’ 0 0 -Ym,l Ym0 0 —Ym,l
0 0 0 0 0 0 0 0
JIZ ;JZZ
0 0 0 0 0 0 0 0
-Ymdl 0 0 m, -Ym, 0 0 m,

En utilisant I’équation (2-30), on a :

D, = TV(UHJ/U//T)"'Tr(UzlJzUle): %mllz +4m, +m20212
D,=D, = Tr(UzszUle): %mzlz +%m21202

D, Tr(UzszUzzT):%mzlz

A partir de I’équation (2-31) :
-Pouri=1,o0na:
2. 2 o o o 2 . . . . .2
By =2 Ry 0,0m=h;, 0, +h,,0,0:+h, 0,0:+h,,0,
k=1 m=1

En utilisant I’équation (2-32),0n peut calculer hjxp.
L] 2 L] L]
hy==Ym,s,I° 0, —m,s,I’ 0,0,

-Pouri=2,0na:

2 2 « o . 2 . . . . .2
hz = z z thm ekem :hZH 91 +h212 9192+ h221 9192+ h222 92
k=1 m=1
o 2
:%mzszlzel
d'ou,

[ ] 2 [ ] [ ]
- %mzszlz 0, _mzizlz 0,0,

%mzszlz 0,

h(6.0 )=

Puis on utilise I’équation (2-33) pour le calcul des termes de ¢ = ( ¢j,c2 )"
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T— 2 —
c,==(m,gU ,, r+m,gU, r,)

-5, —-c, 0 -—=Is,||-4%
(0 0.0) c, -s, 0 e, 0
= —m y U,
(Vo8 o 0o o o0 | o
0 0 0 0 1
S c, 0 =I(s,+s,) _%
c S 0 I(c,,+c,) 0
—m 0,_ ,0,0 12 12 12 1
(028000, 0 0 0 0
0 0 0 0 1
:%mlglcl+%m2g1012+m2glcl
o
c,=-m,gU,, r,
S ¢, 0 -, -
c s 0 lc 0
= —m.,(0-2.0.0 12 12 12
(028000, 0o 0 0 0
0 0 0 0 1

=-m,()glc,, —glc,, )= }Yim,glc ,
&y Yim gle , + Vim,glc ,, + m,glc,
0(0): = ;
Yim,gle |,

¢,

Finalement, les équations de mouvement de Lagrange-Euler pour un robot manipulateur a
deux bras sont [1]:

t(t)=D(0)0(t)+h(6,0)+c(0)

T, %m,+%m212+m20212 %m212+%m21202 0,
T, %m212+%m21202 %mzlz 92

LT Amys, 70,7~ mys,17 0,0,
i Ym,s,1°6,°

+ | Vimgle  + Yym,gle , +m,gle /:|
L im,gle
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2.9. Conclusion :

Nous avons présenté dans ce chapitre le formalisme le plus utilisé pour le calcul du
modele dynamique des robots : le formalisme de Lagrange- Euler. Nous avons montré
comment établir I’équation et la détermination des parametres de I’équation D, h, ¢ et
finalement I’obtention de 1’équation dynamique de Lagrange- Euler pour un robot
manipulateur a deux bras.

Dans le chapitre suivant, nous allons utiliser la modélisation par éléments finis par la prise
en compte du caractere bidimensionnel et tridimensionnel.
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