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2.1. Introduction : 

Le but de ce paragraphe est d’étudier la forme générale du modèle dynamique, de mettre en 
évidence les différents termes qui interviennent et de déduire les propriétés caractéristiques de 
ces termes. 
La connaissance des équations dynamiques du mouvement des bras du manipulateur permet 
la description du comportement dynamique du robot. Ces équations sont utilisées pour la 
simulation par ordinateur afin de décrire le mouvement du robot et d’assurer son contrôle par 
le maintien de la réponse dynamique en accord avec les performances du système et les 
objectifs désirés. 
Le modèle dynamique actuel pour les robots manipulateurs est obtenu par la formulation de 
Lagrange- Euler qui est simple et systématique. 
 

2.2. La formulation de Lagrange- Euler [1] : 
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Avec :                  L : lagrangien du système = K –P 
 K : énergie cinétique totale du système. 
                              P : énergie potentielle totale du système. 
                              qi: coordonnés généralisés. 
                              i : Force (ou couple) généralisée appliquée au système à l’articulation (i)                      
pour commander le bras. 
 

2.3. Les vitesses d’articulations pour le robot manipulateur [1] : 
L’application de la formulation de Lagrange-Euler nécessite la connaissance de la vitesse en 
chaque articulation. Posons iri  la position d’un point se trouvant sur le bras du manipulateur 
par rapport au repère local qui est liée à l’articulation. 
  

                    
 
 
 =   ( xi , yi  , zi ,1)T 
 
 
 
 
 
Soit  0ri la position d’un point appartenant au bras manipulateur (i) par rapport à la base de 
coordonnée ( x0 ,  y0 ,  z0)  
 
                    0ri  =   

0Ti   iri   
 
Avec              0Ti   =0T1   1T2    …i-1Ti    
 
        0Ti   : La matrice de transformation homogène du ième bras par rapport à la base de 
coordonnée. 
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         i-1Ti   : La matrice de transformation homogène du i-1ème bras par rapport à la base de 
coordonnée de ième bras    
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
-Si l’articulation est rotoïde, on a : 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
-Si l’articulation est prismatique, on a : 
 
 
 
 
  
  
 
 
 

,a,, iii    di : ce sont les paramètres géométriques du robot manipulateur. 
L’expression de la vitesse est : 
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Figure 2-1 :Position d’un point 
sur le bras[1] 
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Avec 0r i
i




  , la dérivée partielle de 0Ti par rapport à qj peut être facilement calculée par 
l’aide  de matrice Qi qui est définit par : 
-Pour une articulation  rotoïde [1], on a : 
    
 
 
 
 
 
 
 
-Pour une articulation prismatique [1], on a : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Et cela donne : 
 
 
 
 
 
Par exemple, pour un robot manipulateur avec tous les articulations sont  rotoïde, on a : 
qi = θi ,et en utilisant l’équation (2-5), 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
Alors, pour i = 1, 2,. . .,n 
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Cette équation (2-10) peut être interpréter par l’effet de mouvement de l’articulation (j) dans 
tous le bras (i). 
Dans le but de simplifier la notation, posons : 
 
 
 
 
 
Utilisant cette notation, vi s’écrit : 
 
 
 
 

2.4. L’énergie cinétique du robot manipulateur [1] : 
Posons Ki l’énergie cinétique du bras manipulateur ( i ),avec i = 1,2,…,n ;exprimée dans la 
base de coordonnée du système,soit dKi énergie cinétique d’une particule de masse dm 
appartenant au bras ( i ) on a : 
 
 
 
 
 
En utilisant l’eq.(2-12) on obtient : 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Soit  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Si on utilise le tenseur d’inertie Iij qui est définie : 
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δij dit symbole de Kronecker,Ji  s’exprime en tenseur d’inertie par : 
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i

    , Les coordonnées du centre de gravité du bras manipulateur (i) 
L’énergie cinétique totale du robot manipulateur est : 

  
 
 

 
 
 

 
2.5. L’énergie potentielle du robot manipulateur [1] : 

Soit P énergie potentielle totale,   Pi énergie potentielle du bras manipulateur (i) 
 

 
 
 
 
 

Avec  
 
 
 
(g=9.8062m/s2 ) 
 

2.6. L’équation du mouvement du robot manipulateur [1]: 
De l’éq.(2-19) et l’éq.(2-21),le lagrangien est égal : 
L = K – P 
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Sous forme matricielle, on a : 
 
 

 
Avec, 
-τ(t) :de dimension (n*1) ,qui représente le vecteur du couple généralisé, 

 
 

-q(t) :de dimension(n*1),qui représente le vecteur des variables des articulations du robot 
manipulateur , 

 
 

- )t(q


 : de dimension (n*1), qui représente le vecteur vitesse des articulations du robot 
manipulateur, 

 
 

 

- )t(q


 : de dimension (n*1), qui représente le vecteur accélération des variables des 
articulations du robot manipulateur, 

 
  

 
-D (q) : de dimension (n*n), qui représente la matrice accélération symétrique dont les 
éléments sont, 

 
 
 
 

 

- )q,q(h


 : de dimension (n*1), qui représente le vecteur des forces de Coriolis et des forces 
centrifuges, ces éléments sont définit par, 

 
 
 
 
 
 
 

 
-c(q) : de dimension (n*1), qui représente le vecteur des forces de pesanteur,ces éléments sont 
définit par, 
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2.7. Les équations de mouvement d’un robot manipulateur avec des articulations 
rotoïdes [1]: 

Si les équations de (2-25) à (2-33) sont étendues à l’étude d’un robot manipulateur doté de six 
articulations rotoïdes, les termes de l’équation dynamique de mouvement sont obtenus : 

-La matrice d’accélération symétrique, D (θ) donnée par l’équation (2-30), on a : 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 





























665646362616

565545352515

464544342414

363534332313

262524232212

161514131211

DDDDDD
DDDDDD
DDDDDD
DDDDDD
DDDDDD
DDDDDD

)(D  (2-34) 

)UJU(TrD

)UJU(TrDD

)UJU(Tr)UJU(TrD

)UJU(TrDD

)UJU(Tr)UJU(TrDD

)UJU(Tr)UJU(Tr)UJU(TrD

)UJU(TrDD

)UJU(Tr)UJU(TrDD

)UJU(Tr)UJU(Tr)UJU(TrDD

)UJU(Tr)UJU(Tr)UJU(Tr)UJU(TrD

)UJU(TrDD

)UJU(Tr)UJU(TrDD

)UJU(Tr)UJU(Tr)UJU(TrDD

)UJU(Tr)UJU(Tr)UJU(Tr)UJU(TrDD

)UJU(Tr

)UJU(Tr)UJU(Tr)UJU(Tr)UJU(TrD

)UJU(TrDD

)UJU(Tr)UJU(TrDD

)UJU(Tr)UJU(Tr)UJU(TrDD

)UJU(Tr)UJU(Tr)UJU(Tr)UJU(TrDD

)UJU(Tr

)UJU(Tr)UJU(Tr)UJU(Tr)UJU(TrDD

)UJU(Tr)UJU(Tr

)UJU(Tr)UJU(Tr)UJU(Tr)UJU(TrD

T
6666666

T
656666556

T
65665

T
5555555

T
646666446

T
64665

T
545555445

T
64664

T
54554

T
4444444

T
636666336

T
63665

T
535555335

T
63664

T
53554

T
434444334

T
63663

T
53553

T
43443

T
3333333

T
626666226

T
62665

T
525555225

T
62664

T
52554

T
424444224

T
62663

T
52553

T
42443

T
323333223

T
62662

T
52552

T
42442

T
32332

T
2222222

T
616666116

T
61665

T
515555115

T
61664

T
51554

T
414444114

T
61663

T
51553

T
41443

T
313333113

T
61662

T
51552

T
41442

T
31332

T
212222112

T
61661

T
51551

T
41441

T
31331

T
21221

T
1111111



















































Chapitre 2                                                 Formulation dynamique du système à deux bras 

 43

- ),(h


  : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
-c(θ) :de l’équation (2-33), on a : 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.8. Application à un robot manipulateur à deux bras : 
-Données : 
 Les variables des articulations = θ1  , θ2 . 
 Masses des bras = m1 ,m2 . 
 Paramètres des bras = α1 = α2 = 0     ; d1 = d2 = 0   ;  a1 = a2 =  l   
La matrice de transformation homogène   2,1iAi

1i   

6
6

6666

6
6

6565
5

5555

6
6

6465
5

5454
4

4444

6
6

6365
5

5354
4

4343
3

3333

6
6

6265
5

5254
4

4243
3

3232
2

2222

6
6

6165
5

5154
4

4143
3

3132
2

2121
1

1111

T
654321

rgUmc

)rgUmrgUm(c

)rgUmrgUmrgUm(c

)rgUmrgUmrgUmrgUm(c

)rgUmrgUmrgUmrgUmrgUm(c

)rgUmrgUmrgUmrgUmrgUmrgUm(c

,avec
)c,c,c,c,c,c()(c





















































































































































v,6

T
v,5

T
v,4

T
v,3

T
v,2

T
v,1

T

6

5

4

3

2

1

v,i

T

i

T

654321

66i56i46i36i26i16i

56i55i45i35i25i15i

46i45i44i34i24i14i

36i35i34i33i23i13i

26i25i24i23i22i12i

16i15i14i13i12i11i

v,i

H

H

H

H

H

H

h
h
h
h
h
h

),(h

Hh

)t(),t(),t(),t(),t(),t()t(

hhhhhh
hhhhhh
hhhhhh
hhhhhh
hhhhhh
hhhhhh

H



Chapitre 2                                                 Formulation dynamique du système à deux bras 

 44







































 



















 



1000
0100

)ss(l0cs
)cc(l0sc

TTT

1000
0100
ls0cs
lc0sc

T,

1000
0100
ls0cs
lc0sc

T

1121212

1121212

2
1

1
0

2
0

222

222

2
1111

111

1
0

 

 
Avec : 

 
 
 
 

On a des articulations rotoïdes,alors : 
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En utilisant l’équation (2-11) : 



























































 














































 

















 







0000
0000

)cc(l0sc
)ss(l0cs

1000
0100

)ss(l0cs
)cc(l0sc

0000
0000
0001
0010

TQTU

0000
0000
lc0sc
ls0cs

1000
0100
ls0cs
lc0sc

0000
0000
0001
0010

TQTU

1121212

1121212

1121212

1121212

2
0

1
1

2
0

21

111

111

111

111

1
0

1
1

1
0

11





 

 
 

).sin(s);cos(c
);sin(s);cos(c);sin(s);cos(c

21122112

22221111









Chapitre 2                                                 Formulation dynamique du système à deux bras 

 45




























































































 

















 

















 







222
1

22
12

23
1

2

112
1

12
12

13
1

1

121212

121212

222

222

111

111

2
1

21
0

2

2
0

22

m00lm
0000
0000

lm00lm

J;

m00lm
0000
0000

lm00lm

J

0000
0000
lc0sc
ls0cs

1000
0100
ls0cs
lc0sc

0000
0000
0001
0010

1000
0100
ls0cs
lc0sc

TQTTU


 

 
 
En utilisant l’équation (2-30), on a : 

 
 
 
 
 
 

A partir de l’équation (2-31) : 
-Pour i = 1, on a : 

 
 
 

En utilisant l’équation (2-32),on peut calculer hikm. 
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-Pour i = 2,on a : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  
Puis on utilise l’équation (2-33) pour le calcul des termes de c = ( c1,c2 )T 
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Finalement, les équations de mouvement de Lagrange-Euler pour un robot manipulateur à 
deux bras sont [1]: 
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2.9. Conclusion : 
Nous avons présenté dans ce chapitre le formalisme le plus utilisé pour le calcul du 
modèle dynamique des robots : le formalisme de Lagrange- Euler. Nous avons montré 
comment établir l’équation et la détermination des paramètres de l’équation D, h, c et 
finalement l’obtention de l’équation dynamique de Lagrange- Euler pour un robot 
manipulateur à deux bras. 
Dans le chapitre suivant, nous allons utiliser la modélisation par éléments finis par la prise 
en compte du caractère bidimensionnel et tridimensionnel.  
 

 
 
 


