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Résumé

Le but de cette thése est d’étudier certains opérateurs sur les es-

paces de Dirichlet. Dans la premiére partie de la theése on s’intéresse
aux opérateurs de Toeplitz tronqués sur I'espace modeéle, plus particu-
lierement a la stabilité du produit. Nous donnons une démonstration
du théoréme de Sedlock pour le produit de deux opérateurs de Toe-
plitz tronqués par la méthode matricielle, ensuite nous proposons une
caractérisation matricielle d’'un opérateur de Toeplitz tronqué de type
« dans le cas ou la fonction intérieure u est un produit de Blaschke
d’ordre n.
Dans la dexiéme partie de la theése nous avons étudier les opérateurs
de composition sur I’espace de Dirichlet. Nous somme intéressés plus
particulierement, a la fonction de comptage généralisée de Nevanlinna
associée aux symboles. Shapiro a caractérisé la compacité des opéra-
teurs de composition sur ’espace de Hardy a l'aide de la fonction de
comptage de Nevanlinna du symbole. Plus généralement sur les es-
paces de Dirichlet nous avons donner une majoration de la fonction
de comptage généralisée de Nevanlinna par la normes des itérées de
symbole .

Mots-clés : opérateur de Toeplitz tronqué, matrice de Toeplitz, opérateurs de com-
position, espace modéle, espace de Dirichlet,fonction de comptage de Nevanlinna.

Abstract

The main objectives of this thesis consist
1. In studying of truncated Toeplitz operators in the model space.
2. In studying of composition operators in the Dirichlet spaces.

We give another proof of the Sedlock theorem for the product of two truncated Toeplitz ope-
rators by the matrix method, then we propose a characterization of a the matrix of truncated
operator Toeplitz of type o where the inner function u is a Blaschke product of order n.

In the second part of the thesis we have studied the composition operators on the Dirichlet
space. We are particularly interested in the generalized Nevanlinna counting function associa-
ted with the symbols. Shapiro characterized the compactness of composition operators on Hardy
space using Nevanlinna counting function of the symbol. More generally on Dirichlet spaces we
obtain an estimation of generalized Nevanlinna counting function by the norme of symbol.

Keywords : Truncated Toeplitz operators, Toeplitz Matrix, Composition operators, Model
space, Dirichlet space, Nevanlinna counting function.
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Introduction

Cette thése se situe a l'interface entre ’analyse fonctionnelle, la théorie des opé-
rateurs et ’analyse complexe. Elle est dédiée a 1’étude de certains opérateurs sur
plusieurs espaces fonctionnels. Nous nous intéressons aux opérateurs de Toeplitz
tronqués sur ’espace modéle et aux opérateurs de composition sur ’espace de Diri-

chlet.

On note par D le disque unité, T = 0D le cercle unité du plan complexe C,
dt
dm = o la mesure de Lebesgue normalisée sur T et L?(T; dm) espace de Lebesgue
T
usuel sur T.

On définit Pespace de Hardy H?(D) par I'espace des fonctions analytiques

f : D — C sur le disque unité telle que la norme

1
16 = s 5= [ 1FrQPIaq

soit finie.
H?*(D) peut étre identifié au sous espace fermé de Pespace de Hilbert L*(T,dm)
défini par :

~

H*(T) = {f € L*(T) : f(n) =0,n < 0}
muni de la norme de L*(T).

Le noyau reproduisant de H*(D) (appelé aussi noyau de Cauchy Szegd), noté k)
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et donné par la formule :

kx(z) = —, pour z € T.

D’aprés le théoréme de Beurling, les sous espaces fermés non-nul de H?, qui sont
invariants par S, sont de la forme v H? pour une certaine fonction intérieure v € H2.
Il s’ensuit que les sous espace fermés non nul de H?, invariants par S* sont de la
forme :

K? = H?>cuH?

pour une certaine fonction intérieure u € H?2.

Le sous espace K2 est appelé espace modéle associé a la fonction u.

Comme dans le cas de H?, chaque K? est un espace a noyau reproduisant noté

kY et est défini par :

M) = Rlials) = -0 ep

K? est de dimension fini si u est un produit de Blaschke d’ordre fini.

L’opérateur de Toeplitz tronqué de symbole ¢ € L sur K2 est défini par :

AL(f) = Pu(¢f), pour chaque f € K.

I’étude des opérateurs de Toeplitz tronqués est un domaine de recherche d’ac-
tualité dans la théorie des opérateurs. Sur I’espace modéle, ces opérateurs ont été
introduits par Sarason en 2007 [33, 35]. En 2010, Sedlock a introduit une nouvelle
classe d’opérateurs de Toeplitz tronqués, connus sous le nom d’opérateurs de Toe-
plitz tronqués de type a [37]. Cette classe d’opérateurs donne des réponses a la
question de stabilité :

"sous quelles conditions le produit de deux opérateurs de Toeplitz tronqués est aussi

un opérateur de Toeplitz tronqué ?"
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Pour o € D, un opérateur de Toeplitz tronqué A est dit de type a si et seulement

§'il existe ¢ € K2 telle que :

A:Aw+am_~_c, ceC

Dans [37], Sedlock a montré que le produit de deux opérateurs de Toeplitz tronqués
est un opérateur de Toeplitz tronqué si et seulement si I'un des deux cas suivants
est vérifié :

(i) cas trivial : I'un des deux opérateurs est égal & ¢l avec ¢ € C.

(ii) cas non trivial : il existe a € C* telle que les deux opérateurs sont tous les

deux de type a, dans ce cas leur produit est aussi de type a.

Dans ce travail on s’intéresse particuliérement aux matrices des opérateurs de
Toeplitz tronqués, car ce type de matrices joue un role essentiel dans plusieurs

domaines.

La matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué A, est de la forme :

Gy G- ot OQopg2 Gopyl
ai ag T A—n+t2
a9 aq . .
A= (0.0.1)
Qo a_1
Ap—1 . e . e as ai Qg

Ces matrices interviennent dans :
* la théorie de la prédiction,
* les solutions numeériques de certaines equations différentielles,
* traitement du signal et de I'image,

* Pétude des processus gaussiens stationnaires...
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Pour les opérateurs de composition sur les espaces de Dirichlet, le probléme auquel
nous nous intéressons concerne la compacité d’un opérateur de composition.

Les opérateurs de composition sur les espaces de Hardy ont été largement étudiés
(voir par exemple [14, 26, 38, 39]).

Rappelons que pour une fonction holomorphe ¢ : D — D, un opérateur de compo-

sition sur H*(D) de symbole ¢ est défini par :

C,: H*(D) — H*D)
fo— Cu(f)=Ffop.
La continuité de C, est essentiellement assurée par le principe de subordination de
Littlewood (1925) [38].

On définit la fonction de comptage de Nevanlinna de la fonction ¢, pour tout

z€ D\ {p(0)} par :

1
> 40
log |w]

wep~1({z})

0 z=0

\

La caractérisation de la compacité des opérateurs de composition a l'aide de la
fonction de comptage de Nevanlinna du symbole due a Shapiro [38] qui a montré
que pour une fonction holomorphe ¢ : D — D, l'opérateur C, est compact sur

H?(D) si et seulement si

N
lim ‘”(? — 0.
|w|—1— 1
Og ra—
|w]

Les espaces de Dirichlet sont définis par :

D, {f € Hol(D) : [IfI% = |f () + / P ()PdAN(2) < oo},
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avec

dAn(2) = (1 + a)(1 — |z])*dA(z), z €D,

ol

dA(z) = dzxdy /7, z = x + 1y.

Lorsque o = 1, D; = H? est 'espace de Hardy classique et lorsque o = 0,
Dy = D est I'espace de Dirichlet.
Kellay et Lefévre dans [27] en 2012 ont montré que

pour une fonction holomorphe ¢ : D — D,
(i) C, est borné dans D, <= N,,=O0(1 — |z])*, |z| = 1~
(ii) C, est compact dans D, <= N,, =o(1—|z])%, |z| =1
pour 0 < o < 1.

Cette thése est partagée en deux parties :
dans la premiére partie, qui est composée de deux chapitres, on s’intéresse aux

opérateurs de Toeplitz tronqués sur 'espace modéle particuliérement aux matrices.

Le chapitre 1 est consacré a la présentation de l'espace de Hardy, a savoir
les résultats fondamentaux, en particulier nous donnons la construction des espaces
modéles qui sont les sous-espaces stables par ’adjoint de la multiplication par z.
Nous rappelons quelques notions de base sur I'espace modéle et nous présentons les

propriétés des opérateurs de Toeplitz tronqués.

Dans le chapitre 2 nous rappelons les opérateurs de Toeplitz tronqués de type «
et nous donnons une démonstration du théoréme de Sedlock pour le produit de deux
opérateurs de Toeplitz tronqués par la méthode matricielle dans le cas ot u(z) = 2™.
On montre dans le théoréme 2.3.1 que :

Si A et B sont deux matrices de Toeplitz, le produit A x B est une matrice de

Toeplitz si et seulement si 'une des conditions suivantes est vérifiée :
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1) A et B sont toutes les deux triangulaires inférieures ou triangulaires supé-

rieures.

2) A ou B est un multiple de I'identité.

3) Il existe un a € C tel que A et B sont de la forme :

Qg
ai

a2

bo
by
by

bnfl

alpn—1
ao

a1

abn—l
bo
by

a2

by

aas

Qo

a

Ozbg

Qo

b

aaq

a9

Qlp—1

Qo

abl

Oébg

Oébnfl

bo

Il est & remarquer que Sedlock a montré I'existence de a. Dans notre cas, nous avons

obtenu une formule explicite de a.

Dans le théoréme 2.3.2 on a démontré que, si la fonction intérieure u définissant

'espace modéle K2 est un produit de Blaschke d’ordre n associé¢ a un seul zéro (

u(z) = 2" ou u(z) = bY(z), A € D) alors la C* algébre engendrée par S, (ou S, est

I'opérateur de Toeplitz tronqué de symbole z) n’est autre que 91, (C), I'ensemble

des matrices carrées d’ordre n & coefficients dans C. D’autre part nous proposons

une caractérisation matricielle d’'un opérateur de Toeplitz tronqué de type o dans le

cas ou la fonction intérieure u est un produit de Blaschke d’ordre n avec des zéros

simples deux & deux distincts. Nous donnons la représentation d’une matrice d’un
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opérateur de Toeplitz tronqué de type a en utilisant la méthode donnée par Ross

dans [12].

Dans la deuxiéme partie, qui est composé de deux chapitres, on s’intéresse a

I’étude des opérateurs de composition sur I'espace de Dirichlet.

Dans le troisiéme chapitre, nous présentons quelques propriétés des opérateurs
de composition sur I'espace de Hardy H?(ID), particuliérement consacré a I'étude de

leur compacité.

Dans le dernier chapitre, nous allons étudier les opérateurs de composition
sur l'espace de Dirichlet. Nous nous sommes intéressés plus particuliérement, a la

fonction de comptage généralisée de Nevanlinna associée aux symboles.

Nous avons donné une majoration de la fonction de comptage généralisée de
Nevanlinna par la normes des itérées de symbole ¢.

On pose :
Du(f) = / (=) PdAL(2).

Nous avons montrer que pour 0 < o < 1,
Npa(2) S Dale™),  n2=1,

pour une certaine constante ¢ > 0.
Et
ot
inf  Nyo(2) < —Do(p™"),  m=>2
s

1 1
- <<l

Cette majoration nous permet de construire quelques exemples d’opérateurs bor-
nés et compacts dans D,. Dans I'espace de Hardy ot @ = 1, nous avons montré une
estimation de la fonction de comptage de Nevanlinna dans le théoréme 4.4.6 :

Soit K le Cantor généralisé associé & la suite (ay,), vérifiant

an,+1 ]-

AK = sup ,
n>1 Qn 2
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et soit Q(t) = t° telle que 8 > pg, ot ux = 1 —log2/log(1/Ak).
Alors

Ny(2) = O((1 — |2 )*</P(log 1/(1 — [z]))=/%), |z = 1~

Dans I'espace de Dirichlet D, ot 0 < o < 1, nous avons montré le théoréme
4.4.7

Solent 0 < a < 1 et K le cantor généralisé associé a la suite (a,), qui vérifie

Ap+1 1

Ak 1= sup ,
n>1 Qnp 2

telle que o + pr > 1. ot p = 1 —log2/log(1/Ak).
Soit Q(t) = t7 telle que 8 < min{(1 — a)/2,a + px — 1}. Soit ¢ = ¢q k, alors

Npa(2) = O((1 = [o)er =) (2 = 1-).

Un travail similaire a ce qui va suivre a été démontré par El-Fallah, Kellay,
Shabankhah et Youssfi [19] dans les espaces de Dirichlet o o = 0.
Dans le théoréme 4.4.9 nous avons considéré le cas ou 0 < o < 1.

Soit, K le cantor généralisé qui vérifie

Ap+1 1

AK = sup ,
n>1 Qn 2

soit € : [0,27] — R™ une fonction croissante telle que ¢ — €(¢7) soit concave pour

v>2/(1—a).
Si
1 Q,<t)2
— YK, 0.2
/0 Q(t)ﬂat | K|dt < oo, (0.0.2)
alors

CAOQ,K € SQ (Da)'

10



Chapitre 1

Espace de Hardy et Espace Modéle

Dans ce chapitre on va rappeler quelques définitions et résultats classiques concer-
nant 'espace de Hardy H? et ses sous-espaces invariants par 1'opérateur shift. Nous
rappelons aussi certaines propriétés des éléments de cet espace, qu’on va utiliser

) . . . s e . .
pour caractériser les sous-espaces invariants par I’adjoint de 'opérateur shift, un tel

espace est appelé espace modéle.

1.1 Espace de Hardy

On note par D le disque unité du plan complexe C, T = 9D le cercle unité et par

dt
dm = o la mesure de Lebesgue normalisée sur T. L?(T) étant I'espace de Lebesgue
T

usuel sur T.

L’espace de Hardy H?(T) est I'ensemble des fonctions f € L?(T) dont les coeffi-

cients de Fourier de signe négatifs sont nuls, autrement dit

H*(T) :={f € L*(T): f(n) =0, n <0},

avec f(n) = /; F(OC"dm(C) les coefficients de Fourier d’ordre n.

11



Espace de Hardy et Espace Modéle

On peut identifier H?(T) a l'espace H?(D), 'espace des fonctions holomorphes
f € Hol(D) tel que

1
1) = sup 5 [ 1FOPIdC] < +oc,
0<r<1 &7 Jr

car I'application
x: H*D) — H*T)

= r

est un isomorphisme isométrique, ot f* est la limite radiale de f.

D’aprés le théoréme de Fatou, la limite radiale de toute fonction f € H?*(D), qui

est une fonction définie sur T par :

f(Q) = lim f(r¢) (€T,

existe presque partout sur T.

On peut montrer que f* € H*(T), f(n) =0 pour n < 0 et que

[ 1og17°lldg] > —oc.
T

(Voir [32]).
Puisque H?(T) est un sous-espace fermé de espace de Hilbert, L*(T), il est aussi

un espace de Hilbert muni du produit scalaire induit par celui de L?(T) défini par :

) = 5 [ FOFENC

et muni de la norme

112 = / () Pdm(©).

On défini 'espace H>*(D) par :

H>*(D) :={f € Hol(D) : sup f(z) < oo}.

z€D

12



Espace de Hardy et Espace Modéle

Soit X un ensemble non vide et H un espace de Hilbert de fonctions & valeurs

complexes sur X. Un noyau reproduisant en A € X d’un espace de Hilbert H est

une fonction ky telle que (f, k) = f(2), f € H.

Pour chaque point A € X, I'application

o,: H — C
[ — o(f)=f)

est linéaire continue. Donc, et d’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il

existe une fonction unique ky € H telle que f(\) = (f, k) pour tout f € H.

H?(D) contient une telle fonction en chaque point A € D, car

pour chaque A\ € D, f(\) est linéaire continue.

Ce noyau reproduisant de H?(D) en A € D est donné par :

kA(Z) = Eilk EAS ]D7

et
<f7k)\>:<f*7k>)k\>7 f€H27

La projection orthogonale P de L? sur H? peut étre exprimée en terme d’un

opérateur noyau

1
27 Tl—zz

P(f)(z) jd¢| f € L*(T).
Une fonction u € H*(D) est dite intérieure si

lu*(z)] =1 presque partout sur T.

Rappelons aussi que, par le théoréme de factorisation, chaque fonction f € H?

admet une factorisation unique, & une constante pres, de la forme

f=DBSF

13



Espace de Hardy et Espace Modéle

ou B est un produit de Blaschke, S est une fonction intérieure singuliére et F' une

fonction extérieure (pour plus de détail voir [14]).

Un produit de Blaschke B , est défini par :

oyt |l 2
B(Z)—HZ —1—22 , z2€D

n

avec (z,) une suite de D compté avec leurs multiplicités et qui vérifie la condition

de Blaschke

Z(l — |zn|) < 0.

n

Une fonction intérieure singuliére S est de la forme

S(2) = exp (—Agfzda@), 2eD

oll o est une mesure de Borel positive finie et singuliére par rapport & la mesure de

Lebesgue sur T.
BS est appelé le facteur intérieur de la fonction f.
Une fonction extérieure F' est une fonction qui peut étre exprimée par :

F(z)zeaep(i (F2

2T ']TC_Z

1og¢<<>rd<1) . :eD

oll ¢ est une fonction positive mésurable tel que log |¢| € L'(T), si ¢ = f on dit que

F' est le facteur extérieur de la fonction f.

Ces résultats vont nous permettre de voir une fonction de I'espace de Hardy
comme une fonction holomorphe sur D ou comme une fonction de L?(T). On pourra
alors utiliser la richesse de la théorie des fonctions holomorphes (principe du maxi-
mum etc...) ou la structure de L?*(T) pour calculer des normes ou utiliser les pro-
priétés des coefficients de Fourier. Dans la suite, on notera l’espace de Hardy par

H?.

14
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1.2 Espace modéle

L’opérateur de décalage a droite (ou shift) sur H? est défini par :
S[f](z) = zf(z) pour f € H*et z € T,

et son adjoint 'opérateur de décalage & gauche S* : H? — H? est défini par :

S*[f](z) = Mpourf € H*et 2 € T.

Un sous-espace M de H? est dit invariant par S sil est fermé et tel que SM C M.
Le théoréeme de Beurling donne une caractérisation compléte des sous espaces
invariant par le shift dans H?, ils sont tous de la forme :

uH? = {uh, he H?},

ol u est une fonction intérieure de H2. Le fait que si E est un sous espace fermé
invariant par S dans H? si et seulement si £+ est invariant par S* implique que les

sous espaces fermés non nul de H?, invariants par S* sont de la forme :
K? = (uH?*)* = H? © uH?

pour une certaine fonction intérieure v € H2.

Le sous espace K2 est appelé espace modéle correspondant a la fonction intérieure
u, qui est un sous-espace fermé de L?(T).
On note par P, la projection orthogonale de L?(T) sur K? et par M, et My les
opérateurs de multiplication par u et @ respectivement.
Proposition 1.2.1. Soit u une fonction intérieure de H?.

(i) M,PM;g est la projection orthogonale sur uH?.

(ii) la projection orthogonale de L*(T) sur K2 est

P,=P— M,PM;.

15
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Pour tout f € L*(T), on a :

(f,ka) = ([, Puky) = (Puf,. k)

B ul0)
- 2W/f 1—/\C 1= w0, e,

Comme dans le cas de H?, chaque K2 est un espace a noyau reproduisant. On
sait que, si E un sous espace de H? et ky est le noyau reproduisant de H?, alors la

projection orthogonale P¥ky de ky sur E est le noyau reproduisant de E, donc
ky — PPk

est le noyau reproduisant de E-, c’est-a-dire le noyau reproduisant de K2 est la
projection orthogonale de ky sur K2, il est donné par :

1 —u(Mu(z)

G = ———

, (A, z) eDxT.

En effet, si f = uh € uH?, alors

I
S
>
S
o
T
<

donc le noyau reproduisant de uH? est u(\)u(z)ky.

Si f € K2 alors

f) = (f,k)
= (f k) —u(N)(f, uky)
= (f, (1 —u(Nu)ky).

16
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De plus (1 — u(A)u)ky € K? car, pour tout h € H?,

(uh, (1 —u(Nuw)ky) = u(A)h(X) —u(X)(uh, uky)
(

On déduit que :
fO) = (f.k), €K

Une fonction f analytique sur D admet une limite non-tangentielle [ au point
w € T si pour tout § > 0 f(z) — | quand z — w sur toute région non-tangentielle
Fy(w)={z€D:|z—w| <61 —|0)}.

On dit que la fonction u admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory
au point n € T si u a une limite non-tangentielle au point 7 et ' admet une limite
non-tangentielle u/(n) au point 7.

On sait que v admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory au point 7 si
et seulement si chaque fonction dans K? posseéde une limite non-tangentielle 7 [36].
Donc il existe un noyau reproduisant k; telle que (f,ky) = f(n).

Autrement dit k' est la limite de kY en faisant tendre A vers n non-tangentiellement

dans le disque et donc
ky=——77"—"", zeT.

Proposition 1.2.2. Soit u une fonction intérieure.

L’espace modéle K? est I'ensemble des fonctions f € H? telles que f = uzg presque
partout sur T pour une certaine fonction g € H?.

Autrement dit,

K =H*() uzH?

Démonstration.

17
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Pour chaque f € K2, on a f 1 wH? donc

(f,uh) =0,Yh € H* < (uf,h)=0,Yhec H?
& afe (HH) =10 H*=:0?

& f€wuzH? car|ul=1, ppsurT,

alors f € (uH?)* si et seulement si f € uzH?2.

[]

Pour chaque fonction intérieure u, les compressions de S et S* sur K2 sont notées

respectivement par S, et S.

Dans ce qui suit nous allons proposer quelques exemples d’espaces modéles de

dimension finie ol on peut décrire explicitement les éléments.

Proposition 1.2.3. Soit u une fonction intérieure.
1) Siu(z) = 2" alors K? est l’ensemble des polynémes de degré (n — 1) a coeffi-

cients dans C . C’est-a-dire
Kz = {ao +az+a+ . a2 ag,ai, ..., anq € C} .

2) Siu est un produit de Blaschke d’ordre fini avec des zéros Ay, A, - -+ , A, comp-

tés avec leurs ordre de multiplicité alors :

2 _ {“0 tartar bt e @} (1.2.1)
(T=X2)(1—=Xz)- - (1= \,2) -
3) Siu est un produit de Blaschke d’ordre fini avec des zéros deuz a deuz distincts
A1 Ag; . Ay dordre de multiplicités respectifs mq;mo; ...;m,, alors :
dli-1 1
dz {1 — A2

Kizspan{ ]; 1<5<n et 1§lj§mj}.

18
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Démonstration.

On va montrer directement la deuxiéme propriété car la premiére propriété est un
cas particulier de la deuxiéme.

On suppose que les zéros Ai, A9, - -+ , A, du produit de Blaschke sont simples et deux

a deux distincts. On a :
(uh, k) = u(A;)h(A;) =0,
pour tout h € H? et pour tout j € {1,2,...,n}, alors
span{ky;; 1<j<n}C K.

Si f(A;) = (f,k»,) pour tout j € {1,2,...,n}, alors u divise f et donc f € uH>.
Ainsi

span{ky,; 1<j<n}t C (K2

Comme K? = span{ky,;; 1 <j < n}, alors toute combinaison linéaire des ky, pour
Jj €{1,2,...,n} peut étre exprimé comme une fonction rationnelle du méme type de
(1.2.1).

Et réciproquement, tout expression du type (1.2.1) peut étre décomposée comme
combinaison linéaire des fonctions ky,, Ky, ..., K, -
Si A est un zéro d’ordre m de w, il faut remplacer k) par ses dérivées d’ordre in-
férieure ou égal & m — 1, c’est-a-dire kj, k), kY, - - - ,k:f\mfl) a la place de k, dans la

démonstration précédente. O

1.2.1 Opérateurs de conjugaison

Définition 1.2.4. Soit H un espace de Hilbert sur C. Un opérateur de conjugaison

sur H est un opérateur C': H — H vérifiant

(i) (Cz,Cy) = (y, ).

19
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(i) C* = Idy
Un opérateur T défini sur H est dit C-symétrique s’il existe un opérateur de

conjugaison C sur H tel que T* = CTC.

Chaque espace modele K2 admet un opérateur de conjugaison
C:K?— K?

défini par

Clf1(z) = u(2)zf(2), feK. =z€eT. (1.2.2)
Dans ce qui suit, I'image de chaque fonction f par l'opérateur de conjugaison C'
défini dans la relation 1.2.2 est notée f c’est-a-dire f = Clf].
Nous rappelons dans ce qui suit quelques résultats concernant les noyaux reprodui-

sant et 'opérateur de conjugaison.

Lemme 1.2.5. Pour chaque A\€e D et 2z €T, on a:

u(z) —u(}) x u(z)

1) l%\‘(z) == o particulier, si w(\) =0, kY (z) =

2) fO) = (kL f), feK2

Démonstration.
Montrons d’abord (1).

Puisque |u| = 1 p.p sur T, pour tout z € T, nous avons

() = u(2)ekie)
1 —u(Nu(2)
1—-Xz
Zu(z) —u(N)

1 -2\
u(z) —u(})
z—X

= u(2)z

La propriété (2) découle des égalités suivantes :

(KL, f) = (CKY, f) = (CRY, C2f) = (Cf. k) = (F. kD) = FV).
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1.3 Opérateurs de Toeplitz

Dans cette partie nous nous intéressons aux opérateurs de Toeplitz tronqués sur
I’espace modéle et aux opérateurs de composition sur l'espace de Hardy et plus

généralement les espaces de Dirichlet.
Pour une fonction ¢ € L%, lopérateur de Toeplitz de symbole ¢ sur H? est
défini par :
T,: H* — H?

[ — T(f) = P(ef),

ol P est la projection orthogonale de L? sur H?2.
Brown et Halmos ont montré qu’'un opérateur 7' borné sur H?(T) est un opérateur

de Toeplitz si et seulement si

S*rs =T.

La matrice A = (a;;);; de Popérateur de Toeplitz T}, définit sur H? dans la base

{1,2,22,23,-- -} est donnée par :

Q5 = <T50Zjv ZZ> = <P(90'Zj>’ ZZ) = <S0Zjapzi> = <907 Zi_j> = @(Z - ])

¢’est-a-dire
2(0) p(-1) ¢(-2)
RS .
2(2) (1)  2(0)
O 2
@(k)—% /0 (B)e= it
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L’opérateur de Toeplitz tronqué de symbole ¢ € L? sur K? est défini par :
ALK — K
f— ALf) = Pulef),

ot P, est la projection orthogonale de L*(T) sur K2.

L’ensemble des opérateurs de Toeplitz tronqués sur K2 est noté par T,.
L’adjoint (A3)* de A% € T, est Uopérateur de Toeplitz tronqué de symbole .
On note par K° = K2 N H>™.
Il est a remarquer que K2° est dense dans K2 ( |24, 33]).

Lemme 1.3.1. (/25]) Les opérateurs de Toeplitz tronqués sur K2 sont C-symétriques

par Uopérateur de conjugaison C défini dans la relation (1.2.2).

Démonstration.

Soit ¢ € L? telle que A% € T, pour tout f € K et g€ K2 ona:
(CALCL,9) = (Cg,ALCS)
= [ OGS (C)im(c)

- /T 20 F(OF)dm(C)
(Azf 9) = ((AL)" [, 9)-

]

Pour ¢ € K? I'opérateur de Toeplitz tronqué Ay commute avec S, et son adjoint
(AZ)* commute avec Sy
L’opérateur de Toeplitz tronqué AY est la compression sur K? de l'opérateur de
Toeplitz T, défini sur H?, et S, est la compression de S sur K? donc, puisque
p € K C H?, T, commute avec S alors A% commute avec S, et son adjoint (A%)*

commute avec 5.
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Lemme 1.3.2. Soit u une fonction intérieure. Soit kY le noyau reproduisant de K?2.

(i) Pour A\e D on a :

SEEY = kY — u(\ kY, (1.3.2)
Skt = Akt — u(\)kL. (1.3.3)
(ii) Pour A € D\ {0}, on a :
1
efu _ Lo o
Skl = (kY — ). (1.3.5)

Ces éqalités sont aussi vraies pour A € T et st u admet une dérivée angulaire au

sens de Carathéodory au point \.

Démonstration.

Soit u € H? une fonction intérieure.

(i) Par définition de S*, pour f et g deux fonctions on a :
fg — f(0)g(0)

z
fg—fg(0) + fg(0) — f(0)g(0)

g—ﬂ®+f—f®g

S*(fg) =

= f (0)

= fS"(g) +S*(f)g(0).

Pour A€ Don a:
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Posons f = (1 —u(A)u) et g = k), 'équation précédente devient :

Siky = (1 —u(Nu)S"kx+ £x(0)5™(1 — u(M)u)

Pour la deuxiéme égalité en appliquant l'opérateur de conjugaison C' a la
premiére égalité, on obtient :
Skt = CSICCKY
= CS; kY
= C(Wk; —u(Vk)
= MY —u(A)kY.
(ii) Pour A € D\ {0}, on a :
Suky = P,Sky
= P.S((1—u(Nu)ky)

= P,Sk) (car  P,Su(AN)uky = 0).
Comme

Skx(z) = zkx(2)

N 1—ZXz B
()
B %(1 1X -
= St - 1),

[\¥]
=~
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donc

S,k

v
—
=l
>
—
N
S—
|
[
SN—

(kX = ko),

>l = >l =

la deuxiéme égalité découle de la premiére égalité, si en appliquant 'opérateur
de conjugaison C, on a :
Sy = CS,COkY
= CS.kY

- c(30-)
= LU,

]

Définition 1.3.3. Soient H un espace de Hilbert sur C et x,y € H. Le produit

tensoriel de x et y est Vopérateur sur H défini par :
ry:z€ H— (z,y)x € H
Ce produit tensoriel est de rang 1.

Dans le lemme suivant on présente quelques propriétés du produit tensoriel.

Lemme 1.3.4. Soit H un espace de Hilbert sur C et soient x,y,z,t € H. Soit A un

opérateur continu sur H, alors
1) Az®y) =Alx) @y et (z@y)A =2 A*(y),
2) (z@y)(z@t) = (z,y)r &1,
3) (zey)+ (oY) =(r+2)0y,

4) rRy=z0t<3 acC\{0} : zx=azey=nat.
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Lemme 1.3.5. [33] Soit u € H? une fonction intérieure. Alors

a) I — 5,8 =kiy @ kg,

b) I — S8, = ki@ kY.

Le symbole de I'opérateur de Toeplitz T, défini sur I’espace de Hardy est unique
car T, = 0 si et seulement si ¢ = 0.
Par contre dans I’espace modéle ce n’est pas le cas, le symbole d’un opérateur de
Toeplitz tronqué n’est pas unique, on peut voir par exemple que 'opérateur de

symbole ¢ sur K2 est souvent nul méme si ¢ # 0. On a le théoréme de Sarason [33]

suivant :
Théoréme 1.3.6. Soit ¢ € L2. Alors
Ay =0 siet seulement st p € uH? + uH?.
Démonstration.
Soit ¢ € L?.
On suppose que ¢ € uH? 4+ wH?, alors il existe 1, x € H? telles que :
© = uy + uy.
Pour tout f € K;° on a :
of =upf+uxf
qui est orthogonale & K2 car uK® C uH™ et uK® C uH™>.

Donc A% = 0 pour tout f € K° et ainsi A% = 0 (car K° est dense dans K7).
Réciproquement, on suppose que Ag =0, et ¢ =1 + Y avec ¥,y € H%. Donc
= A

Les opérateurs AL et S; commutent, ainsi que les opérateurs Ay et S,, alors les

opérateurs Ay et AL commutent avec S, et S;. Donc

AY(I — 5,57) = (I - 5.57) A,
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et
AT — SuSy)ky = (I — SuS;) Ayky -
En appliquant le lemme 1.3.5 on obtient :

AT = S SkY = A4 (kS @ KRS
= (A% © kY] ke
= (kR ALK

et aussi

(I — S,S0)AUkY = (k@ kY)ALKY
— (A, KRG,

Donc I'équation 1.3.6 devient :

(ko ko) ks = (Agks, ko)kg-

(1.3.6)

D’ou Ajkg est un multiple de kg, c’est-a-dire il existe un scalaire ¢ € C tel que :

AUk = cky.

Par conséquent

0= (AL —cl)ki = P, [ =<)L —u(0)u)

= Pu(¢—o),
(car (1) — ¢)(—u(0)u) € uH?, donc
Py | (¢ = ¢)(=u(0)u) | =0.
Ce qui implique que

Y —c € ul?
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alors

Aw—c =0,
et de plus on a :

A:Z =cl
Comme AY = —A% alors

A% = —cl.

En répétant le méme raisonnement ci-dessus, on trouve que x + ¢ € uH? donc
Xtce uH?.

D’ou
o=1—c+x+ceud®+uH?

]

Dans la proposition suivante nous donnons un exemple trés simple d’un opérateur

de Toeplitz tronqué qui a plus qu'un seul symbole.

Proposition 1.3.7. Soit u une fonction intérieure. Soient Ay, Ay et AQ les opé-

rateurs de Toeplitz tronqués des symboles 1, ki et k:_g respectivement. Alors
[:Alekg:A@.

Démonstration.
Soit f € K2,
Ona: Aif=P,(1-f)=P.,(f)=f,alors A = I.
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Eton a:

=0 (car uf € uH?® = (K2)*),
donc A; = Age, mais Ay est auto-adjoint, donc

— ko JE—

Théoréme 1.3.8. (Sarason [33]) Pour A\ € D,

1) les opérateurs lg/{ ® kY et kY ® lg/{ sont des opérateurs de Toeplitz tronqués de

rang 1,

2) Siu admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory au point n € T alors

ky ® ky est un opérateur de Toeplitz tronqué de rang 1,

3) Les seuls opérateurs de Toeplitz tronqués de rang 1 sont des multiples des

opérateurs définis dans (1) et (2).

Dans [33] Sarason a montré aussi que pour A € D :

~ u
1) Popérateur de Toeplitz tronqué kY @ k% est de symbole 3
Z —

~ u
2) lopérateur de Toeplitz tronqué kY ® kY est de symbole — 5
Z JR—

3) pour n € T, 'opérateur de Toeplitz tronqué ky, @k, est de symbole kj;jtk_#— 1.
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Chapitre 2

Opérateurs de Toeplitz tronqués

Dans le chapitre precédent, on a défini I'espace modéle K? correspondant a la
fonction intérieure u € H? ainsi que les opérateurs de Toeplitz tronqués sur les es-
paces modéles. Pour la suite de cette partie on va s’intéresser a une classe spéciale
d’opérateurs de Toeplitz tronqués sur les espaces modéles introduit par Sedlock dans
[37], les opérateurs de Toeplitz tronqués est de type a. On s’intérésse particuliére-

ment aux matrices de ces opérateurs dans certaines bases de K2.

2.1 Produit d’opérateurs de Toeplitz

Parmi les problémes qui nous intéressent pour les opérateurs de Toeplitz est leur
produit, car I’ensemble des opérateurs de Toeplitz n’est pas stable par la multiplica-
tion et ¢’est rare ol le produit de deux opérateurs de Toeplitz est aussi un opérateur
de Toeplitz. Sur 'espace de Hardy, Brown et Halmos [8] en 1962 ont donné une
condition nécéssaire et suffisante pour que le produit de deux opérateurs de Toeplitz

sur H%(T) soit un opérateur de Toeplitz.

Théoréme 2.1.1. Soient ¢ et ¢ deux fonctions bornées sur T. Le produit T,T,
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est un opérateur de Toeplitz si et seulement si U est anti-analytique ou si ¢ est

analytique. Dans les deux cas on a :
T, Ty =T,y

Démonstration.
Soient (a;—;)i j>0, (bi—j)ij>0 et (¢ij)ij>o0 les matrices de T, , T, et T, T, respective-
ment, c’est-a-dire que pour tout n € Z, les (a,) sont les coefficients de Fourier de ¢

et les (b,) sont ceux de . Pour tout couple (7, j) d’entiers positifs, on a :

oo o
Cij = E ai—pbp—j et ciprji1 = aip1b_j1 + E ai—rbr—j,
k=0 k=0

¢’est-a-dire
Cit1,j41 = Cij + Qip1b_j_1.

Il vient que, pour tous entiers positifs ¢ et 7,

SI Cit1,j41 = Cij alors ai+1b_j_1 = 0.

Si la matrice (¢;j); >0 est une matrice de Toeplitz, donc le produit 7,7 est un
opérateur de Toeplitz, alors

(i) soit a;41 = 0 pour tout entier positif i ou bien b_;_; = 0 pour tout entier

positif j, ce qui est équivalent & dire que soit p(n) = 0 pour tout entier n > 1

et donc ¢ est anti-analytique,
(ii) ou bien @(n) = (0 pour tout entier n < —1, donc ¢ est analytique.
Réciproquement, si ¢ est analytique alors 7T, est I'opérateur de multiplication par

¥ et donc pour toute fonction f dans H?

T,Tyf =T f) = P(pyf) =Typy f-
Et si ¢ est anti-analytique alors son adjoint @ est analytique, alors

(T,Ty)" = T5Ty = Tig = (Tyy)"
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Par un deuxiéme passage a I’adjoint, on obtient que

T, Ty = Tpyp.

2.2 Opérateurs de Toeplitz tronqués de type a

En 2010, Sedlock [37] a introduit la notion d’opérateur de Toeplitz tronqué de

type «.

Définition 2.2.1. Soit o € D. Un opérateur de Toeplitz tronqué A est dit de type

« st et seulement s’il existe ¢ € K? telle que

A=A ceC.

p+aSyGte
On note par B 'ensemble des opérateurs de Toeplitz tronqués de type «.

Proposition 2.2.2. Si A, est de type o, alors il existe oo € K2 et ¢ € C telle que
(,00(0) =0 et A¢ =A

200} +aSu%+C :

Comme exemple d’opérateurs de Toeplitz tronqués de type «, on a les opérateurs

de Toeplitz tronqués de rang 1 donnés par Sedlock dans [37].

Lemme 2.2.3. (Sedlock [37]) Soit A € D alors,
(i) Si X € D, Uopérateur /;”j ® kY est un opérateur de Toeplitz tronqué de type «,
ot o« = u(A), son symbole est la fonction ¢ = ka{ + u(A) S, kY
(i1) Si A € T et u admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory en A,

Dopérateur kY @ kY est un opérateur de Toeplitz tronqué de type u(\) et son

symbole est la fonction ¢ = kY + u()\)SUkNX.
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Démonstration.
(i) On a: \ \
e
alors
u o ulz) —u(A)  u(A) o~ u(A)
2—X  z—=A +z—)\_kk(2)+m'

D’aprés le théoréme 1.3.8 'opérateur de Toeplitz tronqué l%‘@kg‘ est de symbole

alors

z —

ok = A u =A_ 0

z=A Mt Z—A
= Asz X u(/\)% ( car ASukK = AS/@\)
TR+ u(V) SR

donc k¥ @ kY est de type u()).

(ii) On a déja vu dans le théoréme 1.3.8 que pour A € T alors k) ® kY est un

opérateur de Toeplitz tronqué de symbole £} + k_f\‘ — 1, de plus on a :

5 ulx) —uy
e
u(V) (1 = u(Vu(2))
A(l—Xz)
= (N,

d’aprés ’équation 1.3.3, on a :
Suky = u(A) (kY — kg),

alors

Asig = Aave—rp = Aama-y
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donc

Argor = g =

w(N)SukY

par conséquant

u u __ _ _
NO Ry = A = Ak;m(x)su@‘
Donc kY ® kY est un opérateur de Toeplitz tronqué de type u(\).

]

Dans la suite on va montrer que tous les opérateurs de Toeplitz tronqués de rang

1 appartiennent a une certaine classe B, pour un certain a.
En utilisant les résultats du théoréme 1.3.8 et du lemme 2.2.3, on a le théoréme

suivant :

Théoréme 2.2.4. Tout opérateur de Toeplitz tronqué de rang 1 appartenant a une

certaine classe BY, telle que a est de la forme o = u(\) pour un certain A € C.

Démonstration.

Soit A € T, tel que A est de rang 1. Daprés le théoréme 1.3.8, on a :
(i) ou bien, A est multiple de I'un des opérateurs ka\” ® kY ol kY ® k‘Ng‘

(ii) ou bien A est multiple de kY ® kY ot u admet une dérivée angulaire au sens

de Carathéodory au point A.

Et d’aprés le Lemme 2.2.3 I'opérateur A est un opérateur de Toeplitz tronqué de

type u(\). O

Dans [37], Sedlock nous donne plusieurs caractérisations d’un opérateur de Toe-

plitz tronqué de type a.

Lemme 2.2.5. Soient A un opérateur borné et a € D.

Les assertions suivantes sont équivalentes :
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1) Ae B

2) Il existe ¢ € K2 telle que

3) Il existe ¢ € K2 telle que

1—oau

4) Ils existent 1, o € K2 continues telles que
A=A, 5 et aS,p1 — @2 € span(ky).

Démonstration.

Soient. A un opérateur borné et o € .

. a , “ . . . 2 - -
1) = 2) Si A € BY, par définition il existe ¢ € K7 telle que A = AQO + oS

Rappelons que 'opérateur S, est un opérateur de Toeplitz tronqué de symbole

z, donc S, est C-symeétrique c’est-a-dire
S.CS, = C7,
dans ce cas on a :

S.7 = S.Cy
= CS;p
= COP.(Zlp — ¢(0)])
= C(Zlp—9(0)]) (car Zlp —p(0)] € K7)

= u(p —¢(0)).

Dod A, 4 05,5 = Ao+ atile — p(0))
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2) = 3) Supposons que A = A , pour ¢ € K2

¢ + au(p — ¢(0))

=) (am)", (série convergente dans L?).

Comme

on a .

14 — = Z p(au)" = ¢ + pau + Z e(am)™.

n=0 n=2

Vue que Ty € zH?, d’aprés la proposition 1.2.2, on a : up € zH? C H?.
Par un calcul simple on obtient, pour f,g € K2 :

(" f,g) = (@1 f,upg) =0, pour tout k > 2.
Il résulte que :

A =A o

1—ou

o+ au(p — p(0)) — ASO + pau

3) = 4) Supposons que A = A_e_avec p € K2.Ona:

Al_éﬂaﬂ — AQO + gOOéﬂ

On a aussi
Up = Sup,
donc ils existent
1=, P =adup,
de plus
@S, p1 — 2 = aS,p —aS,p =0 € span(kg).

4) = 1) Supposons que A = A<P1 15 tel que @S, — o € span(ky), alors
w2 =S, +cky  avec ceC.
Donc
Aprz = A<p1 + S, 1 + kY’

puisque Aﬂ = cA; =¢l, on déduit que A € BS.
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O

Dans [37], Sedlock a généralisé les résultats de Brown et Halmos pour répondre
a la question : "Pour quel type de ¢ et 1, I'opérateur A,A, est un opérateur de

Toeplitz tronqué ?".

Théoréme 2.2.6. Soient p,v € K2.
Alors A, Ay est un opérateur de Toeplitz tronqué si et seulement si l'un des deux cas

suivants est vérifié :
(i) cas trivial : ou bien A, ou bien Ay est égal a ¢l avec c € C.

(ii) cas non trivial : il existe o € C* telle que A, et Ay sont tous les deuz de type

a et dans ce cas A, Ay est aussi de type .

2.2.1 Shift généralisé

Les opérateurs S, et S sont des opérateurs de Toeplitz tronqués de symbole

respectif z et Z. Autrement dit,
Sy =AY et Sy = AL

Un autre exemple fondamentale d’opérateurs de Toeplitz tronqués est 'opérateur
shift généralisé (ou modifié) S qui est défini comme suit :
pour o € D, on définit opérateur S par :
R — ¥ oy ¥1
1 — au(0)

Notons que S° = S,,.

Ces opérateurs ont été définis par Sarason et Clark (voir [33, 13]). Ils sont la
somme de deux opérateurs de Toeplitz tronqués. Si || = 1, S est un opérateur

unitaire appelé opérateur unitaire de Clark.
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On a déja vue qu'un opérateur T sur H*(T) est un opérateur de Toeplitz si et
seulement si S*T'S = T'. Sur I'espace modéle K? Sarason a caractérisé les opérateurs

de Toeplitz tronqués par le shift généralisé dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.7. (Sarason 2007) Soit o € C. Un opérateur borné A sur K? est un
opérateur de Toeplilz tronqué si el seulement s’ils existent deuzx fonctions o, € K>

telles que :
A= S7A(SY) = (p @ kg) + (kg @ ¢)
Le corollaire suivant est un résultat du théoréme précédent.

Corollaire 2.2.8. Si un opérateur borné A € K2 commute avec S® alors A est un

opérateur de Toeplitz tronqué.

Lemme 2.2.9. Soit a € D .

L’opérateur S est un opérateur de type o, plus particulierement

1
1 — au(0) Sukgtoky
Démonstration.
Soit « € D
a ~
1 — au(0)
On a
1 — au(0) 1—oau(0) =
— A Ca
1—&@%
= Zﬂ—u<o>+m

Z(1—awu(0))
u

1—;;(0) (ﬁ—&-ﬁz)

0 ou0)
l—am K 1—04@
1 —au(0) % 1—au(0)
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Alors
0
- g g D) o
1 —au(0) % 1— au(0)
1
= 1
1 — au(0) 1 —au(0) &
o 1 u Q u
1—au(0) " ° 1—au(0) *
o 1 u + « u
1—au(0) 7" " 1—au(0)
1

u

1 — au(0) Sukt-+aky

O

L’opérateur shift généralisé joue un role essentiel dans I’étude des opérateurs de

Toeplitz tronqués, le théoréme suivant, donné par Sedlock dans [37], caractérise les

opérateurs de Toeplitz tronqués de type « en terme de S .

Théoréme 2.2.10. Soit A un opérateur borné sur K2 et soit o € D.

Alors A est de type « si et seulement si

AS® = S°A.

Démonstration.

Soit A un opérateur borné sur K? et soit o € .

(=) Si A est de type a, d’aprés le théoréme 2.2.6 et le lemme 1.3.1 on a :

AS®

= (C?AS°C?
— C(AS%yC
— CO(SY)A*C
— (28°C?AC?
= S94
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<) On suppose que ASY = S?A, d’aprés le corollaire 2.2.8, A est un opérateur de
u u

Toeplitz tronqué, donc C-symmétrique. On sait que :

AS® = AS, + — % (AkY) @ ki = AS, + L_)A(ké‘ @ k),

1 —au(0 1 — au(0
et
SO = S A+ — ke (AR = SuA + — k@ (AR
“ b 1 — au(0) ’ ’ ¢ 1 — au(0) ‘ o
D’ou
A= S AS: = A—AS,S* — — AR @ Suki + ———— k¥ ® (S, AkY)
co 1= au(0) 0T 1—au(0)0 e
~ oAbtk U g O e g A
1 — au(0) 1 — au(0)
AkY AkY
= — 9% @i +aSuO<—°_>.
1 — au(0) 1 — au(0)
u A u
Donc A—ko_ + aSuC<A_> est un symbole de A, alors A est de
1 — au(0) 1 — au(0)
type «.

O

Sedlock a montré dans [37] que la seule classe d’opérateurs de Toeplitz tronqués
qui est stable par la multiplication est la classe d’opérateurs de Toeplitz tronqués
de type a.

Théoréme 2.2.11. (Sedlock [37]) Pour « € CU{oc}, on a :
(i) B ={S2}, le commutant de S<.
(11) B est une algébre commutative fermée.

(iii) A€ B2 si et seulement si A* € By/®.

(iv) Si A € B est inversible alors A~ € B2.

40



Opérateurs de Toeplitz tronqués

v) Deux opérateurs de Toeplitz tronqués A, et A, commutent si et seulement s’ils
@ P

appartiennent a une méme classe B pour un certain o, dans ce cas le produit

AB € B;.

(vi) Si ay # ay € CU{oo} alors B N B2 = Cy ou 1 désigne 'opérateur identité

2
sur K.

vii) Pour chaque «, la classe BY est une sous-algebre maximale contenue dans T,.
) u

2.3 Matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué

Dans cette partie, on s’intéresse aux matrices des opérateurs de Toeplitz tronqués
sur 'espace modéle dans le cas ou la fonction intérieure est égale a 2™, ou bien un

produit de Blaschke d’ordre fini.

2.3.1 Exemples de matrices d’un opérateur de Toeplitz tron-
qué

Siu(z) = 2" et p € L2 la famille S = {1, 2,22, ..., 2"} est une base orthonormée

de K2 et la matrice de 'opérateur de Toeplitz tronqué A, relativement a la base S

n’est autre qu'une matrice de Toeplitz usuelle donnée par la formule 1.3.1 formée

par les coefficients de Fourier de la fonction .

En effet, si A = (arj)o<k j<(n—1) est la matrice de A, dans la base S alors

ar; = o(k — 7).
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La matrice de A, relativement a la base S est de la forme :

Qo

a

Q2

Qp—1

a_—q

Qo

a1

A—n+2

Qo

a1

la matrice du shift généralisé S est de la forme :

Il est facile de vérifier que :

de plus on trouve que :

Mn

u

) — oS O

[ ) o O

42
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donc la matrice de 'opérateur de Toeplitz tronqué A, peut s’écrire sous la forme :

A=T+aM+aM?+...+aM™ !

2.3.2 Démonstration du théoréme de Sedlock par la méthode

matricielle

La méthode utilisée par Sedlock dans [37], pour le produit des opérateurs de
Toeplitz tronqués montre seulement 'existence de a.
Dans notre cas, nous avons obtenu une formule explicite de a dans le cas ou

u(z) = 2"

Rappelons que sur K2, pour u(z) = 2" et ¢ € L? la matrice de l'opérateur de
Toeplitz tronqué A, définit sur Pespace K2 relativement a la base S est donnée par

la formule 2.3.1.

On s’intéresse a ce type de matrices, qui sont souvent utilisées.

Par exemple, pour o = 1, notre matrice n’est autre que la matrice circulante,

ao a‘]. ) ) an_z &n_l
ai Qo iR Ap—2
Q2 a1
A=
Qo a1
a/n—l o .. “ .. CL2 al ao

et si on multiplie notre matrice par é on trouve la matrice alpha-circulante.

Théoréme 2.3.1. Soient A et B deux matrices de Toeplitz. Le produit A X B est

une matrice de Toeplitz si et seulement si l'une des condition suivantes est vérifiée :
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(i) A et B sont toutes les deuz triangulaires inférieures ou triangulaires supé-

Tieures
(i1)) A ou B est un multiple de l'identité.

(111) Il existe un o € C tel que A et B sont de la forme :

Qo alp—1 -+ -+ Q09 aaq
a ao e Qs
az ax
A=
Qo Alp—1
an—1 a2 aq Qo
bg Oébn,1 e e Oébz Oébl
b1 bo e OébQ
b b
B =
Qo abn—l
bn—l A A b2 bl bO

Démonstration.
Notons A = (aij)lgi,jgn = (aifﬂléi,jén
B = (bij)i<ij<n = (bi—j)i<ij<n €6 A X B = C = (cij)1<i,j<n-

Par définition,
n—1
Cij = E ik bkj
k=0

C est une matrice de Toeplitz si et seulement si :

Cij = Ci—j = Z ai,kbk,j (233)

Nous distinguons deux cas pour cette égalité.
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(i) Pour i = j, on a :

n—1
Cco = Z a;—pbp—; pouri=0,1,....n— 1.
k=0
d’ou
n—1 n—1
Co = Z ai_kbk_i = Z ai_k+1bk_j_1 pOllI‘i = O, 1, ey — 2. (234)
k=0 k=0
En déduit I'égalité
Ai—pt1bp—i—1 = aip1b_i (2-3-5)
Autrement dit
a7n+1bn71 = albfl
a—n+2bn—2 = azb_s

(2.3.6)

L a—1by = Ap—1b_pnt1

(ii) Pour ¢ # j, posons | =i — j, j =i — L avec |l| = 1,...,n — 2, nous avons :

n—1

Cij =0 = g b iy
k=0

Remarquons que pour chaque ¢ et [, on a ’égalité :

n—1 n—1
Z @i br—it1 = Z @it 1Dr—1—i40 (2.3.7)
k=0 k=0
donc
Wit 1bp—1—ip1 = Qip1b_1_4 (2-3-8)

En variant [ dans la relation précédente, on obtient les systémes suivants :

atb_y = a_py1bp1
aib_y = A_pt1bp_2
L atb_pi1 = a_ppiby
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azb_1 = a_pyobyy
azb_y = a_py2by_s
L a2b—n+1 = a—n+2b1
(
an-1b_1 = a_1by,y
A_piobp_2 = agb,_y
L ap—1b_pt1 a_1b

Done, pour chaque i € {0,1,...,n}, on déduit que :

.

ab_y a—ptibn_1
aib_ a_y ibn—
? e (2.3.9)
L aib_pi1 =  a_pyiby
S’il existe a;, # 0, on pose 3 = Gontio,
10
On obtient :
b—l = ﬂbn—lv b—2 = an—Qa ceey b—n+1 = ﬁbl
Nous avons deux alternatives pour [3.
(a) Sig=0alorsb_y =b_y=..=0b_,y1 =0, et en revenant dans 2.3.9, on

a :

(i) soit a_,41 = 0 pour tous les i € {0,1,...,n},

(ii) ou bien by = by =

e =0b, =0

En résumé, si § = 0 alors A et B sont toutes les deux triangulaires

inférieures ou B est multiple de I'identité.
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(b) Si 8 # 0 dans ce cas on a :

by = fbn—1, by =Pbys,....0_p11 = b
Nous avons encore deux cas :
(i) S’il existe un s tel que b,_s # 0 alors
aib_s = a_pnyibn_s
donc
Baiby—s = a_ntibn_s
d’ou

a_pyi = Pa

Donc A et B sont de la forme suivante

ap alp—1 =+ -+ Q0 aaq
aq aop aly
a9 a
A= '
Qo Qlp—1
Ay a2 a Qo
et
bo Oébn_l cee cee Oébg Oébl
b1 bo . O[bg
b b
B— .2 1
Qo Oébn_l
by—_1 e e by by by
(ii) Siby =by =...=b, =0 alors B est un multiple de I'identité.
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2.3.3 (C* algébre engendrée par 5,

Dans cette partie, nous allons montrer que, si u(z) = 2" ou u(z) = b3 (z), A € D
alors la C* algébre engendrée par S, n’est autre que 9, (C), ensemble des matrices

carrées d’ordre n 4 coefficients dans C.

Théoréme 2.3.2. Soit u la fonction intérieure u(z) = 2". On désigne par A la

matrice de S, par rapport & la base orthogonale S = {1,2,2%, ..., 2"} de K2 alors
Ei; = A*(n=1=0) gn=1 g*j pour 0<i,j<n-—1

ot (Ej;) désigne la base canonique de 9, (C) et A* = Al l'adjoint de A.

Donc

Démonstration.

Soit (fx)x la base canonique de R™. Il suffit de remarquer que :

_>
0 si k#7
Eij(fk:) =
et d’apreés la formule 2.3.2, on a :
y 0 si k<l
A (fr) =
fomr st k>1
et o
0 si k£0
A™(fr) = _
fm st k=
Alors .
i 0 st k<y
A7 (fx) =
fkfj stk 2 ]
Donc
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l)sik<jona:
A*(n—l—i)An—lA*j(fk) -0

2) sik>jona:

T si k—j#0

fn—l st k_.]:O

ATIAT(f) = A (fyy) =

D’ou
f si k4]

A*(n_l_i)(fnfl) si k:j

AT ATTLA (f) = {

_ { ﬁ st k#]J
I A
T si k4
{fZ st k=7
Eii(fr)-

Donc E;; est un produit des puissances de A et A*, alors {£;; }o<i j<n—1 € C*(Su),
ce qui implique que C*(S,) = M, (C). O

Le corollaire suivant est un résultat du Théoréme 2.3.2, qui montre qu’on peut
avoir le méme résultat si la fonction intérieure u est un produit de Blaschke d’ordre

n avec un seul zéro répété n-fois.

Corollaire 2.3.3. Avec les mémes notations que le théoréme précédent.

Si )
ulz) = (1Z:X)\Z>

alors
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Démonstration.

Rappellons que la transformation de Mobius définie par

by: 2z by(z) = 12—_;\,2

est une transformation conforme qui envoie 0 & z et vice versa.

Cima, Garcia, Ross et Wogen dans leurs papier [11] ont montré que T.n = Ty, )n.
Si A est la matrice de S.» par rapport a la base orthogonale S = {1, z, 22, ..., 2" 1}
de K2, et si B est la matrice de S, par rapport a la base orthogonale S =
{1, kx, k3, ..., k?’l} de K(21u)” alors A est unitairement équivalente & B, donc il existe

une matrice unitaire U telle que

B=U"AU.
D’ou
BBy = (UFAU) (U AU (U AT
_ U*A*(n_l_i)UU*An—lUU*A*jU
— UrAF(—1=) g1 g%y
= U'E,;U = L.
Donc C*(S(p,)n) = M, (C) -

2.4 Représentation matricielle d’un opérateur de Toe-

plitz tronqué de type a

Dans cette section, nous donnons la représentation matricielle d’un opérateur de
Toeplitz tronqué de type a dans le cas ol la fonction intérieure v est un produit de
Blaschke d’ordre n, avec des zéros simples deux a deux distincts. La premiére ca-

ractérisation matricielle des opérateurs de Toeplitz tronqués, dans le cas ou I'espace
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modeéle est de dimension finie, a été obtenue par Cima, Ross et Wogen dans [12].
En utilisant leurs méthode pour déterminer les coefficients de la matrice d’un opé-

rateur de Toeplitz tronqué de type a.

En 2008, Cima, Ross et Wogen ont donnés dans [12] une caractérisation matri-
cielle des opérateurs de Toeplitz tronqués dans le cas ou la dimension est finie. Nous

rappelons ici leurs résultats.

Théoréme 2.4.1. Soit u un produit de Blaschke de degré n, avec des zéros deux
o deuz distincts et A une application linéaire sur K2. Si M = (rij)i<ij<n désigne
la matrice de A relativement a la base {ky,,kx,, ..., kx,} de Kg alors A € T, si et

seulement si :

U’(Az‘) X1 _Xi Xj _Xl .. . .
ri; = =Ty — =—="T1i|, pour1 <, 7<n et 1 2.4.1
J u'(>\j) )\j — )\1 1 )\j _ )\Z 1j b J 7& J ( )

Cette relation nous dit que la matrice d’'un opérateur de Toeplitz tronqué est
entiérement déterminée par la donnée des coefficients de la premiére ligne et la

diagonale. La relation 2.4.1 qui s’écrit aussi

T, = et Tz’j =

Par exemple si n = 2 la matrice
11 T12
T21 722

est une matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué dans la base {k,, ky, } de K2 si

et seulement si

,u//

~~

)\1)7”12 = U/()\Q)Tzl

Soit o € D et soit A € By, il existe ¢ € K, telle que A=A _, <.

Si w est un produit de Blaschke de degré n avec des zéros deux & deux dis-

tincts, c’est-a-dire u(z) = [];_; br,(2). D’aprés la relation 1.2.1, 'ensemble A =
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{kx,, kxgs -y kx, } est une base non orthonormale de K2, alors il existe ay, ag, ..., a, €
C tels que :
Y = alk,\l -+ ang + ...+ ank)\n

et

—~

G = iky, + Gokir, + ... + Tnky,.

Pour les calculs des coefficients de la matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué,

on aura besoin du lemmes suivants :

Lemme 2.4.2. Pour chaquei,j € {1,2,...,n}, on a :

(7’) <k)\¢7 k/\j> = 1——
(i) (xi, kony) =

Démonstration.

Soit 7,7 € {1,2,...,n}, on a:

(i) <%A¢7%Aj> = <C[k)\z]7c[k>\g]> = <k)\j7 k)\z> = k)\j ()‘Z> = 1_/%.)%.

(ii) On a: (ky,, ky,) = Eki()\j) car ky, est un noyau reproduisant et ky, € K2.
= u(z) 1 =
Mais ky,(z) = i 5 pH by, (z), pour z € T.

Lpts
On a deux cas :
- s
1) sii# j alors ky,(\;) = uk) =0
N —
1
2) pour i = j, remarquons que u'(\;) = ToF nglp# by, (As) et

) = ——— T ) =0
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Lemme 2.4.3. Pour chaque i,j € {1,2,...,n}, les coefficients de la matrice de Ai
A

JR— J
sont tous nuls sauf le coefficient t;; tel que t;; = u'()\;). C’est-a-dire

0 ... 0 0
0 0 0
ARJ, =10 w'(A)) 0
0 0 0
0 0 0

Démonstration.
D’aprés le lemme 2.2.3, on sait que k¥ ®Ef\‘ est un opérateur de Toeplitz tronqué de

type u(\) et son symbole est la fonction

=u

® = ky + u(N)S, kY

Il est & remarquer que, puisque u();) = 0, alors k), ® %,\j est de symbole EAJ..

Pour chaque i € {1,2,...,n} on a :
ki, @ o, (k) = (B, o, Ve,

d’aprés le lemme 2.4.2 on a :

k/\j ® ,];Aj (k&) =

Dans ce cas la matrice de AE est
A.
J

Az = diag(0,---,0,u/(};),0,---,0)
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Lemme 2.4.4. Pour chaque s € {1,2,...,n}, notons (b;;(s))i1<sp<n la matrice de

Ay, relativement & la base {ky,, kyy, ..., kr, } de K2. Alors les b;;(s) sont donnés

As
par :
. _
As . . .
- si i=s, S
Y J#
BY /
_)\S_u()\s) st s=73, 1#s
)\s - /\Z u/(>\z)
—_— si =7, s
Y o J#
P M) i=j=s
u’()\s)
\ 0 st L£S,JFS et 1F#£]
Démonstration.

Pour chaque s € {1,2,...,n} et 1 < j < n, par définition, b;;(s) est la i-éme compo-

sante de A, (Ky,).

*Sij#£s ona:

As
Ap, (ky,) = Pulkaky] = Pu< ka, + == l%-)

A by
= " ky + =—L—ky = bsky + bk,
)\5 . A] As )\] o AS Aj Vs NRRY:

¥ Sij=s,ona A (k)= P,k )€ K2, donc ils existent ¢y, Cas, ..., Cps de C

tels que

AkAS (k’)\s) = Pu(k‘i) = Clsk)\l + 625/{5)\2 + ...+ Cnsk‘)\n.
D’aprés le lemme 2.4.2, pour i € {1,2,...,n} on a :

(Puk,). B, ) = st/ (V) (2.4.2)
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<Pu(k§5),%&.> - <k§S,Pu(%AZ.)>
= <k’§s775/\i>

= <7€/>\i? k§5> = Tis7

fwo
on LS‘/M—AZ- O

Posons ¢ = ¢ alors dm(¢) = Z—e et d¢ = d(e) = iedf = iCdh c’est-a-dire
m
1 dc

Y (SRS A cul¢)
[z’s _AC_AZ (1 _)\SZ)Qd (C) - QZW/E (C_/\z)<c_)\s>2d(§)

On a deux cas :

1) Pour i # s, on considére la fonction f définie par :

B zu(z) B z z— g
U Rl roy vy v Rl ey wvuus we ) | Qi py o

La fonction f est une fonction holomorphe sur chaque voisinage V' du disque
unité fermé D qui ne contient pas les points \;, A, donc f admet un prolon-

gement analytique qu’on va noté f° avec

On a dans ce cas :

1 f2(0)
B2 Jp (= A)

d(¢) = f°(N\s), (d’aprés la formule de Cauchy),

d’autre part on a :

A D Y A
S)\s — i _ fF TR = u /)\s-
fd) (1—|>\s|2)(1—/\i)\> H 1 — Aes /\s_)\iU( )

s kzlk;&i,s

Donc
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2) Pour i =s, on a:
_ 1 ¢u(¢)
Lss = 5~ N As)gd(C).

On considére la fonction g définie par g(z) = zu(z).

Puisque la fonction ¢ est holomorphe dans un voisinage de D, alors d’aprés la

formule de Cauchy on a :

1 qu(¢) g\) As
[ss = 5. _ ——>d =0 = )\5 - )\5 .
i | i@ = L =+ )
De I’équation 2.4.2 on obtient :
Tis
Cis =
u'(Ai)
Donc .
)\ !/
- AGY) st t#£ S
As — As u/(N;)
1+£u () St 1=
2 w()\)
m

Nous allons maintenant déterminer la matrice de A, pour ¢ € K2.

Lemme 2.4.5. Soit p € K2, notons par (ri;)1<i j<n Sa matrice dans la base {ky,, kxy, .-, k, }

de K2. Alors les r;; sont donnés par :

ot les a; sont les coordonnées de la fonction ¢ relativement a la base {ky,, kx,, ..., kx, }

de K2.
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Démonstration.

Soit ¢ € K2, alors il existe ay, as, ..., a, € C tels que :

Y = le,\l + ClQlﬂ,\2 + ...+ an/@\n

donc A, = ZasA;%. Il s’ensuit, d’aprés le lemme 2.4.4, que r;; = Zasbij(s).
s=1 s=1

(i) Sii# j, d’aprés le lemme 2.4.4 on a :

n

i = Y asbii(s)
= cs:l;j(l) + aghi;(2) + - - + aybij(n)
= aibi;(i) + a;bi;(7)
— a A ;= YERCY)

>\i — )‘j )\J )\1 Ul()\z)
(ii) Sii=j, d’aprés le lemme 2.4.4 on a :

Ty = Zn: asbm'(S)
s=1

s e N g 14 AR
B IXZ‘ — Xl Qxi — XQ ’ u’(/\z) nxl - Xn
- A A" (A
k':lk#i )\Z — )\k u (/\z)
[

Lemme 2.4.6. Si o € K? alors la matrice de Aﬁ est de la forme

diag (aleu'(,\l), aghot!' (A2), ..., anxnu’(/\n)) ,

ot les coefficients ay, as, ..., a, sont les coordonnées de la fonction ¢ relativement a

la base A de K2.
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Démonstration.
Soit ¢ = a1k, + asky, + ... + a,ky, avec ay,as,...,a, € C, alors

QE = 61/{7)\1 +52];;; + ... —|—an/g;;.

D’aprés la relation 1.3.3 on

SuB = @Sukn, + oSuking + oo + TuSukin,

@Mk, + Godokng + .. + GpAnky, .

m = alxll;; + G2X2];:2 + ...+ aanlg;;

Donc

Comme A—= = k), ® /;,\vp (d’aprés le lemme 2.2.3) alors
Ap
Am = Z apoAﬁ = Z apxp(k,\p & lf)\p),
p=1 p=1

d’aprés le lemme 2.4.2 on a :
p=1
O]

Nous pouvons maintenant décrire la matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué

de type a.
Théoréme 2.4.7. Soit a € D et A € B de symbole ¢ + aS,p. Notons (tij)1<ij<n

la matrice de A dans la base {ky,, kxy, ..., kr, } de K2. Alors les t;; sont donnés par :

I )\1 . n o
a; (1 + 4 ( >> + )\z Z = ap— + ozai)\iu’(/\i) st o1 :]
uw'(\;) P i — Ap
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ot les a; sont les coordonnées de la fonction ¢ relativement a la base

A - {k,\l,l{)\Q, ...,k’)\n} de KZ

Démonstration.

Soit p € K2, ils existent ay, as, ..., a, € C tels que :
© = arky, + agky, + ... + anky,

et

Donc

Asrosiz Ao+ Asz

= Ago + &AW
Les coefficients de la matrice A otaBis sont la somme des coeflicients de la matrice
A, décrites dans le Lemme 2.4.5 et les coefficients de la matrice A 5= donnes par

le Lemme 2.4.6.
En effet, puisque la matrice de Ag= 5 est diagonale alors
(i) Sii=j

A IA@—FOJA%

ptaSup

donc si on note par (t;;)1<ij<n les coefficients de la matrice A dans la base

{kxnys kngs - kin, b de K2, Alors les ¢;; sont donnés par :

)
tl~:ai 14+ +)\ —i—ozal)\u i
(i TR e Y o ey
;ﬁz
(ii) Sii#j
A@D—Fa%:A“’
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et les coefficients ¢;; de la matrice de A dans la base {ky,, kx,, ..., kr, } de K2
sont donnés par : B B
Ai A W)

tij = Q== + a;=—"=
/ a)\i—/\j a])\j—)\iu’(/\i)
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Chapitre 3

Opérateurs de composition sur

I’espace de Hardy

Dans ce chapitre, nous allons nous intéréssés a 1’étude de quelques propriétés
des opérateurs de composition sur I'espace de Hardy H?*(ID). particuliérement il est

consacré a I’étude de leur compacité.

Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe, 'opérateur de composition sur H?(ID)

de symbole ¢ est défini par :
C,: H*(D) — H*D)

f— C@(f):foSO-

3.1 Opérateurs de composition

Sur U'espace de Hardy H*(D), l'opérateur de composition C,, est toujours borné,
cela d’aprés le principe de subordination de Littlewood (1925) [38], donné dans le

théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe et p(0) =0, pour tout
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[ € H*(D), alors C,, est un opérateur borné sur H*(D) et

1Cofll2 < N1 fllo-

Démonstration.

Soit S* Popérateur de décalage a gauche définit sur H%(D), pour tout f € H?*(D),

f(z) =" F(n)="

alors

+o0
S f(z) = Fln+1)z",
n=0
On remarque que pour toute fonction holomorphe f € H?*(D) on a :

f(z) = f0)+25f(2) (z € D), (3.1.1)

~

S"F0) = f(n) (n=0,1,2,..),

on suppose que f est un polyndéme. Il est clair, dans ce cas, que f est bornée sur D,

alors f o ¢ est aussi borné. On déduit que fop € H*(D). On a :

1S fll2 < 112

pour tout f € H*(D).

En remplacant z par ¢(z) dans I’équation (3.1.1), on obtient :

f(@(2)) = F(0) + e(2)(S")(p(2)) (2 € D).

On note par My I'opérateur de multiplication par ¢ et on réecrit I’équation précé-

dente, on aura :

Cof = £(0) + M,C,5"f.
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Puisque ¢(0) = 0, le coefficient constant de M,C,S*f est nul, donc M,C,S*f est

orthogonale a la fonction constante f(0) dans H?(D). Ainsi,
ICFI = IFOF + I1MCoS™ fllz < [FO)F +1ICeS"fllz, (3.1.2)

la derniére inégalité résulte de la propriété de contraction des opérateurs de multi-

plication puisque |||l < 1.

Remplacons maintenant f, successivement, par S*f, S*2f,--- , S*" f dans (3.1.2)

on obtient :

IC,S*fI3 < IS*FO)* + 1C.5™ 113

IC.Sfl; < IS0 + [CoS™ 113

IN

ICoS™ " Fll3 < 1S F(O)* +[|CoS™ ™ fl3,
on déduit que, pour tout entier n positif, on a :

IC Il < D 1S FO)F + [IC.5™ 5. (3.1.3)

k=0

Rappelons que f est un polynome, si n est son degré, alors S"*'f = 0, donc

I'inégalité 3.1.3 devient :

ICFII5 < > IS N0
k=0

= > Ik
k=0
= |15

ceci nous montre que C,, est une contraction de norme dans H?(D).
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Soit
n

Fulz) = 3 F(k)2F,

k=0

on note par f, la somme partielle de la série de Taylor d’ordre n associé a f.

On a f,, — f en norme dans H?*(D), alors f,, — f uniformément sur tout compact
de D.

Dans ce cas f, o ¢ converge uniformément vers f o ¢ sur tout compact de I.

Ainsi pour chaque r, 0 <7 <1 fixé, on a :

2m 2
1 0|2 . i/ 0|2
o [ 15teePas = tim o [ |fetre®)) s

0 0

IN

limsup [| £ © |I3

n—aoo

< limsup anH%
n—oQ

1115

A

IN

Pour chaque point a € D, on définit 'automorphisme spécial de D par :

bo(2) = 2eD,

1—az’

c’est une transformation de Md&bius. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe.

On pose a = ¢(0), soit la fonction holomorphe ¥ = ¢, o .

Si p = ¢, 0, alors C, = CyCy,.

Il est clair que Cy est borné, et le produit des opérateurs bornés est toujours borné.

On a le lemme suivant :

Lemme 3.1.2. [40] Pour tout a € D, soit

64
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la transformation de Mébius de .

Lopérateur Cy, est borné dans H*(D), de plus on a :
1+ |\
Cy |l <
|| ¢a||— (1_’0/‘)

Supposons d’abord que f est une fonction holomorphe dans (RD), avec

RD = {|z| < R}, pour certain R > 1. On a :

Démonstration.

17 ,
foold = 5= [ 15Gu(c) P8

- / (P )
2
— /|f it |2 |aJt‘2
1-’@‘2 zt
T Jal)? (%/ e )

1+ al
_ ‘| 1112

On fait tendre R vers 1, cqfd. O

IN

Le théoréme de Littlewood [38] nous donne l'estimation de la norme de 'opéra-

teur de composition C,,

Théoréme 3.1.3. Soit ¢ une fonction holomorphe dans D.

Alors Cy, est un opérateur borné dans H*(D), et

1+ |¢(0)

Cll <y —F L
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Démonstration.

Comme il est indiqué précédemment, on a :
Cp = CyCy,, ou  a=(0).

D’aprés les deux lemmes précédents, les opérateurs Cy, et Cy, sont bornés dans H?,

par concéquant C, est aussi borné. De plus

1+ |(0)

Cull < NCulllICsill < 4| ——E
1Cll < NICyl[|Co, |l = 100)]

3.2 Compacité des opérateurs de composition

Dans cette section nous allons étudier la compacité des opérateurs de composi-

tion. Nous avons d’abord le résultat suivant sur les symboles de normes petites.
Théoréme 3.2.1. Soit p : D — D une fonction holomorphe. Si ||pllo < 1 alors C,

est un opérateur compact sur H*(D).

Démonstration.

Pour chaque entier positif n on défini 'opérateur

Tof = f(k)e*, fe H D).
k=0

T, est donc borné. En effet, ||¢lls < [|¢le < 1,

n

ITafllz < D 1FE)I

< (?%ﬂk)?)m(iw)m

1 1/2
< ||f||2(—) |
1- H@Hz
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Montrons que ||C, —T,|| — 0. On a :

ICo =T flla = I Y FR)EE s

k=n+1
< 3 F®IIMS
k=n-+1
0o N 1/2 0o 1/2
< (X Awr) (X )
k=n+1 k=n+1
lpll5**
< ————|fl:
L —lell3
_lells™ gy,
Vil
Donc
n+1
||C¢—Tn|’§LOOQ—>O7 TL—>OO,
1—lell%
puisque 7T}, est de rang fini sur H?(D), alors C,, est un opérateur compact sur H*(D).
O
Remarque 3.2.1.
1
1) Soit p(z) = —;Z, lelleo = 1 alors Uopérateur de composition C, n'est pas

compact sur H*(D).
En effet, si a < 1/2, soit fo(z) = (1 —2)"* € H*(D), on a

|fal| — 00 quand o — 1/2.

Soit go = fo/ | fall, alors g, converge uniformément vers zéro sur un sous-ensemble
compact de D, quand o« — 1/2. Puisque Cy,f, = 2%f,, chaque f, est un vecteur

propre de Cy,, de méme pour tout g, mais
ICogall = 2% — V2 #0
done C, n'est pas compact.

2) Pour 0 < A < 1. Soit p(2) = Az + (1 — X), alors l'opérateur de composition
C, n'est pas compact sur H*(D).
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Pour une fonction holomorphe ¢ : D — D), on définit 'ensemble de contact de ¢
par :
E(p) ={0 € [-m, 7] : |p(e”)| = 1}.
La proposition suivante montre que I’ensemble de contact du symbole d’un opérateur
de composition est de mesure nulle.

Soit £ C T, on désigne par |E| la mesure de Lebesgue de 1’ensemble E.
Proposition 3.2.2. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe, et soit E(p) en-

semble de contact de .

Si C, est compact sur H*(D), alors |E(p)| = 0.

Démonstration.

Soit £ = E(¢). On a :
1 ™

G = o [ le(e)as
1 )
> o [ lete)ras
TJE
1
> —I|E| >0
- 271" >

Ainsi la suite C,(2") ne tend pas vers zéro en norme.
Puisque z"(n > 0) appartient a la boule unité de H?*(D), 2" tend vers zéro unifor-

mément sur un sous-ensemble compact de D, d’ott C, n’est pas compact. O

Maintenant, nous allons définir la fonction de comptage de Nevanlinna qui joue

un roéle essentielle dans ’étude des opérateurs de composition.
Définition 3.2.3. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. On définit la fonction
de comptage de Nevanlinna de ¢ pour tout z € D\ {p(0)} par :

( Z L z2#0

1
wea ey 081!
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ot @ 1 ({z}) désigne 'ensemble des antécédents de = par p, chacun étant compté

avec sa multiplicité (en tant que zéro de la fonction (¢ — 2)).

Le lemme suivant montre l'invariance de la fonction de comptage de Nevanlinna

par la transformation de Mobius ([38]).

Lemme 3.2.4. Soit ¢,(z) = 1a — transformation de Mdbius de D, pour tout
z

aeD, ona:

Nyi1(¢a(w)) = Ngpopi(w),  weD.

Soit dA(z) = dxdy/m, (avec z = x + iy), la mesure de Lebesgue planaire

normalisée sur D.

Dans le théoréme suivant, nous avons l'identité de Littlewood-Paley qui nous

donne une autre expression de la norme de H?(D).

Théoréme 3.2.5. Soit f € H*(D), alors
, 1
1712 = [FO)P +2 / () log A ).

Démonstration.

Soit f € H?(D), on écrit
flw) = Z anpw".
n=0
On a:

1 r 1 27 o0 ) 9 1
f(w)|*log —dA(w) = / [—/ na,r"teln=ho d@] log ~rdr
Lo aaw = [0 713 o] 10g

r 0 1
= 2/ [ n2|an|2r2(”_1) log —rdr}
0 r

n=1
= 22n2|an|2/ rz(”_l)log%rdr
n=1 0
%) 1,
= 2;n2\an|2(%)
[LF15 = 1£0)1%]

N | —
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done [|f[I3 = £ (0)]* + 2 J; |f'(w)[* log rrd A(w). O
Nous avons besoin aussi du théoréme de changement de variable suivant :

Théoréme 3.2.6. Soit p : D — D une fonction holomorphe et soit [ € H*(D),

alors :

IC 113 = [f((0)]* + 2/@ £ (w)[* No(w)dA(w)

Démonstration.

Appliquant l'identité de Littlewood-Paley a la fonction f o ¢,

1f ol — f(eO)P = 2 / (F o @) ()P log - dA(2)

||

~ / (F ()Pl (=) log - dA(2).

E

La fonction ¢ est localement univalente sur D, sauf sur un nombre dénombrable
de points ou la dérivée de ¢ s’annule.
Donc I'ensemble Z = {z € D : ¢/(z) = 0} est dénombrable et D \ Z peut s’écrire
comme une union des rectangles disjoints R; ou sur chaque rectangle ¢ est biholo-

morphe. On note par v; 'inverse de la restriction de ¢ sur R;.

Par la formule de changement de variable usuel, si w = ¢(z), alors
dA(w) = |¢'(2)[*dA(z),
pour tout 7 on a :

/ 2 1 N2 e L 2) — w2 1o 1 w
J eI os faae) = [ 17 ) log )

Par sommation sur j, ot y; est la fonction caractéristique de 'ensemble p(R,;),
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on obtient :

/ (P ()P () log - dA(2)

2Oi z
= Z/| ||w()|1gyz‘dA()

= 3 P o8 A
- / 1 (w) ;xxw)logmdfx(wx

siw € (D) \ ¢(z) chaque point de p~({z}) est de multiplicité 1, donc

1
26w log 7ty = Nolw)

pour w € ¢(D) presque partout, alors on a :

LI P P og aAG) = [ 17w NywdAw)

Notons que :

Ny(w) = O(1 — |w)), |w| = oo, (3.2.2)
voir corollaire (3.2.8), ceci résulte de I'inégalité de Littlewood suivante :

Théoréme 3.2.7. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe.
Pour tout w € D\ {¢(0)},

Ny (w) < log

1— wgo(()))
w—(0) |

Démonstration.
Soit ¢ : D — DD une fonction holomorphe telle que 9 (0) # 0, si {z;} est 'ensemble
des zéros de 1, alors [(0)| < []|#;| donc

log |4(0)] < log (1_[|ZJ ) = Zlog]zj\.
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D’ou

1 1

Ny(0) = Zlog ] <log )

Maintenant on considére la fonction

(3.2.3)

Be) = T = ().

Puisque ¢ est holomorphe dans D dans lui méme et w € D tel que p(0) # w, alors
|Y(2)] < 1 et p(0) # 0, I'inégalité 3.2.3 devient :

1 —wp(0)
10 <050
v w— (0)
comme ¥ (z) = 0 si et seulement si p(z) = w, on a 'inégalité. O

Corollaire 3.2.8. Pour toute fonction ¢ : D — D holomorphe, on a :

1 1
Ny(w) < L+ 1¢(0] log —.

~ 1= lp0)] 7 fwl
Démonstration.

On a :

alors

IN

w — ¢(0)
1 —wp(0)
log |w|?
w — ¢(0)
1 —wp(0)
1—fw]?
(1= [w]?) (1 = |p(0)*)
|1 —wp(0)[? < L4 1p(0)]
1— fwl? 1 p(0)

log ‘

2
N

IN

IN
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D’ou

]

La fonction de comptage de Nevanlinna vérifie 'inégalité de la moyenne dans le

théoréme (3.2.10). Pour le montrer nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.9. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe avec 1 (0) # 0,
si 0 < R < [9(0)| alors

N,(0) Ny(2)dA(z).

< —
R Jro
Démonstration.

Supposons f une fonction holomorphe dans D avec f(0) # 0. Soit (a,) la suite des
zéros de f, la formule de Jensen est :

T 1 [7 4
> tog =5 [ loglfre)iap ~logl/O)], 0<r <1

Les termes de la somme du premier membre de ’équation sont tous positifs, alors

log | £(0)] < / log | £(re®)|do.

—Tr

Si w € D, alors pour f(z) = z — w l'inégalité précédente devient :

1 [7 :
log |w| < —/ log [re — w]|dd,
2m

—T

pour tout 0 < r < 1.

Par intégration sur 'intervalle [0, R] par rapport a la mesure 2R~2rdr, on obtient :

1
log |z] < —/ log |z — w|dA(w). (3.2.4)
R? Jpp
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Opérateurs de composition sur I'espace de Hardy

Soit

pour tout 0 < r < 1, avec {z;} Pensemble des zéros de 1.

Ensuite, la formule de Jensen pour f =1 — w est

1 [ 4
Noolw) = 5 [ loglotre")lds ~loglu(0)], 0<r <1

Intégrons les deux membres de cette identité par rapport a la mesure de probabilité
R72dA(w) on obtient :
L Ny w)dA(w) = 1/W i/ log [12(re®) — w]dA(w) ) 6 — log [1:(0)
R2 D h,r - 9 R2 g g )

- RD

Utilisons 1’équation 3.2.4 avec z = 9(re'), on trouve que pour tout 0 < r < 1,

1 L[ :
5 | Mortwaat) = 5 [ logjure”)jdo ~tog (o)

= Ny (0).
Puisque, pour tout w € D
Ny (w) = Ny(w) quand r—1
ce qui termine la preuve. 0

Théoréme 3.2.10. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe avec
©(0) =0, alors :
N < [ Now)dAw)
R D(z,R)

pour tout disque de centre z et de rayon R, tel que D(z, R) C D\ D(0, %)

Démonstration.

Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe avec p(0) = 0. D’aprés les lemmes 3.2.9

et 3.24 0n a:
1
Ny(2) = Ny.op(0) < 2 Nj.op(w)dA(w)
D(0,R)
1
= — Ny(pz(w))dA(w)
R? Jpor
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Opérateurs de composition sur I'espace de Hardy

_ 2o
et 0 < R < [g(p(0))] = || < 1.
On pose :
¢ = ¢.(w),
alors
w = ¢z(€)>
et
dA(w) = [¢.(¢)IPdA(C)
(=177
[ e |

Notons aussi que si w € D(0, R) alors € ¢, (D(O, R)) C D(z, R).
Donc

dA(C)

1 (1—12[?)°
Ny(z) < —/ N(CQ) | "=
‘P( ) R D(z,r) ‘P( ) [ |1 - ZC|4
Si |z] > 1/2 > R, d’apreés le lemme 4.3.3 de [42]| on a :

2
V) S [ N0

]

J.Shapiro dans [38, 39| a caractérisé la compacité des opérateurs de composition

sur I'espace de Hardy H?(ID) en utilisant la fonction de comptage Nevanlinna.

Théoréme 3.2.11. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe, alors

C, est compact sur H*(D) si et seulement si

N,
i e _
|| —1- 1
log —
|w]
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Opérateurs de composition sur I'espace de Hardy

Démonstration.
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe.
1)Supposons que
lim Ny (w)

1
|w|—1— 10g Twl

=0,

on montre que C,, est compact sur H*(D).
Soit (f,,) une suite de fonctions de H?(ID) qui converge uniformément vers 0 sur tout
compact de .

D’apré le théoréme de la convergence faible, il suffit de montrer que :
[Cofull = 0.
Soit € > 0 donné, de I'hypothése de IV, on choisit 0 < r < 1 tel que :

1
Ny(w) < elog —.

|w
Comme f,, — 0 uniformément sur tout compact de ID, on peut choisir n. tel que
|fn] < e sur rDU{p(0)}, Vn > n..

Alors pour tout n, on a :
ICofal? = 1fulo(O)) + / n / £ () 2N, (w)d A (w)
rD D\rD

< 5+51%NAwMA@O+A&DMﬂ@Pbg%ﬁA@0

e [ NowidAw) + [ 1) Plos o dA(w)

|wl
= e+ llalP + Sl = fale(OD)

5—1—5—1—5—25
2 2 7

N

N

Donc

ICofull = 0,

ce qui montre la compacité de Cl,.
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Opérateurs de composition sur I'espace de Hardy

2)On suppose que C,, est compact sur H?(D) et on montre que :
1
N,(w) = o(log m) quand |w| — 1~
w

qui est équivalent & :
Ny (w) _

lwj—1- 1 — |w|

Pour a € D, le noyau reproduisant normalisé est :

fa(z) = 1;’642

1—az
Comme || f.|| = 1, Va, et f, — 0 uniformément sur tout compact de D quand

la| — 17, on obtient :

lim |[Cyfal =0
la]—1

Puisque ¢,(z) = est un automorphisme de D, pour tout a € D, alors :

1—az

Ncp(qba(w)) = N¢a0<ﬂ(w)7 Vw € D

Appliquant la formule de changement de variable (le théoréme (3.2.6)) et 1'in-

égalité de la moyenne (le théoréme (3.2.10)), on obtient :

ICLal? > / 1w |N w)dA(uw)

|1 — aw|4
2laf*

- 0 IR A,

Posons W = ¢,(w), on a :

Conl? = 20 [ VoW aaon)

1—af?
2|af?
- 1 _ |a|2/N¢a°<P (W)
2|af?
1— |a|2 / N¢a0<,0 (W)
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Opérateurs de composition sur I'espace de Hardy

En appliquant I'inégalité de la moyenne a l'intégrale précédent, avec

¢ = ¢a ° @,
on obtient :
2[al?
Cofull? > 4—""_N, ..(0
H LPf H — 1 — ‘G/P Pa SO( )
8lal* N,(a)
1+ al1—lal

On notera que dans la premiére ligne de I’équation précédente, I'application de

1
I'inégalité de la moyenne sur le disque §]D) nécessite que

Gule )] > 5

Mais |¢4((0))] — 1 quand |a| — 17, alors cela reste vrai pour tout a .

Par conséquent, pour toutes ces a,

N,
Hc<pfaH2 > C1 §0<’a)|, oll ¢ constant.
—la

Comme la compacité de C, implique que ||C, f,|| — 0 quand |p| — 17, alors la

derniére inégalité donne I'estimation souhaitée de la fonction NV,,. O
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Chapitre 4

Estimations de la fonction de

comptage généralisée de Nevanlinna

Dans ce chapitre, nous allons étudier les opérateurs de composition sur I'espace de
Dirichlet. Nous allons nous intéressés plus particuliérement a la fonction de comptage

généralisée de Nevanlinna associée aux symboles.

4.1 Espace de Dirichlet et fonction de comptage gé-

néralisée de Nevanlinna

Dans cette section nous allons définir les espaces de Dirichlet et la fonction de

comptage généralisée de Nevanlinna associée aux espaces de Dirichlet.

4.1.1 Espace de Dirichlet

On pose :
dA.(z) = (1 + a)(1 — |2])*dA(2), zeD,
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Estimations de la fonction de comptage généralisée de Nevanlinna

ou dA(z) = dzdy/m, z = x + 1y.

Les espaces de Dirichlet sont définis par :
D, = {f € Hol(D) : [|£]1% = | £(0)]? +/ | (2)PdAa(z) < 00} ~
D
Notons que si :

f(z) = Z a,z"

o

If15 = D (1 + ) anf.

n=0

alors

(Voir proposition 4.1.1)

Notons que si a = 1, D; = H? est I'espace de Hardy et lorsque o« = 0, Dy = D

est I’espace de Dirichlet classique.

On désigne par A < B, s’il existe une constante absolue ¢, telle que :
A<c¢B
A =< B signifie que A S Bet B S B.

Proposition 4.1.1. Soit f € D,. Si f(z) =Y ", anz" alors

If15 = D (1 + ) anf.

n=0

Pour la preuve de la proposition nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1.2. Soit n un entier positif et 0 < r < 1, alors

1
1
/0 r™( r)*dr CFSIEE

Démonstration.

Soit n un entier positif et 0 < r < 1.
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Estimations de la fonction de comptage généralisée de Nevanlinna

1 1—1 1
/ r*(1—r)%dr = / r(1—r) 0 dr 4 / r(1 —r)dr
0 0 1—1

I
3A
-
|
L
N
T
3
-
3
YammS
—
|
=
S~—
Q
S
+
—
QU
3

_ 1 1
< pl-o)
- n+1 n+2 nlte
= 1
- (n+1)1+a
(1)
1 -1
/r"(l—r)adr > / (1 —r)%dr
0 0
1 [
> — rdr
n Jo
1 [ ettt
>
-one [”*’Jo
n+1
> ; 1_1
~ (n+1)1+a n
_ 1
- (n_|_1)1+a'
[
Démonstration. (de la proposition 4.1.1)
Soit f € D,. On a :
1 2w
drdf
! 2 n—12 «
dA, = n 1 1-
Jiroraae = [ [ 1 s+ a) i - e
= 2(1+a) / z:|an|2 22 (1 — r?)*rdr
1
_ 2(1+Q)Zyan|2 2/ P2HL(] _ p2)a
= D lanPn’ g = 3l
[
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Estimations de la fonction de comptage généralisée de Nevanlinna

4.1.2 Fonction de comptage généralisée de Nevanlinna

La fonction de comptage généralisée de Nevanlinna associée a ’espace de Diri-

chlet D, est donnée par :

Npa(z)= Y (L=lw)?,  zeD\{s(0)},

z=¢p(w)
pour 0 < a < 1.

Notons que lorsque o« = 1, Ny est comparable a la fonction de comptage de Ne-
vanlinna classique que nous avons définis dans le chapitre précédent de la maniére

suivante :

N%l(z) = N«J(Z)'

La fonction de comptage généralisée de Nevanlinna joue un role essentiel dans
I'étude des opérateurs de composition. En effet, on a déja vue que J.Shapiro [38] a
caractérisé la compacité de 'opérateur de composition sur I'espace de Hardy H?(D)
par la fonction de comptage Nevanlinna, et sur les espaces de Dirichlet D,, pour
0 <a<1,il aété montré dans [27, 43] que :

(i) C, est borné dans D, < N, o(2) = O((1 — |2])*) quand |z| — 17,
(ii) Cy, est compact dans D, < N, o(2) = o((1 —|2])¥) quand |z| — 1".
Dans la suite de notre travail, on aura besoin des lemmes suivants. Le premier

lemme donne la formule de changement de variable en terme de la fonction de

comptage de Nevanlinna généralisée, voir [38, 39].

Lemme 4.1.3. Pour 0 < a <1, soient @ une fonction holomorphe dans D et f une

fonction mésurable sur D, alors :

/D (f 0 D)D) (2)PdAa(z) = (1 + a) / F(2)Npal2)dA(2).
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Estimations de la fonction de comptage généralisée de Nevanlinna

Démonstration.

On suppose que ¢ n’est pas constante.

L’ensemble Z = {z € D : ¢/(2) = 0} est dénombrable et D\ Z peut s’écrire comme
une union des rectangles disjoints R; ou sur chacun d’eux, ¢ est biholomorphe. On
note par v¢; l'inverse de la restriction de ¢ sur R;.

Par la formule de changement de variable usuel, avec z = 1;(w), pour tout j on a :

/R_(fw)(Z)ISO’(Z)\QdAa(Z')=(1+a)/ Fw)[1 = (w)[*dA(w).

»(R;)

Par sommation sur j, on déduit que :
/D\Z(f 0 ) (2)|¢'(2)|*dAa(2) = (1 + ) /D f(w) (Z X;(w)[1 — @Dj(w)I“) dA(w).

O x; est la fonction caractéristique de 'ensemble p(R;).

L’ensemble Z est dénombrable donc il est de mesure nulle, le premier membre

de I'équation est égale a :

/D (f 0 D)2 (2)PdAal2),

et aussi le terme qui est entre parenthése du second membre de 'équation est N, o (2).

O

Le deuxiéme lemme nous affirme que la fonction de comptage géneralisée N, ,

vérifie I'inégalité de la moyenne [27] comme dans le cas de Hardy (théréme 3.2.10).

Lemme 4.1.4. Soit 0 <a < 1. 5i ¢ : D — D est une fonction holomorphe, alors

Cc

Npalz) < & / Noo(w)dA(w), ceRY,
r D(z,r)

pour tout disque D(z,r) tel que D(z,7) C D\ D(0, 3).
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Estimations de la fonction de comptage généralisée de Nevanlinna

Démonstration.

Soit w(z) = (1 — |2]?)*, on a :
lim w(z) =0
|z| =1~

par le théoréme de Green, pour tout A € D nous avons :

W) = 5 [ Aw)og| T
1

1 XZMZ)
= 5 | AwE) oo WidAE)

z4+0
9:(0) = 14726

Puisque w est concave et décroissante alors :

Aw(r)) = A(w(2)) = w'(r) /r +w"(r) <0,
pour 0 < a<1,ona:
1 -1
5¢<AZ>:< / A(w(2)) log |62 (A)]dA(2)
_ _% / Alw(2))( Y ~loglé; (V)dA(2).

p(N)=¢
Comme ¢(A\) = ¢ si est seulement si ¢ o ¢, (¢, 1(N\)) = ¢, on a dans ce cas :

Noa€) = =5 [ AW Nws. (©)A(),
New ()= 3 lomgy

podz(N)=C
Donc

1 1
Nool©) £ =5 [ A@ENG [ Mo aAOAC)
1

- 2 Dm[—% / A((2))N gos. (N)dA(2)dA(N)

1
= = Ny o(A)dAN).
= JD(¢r)
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4.2 Lien entre la fonction de comptage généralisée

de Nevanlinna N, , et D(¢")

L’estimation de la fonction de comptage généralisée de Nevanlinna N, , s’avére
compliquée en générale.
Dans ce qui suit nous allons donner une majoration de la fonction de comptage
généralisée de Nevanlinna par la normes des itérées de symbole ¢, ce qui va nous
permettre de construire quelques exemples d’opérateurs bornés et compacts dans

I’espace de Dirichlet D,.

Plus précisément, on pose :

Do) = [ 1FIFaAC).
Nous allons montrer que pour 0 < o < 1,
Npa(l=1/n) S Do(™),  n>1, (4.2.1)
pour une certaine constante ¢ > 0.

Théoréme 4.2.1. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe.
Alors pour 0 < a < 1,
(i) C, est borné dans D, <= Nyo=O0(1—|2|)*, |2|—=1".

(it) C, est compact dans D, <= Ny =o0(1 —|2])*, |2| = 1.

Démonstration.
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe.

(i) <) Soit Ny, o = O(1—|z2|)*, |2| = 17, avec le changement de variable utilisé dans
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le lemme 4.1.3 on a :
IC(HIIE = \f(so(O))IQ+/DI(f’ow)(Z)\leD/(Z)IZdAa(Z)
= \f(0)|2+(1+0<)/D!f’(Z)\2Ngo,a(2)dA(Z)
< |f(0)|2+0(1+0z)/D|f’(Z)I2(1—IZIQ)"‘dA(Z)
= |G

=) Supposons maintenant que C,, est borné dans D,. On considére la fonction test

donnée par :
1— |\
F(z) = A
(1= A2)

on a, d’aprés le lemme (2.5) de [27]

Az € D.

| Ex]lp, =< 1.
Donc
Du(Co(F) = / | (Fa((w)) PdA ()
~ (1+a) / |F(2)| N (2)dA(2)
- ) 2\2—« Nya(z) -
< (- /D—|1_Xz|4dA<>

a-pppe Noale) a2

(A1l 1 — Azft

v

> a-PR7e [ Nea()aA)
DR

Npa(N)

> =N 7
= Pa-pp)e

oll ¢q, co sont indépendants de A.
De la derniére inégalité de la moyenne (Lemme 4.1.4) (lorsque [A| — 17 ).

Nous concluons que :

N, .\
sup 220 < dup €L (RIE < G, sup | B2
xeb (1 —[A[2) AeD AED
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qui est borné par 'hypothése (C, borné dans D,) et grace au fait que ||F)|p, < 1.
(ii)(«) Soient N,, = o(l — |z])*,|z] — 1~ et (fn), une suite dans D,, qui
converge faiblement vers 0. Il suffit de montrer que :

1Co(f)lla = 0,1 = oo.

La convergence faible de f, vers 0 implique que f,(z) — 0 et f/(x) — 0 uniformé-
ment sur tout compact de ID.
Soit € > 0, il existe p. € (3,1) tel que :
Nyo <e(1—1z])%, pour p. < |z| < L.
Par changement de variable on a :
ICo(fullla = | falp(0))* + /D |(fr 0 0)(2) ¢ (2)|*dAal(2)
< 1OF + (1 +a) [ 1FEFNa()AG)
< UBOF+ [ RO e [ RER - R aAC)
Pe ¥

D)|p<D
< BOP+ [ 1R Naa(dAR) +
peD
Nous avons f/(z) — 0 uniformément sur le disque fermé p.D, donc
1Co(fu)lla = 0, quand n — oo.

=) Supposons que pour 5 > 0, la suite A, € D tel que |\,| = 1~ et

th,a()\n) Z 6(1 - |/\Tl|>a7

on a la fonction test
(1= A )" 2
(1—A2)

(C’est une suite bornée dans D,,, qui converge faiblement vers 0. En effet, elle converge

fn(z) =

, pour =z € D.

uniformément vers 0 sur tout compact, on a dans ce cas :

nR

(1= )72 <201 = A, )72
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D’autre part, par le changement de variable et I'inégalité de la moyenne, on conclut

que :

Moo’ = / | (Fulplw)) PdAq(uw)
Noale) g4(,)

= (1= \]?)?*° .
(1= [Aal%) NS wr

> al=)rr [ Nea()AR
g
NpwA)
> @, a\\n
= Ca-apy
2 CQﬂa

oll ¢q, co sont indépendants de n.

Donc C, n’est pas compact, d’ott la contradiction. O

Théoréme 4.2.2. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe et soit o € (0,1]. Alors

il existe ng € N tel que pour n > ng on a :

Set

1+«

1

Da((pn—"_l)’ n — 1

Nw,a(z) <

<1—|z <

SRS

Démonstration.

Soit ny € N assez grand de sorte que si n > nq, alors
D(1-1/(n—1),1/2(n+ 1)) C D\D(0,1/2).

Pour n > ny, supposons que 1/n <1 — |z| < 1/n — 1, alors par le Lemme 4.1.4, il

résulte que :

Noo(2) < 2x4(n+ 1)2/ Ny o(w)dA(w)
D(z,1/2(n+1))
‘w‘Qn

— 8(n+1)? / N () A ()
D(,1/2(n+1))

‘w‘2n

IN

8(n + 1)2[ sup |w|_2"} / Ny o(w)|w[" dA(w).
D(2,1/2(n+1)) D(z,1/2(n+1))
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Il est facile de voir qu’il existe ng > n; assez grand de sorte que pour tout n > ny,

sup  |w|7? < e
D(2,1/2(n+1))

Donc,

Npal2) 58<mu>/ N () " dA(w)
(2,1/2(n+1))
< (n+1) / w)|w*dA(w).
D’autre part, par le lemme 4.1.3 il découle que :

/Nm w2 dA(w /w Pl PrdAa(n).

’ n n — 1'

En conséquence de ceci, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 4.2.3. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe et soit a € (0, 1], alors :
(i) Si Do) = O(1/n%) alors Cy, est borné sur D,,.

(it) Si Do) = o(1/n%) alors Cy, est compact sur D,,.

Démonstration.

La preuve du corollaire découle des Théorémes 4.2.2 et 4.2.1. O

Dans ce qui suit, on se propose de donner une autre preuve de celle donnée par
El-Fallah, Kellay, Shabankhah et Youssfi dans [19], dans le cas de Dirichlet (o = 0)

voir Corollaire 4.3.4.
On considére la fonction test donnée par :

=P
Pz) = (1-Xz)

Nous rappelons le lemme suivant ([19]).

Az eD.
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Lemme 4.2.4. Soit ¢ € D, telle que (D) CD et 0 < a < 1. Alors
(i) C, est borné sur D, <= supycp ||[F) 0 ¢lla < 00.

(ii) C, est compact sur Dy <= limy_1- ||Fao¢lla = 0.

Les résultats trouvés nous permettent de redémontrer le corollaire 4.2.3.

Deuxiéme preuve du Corollaire 4.2.3

On suppose que ¢(0) = 0.
Si Da(¢™) = o(1/n%) alors

Da(Co(Fy) = / | (Fy(p(w)) PdAq(w)

V22— |’ (w)? w

< all=epe [ G2 A )

< eall= PP AR [ ) et s (o)

< o= PR (1 AP D)

S Y e I D RO PRI O S CE T i |

= o(1), |\ -1

ol ¢y, c9, c3 et ¢4 sont des constantes positives.

Dans ce cas U, est compact, pour la bornitude c’est la méme preuve.

On associe a toute fonction ¢, la fonction de comptage

ny(z) = card{w : p(w) = 2}

c’est le nombre de zéros de la fonction (¢ — z). Rappelons aussi que N, o = n,.
Nous obtenons une majoration de n, par la norme dans Dy des itérées de ¢. Plus

précisément, nous montrons dans la section suivante que :
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inf  ny(2) <D™ (4.2.2)

1 1
mﬁl—MSg

4.3 Lien entre la fonction de comptage de Nevan-

linna n, et D(¢")

Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.3.1. Soit p : D — D une fonction holomorphe. Alors

64

np(2)dA(z) < —————Do(™), m > 2.
/%SW SNAR) S i Dale™ ),

Démonstration.

Comme N, = n,, d’apres le lemme 4.1.3 on a :

Do(™) = (m+1)? / ()L™ (2)PdA()
= (m+17 [ ngw)uPrdAw

> e [ mw)PmdAw)
1— = <Jw|<1

12m
> (m4+1)%(1 - — n,(w)dA(w
> (m+ 12 >/1;§|ng””

m

> e m+ 1)2/ ny(w)dA(w), m > 2,
1--L<jz<1

donc

IN

/1 L eAC)
h ]

Le résultat suivant est le théoréme principale dans cette section, il donne le lien

entre le comportement en moyenne de n, et la norme des itérés de ¢™.
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Théoréme 4.3.2. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Alors

4
inf ny(z) < e—Do(gomH), m > 2
1— 2 <[2]<1- 15 s
Démonstration.
On a l'inégalité suivante :
/ (AR 2 s it n(e)
ne(z 2) > — in ny(2).
1-L<lz|<1 ? (m+1)% 1-L<pzj<i- 24 7
Alors d’aprés lemme (4.3.1), pour m > 2 on a :
1 2
inf ny(z) < M/ ny(2)dA(z)
1- <zl Ay T 1-L<pz|<1
(m+1)2 ¢ .
< Do(™*
S T Tampe)
ot
< —DO(QOerl).
v

La fenétre de Carleson est définie par :
W((,0) ={z€D:|z| >1-6; |arg(Cz)| <6}, (eT.
Pour ¢ € T et 6 € (0,1), on pose :

N(C,0) = / i (w)dA(w).

W(¢,6)

Pour la suite on a besoin du lemme de Zorboska [43, 27] suivant :

Lemme 4.3.3. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Alors
(i) C, est borné sur D <= sup.cp N((,0) = 0(6%) 6 — 0.

(i1) Cy est compact sur D <= sup.cr N(¢,0) = 0(6%) 6 — 0.

D’aprés le lemme 4.3.2 et le lemme 4.3.3 on obtient le résultat suivant, qui a été

démontré par El-Fallah-Kellay-Shabankah-Youssfi [19].
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Corollaire 4.3.4. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Alors
(i) Si Do(¢") = O(1) alors C, est borné sur D.

(ii) Si Do(¢™) = o(1) alors C, est compact sur D.

Démonstration.
Supposons que Dy(¢") = O(1). Soit § > 0 et soit m > 1 tel que 1/(m+1) <6 < 1/m.

D’aprés le lemma 4.3.2 on a :

CeT

sup N (¢,0) < /1_1<| » ny(2)dA(z) = O(1/(1 +m)?) = O(8?).

Le lemme 4.3.3 nous permet de conclure.

Pour la compacité c’est la méme preuve.

O

En 2015, Li-Queffélec-Rodriguez-Piazza ont montré que ce résultat est optimal
dans leur article intitulé "Two results on composition operators on the Dirichlet
space' et qui a parue dans "Journal of Mathematical Analysis and Applications"

29].

4.4 Exemples

Rappelons que pour f € H?, la limite radiale f* de f est donnée par :

(") := lim f(re™).

r—1—

D’apreés le théoréme de Fatou, la limite radiale f* existe presque partout sur T.
Notons que log | f*| € LY(T).

On rappelle qu'une fonction f est dite éxterieure si

d
g 70} = [ 1081 (0155
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Dans ce cas, f a la représentation intégrale suivante :

—exp/<+2 )|’dd z € D.

Soit K un ensemble fermé de T, et soit Q € C'([0.27]) telle que Q(0) = 0 et

/T Qd(¢, K))|d¢| < .

La fonction distance correspondant a ) et K est une fonction éxtérieure ¢q g satis-

faisant ’égalité suivante :

lpar(Q) = e HUCED  pp sur T (4.4.1)
Ainsi
d
@Q,K(Z)ZGXP/Dng (d(¢, K))';;' z € D.

Si ) vérifie la condition de Dini

alors la fonction ¢q x appartient a l'algébre du disque [26, p105-106]. Dans ce cas
on a |¢o k(z)| <1 et Pensemble des point de contact de g k sur le cercle coincide
avec K, cela signifie que :

lpa x| =1 sur K.

Rappelons d’abord la construction du Cantor généralisé sur T.
Soit Ko =T et g = 2.
Soit (an)n>1 une suite décroissante de réels positive avec a; < 1/2. Nous enlevons
lintervalle de longueur a; du milieu de Ky, on obtient deux intervalles de longueur
/1 qu’on notera Kj.
Puis nous enlevons encore une fois deux intervalles centrés de longueur a, de chaque

intervalle de K. Soit K, I'union de 22 intervalles qui restent chacun de longueur
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l5. A la n’iéme étape nous aurons un ensemble compact K, de 2" intervalles de
longueur /,,. Notons que

2€n +a, = gnfl.

Le compact

est appelé le Cantor généralisé.

Il est facile de voir que K a la mesure de Lebesgue nulle si et seulement si

i onlg, = 2.
n=1

il est a remarquer que, lorsque ¢, = (1/3)", K est appelé le Cantor tri-adique.

Soit t > 0. Pour K un ensemble fermé de T, le t—voisinage de K est donné par :

K, ={CeT:d(¢K)<t}.

Pour les ensembles de Cantor généralisé nous avons une estimation de | K| donnée

par la proposition suivante ([17]) :

Proposition 4.4.1. Soit K le Cantor généralisé associé a la suite (ay,)n. Si

An+1 1

Ak = igll) o <3 (4.4.2)
alors
| K| = O(t'x) t—0 (4.4.3)

ot puxg =1 —log2/log(1/\k).

Démonstration.

Soit t € (0, apl, on choisit n tel que a,, <t < a,_;. alors

K| < 2"(ay + 2t) < 3.27¢,
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et aussi
10g12 a,O 1 1(()g12 )
2n—l — 10%(@) < A ! W
(ATIL(_1> — ( t ) 9
donc
|Kt| < C((lo, )\K)tl—logZ/log(l/Ak)'
L’ensemble de Cantor classique K correspond a pux = 1 — log 2/log 3. O

Pour ce qui suit on aura besoin du théoréme suivant, qui est donné dans [17]

dans le cas a € (0,1], et dans [18] dans le cas ou a = 0.

Théoréme 4.4.2. Soit o € [0, 1]. Soit K un ensemble fermé de T qui vérifie (4.4.2).
Soit Q : [0,27] — R™ une fonction croissante telle que t — Q(t7) est concave pour

v >2/(1 —a). Soit fo une fonction extérieure vérifiant :

fo(Ol=d((,K)  pp sur T,

alors

Du(fa) < (o, K) / QL (d(C, K)d(C, K)*+dc].

Lemme 4.4.3. Soit K un ensemble fermé de T et h : [0,71] — Ry une fonction

mesurable on a : X
[ ¢ i = [ noieloar,
T 0

ot Nk(t) = 22]- X{>2, 0 <t<m, avec 7/K = U;l;.
Notons que si h(t) = xjo,g) alors :

| it = [ 1 1) < 6y = 155

En particulier 0N (0) < | Ky

La formule enoncé dans le lemme suivant nous permet de calculer explicitement

la norme pour la fonction extérieure ¢q k.
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Lemme 4.4.4. Soit a € [0,1]. Soit K l’ensemble fermé de T qui vérifie (4.4.2) et
soit 2 : [0,27] — R une fonction croissante telle que t — Q(t7) soit concave pour

v >2/(1—a). Alors
Dolpax) < c/27r Q' (t)2e 2201 K| dt,
0
avec ¢ une constante positive.
Démonstration.
Soit o € [0,1]. Soit K V'ensemble qui vérifie (4.4.2) et soit §2 : [0,27] — R une

fonction croissante telle que ¢t — €(¢7) soit concave pour v > 2/(1 — «). Soit la

nction extérieure g g isfaisant 1’égalité :
fonction extérieure pq x satisfaisant 1’égalité

—Q(d(¢,K))

oo Q)] =e pp sur T.

Alors, d’aprés le théoréme 4.4.2 on a :
Dalpn) < ¢ | QG K)e MR, K|,
et d’aprés le lemme 4.4.3 on a :
Dulpas) Se [ 0P 00K
0

avec ¢ une constante positive. O

4.4.1 Exemples d’estimations de la fonction de comptage gé-

néralisée de Nevanlinna

Dans ce paragraphe nous allons donner quelques estimations de la fonction de
comptage généralisée de Nevanlinna associée a la fonction distance donnée dans la
relation (4.4.1), ce qui nous permet de donner quelques exemples d’opérateurs de
composition bornés et compacts sur les espaces de Dirichlet par le corollaire 4.2.3.

Commencons par le cas de 'espace de Hardy (a = 1).
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Lemme 4.4.5. Soit K un ensemble fermé de T et soit Q) : [0, 27] — RT une fonction

croissante telle que Q(0) = 0. Soit ¢ = pa K, alors
. =) Q(e)
No(2) S inf{|K.| + e 2501}, ]z < 1.
£

Démonstration.

Soit € > 0. Par le lemma 4.2.2 et pour
1/n<1—12|<1/(n—1), ou n>2
on a :

N (Z) < 6_2(n+1)9(d(<7K))@
? ~ 2m

_ / o)) L / o—2n o) 961
CeK. 2 CET\K. 2

< |Kg| +6—2(n+1)9(5)‘

]

Théoréme 4.4.6. Soit K le Cantor généralisé associé a la suite (ay), vérifiant

(4.4.2) et soit Q(t) = t° telle que B > ug, alors
Ny(2) = O((1 = [2))/P(log 1/(1 — |z))*=</%),  |z| = 1~

Démonstration.

D’aprés (4.4.3) et le lemme 4.4.5, on obtient :
_ 255
Ny(z) S in(f){e‘”‘ + e -} |z| < 1.
e>
11 suffit de choisir £° = (1—|z])(log1/(1 — |Z|)M</B). ]

Pour le deuxiéme cas, on considére I'espace de Dirichlet D, ot 0 < a < 1.
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Théoréme 4.4.7. Soit 0 < o < 1. Soit K le cantor généralisé associé a la suite
(an)n qui vérifie (4.4.2) telle que o+ pg > 1.
Soit Q(t) = t° telle que B < min{(1 — a)/2,a + px — 1}. Soit ¢ = pq x, alors

Npa(2) = O((1 = [o])letme=) - (2 — 1),

Démonstration.

Soient 0 < a < 1 et K le cantor généralisé associé a la suite (ay,), qui vérifie (4.4.2)
telle que o+ px > 1. Soit Q(t) = t* telle que B < min{(1 — a)/2, a + pux — 1}. Soit
Y= PoK-

Car 8 < (1 —«)/2, il existe v > 2/(1 — «) telle que Q(¢7) soit concave.

Notons que :

Da(@?},f{) = Da(ﬁan,K)

Ainsi, par le lemme 4.4.4 et la relation (4.4.2)

Da(SDE,K) = Da(‘PnQ,K)
Q/(t>2ta’Kt|€72nQ(t)dt

< 02n2 yPratux=1)/8 —nu .,

/Ov

27 s
0
/0'

= O(1/nlotr=b/8y,

Le théoréme 4.2.2 nous permet de conclure.
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4.4.2 Exemples des opérateurs de composition de la classe de

Hilbert-Schmidt

Dans ce qui suit, nous allons donner des exemples d’opérateurs de composition
de la classe de Hilbert-Schmidt.
Soient H un espace de Hilbert et 7" un opérateur défini de H dans H. On dit que T

est un opérateur de Hilbert-Schmidt si pour toute base orthonormale (e;)°, de H

on a :
[0.9]
Z | Ten|* < oo.
n=0
La norme ||.|| est la norme associée au produit scalaire de H.

On désigne par Sy(H) la classe d’opérateurs de Hilbert Schmidt.

Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.4.8. S0it 0 < o < 1 et soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Les

assertions sutvantes sont équivalentes,

(i) C, € S3(D,

. Do (™
(i1) ; 1t n)i—e < 0
¥ (2)I?
(1i1) A EPEEEED dA.(z) < 0
Neeo (2) dA(z) < oo

Démonstration.

Soient ¢ : D — I une fonction holomorphe et 0 < o < 1.
Nous allons montré I’équivalence entre (i) et (ii).

Soit

1—a

en=2"/(14+n)2 .
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Puisque (e,)72, une base orthonormale de D, et Cy(e,) = ¢"/(1 + n)z", alors

C, € S3(D,) si et seulement si

N 2 _ 5 _leOF" S~ Dale")
DGl = 3 g e <

n>1 n=1

Notons que

< o0

P le(0)
2 (1+n)t= 7 (1= p(0))

n>1

Ensuite nous montrons I'équivalence entre (i) et (iii). On a :

o0

Z (Da(90n> - /DZ(l+n)1+a|<'0(z>|2n_2|¢,(z)|2d14a(2)

n=1 1+ n)l_@
' ()]
= dA.(z).
/]D) (1= lp(2)[?)>*
Enfin, 'équivalence entre (iii) et (iv) découle du lemme de changement de variable

4.1.3. [l

Le résultat suivant a été démontré par El-Fallah, Kellay, Shabankhah et Youssfi
dans leurs article intitulé "Level sets and Composition operators on the Dirichlet

space" en 2011 [19] dans les espaces de Dirichlet o av = 0.

Théoréme 4.4.9. Soit 0 < o < 1. Soit K le cantor généralisé qui vérifie (4.4.2), et

soit 2 : [0,27] — R une fonction croissante telle que t — Q(t7) soit concave pour

v>2/(1—a).
St
Lo,
alors
CSOQ,K € SQ(DQ)
Démonstration.

D’apres le lemme 4.4.8 et le lemme 4.4.4, on a :

2
Do(pa,x) < C/ Q(t)? e 220 2| K, | dt.
0
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Car ¢ x = ¢na K, on obtient :

/D( |90/QK(Z)|2 ) iw

1 — [pa r(2)?)2r —~ nl=

1 0o
< ¢ / Q/(t)2 ta|Kt| Z nae—QnQ(t)
0 n=1

' () a
02/0 [1— e200]2+a 1Ky dt,

ol ¢; et co sont des constantes positives. Notons que :

1 —e 20 < (1),

on obtient :
P,k (2)[°
: dA,(z) < oo
f T T e
Donc et d’aprés le lemme 4.4.8 C,, . € S3(D,). O
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