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Résumé

Cette these, est consacrée a I'étude d’effet pratique de deux nouvelles
techniques pour la compression et le débruitage d’images. On commence par
un survol sur la théorie des signaux, ou on rappelle I’analyse de Fourier et la
transformée en ondelettes. Ensuite, on démontre par une étude théorique ap-
profondie et détaillée sur I’analyse multirésolution, que ’on peut construire
des variétés des bases orthonormées d’ondelettes telles que : la base d’on-
delette de Haar, la base d’ondelettes de Daubechies, la base d’ondelettes de
Coifman, la base d’ondelettes biorthogonales et la base de paquets d’onde-
lettes, on démontre également, que cette étude se prolonge au cas multidi-
mensionnel. Puis, on propose une nouvelle méthode (HDS), permet d’obtenir
une base orthonormée d’ondelettes caractérisée par des avantages par rap-
port aux autres bases d’ondelettes. Apres cela, on propose aussi une nouvelle
méthode pour la compression et le débruitage d’images basée sur une nouvelle
fonction de seuillage des coefficients d’ondelettes.

Finalement, on compare par des criteres informatiques d’une part, la per-
formance pratique des techniques de compression d’images telles que : JPEG
2000 et HDS. D’une autre part, l'efficacité de la méthode proposée et les
méthodes classiques de seuillage.

Mots-clés : Analyse de Fourier, ondelettes, analyse multirésolution, hy-
bridation de I’espace de détail, Seuillage dur et doux, compression et débruitage
d’images.
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Abstract

This thesis is devoted to the study of the practical effect of two new tech-
niques for images compression and denoising. We begin with an overview of
the signal theory, where we recall the Fourier analysis and the wavelet trans-
form. Next, we demonstrate through a theoretically and detailed study on
the multiresolution analysis, that we can build from it varieties of orthonor-
mal wavelet bases such as : the Haar wavelet basis, the Daubechies wavelet
basis, the Coifman wavelet basis, the biorthogonal wavelet basis and the wa-
velet packets basis, we also prove that this study can be extended to the
multidimensional case. Then, we propose a new method (HDS), permits to
obtain an orthonormal wavelet basis characterised by advantages compared
to others wavelet bases. After that, we also propose a new image compression
and denoising method based on a novel wavelet thresholding function.

Finally, we compare by informatics criteria firstly, the practical perfor-
mance of image compression techniques such as : JPEG 2000 and HDS. Se-
condly, the effectiveness of the proposed method and the classic thresholding
methods.

Keywords : Fourier analysis, wavelets, multiresolution analysis, hybri-
dization of detail space, Hard and Soft thresholding, images compression and
denoising.
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Introduction

Les techniques de compression et de débruitage d’images sont un sujet
de recherche tres important aujourd’hui, en ce qu’elles suppriment le bruit
et réduisent le poids des images volumineuses pour économiser de 1’espace
du stockage et accélérer la communication entre les étres humains via Inter-
net. Les méthodes de compression et de débruitage par transformation sont
classées parmi des techniques irréversibles, qui sont largement utilisées ces
dernieres années. Ces méthodes décomposent 1'image dans une base ortho-
normée d’une fagon a nous pouvons de mettre a zéro une grande quantité
des coefficients de décomposition sans altérer de maniere significative 1’as-
pect visuel de I'image originale. En fait, les ondelettes ont donné beaucoup
des contributions dans le domaine de compression du signal et de l'image
depuis 1985, telles qu’on peut construire des diverses bases orthonormées
d’ondelettes a ’aide d’'une analyse multirésolution, ces bases se différencient
selon leur compétence, en ce qu’elles peuvent de mettre le plus grand nombre
de coefficients d’ondelettes a zéro en respectant I'aspect visuel significatif de
I'image originale, citons les ondelettes de Daubechies [18] et celles de Coifman
[16]. Ensuite, il n’y a qu'un petit nombre des coefficients pour représenter les
informations nécessaires de I'image. La compétence de base d’ondelettes re-
vient a quelques propriétés sur les ondelettes, telles que : la compacité du
support, le nombre des moments nuls et la régularité. Mais, si I'image a
une grande singularité, alors nous serons obligés d’augmenter le nombre de
coefficients non nuls d’ondelettes pour reconstruire cette image. En réalité,
cette situation a conduit a 'émergence de I'ondelette non stationnaire [9] et
paquets d’ondelettes [12].

D’autre part, tous les différents types d’ondelettes sont liés aux pro-
priétés précédentes d’ondelettes , d’ou la réduction du nombre des coefficients
d’ondelettes dépend de la singularité de I'image. En outre, dans le cas ou la
singularité est assez grande, nous aurons un grand nombre de grands coeffi-



cients d’ondelettes nécessaires a la représentation d’image. Par conséquent,
ces ondelettes ne sont pas suffisantes pour résoudre le probleme de compres-
sion. Pour cela, notre but dépend de réponse a une des questions suivantes :
1. Y a-t-il des bases d’ondelettes dont on peut réduire le nombre de coef-
ficients d’ondelettes indépendamment de la singularité de I'image ?
2. Y a-t-elle une fonction de seuillage des coefficients d’ondelettes peut
donner une meilleure performance par rapport aux seuillages dur et doux?

En effet, ’hybridation de I’espace de détail ou en anglais HDS (Hybridi-
zation of Detail Space), ¢’est une nouvelle méthode visée a réduire le nombre
de coefficients d’ondelettes indépendamment de la singularité du signal ou de
I'image. Son principe est de choisir des matrices orthogonales suivent d'un
nombre quelconque des nombres premiers, pour construire des nouvelles bases
d’ondelettes vérifiant notre but.

D’une autre part, la fonction du seuillage qui utilise la fonction d’erreur de
Gauss et le parametre de forme dans sa expression mathématique, c’est une
nouvelle technique du seuillage des coefficients d’ondelettes. Cette technique
donne une meilleure performance par rapport aux seuillages dur et doux.

Cette these est structurée comme suit :

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions de base sur la
théorie des signaux, puis on introduit deux techniques de traitement du signal
telles que, I'analyse de Fourier et la transformée en ondelettes.

Dans le deuxieme chapitre, on étudie le concept théorique de I'analyse
multirésolution et les propriétés principales de sa fonction d’échelle, ensuite
on démontre la méthode de construction d’une base orthonormée d’ondelettes
a partir d’'une analyse multirésolution.

Le troisieme chapitre contient d’une part, des différentes ondelettes cou-
ramment utilisées dans la pratique telles que, 'ondelette de Haar, les onde-
lettes de Daubechies, Les ondelettes de Coifman, les ondelettes biorthogo-
nales et les paquets d’ondelettes. Et d’une autre part, une justification du
choix des ondelettes.

Dans le quatrieme chapitre, dans un premier temps on généralise la déf-
inition d’analyse multirésolution et ses propriétés au cas multidimensionnel,
et dans un deuxieme temps on décrit I'algorithme de Mallat pour un signal
de dimension deux.

Dans le cinquieme chapitre, on présente une nouvelle méthode de construc-
tion des bases adaptatives d’ondelettes (HDS), caractérisée par son algo-
rithme de compression. Les résultats de la simulation sous Matlab ont prouvé



la surperformance de cette méthode par rapport aux autres méthodes.

Dans le sixieme chapitre, on propose une nouvelle fonction de seuillage
caractérisée par un parametre de forme et des propriétés mathématiques.
D’apes ces caractéristiques, cette fonction peut vérifier un compromis entre
le seuillage dur et doux. Les résultats expérimentaux ont justifié la meilleure
performance de ce nouveau seuillage.

Le dernier chapitre, débute par la définition d’une image numérique et
ses différents types et différents formats, ensuite on définit la compression
d’images et quelques criteres de la performance de ses techniques, de plus
on cite des techniques de compression et de débruitage d’images fixes telles
que, JPEG, JPEG 2000, HDS et la nouvelle fonction de seuillage, enfin on
compare premierement les techniques JPEG 2000 et HDS en utilisant une
expérimentation sur une image contenant des singularités. Deuxiement, on
compare la performance de seuillage proposé avec le seuillage dur et doux.

Finalement, on complete cette these par une conclusion générale et des
références principales.



Chapitre 1

Généralités sur la théorie des
signaux

Puisque la représentation des résultats mesurés de n’importe quel phénom-
éne s’interprete comme un signal, la théorie des signaux englobe ’ensemble
des études sur le signal dans nombreuses disciplines comme la physique,
I’électronique, l'informatique, les mathématiques appliquées, ... en vue d’at-
teindre un objectif. Le traitement du signal et des images est I'une de ces
études, en ceci qu’il se concentre sur les méthodes qui permettent d’extraire
et d’analyser les informations contenues dans le signal, afin que nous puis-
sions de le débruiter et de le reconstituer. L’analyse d'un signal ou d’'une
image fait ’appel a un espace vectoriel caractérisé par une base orthonormée
dont le signal est vu comme une superposition d’éléments de sa base. Parmi
les méthodes a cet égard, citons d’'une part celles de Fourier qui sont DF'T,
DCT, elles permettent de représenter un signal en composantes fréquentielles.
D’autre part, c’est I'autre d’ondelette, qui est basée sur le parametre de la
translation et celui de la dilatation pour décomposer ce signal.

1.1 Définitions et quelques notions de base

On introduit dans cette section les définitions principales et des notions de
base concernant les signaux, et pour plus de detail et d'une étude approfondie
sur les signaux, on peut consulter [25].



1.1.1 Signal unidimensionnel

Définition 1.1 : On appelle signal unidimensionnel, toute fonction s a une
seule variable de E vers C,

(1.1)

ou E est une partie non vide de R.

Exemple 1.2 : Dans notre vie quotidienne, les exemples sont nombreux
et variés comme : un courant, une tension, une température, un son, ...
Les signaux unidimensionnels se classent en quatre types :

1. Le signal analogique : Si E est un intervalle, le signal est dit analogique
ou continu.

1a

FIGURE 1.1 — Signal analogique



2. Le signal discret : Si E' = Z, le signal est dit discret ou numérique.

FI1GURE 1.2 — Signal discret

3. Le signal échantionné : Si E = {ty,t,...,t,}, le signal est appelé
échantionné
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FI1GURE 1.3 — Signal échantionné



4. Le signal causal : Si £ = R et s(t) = 0 pour ¢t < 0, on dira que le signal
est causal.
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FIGURE 1.4 — Signal causal

1.1.2 Signal multidimensionnel

Définition 1.3 : On appelle signal multidimensionnel, toute fonction s a n
variable (n > 2) de E vers C,

s: B —

ts s(t) (1.2)

ou E est une partie non vide de R".
Exemple 1.4 : Un cas le plus simple pour n = 2, c’est ['image numérique

au niwveau de gris définie de I x J wvers lintervalle [0,255], ou I et J sont
les dimensions de cette image.



FI1GURE 1.5 — Image numérique

1.2 Quelques techniques pour le traitement
du signal

Les importantes techniques de traitement du signal sont celles qui sont
basées sur deux étapes (I'analyse et la reconstruction). Dans I'analyse, on
décompose le signal sous forme d’une somme (finie ou infinie) de fonctions
élémentaires, qui constituent une base orthonormée de 1’espace d’approxi-
mation. Dans la reconstruction, on retrouve ce signal d’apres un seuillage de
coefficients de I’analyse. Cette section présente deux techniques de traitement
du signal, I’analyse de Fourier et la transformation en ondelettes.

1.2.1 Analyse de Fourier

L’analyse de Fourier c’est le premier outil de traitement d’un signal, en
ceci qu’elle permet de représenter d’'un signal comme une superposition des
signaux simples (fonctions en cosinus et sinus), ou si le signal est périodique,
on parle d'une série de Fourier, dans I’autre cas pour un signal non périodique,
on parle de la transformée de Fourier.



1.2.1.1 Série de Fourier

Les séries de Fourier ont été introduites par Joseph Fourier en 1822. Il
a démontré qu’une fonction périodique peut étre décomposée sous forme de
série trigonométrique, chaque terme est une fonction de fréquence multiple
d’une fréquence fondamentale.

Définition 1.5 : Soient f une fonction de R dans C et P un réel srictement
positif, on dit que f est P-périodique, si et seulement si :

Ve eR, f(x+ P) = f(x) (1.3)

ot P est le plus petit nombre vérifie (1.3).
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FIGURE 1.6 — Une fonction périodique

Exemple 1.6 : Les fonctions sinusoidales, v +—— cos(2mzx) et x +——
sin(2m%x) sont périodiques d’une période P = %

Définition 1.7 : La série de Fourier d’une fonction périodique sur le segment
[—L, L], est une série trigonométrique de la forme :

—+00

Z cn(f)emi® (1.4)

n=—oo



ot les coefficients c,(f) appelés coefficients de Fourier de f, définis par
L
1 o
alf) =57 [ e iar (15)
-L

Théoreme 1.8 : L’ensemble {ei”%m, n e Z} constitue une base orthonormée
de L3 =L, L], ainsi toute fonction f € L*[—L, L] et 2L—périodique peut
s’écrire au sens de L? comme :
+00 '
f= Z cn(fleme® (1.6)
Remarque 1.9 : Si la fonction f a valeurs réells, alors sa série de Fourier
définie dans (1.4)devient comme suit :

—+00
ap ™ . T
o T il 1.
5 +;an cos(nL:E) + by, Sln(an) (1.7)
avec
L
— 1 [ty costaT )y, n=0 (18)
n =7 y) cos(nry)dy, n 2 .
iy
et
L
b=+ [ F@)sin(mTy)dy, n>1 (19)
n—L ysany Yy, n = .
—L

1.2.1.2 Transformée de Fourier

La transformée de Fourier est une extension pour les fonctions non périodi-
ques, elle s’exprime comme une somme infinie des fonctions trigonométriques
de toutes fréquences. Une telle sommation se présente sous forme d’intégrale.
En ce qui suit, on va présenter la définition et des propriétés de la transformée
de Fourier.

Définition 1.10 : Pour toute fonction f € L' (R), sa transformée de Fourier
f est définie par :

Vw e R, Ff(w) = f(w) = / flx)e ™ da (1.10)

R

10



Remarque 1.11 : La transformée de Fourier se prolonge a L*(R) par la
densité de l'espace de Schwartz S (R) dans L* (R).

Rappelons qu'une fonction f € S (R), si et seulement s’elle est indéfinime-
nt dérivable et a décroissance rapide, c’est-a-dire elle vérifie la relation sui-

vante :
f@)
14 |z

Remarque 1.12 : Certains scientifiques utilisent d’autre fagon pour définir
la transformée de Fourier, on trouve parfois l’expression :

A 1 —iwr R . —12TWwx
flw) = \/_Q_WR/f(:E)e dx ou f(w) = R/f(x)e dx (1.12)

¥n €N, lims (1.11)

Remarque 1.13 : La transformée de Fourier se généralise pour les fonctions
de L' (R™), par la formule suivante :

flw) = / f(x)e @) dg: (1.13)

ot (.,.) désigne le produit scalaire canonique dans R™.

Exemple 1.14 : En traitement d’images, on considére la transformée de
Fourier a deux dimensions, telle que :

]E(Wl,wz) = // fla,y)e @t dgdy
RQ

Proposition 1.15 : Soient f et g deuz fonctions de L' (R) N L*(R), on a
la formule de Parseval :

(F.9) = 5 (F1,Fo) (1.14)

2

d’ot en particulier, ||f||iQ(R) =L

f‘ L2(R)

Proposition 1.16 : $i f € L' (R") et f € L* (R"), on a la formule d’inver-
sion swwante :

T) = L Flw)e <) duy
@) = oo / flopeta (1.15)

11



Le théoreme suivant relie entre deux sommes infinies, la premiere construi-
te par une fonction et la deuxieme par sa transformée de Fourier. Ce théoreme
présente une formule appelée formule sommatoire de Poisson.

Théoreme 1.17 : Soient a un réel strictement positif et wy = 2;” Si f est une
fonction continue de R dans C et intégrable telle que :

C
3C >0, Ja>1, Ve eR |f(2)| < ——5
(1+ |z])
et
+00 R
> |F tmwo)| < ox,

alors, on a la formule sommatoire de Poisson suivante

+00 400
:Z f(x + na) =% ; f (muwy) e (1.16)

Avant aller a la proposition suivante, on a le besoin de rappeler la définition
suivante.

Définition 1.18 : Soient f et g deuz fonctions de R vers C, la convolution de
fpar g quand elle existe, est définie par :

(f *9)(a /fa:—t )t = /f gr—wdu  (117)

si l’on prend f et g de L' (R) ou de L* (R), la convolution est définie.

Proposition 1.19 : Soient f et g deuz fonctions de L' (R), alors la fonction h
définie par :

h=fxg (1.18)

appartient a L' (R) et on a A
= /g (1.19)
Des propriétés supplementaires et des démonstrations concernant la trans-
formée de Fourier se trouvent dans [24] .
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1.2.2 Standards algorithmes utilisés au traitement du
signal

Dans la pratique, on a deux standards algorithmes utilisent les résultats

de I'analyse de Fourier : Le premier c’est DF'T (Discrete Fourier Transform),

le deuxieme est DCT (Discrete Cosine Transform). Ces algorithmes sont
prouvés n’importe quelle la dimension du signal.

1.2.2.1 Pour un signal f unidimensionnel a N valeurs

Méthode de DFT :
Formule de décomposition :

N-1
kn
f(n)e ™~ k=0,..,N—1 (1.20)
n=0
Formule de la reconstruction :

N—
1 e
f(n) = NZF(k)eQ’”kW, n=0,..,N—1 (1.21)
kf

Méthode de DCT :

Puisque la DFT contient des coefficients complexes, on préfere la trans-
formée en cosinus discrete DCT dont les coefficients sont réels.

Formule de décomposition :

T(2n+ 1)k

F(k) = w(k) Y fln) cos(—

ou

Formule de la reconstruction :

T(2n+1)k B
Zw ) cos T), n=0,..,N—1 (1.23)
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1.2.2.2 Pour une image a M lignes et N colonnes

Méthode de DFT :
Formule de décomposition :

| MoiN-1
F(U, U) = W f(mvn)6_2m(%+%)7 (124)
m=0 n=0
onu=0,...M—1,v=0,...N—1
Formule de la reconstruction :
M—1N-1
n) = Z Z F(u,v)e®™ 0 8 (1.25)
u=0 v=0

oum=0,...M -1, n=0,...N—1

Méthode de DCT : Cette méthode est le principe de la norme JPEG
(Joint Photographic Experts Group) pour la compression d’images fixes, une
telle norme a été adoptée en 1992 et repose sur la DCT appliquée a chaque
bloc carré de dimension 8 x8 pixels dans I'image originale.

Formule de décomposition :

M—1N-1
_apanmen cos( (27;\}_1) >COS(W)a

m=0 n=0
(1.26)
ou0<p<M-1,0<g< N-—-1et

mE

-+ s p=20 \/LN St q=0
%= l<p<M-—1 1" 2 g 1<g<N-1
S1 <p< — N St >q >INV~
Formule de la reconstruction :
M-1N-1
T(2m+1)p T(2n+1)q
f(m ;gal,aq (p, q cos< Wi cos —N )

on0<m<M-1,0<n<N -1

Remarque 1.20 : En pratique, l’algorithme DF'T se calcule a l’aide d’un al-
gorithme rapide appelé FFT (Fast Fourier Transform), ot pour un signal de
N points, la complezité de calcul pour DET est de O (N?), alors que celle de
FFT estde O (NlogN).
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1.2.3 La transformation en ondelettes

Bien que la transformée de Fourier ait obtenu un grand succes tout au
long du xix® siecle dans le domaine du traitement du signal, elle ne donne que
des informations fréquentielles sur le signal, ou1 on a la nécessité d’une analyse
en temps et en fréquence. Pour cet effet, la transformée d’ondelette est concue
pour étre adaptative, elle permet d’analyser un signal a ’aide d’une fonction
(petite onde) bien localisée appelée ondelette, que I'on peut translater sur
tout le signal et que 'on peut dilater. En fait, cette ondelette est apparue en
1909 par Alfréd Haar, qui I’a définie comme une fonction a deux courtes im-
pulsions alternatives, et avec les travaux de Jean Morlet et Alex Grossmann
en 1984, le mot (ondelette) est devenue des définitions mathématiques et la
transformée d’ondelette a été adoptée comme une nouvelle transformation
d’analyse des signaux.

1.2.3.1 Définitions et quelques exemples sur les ondelettes

Définition 1.21 : Une ondelette 1) est une fonction de L* (R) vérifie la rela-
tion suivante :

/@/J(x)dx =0 (1.28)

Définition 1.22 : Une ondelette ¢ € L' (R) N L* (R) wvérifie la condition
d’admissibilité, si et seulement si :

—+00

o]

0

¥ ()

‘2
L dw < 400 (1.29)
w

Définition 1.23 : On dit qu’une ondelette ) a N moments nuls si et seule-
ment si :

/x% (x)dz =0, V{=0,..,.N — 1 (1.30)
R

ce qui équivant dans l’espace de Fourier a :

o®(0)=0,¥0=0,...,N -1 (1.31)
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Définition 1.24 : Soit f une fonction de L* (R), la transformée continue en
ondelette associée a f est définie comme suit :

a

Vz €R,Va >0, Wf(z,a) = /f(t)%w (t - x)dt (1.32)

ou z est le paramétre de la translation et a est le paramétre de la dilatation.

Exemple 1.25 : L’ondelette de Haar, c’est la premiere et la plus simple des
ondelette définie comme suit :

1 s T e O,%
v(r)=¢ —1 si ze |31
0 st x<0Oouzxz>1

lj‘ L T T T T T T T T T T T T T T T T T ]
10k — O _
L | i
T I -
T ! g
- |
r |
00 > | ® )
= I | i
ns -_ | | _-
L | | -
[ ' '
1.0 - — & ]
] Sa— — —— '
0 1
FIGURE 1.7 — L’ondelette de Haar
Exemple 1.26 : Soit une gaussienne G (x) = e ™, ses dérivées G

(n > 1) sont des ondelettes a n moments nuls.
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FIGURE 1.8 — La premiére dérivée de G

1.2.3.2 Propriétés

Proposition 1.27 : Soit 1 une ondelette de L' (R)NL? (R), alors la condi-

tion :
/@/} (x)dz =0 et /|x@/) ()] dz < +o00 (1.33)
R R
équivant a
Cy < +00 (1.34)

Proposition 1.28 : Considérons une ondelette ¢» € L? (R) . Alors pour toute
feL?*R), ona:
- La formule de conservation d’énergie :
+00 +o0

/|f(x)|2d9::—//|Wf z,a)|? d:r— (1.35)

- La formule d’inversion :
“+00 +00

)= O/Z wia o () als
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cette égalité est dans L* (R).

Plus de détail et des propriétés sur la transformée continue en ondelette,
on peut les trouver dans [18]
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Chapitre 2

Analyse multirésolution de
L* (R)

L’analyse multirésolution (AMR) est une notion mathématique apparue
depuis 1985 par Stéphane Mallat et Yves Meyer. Cette notion a été considéré
comme un outil a extraire des bases orthonormées d’ondelettes, dont le signal
peut étre représenté par une limite de ses approximations a différents niveaux
ou a des échelles successives. En effet, I’analyse multirésolution a donné le
soutien au développement de théorie des signaux tel que, la plupart des
algorithmes de traitement du signal et de I'image se basent basiquement sur
la décomposition en ondelettes, citons par exemple 'algorithme de Mallat
pour la compression d'un signal (voir [36]), et celui de Donoho (voir [13]).
Dans ce chapitre, nous allons savoir le concept et les propriétés principales
de I'analyse multirésolution.

2.1 Définitions et des exemples

Commencons par des définitions, puis on cite des exemples bien connus.

Définition 2.1 : Une analyse multirésolution est une famille croissante de
sous-espaces vectoriels fermés de L* (R) notée (V) qui ont les propriétés

jez
sutvantes :
(a) N V; ={0} et JV; est dense dans L* (R).
jez jez

(b) Pour tout feVyetkeZ,ona f(.—k)el.
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(c) Pour tout j € Z, on a f € V; si et seulement si Dof € Vii1; ot on a
posé D,f (x) = f (ax).

(d) 1l existe une fonction 6 € Vy, telle que la suite {0 (. — k)},c, est une base
de Riesz de V.

Rappelons la définition de la base de Riesz.

Définition 2.2 : Une suite {ey}, ., d’éléments indépendants d’un espace de
Hilbert H, constituent une base de Riesz de H, si les propriétés suivantes sont
satisfaites :
i) L’ensemble de combinaisons linéaires finies de {ey},., est dense dans H.
i.e.
{Z ager, |K| < +oo et oy € (C} (2.1)
keK

est dense dans H.
i1) 1l existe deux constantes A et B avec B > A > 0, telle que :
Pour toute suite finie {ag}cx 0N a;

A (Z a,f)% <D e

keK keK

<B (Z ]ak\2> (2.2)

keK

Définition 2.3 : Une analyse multirésolution est dite r—réguliére (r € N),
si 'on peut choisir la fonction 0 soit r—régulicre. i.e.

VmeN, €, >0; VO<k<r, VreR

0® (z)| < Cp (1 + [z])™" (2.3)
Dans toute la suite, on utilise I'expression (une analyse multirésolution réguliere)

au lieu de 'analyse multirésolution 0—réguliere.

Remarque 2.4 : La condition (d) exprime qu’il existe un isomorphisme
continu entre Vy et * (Z) .

Exemple 2.5 : La fonction 6 = 11| et ses translatées entieres engendrent
l’analyse multirésolution définie par :

v}:{feLQ(R), Vk €Z f/[i_ki.l[:cte}

277 27
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Exemple 2.6 : La fonction 6 définie par :

et ses translatées entieres engendrent [’analyse multirésolution définie par :

vj_{ JeP®)NCR), VKEZ fiuen| =P }

277 2J
ot Prest un polynome de degré 1

Exemple 2.7 : (Spline d’ordre m) La fonction 0 définie par :
0 =11 * Lo *.cocen. * 11 ((m + 1) convolutions)

et ses translatées entieres engendrent ['analyse multirésolution définie par :

_{ fel?®R)NC™(R), Yk €Z f/[s sua] = Pn }

277 27

J ou P, est un polynome de degré m

2.2 La fonction d’échelle et la base ortho-

normeée

Dans cette section, nous allons définir la fonction d’échelle et décrire une
méthode pour trouver les bases orthonormées.

Définition 2.8 : Etant donnée une analyse multirésolution (Vj)jEZ et une
fonction ¢ de Vy, on dit que ¢ est une fonction d’échelle associée a (V;)
si et seulement si l'ensemble {¢ (. — k)}, o, est une base orthonormée de Vj.

D’une analyse multirésolution, on peut construire une fonction d’échelle
a partir du théoreme ci-dessous.

21
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Théoréme 2.9 : Soit (V}) ., une analyse multirésolution réguliére de L*(R).

Alors, il existe deux constantes C7 et Cy avec Cy > C7 > 0, telle que :

<Yl <o woer (2.4)

kEZ

ot 0 est la transformée de Fourier de 6.
Supposons que 0 € L' (R) et on définit ensuite ¢ € L* (R) par :

@ (w) =0 (w (Z‘@ w~|—2k:7r‘> 5, (2.5)

keZ

alors la suite {¢ (. — k)} ., est une base orthonormée de Vj.
S119 est une autre fonction de Vy telle que la suite {V (. — k)}, ., est une base

orthonormée de Vg, alors la relation qui existe entre ¢ et 1 est :

D (@) = 0w W), (2.6)

pour tout w € R, ot © € L™ (R) est 2m—périodique et |O (w)| = 1.
Pour démontrer ce théoréme on a besoin de lemmes suivants :

Lemme 2.10 : Soit v une fonction de L* (R) N L' (R).
Alors, la suite {v (. — k)},cy est orthonormée si et seulement si :

dlpw+2km))P =1 VweR (2.7)

kEZ

. 2
Lemme 2.11 : Soit 6 une fonction réguliére, alors la série : > |0 (w + 2km)

kEZ

de classe C* sur [0,27] et on a :

2
0 (w+2km)| |

d* |-
dwgz‘e w+2]€ﬂ" :Zw
keZ

Yw € [0, 27] (2.8)

R 2
sup Z 0 (w+2km)| < oo

wel0,2n] =)
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Démonstration du lemme 2.10 : Remarquons d’abord que :
Pour tout k,¢ € Z, on a :

/Rv(x—k)v(x—ﬁ)dxzdk,g@ vk, /Rv(a:)v(x—k)dxz%,k

d’ou
/U(a:—k)v(x—f)dwzéhg@q(k) = 0o k!
R

ong=v*0,0(z)=v(-x).
D’apres la formule de sommation de Poisson, les coefficients de Fourier de la

série ) G (w =+ 2k7) sont {q (—Fk)},cy , ainsi: {v (. — &)}, est orthonormée
keZ
si et seulement si

Y o(w+2km))P =1 VweR

kEZ

Démonstration du théoréme 2.9 :
Soit f, € Vj telle que

n

fn= Za;ﬁ(.—k),neNetakEC

k=—n

La transformée de Fourier de f, sera donnée par :

fow) =M, (w)0(w), Vw e R (2.9)
ot M, (w) = i ape ke,
k=—n
D’apres (2.9), la formule : an||ig(R) = % fn ; ® devient :
||fn||iQ(]R) = _/ | M, (w )‘ dw

- %Z/ My @] )] o
= 2/% (w+2k7r)2dw
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Si on a posé :
. 2
(w + 2km)

S (W) = j{: | M, (w) ?

k=—m

On a :

2

S ()] < 1Mo @)Y |0 (w0 + 20)

kEZ

d’apres le lemme 2.11 :

S ()| < C[M, (w)[*

onC'= sup ),

N 2
b (w+ 2k7r)’ .
w€[0,27] kEZ

2m 2 N c
Comme [ | M, (w)|” dw < 00, le théoréme de la convergence dominée montre

que
1 2 . 2
1l = 52 [ 1M @) 3 [0 o+ 20 s

Supposons que M,, tend vers M dans L2, ([0, 27]) tel que :

w) = Z e

kEZ

ona: M, (W] < Y |l < .
keZ

D’apres le théoreme de la convergence dominée,

2m . 2
lim (w+ 2k ’ dw = / |M (w)]? 0 (w+ 2/<:7r)‘ dw

keZ keZ

donc, pour tout f € Vj, telle que

F=>Y (. —k)

kEZ

2T
2
i =5 [ 1M

on a :

R 2
9 (w+ 2/@77)‘ dw

kEZ
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Grace a Péquivalence entre Vj et ¢ (Z), on trouve que

2m 2m
A2/ |M(w)|2dw§/ w)|? Z‘ (w + 2km) ‘ dw§B2/ |M (w)]? dw
0 0 0

keZ
(2.10)
D’autre part, supposons qu’il existe wy € R, tel que
. 2
B <Z‘0(wg+2kﬂ)‘ (2.11)

kEZ

dans ce cas, soit E' le plus grand ensemble des éléments de R qui vérifie (2.11)
et 'on définit M € L2, (|0, 27]) par :

pér

alors, d’apres (2.11), on a :

B2 M ()| < |M (w |Z’9w+2kw’,VweR (2.12)

keZ

Comme, foz7T |M (w)|2 3

kEZ

R 2 R 2
9(w+2k7r)’ dw:f[()QﬂﬂE‘Z ‘9(w+2k:7r)‘ dw et
’ keZ

2[5 IM (w)[* dw = B? [y 5.1 dw, alors Vinégalité (2.12) devient :
2 2 . 2
B?/ |M(w)|2dw</ M@PY o2 do (213
0 0 keZ

Comparons les deux inégalités (2.13) et (2.10), on trouve que B? < B? (c’est
une contradiction).
donc,

. 2
Z )0(@04— 2k7r)’ < B’ VweR
keZ
de maniere similaire, on peut montrer que :

. 2
A% < Z’Q(w+2k7r)’ , VweR
keZ
Par conséquent,

01:A2§Z

keZ

~ 2
0(w+2kn)| <Cy,=B%* VYwelR
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Maintenant on va montrer que la suite {¢ (. — k)},, est une base ortho-
normée de V4.

d’apres cette derniere inégalité, la fonction , [ >

0 (w+ ka)] de L2, ([0,27])

pér
kcZ
il vient :
~ 2 .
Z ‘9 (w+ 2k7r)’ = Z Bee~
keZ ez

alors, on a besoin de démontrer que |3, = O (1 + ¢2)~"

en vertue du lemme 2.11, 8, peut s’écrire :

-1 21

Be = o |, eitc & \/Z‘é(§+2kw)‘2d§, Ve £ 0.
VA

ce qui prouve que || = O (1 + £?)”
Ainsi, d’apres (2.5),

:Zﬁ’ggo(x—ﬁ), Ve e R

e’

remarquons aussi que

Y @pw+2km)P=1 VweR (2.14)

kEZ
Par conséqent, {¢ (. — &)}, est une base orthonormée de Vj.

. Soit ¥ une autre fonction telle que, la suite {0 (. — k)},., est une base or-
thonormée de V),

0= Bup (k) {Bihes € C(). (2.15)

keZ
En prenant la transformée de Fourier de (2.15), on a
U (w) =06 (W) ¢ W), (2.16)
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pour tout w € R, ot © (w) = > Bre .
keZ
D’apres a I'orthonormalité de {o (. — k)}, ., et {U (. — k)},cz , on obtient :

-

kEZ

= 0w 19w+ 2km)*

kEZ

= 6w/

R 2
¥ (w + 2km)

Enfin, © € L* (R) est 2r—périodique et |© (w)| = 1.

Exemples 2.12:

1. La fonction 0 définie dans l'exemple (2.5) est une base orthonormée de Vy
car :

Pour tout f € Vy, on a

f= Zf(k) X[k,k+1[

kezZ
L (i 1 1 0
ploy=1 D 8w
1 si w=0

2. Dans l'exemple (2.6) la fonction 0 est une base de Riesz de Vi mais elle
n’est pas une base orthonormeée.
Pour tout k € Z, on a

0 st B#1
9<k)—{1 siok=1 "

en suite :
Pour tout f € Vi, f s’écrit de maniére unique sous la forme :

f= Z f(k+1)0(. — k), ponctuellement.

keZ
Sur [k,k+1], on a
f=THRO(—(k=1)+f(k+1)0( —Fk)
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et

—_

/k+192(x—(k—1))dx = (1—z)de =

/kk+19(:c—(k—1))9(a:—k)dx = [ 0w ade =

k+1
/ 0* (x —k)dx =
k

1
22dr = =
3

S— o~ —
D= Wi

Donc,

k+1
Hfuiz(R):Z/k FR) 0@ — (k- 1)+ f(k+1)0(x— k) do

keZ

En utilisant les égalités précédentes, on obtient :
1
112y = 6 SR +IFE+DP+1F )+ f (k+ D)
keZ
Puisque
[f (k) + f (k+ DF <2(If B+ 1 (b + 1))

on en déduit que

S O = ST RE 17 G+ DP) < 1oy < S 1F (4 1P

kEZ kEZ kEZ

Ce qui montre que {0 (. — k)},, est une base de Riesz de Vj.
D’autre part,

-1 . 2 .
é(w):{_<€ —1)" si w#0

w2
1 si w=0
et )
R 4sin” ¢
Q(w)} T2 )
. A 2 142 cos? 5
Par suite, kZ:Z 0 (w+ Qkﬂ)’ =—=2#1
€

Proposition 2.13 : Soit ¢ une fonction d’échelle de C" (R) a support com-
pact. Alors, @ est r—réguliére.
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Démonstration de la proposition 2.13 : Posons

suppp C [-K,K], K >0 et
H90(k)||Loo(R) = My, V0O<k<r
il vient :
o™ (2)] < Cp (1 +]2))™ YmeNVO<k<r

ott Che = My (1+ K)™

Si on a posé (), = sup C,x, on trouve que
0<k<r

‘(p ()] <Cp(1+]z])™ YmeNVO<k<r
et pour tout = € R.

La proposition suivante montre qu’on peut obtenir une base orthonormée
de V; a partir d'une fonction d’échelle.

Proposition 2.14 : Soit (V}),., une analyse multirésolution et ¢ une fonc-

tion d’échelle associée a (V})jez

Alors, la suite {pj 1}, est une base orthonormée de V;, ot

i () = 220 (Pz — k) (2.17)

Démonstration de la proposition 2.14 :
Pour tout k,m € Z, on a

(jk Pjm) = / 2 (2x —k) ¢ (2x —m)dz
R
En faisant le changement de variable (y = 27 x), il vient :

<90j,k’§0j,m> = <<P0,k7900,m>

- 6k,m

d’olt {@jx},ey sont éléments orthonormées de V;.
D’autre part,
Pour tout f € V}, la fonction Dy—i f € Vj et :

Dot =X ([ 12a) = Hide) (.- ),

keZ

29



d’ou
DyiDy-i f = E (f,0ir) eie =1
keZ

donc, {@jk} e, engendre V.
Par conséquent, la suite {¢;x},., est une base orthonormée de V;.

Remarque 2.15 : L’approzimation d’une fonction f € L? (R) au niveau j
est obtenue par la projection orthogonale de f sur V;.
Ceci peut s’écrire sous la forme suivante :

Pif = Z (fs@in) @ik (2.18)

keZ

Corollaire 2.16 : Soit ¢ une fonction d’échelle associée a une analyse mul-
tirésolution (V;) ;-

Alors, il existe une suite des coefficients {hy},., appelées réponses impul-
sionnelles, telle que

o)=Y heV2p (22 — k) (2.19)

kEZ

Démonstration du corollaire 2.16 :
On a d’abord, Vy C V;.
D’apres la proposition précédente,

o)=Y (0, 010) V20 (220 — k) Yz € R

keZ

Dong, il suffit de prendre

hi, = (¢, 1), Vk € Z

Exemple 2.17 : Dans l’exemple (2.5) , la fonction ¢ est une fonction d’échelle
dont les coefficients {hy} ey sont :

1 : _
hk: 75 St ]{7—0,1
0 si k#£0,1
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La proposition suivante caractérise la décroissance des réponses impul-
sionnelles a partir d’une fonction d’échelle réguliere.

Proposition 2.18 : Soit (V;)._, une analyse multirésolution régulicre, alors
les réponses impulsionnelles {hy} o, vérifiants :

YmeN, dC,, >0 VkeZ

gl < Co (14 K) (2.20)

Démonstration de la proposition 2.18 : Remarquons d’abord que,
pour tout m € N,ona (1+ |z|)" ¢ (z) € L* (R), il vient :
Pour tout A > 0,

[ e@Par= [ @l 0 ) e )P o
|z[>A |z|>A

/| e @) do < G (14 4)" (2.21)

D’autre part, on a

hk:%/ﬂ%w(g)w—_m

et pour tout k # 0,

hel < € </| rwmﬁdx) el (/M o (= k>|2dx>

K3

NI

D’apres I'inégalité (2.21), on trouve que

( | . |so<x>|2dx> < Con (14 )™
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D’ailleurs,

/|| N lp (x — k) dz < Cm/| N (1+ |z — k)™ dz
IE<7 1’<7
Co [ (el = " o
<5
k|

< cm/2 (1= 2+ k) 2" do
0
< G (14 [k
Donc,
3
(/ N o (z — k)|? dx) <Cp (14 [E)™" vm>1,
|x\<7
il vient :
|hi] < C L+ K™ Vm € N.
Sik=0,ona
ho < S il = 1,
keZ
on en déduit que,
lho] < 1

Par conséquent,

| < G (14 (R
pour tout k € Z.

2.3 Propriétés fréquentielles de la fonction d’-
échelle

Le théoreme ci-dessous caractérise la fonction d’échelle par sa transformée
de Fourier :

Théoréme 2.19 : Etant donnée une analyse multirésolution (V}-)jEZ réguliere
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et une fonction d’échelle ¢ associée a (V;),c; -

Alors, il existe une fonction H de Lf,éT ([0,27]) s’appelle filtre d’échelle, telle
que

Pour tout w € R, on a

p)=H(3)e(3) (2.22)

Pour démontrer ce théoreme, on a le besoin d’introduire le lemme suivant :

Lemme 2.20 : Soient h et g deux fonctions de L* (R)NL* (R) et g € L™ (R),
telle que
h(x) = Z arg (x — k) dans L* (R) (2.23)
keZ

Supposons aussi que
lar] =0 (1+ k)", Vk e Z (2.24)
Alors,

/Rh(x)dx:Zozk/Rg(x—k)dx (2.25)

keZ

Démonstration du lemme 2.20 :
Tout d’abord, on va appliquer le théoreme de convergence dominée.
Définissons la somme partielle S,,, telle que

Sul@)= 3 argla—k)

k=—n

Remarquons que,

[Sn (@) <> lawllg (= = k)|

kez
et

/Z gl g (x — k)| dz < |9l 11 g Z |ag| < 400, (lemme de Fatou).
R

keZ keZ

Dongc, le théoreme de Lebesgue montre que,

/Rh(a:)da::Zak/Rg(x—k)dx

kEZ
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Démonstration du théoréme 2.19 :
D’apres la relation (2.19), on a

o)=Y heV2p (22 — k)

En prenant la transformée de cette égalité et en tenant compte du lemme
précédent, on obtient :

b (w) = (% > hkeik‘f?) 2(3).

kEZ

pour tout w € R.
Dong, il suffit de prendre

H (w) = % Z hye~ ke

keZ

Exemple 2.21 : Dans l'exemple (2.5), on a

et

Considérons une suite d’espaces de Hilbert (V) vérifie les conditions (b,c,d)
de la définition (2.1), telle que la fonction 6 est réguliere
Sous quelles conditions a-t-on V; C V4, Vj € Z7
La réponse est donnée par la proposition suivante :
Proposition 2.22 : Sous les conditions ci-dessus, on suppose qu’il existe une
fonction 2w— périodique de L* ([0,27]) notée H et régulicre (ses coefficients
de Fourier vérifient (2.20)), telle que

6(w)=H (g) o (g) , Yw € R. (2.26)
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Alors, pour tout j € Z, V; C V4.

Démonstration de la proposition 2.22 : Il suffit en fait de prouver la pro-
position pour j = 0car Vo C Vi = Vj € Z,V; C Vj1.

On suppose qu’il existe une fonction H € L ([0, 27]) réguliere, telle que la
relation (2.26) est vérifiée.

Alors, il existe une suite {oy},, € 2 (Z), telle que

pér

par suite,

= (T )i(3)

En prenant la transformée de Fourier inverse de cette égalité, on obtient
= Zak\/ﬁe (2x — k),
keZ

d’ou Vy C V1.

Exemple 2.23 : Dans l'exemple (2.6), on a

R 1 st w=20
0 (w) = 1 . )
() —5(6*1“—1)2 si w#0
et
H( )_%_{_ —zw+1€—21w
n (2

1
2€¢
ot les conditions de la proposition (2.22) sont vérifiées.

En admettant les hypotheses de la proposition (2.22) , sous quelles conditions

U Vj est-elle dense dans L* (R)?
JEL
La proposition ci-dessous peut répondre a notre question :

Proposition 2.24 : Sous les conditions de la proposition (2.22), on a

Jvi =2 ®) (2.27)

JEZ
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st et seulement si
9 (0)]=1 (2.28)

ot ¢ est définie par (2.5).
Commengons par les lemmes suivants :

Lemme 2.25 : Etant donnée une fonction réguliere 6 € L? (R), on définit
une autre fonction A, telle que

A(z,y) =) 0(x—k)0(y— k), (2.29)

keZ
Alors, A vérifie :

Az, y)| SC(L+]z—y)?, Vo,yeR (2.30)

Lemme 2.26 : Sous les hypotheses du lemme précédent, les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

i)
/A (x,y)dy=1, YVr €R (2.31)

it) Pour tout f € L* (R), la suite {T;f},eq tend vers [ dans L*(R), ou T; f
définie par :

T;f (x) = /R2J'f (y) A(27z,2y) dy (2.32)

Démonstration de la proposition 2.24 :
On sait que dans le cas orthonormal (0 = ¢), on a T;f = P; f.
Par ailleurs, L
Jvi=r®)
JET
si et seulement si

1f = Pif ey = 0.

lim
J—r+oo
pour tout f € L? (R).
Ce qui est aussi équivalent a

[ X e-npl=rd =1

keZ
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pour tout x € R.
Cette égalité entraine

Zs@(x—k)/RsO(y)dy—l,

pour tout x € R.

Il vient : . -
S ol bds [ ody= 1o OF =1,
0 kez R
dott [5(0)] = 1
Réciproquement :

si |¢(0)] = 1, d’apres le lemme 2.10, on a
o (20m) =0, V€7

Par ailleurs,

Y pl@—k) =) @@l =3(0),

k€EZ LETL

Multiplions par [; ¢ (y) dy, on a

Corollaire 2.27 : Si la fonction d’échelle ¢ est réguliere. Alors nous avons :

¢ (2km) =0, Vk € Z* (2.33)

Démonstration du corollaire 2.27 : Comme la famille {¢ (. — k)}, ., est
orthonormale et en vertue du lemme (2.10), on a

S 1@ (w + 2km) 2 = 1,
kEZ
et pour w =0, on a

L= > |¢2kn))

keZ

= > le@km*+1

keZ*
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On déduit que
¢ (2km) =0, pour k € Z*

Théoreme 2.28 : Le filtre d’échelle H satisfait les deuz relations :
H(0)=1 (2.34)
HW))+|Hw+mP=1 VYweR (2.35)

Démonstration du théoréme 2.28 :
1. D’apres la relation (2.19) et la proposition précédente, on a

[e@ar=m [ o)

R

/Rgo(x)da:#().

Par conséquent, H (0) = 1.
2. D’apres la relation (2.22), on obtient :

¢ (2w + 2km)|* = |H (w + km)[* @ (w + k)

En appliquant le lemme (2.10), il vient :

1= > |H(w+2kn)* | (w+ 2km)|”
keZ

+ ) |H (w4 7+ 2km)* | (w + 7 + 2k7)
keZ

|H (W)Y 1@ (w+2km) P + |H (w+m) ) |¢ (w+ 7+ 2km)

kEZ keZ

D’ou
|H W)+ Hw+m)’=1 YweR

Corollaire 2.29 : La fonction H est nulle auz points {(2k + 1)m, k€ Z}.
Démonstration du corollaire 2.29 : il suffit d’appliquer la relation (2.35)
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et la périodicité de H.

Remarque 2.30 : En géneral, les conditions (2.34) et (2.35) ne sont pas
suffisantes pour obtenir une analyse multirésolution. En effet, pour

- o ()

dont :

0 = 100 (3)

Par conséquent,

p(z) =

S Wl

vérifie les conditions (2.34) et (2.35), mais ¢ n'engendre pas une famille
orthonormale.

On peut réécrire les propriétés précédentes en fonctions de la suite {Ay}, o5 -

Théoréme 2.31 : Soit (V}),, une analyse multirésolution réguliere.
Alors, les réponses impulsionnelles {hy}, ., vérifient :

> lhl? =1 (2.36)

kEZ
> h=v2 (2.37)
keZ

> hihion = b0 I €L (2.38)

kEZ
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Démonstration du théoréeme 2.31 :
1. On a d’abord la formule :

2
||%0||L2(R) = Z | ",

keZ

>l =1

keZ

il vient :

2. D’apres la définition de H, on a

H(0) = ith

On déduit que

> h=v2

kEZ

3. D’apres 'orthonormalité de {wo’”}nel et {%m}nezv
Oon = / ¢ (2) ¢ (z —n)dz
R
- / ( Z hkm%,k (@W) dx
R

k,m€eZ

= Z hkﬁ&cﬂn-{-m = Z hkm

k,meZ kez

Un grand probleme, soulevé par S. Mallat [36], A.Cohen [4], est alors le
suivant :
Soit H une fonction 2r—périodique et réguliere vérifiant (2.34) et (2.35) .
+00 .
L’égalité ¢ (w) = [[ H (277w) nous permet-elle de reconstituer une analyse
j=1
multirésolution ?
En général, la réponse est non ; un contre exemple a été exhibé, le théoreme
suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes.
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Théoreme 2.32 : Une fonction H engendre une analyse multirésolution
régquliere si et seulement si elle vérifie les propriétés suivantes :
Py) H est 2n—périodique et réguliere.

P)) H(0)=1.

P [H (@) + [H (w+ ) =1, Y € R

Py) 1l eziste un compact K congru a P = [—m, 7|, 0 € intérieure (K), tel
que

Vwe K, Vj>1; H(27w) #0.

Définition 2.33 : Un compact est dit congru a P = [—m, 7] modulo 27 si et
seulement si

Vw e P, AIC € K, tel que : (w— () € 2nZ

Une propriété immédiate de K est alors le fait que si f est dans L}, et
2n—périodique, alors [ f = [, f .

La démonstration de ce théoreme nécessite le lemme suivant :

Lemme 2.34 : Sous les hypothéses du théoréme ci-dessus et nous posons :

k
hy (w) = HH (Z_jw) Xok K
et
si |w| > 2k

0
k
[1IM@27w) s |w <2

ot M (w) = |H (w)]*.
Alors, Vk € N* :

Ik—/R\hk(wﬂ e dw—/RMk(w)e dw—{ 0 si n£0

2.4 Construction d’une base d’ondelette

Le théoreme suivant assure l’existence d’une base orthonormée d’onde-
lette a I'aide d’une analyse multirésolution.
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Théoréeme 2.35 :(Mallat, Meyer) Etant donnée une analyse multirésoluti-
on réquliere.

Alors, il existe une ondelette 1 € L* (R) telle que si l'on introduit les fonc-
tions 1y, définie par :

Yix (x) =280 (2 — k), j,k €2, (2.39)

la famille {1k, j, k € Z} est une base orthonormée de L* (R).
Par conséquent, pour tout f € L*(R), il existe une unique décomposition :

[ = Z Z d;j k) k (2.40)

JET kel

ot dj,k = <f7 T/Jj,k>

Donnons d’abord les deux lemmes suivants :

Lemme 2.36 : Soit (V;),., une analyse multirésolution.
Alors, on a les propriétés suivantes :
i) Pour tout j € Z, il existe un sous-espace de Vi1 notée W, tel que

Vit ZVJ@WJ‘

i) L2 (R) = @ Wh.
kez
i1i) Pour tout j € Z, on a f € W, si et seulement si Dof € Wijy4.

iv) Pour tout f e Wy et k€ Z, on a f(.— k) € Wy.

Lemme 2.37 : Soit (Vj)jEZ une analyse multirésolution réguliére.
On définit ¢ € L* (R) par :

Y(x) =) V20 (2 — k), g = (=1)" by (2.41)

kEZ

Alors, la suite {1 (. — k)} oy est une base orthonormée de W.
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Démonstration du lemme 2.36 :
i) Pour tout j € Z, il existe d’apres le théoreme de la projection un sous-
espace vectoriel fermé noté W; tel que,

V}Jrl = V}@ij

ol on a posé W; = V-
i1)I1 est tout d’abord clair que les W; sont deux a deux orthogonaux, on a
alors V; = @ W carsi f € V; est orthogonale a tous les Wy, pour k < j—1,

K<j—1
ona f € V.
Donc, f€ [ Vi ={0}.

k<j—1
Par conséquent, L? (R) = @ W;.

keZ
i)
Condition nécessaire : Pour tout f € W;, on a
fe‘/j+1 eth_<pj7k, Vk € Z
On sait que si f € Vjy1, Dof € Vi et

(Daof, pji1k) = % (f,pjk) =0

Donc, Do f € Wj.
Condition suffisante : Supposons que Dy f € W; 4, alors

Dyf € Viya et Dof 1L Vi

D’apres la condition (c) de définition 2.1, f € Vj44.
Aussi

(f,pin) = V2(Daf, pji1n) =0, Vk € Z

Par conséquent, f € W;.
iv) Pour tout f € Wy, on a

feVietefLop(.—0),WeZ
Connaissons que si f € Vi, f(. —k) € Vi et
(fC=k),o(=0)=(f,0(,{=k)=0
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Donc, f (. — k) € Wy.

Démonstration du lemme 2.37 :
On a tout d’abord,
Y(x) = g2 (22— k),
keZ
pour tout x € R.
En prenant la transformée de Fourier de cette égalité et en tenant compte

du lemme 2.20, on obtient :
)6(2) wer

<,
£
Il
@Q
~—
€

En calculant G :

(—1)" hy_pe=™*

(]

B
m
N

(_1)1*16 hke—i(l—k)w

e
m
N

hk ei(wfw) e*'ik(ﬂfw)

I
Sl Sl Sl-
g

e
m
N

Donc, G (w) = ™) H (1 — w).
Par suite on a besoin de démontrer des points :
L. {40k} ez est orthonormée :

R 2
S ]¢ (2w + m)\ = Y 1G (W + km) ¢ (w + k)

keZ keZ
= Z\H(W—w—2k77)|2]95(w+2k77)|2
keZ
+Z|H(7T—w—7r—2k:7r)|2|<,5(w+7r+2k7r)|2
keZ
= |H(r—w)* +|H (—w)[*
= 1

D’apres le lemme 2.10, la famille {tg},., est orthonormée.
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2. {Yox} ey est orthogonale & {por}yey
Remarquons d’abord qu’il suffit de prouver

Vk € Z, {p,thox) =0,

par ailleurs,
<807 wo,k> =0 (k) = 07

ol ® = px1et p(x) =1)(—x).

A

Soit S (w) = >, @ (2w + 2km), alors d’apres la formule de sommation de
keZ
Poisson les coefficients de Fourier de S sont {® (—k)}, ., -

En calculant S :

S(w) = D ®(2w+ 2kn)

keZ

= > (2wt 2km) ¥ (2w + 2k)
keZ

= N ¢ w+En)| H (w+kr) H (7 —w— km)e 7wk
keZ

= Z |o(w+ 7+ 2k7r)|2 H(w+m+2kn)H (—w— le)e—i(—w—%w)
k€EZ

+ Z ¢ (w + 2k7)|> H (w + 2kn) H (7 — w — 2k )e(T—w=2km)
kEZ
= ein (—(,U)H ((A} + 7]') _ ein (w)m

D'ou, ® (k) =0, Vk € Z.
3. Toute fonction f € V| a unique représentation de la forme :

f= Z ko + Z Brbo k-

keZ keZ

On a d’abord,
~ ]_ ik ~ w
flw)= (E Y fpe 2) v <§) ' (2.42)
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et

() =s () (D u(5) e (e ()

p(5) =0t (-5) +d@E(3) (2.43)

Remplagons ¢ (£) de (2.42) par (2.43) et en prenant la transformée de Fourier
inverse de 1’égalité (2.42), on a

=Y (feor)por+ D (f o) o

kEZ kEZ

Démonstration du théoréme 2.35 : D’apres le lemme 2.37 {¢g1 },, est
une base orthonormée de Wy, ensuite nous utilisons le lemme 2.36, on trouve
que la suite {4}, est une base orthonormée de L*(R).

Notons que @ n’est pas unique, il existe une autre ondelette 1)y associée
a (V}) ¢z définie par :

Yo (@) =Y (=1 hip V20 (20 — k)

kEZ

dont, 1y (w) = Gy (g) @ (g) olt Gy (w) = e"™H (w + 7). Cette ondelette se
trouve dans [36] et utilisée beaucoup dans la pratique.

Théoréme 2.38 : Soit (V}) ., une analyse multirésolution réguliere.
Alors, les éléments {gx}yeq vérifient :

Sl =1 (2.44)

kEeZ
Z g =0 (2.45)
kEZ
> Gigh-2n = G0, V0 € Z (2.46)

kEZ
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Démonstration du théoréme 2.38 :

1. En effet :
Slol = D=1 b

k€eZ keZ

I

kEZ

Z\QHQI 1

kEZ

‘2

D’apres (2.36), il vient :

2. D’apres la définition de g, on a

oo = > (=D hiy

keZ keZ

= —V2H (m)
D’apres le corollaire 2.29, on obtient :

ng =0.

kez
3. Tout d’abord,
Z OkGk—2n = Z (—1)* by (—1)" hi—(k—2n)

k€EZ keZ

= D ik

kEZ

= Z hihgyon

keZ
D’apres (2.38), on a

Z{:!gkgkAQn = 5Qn

kEZ

Théoréme 2.39 : Soit (Vj)jez une analyse multirésolution et o, 1 la fonc-
tion d’échelle et 'ondelette associées.
On pose :

cikg = (froin)s dig = (f,Vjk)
ar = hog, by = (=1)" hgps
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pour tout j,k € Z et f € L*(R).
On a les égalités suivantes :

Cik = Z hg_2k0j+17g (247)
ez
djr = Z (—1)Z hi—e2kCjt1e (2.48)
ez
Cik = Z A0k Cj—1,0 + bog_pdj_14 (2.49)
ez

Démonstration du théoréme 2.39 :
En effet,

p(r)=> heV2p (2w 1),

ez
d’oun

vk (x) = Z hZZ%cp (2j+1x — (2k + E))

ez

= Z ho—or@jire ().

LeZ

Par conséquent,
Cik = E he—okCjy1,0-

LeZ

De meéme,

djr = Z (1) by pronCji1

ez
D’autre part,

Pjk = E 20—k Pj—1,0 + bar— V-1,
LEL

donc

Cjk = E 20—k Cj—1,0 + ba—pdj_1 4
ez
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dj7k+1,. dj,Q

N N AN AN AN

— Cj—k+1 S ... S Cj_2. $— Cj_1, S Cj.

FIGURE 2.1 — Schéma d’algorithme de décomposition

dj, dj+1,. o g,

N\ N\ N\ N\

Cj. —  Cjy1,. 7 ... Cjt+k—1 —  Cjtk,

FIGURE 2.2 — Schéma d’algorithme de reconstruction

Pour que la décroissance des coefficients des ondelettes soit rapide, il faut
d’ajouter quelques propriétés sur les fonctions ¢ et 1.

Théoreme 2.40 : Soit ¢ une ondelette a N moments nuls telle que suppy C
I, I est un intervalle.
Pour tout f € CN (R), il existe une constante C > 0 telle que

dil < C2790ND) = (f,05) (2.50)
pour tout j, k € 7.
Démonstration du théoréme 2.40 : Pour montrer cette majoration il

nous suffit d’appliquer la formule de Taylor a la fonction f autour du centre
de I'ondelette 9, k.

Si on a posé xg = o on trouve que

N-1 J4 N
10 = X (5) (- 5) (e 5)
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Quand on a fait le produit scalaire de f avec v}, la somme de termes po-
lynomiaux disparait, et il ne reste que

1 ; N i ;
(f,vjx) = TIF /Rf(N) (o) (2Jx — k) 224) (2Jx — k;) dx
En faisant le changement de variable (y = 27z — k), on obtient :
1
N = - (N) N du.
tis) = gy [ v e ) dy

Sionaposé: [ =[-K, K| K>0,ona

a (yl)yNw(y)dy‘ < sg\f( \/Iyl y)ldy
< sup | £ (@)] [0y K™ V2

Par conséquent,
;] < C2I(NH3),
ou C = F sup | fV) (2)] .
zel

Théoreme 2.41 : Etant donnée une analyse multirésolution réquliere et
[’ondelette associée.

Alors, les trois propositions suivantes sont équivalentes :

i) L’ondelette v a N moment nuls.

i) O 0) =0, =0,.....,N —1.

iii) HO (r) =0, ¥/ =0,.....; N — 1.

Démonstration du théoreme 2.41 :
i) = 4i) Supposons que

/%() dr =0,V =0,.....N —1.

D’apres la formule :

DO (w) = (=) / 2% (v) e dx, VL =0,....., N — 1.
R
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11 vient :

JO©0) = (-0 / £ (z) da

i1) = iii) Par récurence :
Pour n =0, H (7) = 0, vérifiée.

Pour n =1, on a

~

P (0) =

|

O @+ (D ()] -0

Donc, HY (1) = 0.

On suppose que la relation est vérifiée pour 0,1,.....n —1. (n < N —1) et
on la prouvera pour n.

Pour tout w € R, on a

0 = 3 (1) (1 (- 5) " (CDe(3) "

#(#(r=5))" e ).

Pour w = 0, d’apres I'hypothese de récurence la somme disparait et il ne
reste que

0=9y™(0)=— (—%) H™ (7)(0).
11 vient :
H™ (1) =0

On en déduit que,
HO(m)=0, ¥ =0,....;,N — 1.

Réciproquement, pour démontrer que #ii) implique 7i) et ii) implique ) il
suffit d’utiliser les expression de ) et H®,
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Corollaire 2.42 : Sous les conditions du théoréme précédent, on suppose
que ¥ a N moments nuls.
Alors, la fonction d’échelle ¢ vérifie la condition de Strang-Fix :

¢ (2km) =0, V0 =0,.....N — let k € Z". (2.51)
Démonstration du corollaire 2.42 : D’apres la derniere propriété :
HY (1) =0, V¢ =0,......N — 1.

La fonction H peut s’écrire :

H (w) = (%)NR(M), Vw € R

ot R(w) =Y fre ™.
keZ
Ce qui entraine, pour tout m > 1:

o) = ¢ (5) [T# @)

. N
A 1 —i27w m »
- eI () Tres

3

s

j=1

Connaissons que

Vk € Z*, In € N, Jp (impair) : |k| = 2"p.

Si I'on pose, m = n + 1, Clairement, $) est nulles aux points w = 2k,
k € 7Z*, pour tout £ =0, ...... , N —1.

Théoreme 2.43 : Soit (V})J une analyse multirésolution réguliere. On sup-
pose que la condition de Strang-Fix vérifiée, alors

S Kow—k)=q(z), V=0, ,N-1, (2.52)

kEZ

ot qg est polynome de degré exactement /.

52



On a besoin du lemme :

Lemme 2.44 : Sous les conditions du théoréme ci-dessus, on a [’égalité
susvante :

Z(x—k)%(x—k):Mg:/x%(x)dx.wz, ...... N -1 (2.53)

k€EZ R

Démonstration du lemme 2.44 : On pose
¢
0(x)=> (x—k)p@—k).
keZ
La fonction 6 est 1-périodique, on peut la developper en série de Fourier sous
la forme :
0 (ZIZ’) _ Z CneQﬂznac.
nez

Calculons {c,},,c7

1
Cpn = /Q(x)e_%m’”dx
0

- Z/o (x — k)z o (v —k)e ™ dy

keZ

ket 4
= > / Y (y) e dy
kez V —k

= i'¢Y (2n7) .

D’apres la condition de Strang-Fix, on obtient

. 0 si n#0
"l My si n=0

Démonstration du théoréeme 2.43 : on a

Ske@—k) = S (-1 (e —k—a) ¢ -k

_ Z (§) rpa S ol )
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En utilisant la relation (2.53), on a

¢
> Kok = ) (E) (=1) Mjaz*
keZ j=0
I1 suffit de prendre :
Z . .
g () = Moz" + > CJ (=1)) Mya*~,

Jj=1

Comme M, # 0, alors g, est un polynome de degré exactement /.
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Annexe 2.A
Démonstration du lemme 2.11

Avant de démontrer le lemme 2.11, on a besoin du théoreme suivant :

Théoreme A.1 : Soit (f,), une suite de fonctions de classe C* sur un
intervalle I = |a,b] et g une fonction continue sur I telle que :
i) fn converge simplement vers f sur I.

.. n . 7
i7) o converge uniformément sur tout compact de I vers g.
w

d
Alors, f est de classe Ct sur I et d—f = g. Autrement dit,
w

lim Ao _ 4
n—otoo dw  dw

Démonstration du lemme 2.11 :
Tout d’abord, d’apres la régularité de 6 et la formule :

(1+|z)™0(x) e L*(R) <0 H"(R),¥m e N

On a:

~

2
Vk € Z,|0(w+ ka)‘ de classe C* sur R (A1)

et
0

~ 2
0w+ 2/@7)‘ € L' (R),V/ € N (A.2)

R
Maintenant on va montrer ce lemme par récurence sur /.
Pour ¢ = 1, on définit une suite f,, par :

2
, w € [0,27]

faw) = 37 |6 @+ 2km)

k=—n

R 2
Comme ‘0 (w+2km)| € L' (R), alors la formule de sommation de Poisson

montre que f, converge simplement vers f telle que :

(W) :Z)é(w+2k7r)’2

kEZ
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de plus, d’apres (A.1), f, est de classe C! sur [0,27] et on a :

df,, “d . 2
—— = — |0 2k
dw kz dw (w+ 2km)

=N

D’ailleurs, Soit K un compact quelconque de [0, 27|, la fonction
’2

d -
%)Q(w—k%w)

est continue sur K, alors le théoreme de Heine prouve qu’il existe wy € K tel
que :

d 1~ 2 d 1~ 2
= 2 ‘ — lim |— ) 2 ’ L' (R
5161[13 7 ’9(w+ k) Jim |- 0 (w+2km)| | € L™ (R)
ainsi, grace a la formule de sommation de Poisson ;
d |- 2 ) 2
Z lim —‘0(w—|—2k7r) :Zsup — |0 (w + 2km)| | < +o0.
w—wo | dw wek | dw
keZ kEZ

dfy, d |4 2
Ce qui déduit la convergence uniforme de &n sur K vers » , — ‘9 (w+ 2k7r)‘
dw keZ dw
Enfin, f,, vérifie les conditions du théoreme A.1 et 1’égalité est juste pour

(=1.
Supposons maintenant que la propriété est vérifiée pour tout £ < N, et on la
montrera pour £ = N + 1.

Considérons f,, comme :

2
‘ , we [0,27]

n v .
fn (W) = Z TN ‘9(w+2k7r)

k=—n
La fonction f, est de classe C!' sur I = [0,27] et d’aprés 'hypothése de
récurence, elle converge simplement vers f telle que :
avy A 2
fw) = dw—NZ‘G(w—l—Qkﬂ)‘

kEZ

De plus,
dfn n dN+1

dw ; dwN+1

=—n

~ 2
6(w+2k7r)’
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d
La relation (A.2) et le théoreme de Heine montrent que % converge uni-
w

formément sur tout compact de [0, 27] vers g telle que :

dN+1

9(W) =Y -

~ 2
e |0 (w + 2|
kEZ

Par conséquent,

df dN+1 R 2
2= 0(w—|—2k7r)‘ — g (w)

kEZ
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Annexe 2.8
Démonstration du lemme 2.25

On a d’abord,

Al,y)=> 0(x—k)0(y—k),

kEZ
d’apres la régularité de 6, on a
1

P - . Ym > 3.
|A(z,y)| < %(1+|x_k|)m(1+ly—k!)m m >

on va montrer que

2
3 (1+ Lﬂf —y|) <0
= (L4 |z — k)" (L+ |y — k)
remarquons que
lv —y| < |v—k|+|y— k| + |z —k|l|ly — k|

il vient :
(I+Je—y))* <A+ |z = k)" (1+ |y — k)
donc, Vm > 3

(L+ | —y])” < 1
(Tt e = kD™ (U4 ly = kD™ 7 (L4 |z = kD" (L4 Jy — KD

aussi on a, Vm > 3

1 1
2 (L4 — k)™ (L + |y — k)™ <2 (1+ o — k)™

k€Z keZ
parailleurs; Vm > 3

7] +o0

1 1 1
Dy D DO oy D R

keZ k=—00 k=[z]+1
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Maintenant, on va montrer que
1
(14 |x—k[)™

sup
z€eR

5 < 00, Vm > 3.
ke

Définissons alors deux fonctions f, g par :

et

La fonction f est croissante et on a :
fn)<f)<fh+1),Vzenn+1][,n<[z] -1
par integration,
n+1
fo< [ fE <ty

par sommation,

[z]-1 [z] [z] -1
3 f(n)S/ f()dz< Y fn+1)

Cette inégalité montre que
f: 1 g 1 . 1
I+z=k)"" " (m=3)(1+z—[)""  (I+a—[a)"

k=—o00

de maniere similaire, g est décroissante et on a;
gn+1)<g(z)<g(n),Vze€nn+1],n>[z]+1

par integration,
n+1

g<n+1></ 9(2)dz < g(n)

par sommation,

+00 +o0 +oo
> gmrn< [ g@d< Y g
n=[z]+1 [z]+1 n=[z]+1

59



Cette inégalité montre que Vm > 3

400 1 . ,
k:%];_l (1 + k- aﬁ)m*2 < (m — 3) (1 + [23] +1— x)m73+(1 I [;L‘] 1 a?)m,g»

1 2
done, > <
kez (14 |z — k) (m —3)
Par conséquent ;

+2,Vm >3

A 0o (g

+2) (1+ |x—y|)_2,Vm >3,Vor,y eR
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Annexe 2.C
Démonstration du lemme 2.26

Condition nécessaire : d’apres (2.29), on a

T,f (x) = / (Z 2 f ()6 (Vo — k) 62y - k)) dy

keZ
Si on a posé :

n

Su(y) =D 2f(y)0(Px—k)0(2y—k)

k=—n
alors,
. . )
1S, (| <O [f (I (1+2 |z —yl) ~, C>0.
De plus,
1+ 20 [z —y|) dy < ) / : dy < o0
LI @02 =)y < Ul | gt

donc, d’apres le théoreme de la convergence dominée, 7 f peut s’écrire :

Tif (x) =Y (f.0;4) 0k (x)

kEZ

comme 6; . est dans L? (R), T} f soit alors dans L? (R).
Maintenant, pour démontrer que

vf e I*(R) 1f = T 2y = O (1)

lim
j—+oo

il suffit de considérer pour les fonctions indicatrices des intervalle car les com-
binaisons linéaires finies des ces éléments sont denses dans L? (R) .

Soit f définie par :
[ 1 si z€]a,b
f(“f)—{ 0 si w¢ab)
On a,

Tif (z) = / 2A(2x,2y) dy (C.2)
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L’inégalité (2.30) implique

b
1) <C [ 2 (142~ y) dy (€3)

Six ¢ [a,b], alors on peut distinguer deux cas :
l.z>b

b . ) b ; -2
/ 21+ r—y|) dy = / 2 (1+2 (x—vy)) dy
= (1+2 (x—b))fl— (1+2 (le—a))f1

Il vient :
1

/ (e yl) Ty < (142 b)) (C.4)

2.x<a

b b
/Qj(1—|—2j|x—y|)_2dy = /Qj(l—Zj(x—y))_Qdy

= (142 (a—x))_1 —(1+2 (b—x))_l

Il vient : ,
/ 27 (142 |x—y|)_2dy < (142 (a—x))_1 (C.5)

On en déduit que,
lim 7;f(x) =0

Jj—+o00
Si x € Ja,b[, alors on va montrer que
lim T;f(x) =1
im T/ (2)

Remarquons que la formule

27b

T @)= [ A@w0)dy
2Ja

entraine

2ia ~+o00

A (ij, y) dy — / A (ij, y) dy.

27b

7, @) =1~ [

—0o0
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Comme z € |a,b[, 27a < 27x < 27b, ensuite

27q
‘/ A (ij, y) dy

— o0

2a
SCl/ (1+|2jx—y‘)72dy

o0

et

2iq 27a

/ (1+‘2jx—y|)_2dy—/ (1+2jx—y)_2dy

donc .

/ (1+‘2jzn—y|)_2dy: (1+2 ($—a))_l (C.6)
D’ou N

jEIJPoo - A (2j:c, y) dy =0

De méme

+oo ) +o0o ) _9

/A A(QJa:,y) dy‘ < CQ/_ (1 + |2393 —y‘) dy

2ib 27b

et
oo . ) oo . )
/‘ (1+‘2jx—y|) dy:/‘ (1— (2341:—1/)) dy
27b 27b

donc .

/ 1+ |2z —y|) dy=(1+2 (b—2))"" (C.7)

27b
D’ou
+o0 )
] J —
jEI—Poo - A (2 x, y) dy =0

On déduit que
lim T; =1
A T3 (@)
Par suite,

+oo

b a
I =Tl = [ N-Tf @Pdos [ (D@ der [T @) do

D’apres les égalités (C.6) et (C.7), on trouve que
1-Tf () < C.
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Alors, le théoreme de convergence dominée montre que

b
lim / 11— T;f () dz =0

Jj—4oo
D’ailleurs, en utilisant les inégalités (C.4) et (C.5), on obtient :
Vo <a, [Tif @) <C(1+2(@a-2)"<Cl+a—z)"

et
Vo> b, |Tif (@) <C1+2@—-b))"<C(l-btax)

De plus,

a +o0
/ (1—|—a—x)_2dw<+ooet/ (1-b+2z) dr < +oo
b

—00

Alors, le théoreme de Lebesgue prouve que

lim T, f (2))* dz = 0

J=+00 Jrglab]

Par conséquent,
jginoo 1f=T;f (QS)HLZ(R) =0

Condition suffisante :
Posons

a(z) = / Az, y) dy,
R
alors, la fonction a est 1—périodique et elle est dans L™ (R) .

Soit f = xj—1,1, T;f tend vers f dans L* (R),
ensuite, pour tout 0 < r < 1let xz € [—r,7]

_9J 400
Tif () = /RA(ij,y) dy—/ A(2z,y) dy—/ A (2z,y) dy

= « (ij) + ¢ (2’]') N :

La fonction Dy est 277 —périodique et elle tend vers 1 dans L? ([—r,7]).

On en déduit que a(z) =1 Vw € R.
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Annexe 2.D
Démonstration du lemme 2.34

Pour tout n € Net k € N*, on a :
I = /R | (w)|° €™ dw = /QkKjrll |H (27w)|" e dw
En faisant le changement de variable : (w = 2k¢ ) , on obtient :
k—1
II? _ 2k/ H ‘H (2j6)|26m2k<dc
K 2o
k—1
= 2 [ T[IH o e
Pl
k
= / H ‘H (Q_jw)‘zem”dw
kP

= /Mk(w)em”dw
R

Donc;

2k 0

2k
I = M, (w) e™dw = My, (w) €™ dw + / My, (w) €™ dw
0

—2k —2k g
Comme
M(27w+2"7r) =M (27w) VO<j<k-1
et
M (2"%}) + M (2_"“@ + 7T) =1
on obtient :

0 0
My, (w) e™dw = My (w) €™ dw

—2kn —2kr
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D’autre part,
0 . 0 k . .
/ My_y (w) M (275w + 7) e™dw = / H M (277 (w+ 2F7)) €™ dw
—2kn -2k j=1

2k
= / My, (w) e™dw, ¢ =w+ 25
0

donc
0 2k—17r
I} = M1 (w) €™ dw = / M1 (w) €™ dw,
_ 9ok _92k—1p
par suite, I} = I}! | = ... =1I7 et
2w .
n_ 1 9 1 T im-k)2 \ inw, ) 2m si m=0
Il—/%‘(i%“%l +§’§hkhm6 2 | e"™dw = 0 si n%o
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Annexe 2.F o
Démonstration du théoreme 2.32

Condition suffisante :
Posons

Py(w)=]][H(@2w), weR

Le produit converge dans C si et seulement si :

lim [Py (w)— Py (W) =0, VweR

(N,M)—+o00
N M
[Py (w) = Py ()| = |[[H (27w)|| ] H(27w) -1 VM >N
j=1 j=N+1

D’apres (2.35), |H (w)| <1Vw eRetona:

[Py (w) = Py (w)] <

En utilisant La formule :

L-1
Z1R2unnnn Zr — 1= Z (ZZ' — 1) ZjdLeeeens 21, + (ZL — 1)

i=1
on trouve que,

M-1

ST (H (27w) — 1) H (270 Dw) o (27Y)

iTJEEQ_Mw) — 1}

< iw: |H (27w) — 1

j=N+1

[Py (w) = Py (w)] <

Remarquons aussi que,

|H(27w) — 1| =|H (27w) — H(0)| < C27 |w|, C >0
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Il vient ;

jwi
M - = ) )
| Py (w) — Py (w)| < C’2—N — 0, quand N, M — 400

Par conséquent, Py converge simplement dans C.

Si on a posé :
k

hi, (w) = HH (277w) xork

Jj=1
et en tenant compte que 0 € intérieure (K), alors hy converge aussi vers la
méme limite de Py. Ce qui nous permet d’écrire :

lim |Py (W)]* = lm |hg (W) = |heo (w)]?

N—+o00 k—-+o0

d’apres le lemme de Fatou,
/ oo (w)|* dw < lim / i (W)|? dw = 2.

Il vient : p € L* (R) .
D’ailleurs, la continuité de H implique que ]hoo\z est continue,
soit w € R tel que w € K, alors d’apres le fait que

Vi > 1 H(27w) #0et
lim |heo (W)]> # 0
w—0

11 vient :

30 >0, Yw e K;  |heo (W) > C

o (55)]

2 1 2
(e W7 < 5 [hoo ()17

Si w € 28K, alors

oo (W)I* = IR (@)

ce qui entraine

Cette inégalité est vérifiée pour tout w € R, puisque

\hi, (W) =0 siw ¢ 2FK
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D’apres le théoreme de convergence dominée, on trouve que

k—+o0

lim /]hk (w)\de:/\hoo (@) dw = 27
R R

et
||90||L2(R) =1
Aussi
1 2 ikw
<(107 @0,1@) = % |hoo (W)| e"dw = 6O,k
R

Parailleurs, si on définit la suite (V}),_, comme :

Vi = {Z%k%k K| < OO}
keK

Alors, (Vj),; est une analyse multirésolution réguliere de L? (R). En effet,
la régularité de ¢ se déduit d’apres le fait que ¢ € H™ (R), Vm € N (voir

Cohen [4] ).

Condition nécessaire :

Soit une analyse multirésolution réguliere, nous savons déja a propos de
la fonction H, que les propriétés P;), P»), P3) sont réalisées. Il nous reste a
trouver que Py) est vérifiée. Ceci s’avere étre une conséquence des propriétés

¢ e H™(R),YmeNet 3 |¢(w+ 2kn)]* = 1.
keZ

Comme 3. |¢ (w + 2kn)|* converge uniformément sur [—7, 7], alors on

kez
peut écrire :

Ve >0, IN () e N*; ¥n > N (¢), Yw € [, 7]

d g w2kmP -1 <e
k=—n
etpourszi,ona
vwelmal, 3 1@t 2kmf > =
) ) 2

kI<N(3)
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il vient aussi,

R 2 1
Yw € [—m, 7], > ¢ (w+2km)[* >
jwt2kr|<m(2N(3)+1)

Cette inégalité montre que, pour tout w € [—m, 7|,
il existe ( = w + 2k,m dans B (0, m (2N (%) + 1)) tel que,

6 (w + 2kum)| > C >0

Cette inégalité reste vraie dans un voisinage ouvert U, de w, puisque ¢ est
continue.
Comme ¢ (0) = 1, on peut choisir ky = 0. Recouvrons maintenant P =

[—m, 7] de maniere suivante ; P C |J U, ce qui entraine que P = U (U, N P).
weP 1=0

a partir de ce recouvrement {U,, N P}i:O, nous pouvons extraire une
partition de [—m, ] quand on l'a défini par :

R[) - UQﬂP

R, = (U,NP)~- Um

un résultat immédiat que, pour tout w dans R; on a; ¢ (w + 2k;7)| > C > 0,
ol kj = ky,.
la propriété P, est par conséquent mise en évidence en définissant le
L
compact K par : K = |J (R; + 2k;7). En effet, 0 € int (UyN P) C int (K)
=0
et pour tout j > 1 et tout ¢ dans K, |H (277¢)| > |¢ ()| > C > 0.
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Chapitre 3

Familles des ondelettes
fréequemment utilisées

Il existe des familles des ondelettes orthogonales fréquemment utilisées
dans la pratique. Les plus connues sont les ondelettes a support compact
comme (Ondelette de Haar, ondelettes de Daubechies, ondelettes de Coif-
man), les ondelettes biorthogonales et paquets d’ondelettes.

3.1 Ondelettes a support compact

3.1.1 Ondelette de Haar

C’est la premiere ondelette, qui a été utilisée par les chercheurs pour le
traitement du signal a cause de son intérét dans la simplicité du filtre et de
I’algorithme de calcul. Sa forme est écrite comme suit :

1 s x e |0,
(r)=¢ —1 si z € |3,
0 st x<Oouzxz>1

1
2
1

3.1.2 Ondelettes de Daubechies

Elles ont été construites par Ingrid Daubechies en 1988 de telle sorte
qu’elles aient le support le plus petit pour un nombre de moments nuls
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N (N > 1) et elles sont notées Doy, dans ce cas les fonctions ¢ et 1 sont
vérifiant :

/xzw(x)d:E:O, V0=0,.. ,N—1 (3.1)
R
suppy C [0,2N — 1] (3.2)
suppy C [-N + 1, N| (3.3)

Cette ondelette est vue comme une généralisation de 1’ondelette de Haar
(N = 1), telle que sa construction (ondelettes de Daubechies) se fait a par-
tir du filtre H en vertu du théoreme (2.32), ou le théoréme suivant montre
I’existence de telles ondelettes.

Théoréme 3.1 (Daubechies) : Un filtre discret H a N zéros 4 w = 7 et
a coefficients réels, possede au moins 2N coefficients non nuls. Les filtres de
Daubechies ont exactement 2N coefficients non nuls.

La démonstration de ce théoréeme nécessite les théorémes suivants.

Théoreme 3.2 : La fonction d’échelle ¢ a un support compact si et seule-
ment st le support de H est compact.

Dans ce cas, leurs supports seront les mémes. Si le support de H et o est
[N1, No| alors le support de 1 est :

Ny —Ny+1 Noy—N; +1
2 ’ 2

Théoréme 3.3 (Bezout) : Soit Q) et Q2 deux polynomes de degrés n, et
ny qui ont des zéros différents, il existe alors deux polynomes uniques Py et
Py de degrés ny — 1 et ny — 1 tel que

Pi(y)Qi(y) + P (y) Qa2 (y) =1 (3.4)
Démonstration du théoréme 3.1 :
On pose
=
H((w)=— hye™ ke
( ) \/5 s k



Pour assurer que H a N zéros a w = m, il doit satisfaire :

1+e ™

H (w) = <T)NR (e™)

L—1 ) 2 : . .
Lorsque {hy},_, sont réels, |H (w)|” est une fonction paire, elle peut étre
décomposée en série de cosw.
Ainsi, R est un polynome en cosw qui peut également étre écrit comme un

polynome P (sin2 %) :

q W

|H ()] = cos® gP (sin 5)

Dans ce cas, la condition de quadrature (2.35) devient :
L=y " Py)+y"P(L—y) =1,

pour tout y =sin®¥ € [0,1].

Pour minimiser le nombre des coefficients non nuls de H (w), il faut trou-
ver la solution P (y) > 0 de degré minimal. D’apres le théoreme de Bezout
(3.3) et en posant :

Q1 (y) = (1 —1y)V et Qa2 (y) =y, alors ces deux polynomes ont N zéros
différents et il existe deux polynomes P; et P; telle que :

Q=) Py +y Py =1
ou P (y) = P (1—y)=P(l—y)avec
P(y)zi (N_lj“f)yk

Il faut maintenant construire le polynome de degré minimal

m m

R (e‘iw) = Zrke_ikw =1y H (1 — ake_i“’)
k=0 k=0

tel que |R(e))* = P (sin®¥) .

Lorsque les coefficients sont réels, R (e™®) = R (™), on peut écrire :



Cette factorisation est résolue par la généralisation de cette relation dans
tout le plan complexe, avec la variable z = e~ :

R()R(z7") =r] H (l—az)(l—apz')=Q(2) =P <2_ZT_Z_)

Le calcul de R revient a calculer les racines ¢, de @ (z). Comme les

coefficients de Q (z) sont réels et comme @ (z) est une fonction de z + 271,

Cr, = et == ) sont aussi les racines de Q (z) . Pour construire R (z), chaque
) Cr h 9

racines a de R (z) sera soit ¢, soit i
Cette procédure fournit un polynoéme de degré m = N — 1 avec r2 =
Q(0) = P (1) = 2V71. Le filtre correspondant H de taille minimale et il a

L=N+m+1=2N coefficients non nuls.

3.1.3 Ondelettes de Coifman (coiflets)

Les coiflets sont un cas particulier d’ondelettes de Daubechies, elles ont été
construites par Coifman, telle que la fonction d’échelle elle ait aussi des mo-
ments nuls : on a des lors la relation (3.1) vérifiée pour v, et la fonction
d’échelle vérifie :

/R o (2)dr = 1 (3.5)
/xggp(x)dx:(), Ve=1,..,N —1 (3.6)

Dans ce cas, Tian and Wells Jr en 1997 ont démontré le théoreme sui-
vant.

Théoreme 3.4 : Soient ¢ la fonction d’échelle de Coifman posséde N mo-
ments nuls et f une fonction de CN (R) & support compact, on définit :

5060 =24 Y 1 (5 ) eunte), vie (3.7

kEZ

alors,

1f = Sifll o < C277% (3.8)

ot la constante C' depend seulement de f et .
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Démonstration du théoréme 3.4 :
Tout d’abord, le développement de Taylor correspondant a f au point x

produit,
N-1

0 ( ™) (g
=0 '
et pour y = 2J,ona
ko =~ SY@) ko Y0 (kY
g =2 = G-+ —x (@‘ )
en multipliant par ¢, (x), on trouve
k O () K FN (0, [k N
f(2])%k( x) = E'( )(E—I)Z%,k(xwr#(g—x) @ik ()
£=0 ' '
N-1 ¢
fO(x) (-1
— gl( ) (j(l—)l) (22 — k)ggo (2% - k)
=0 22
™) (g k N
(52 @)
d’ou
N-1 ¢
£ () (-1 = »
Z f % k() = 7 QW)é) Z(gﬂx — k) (QJx — k:)
keZ =0 keZ
(g L N
D BEACLOY EASP RNE
keZ
d’apres la relation (2.53), on obtient
3 2O (2) (—1)"
Zf(g)%,k (z) = Z g!( : (j(e—)l) ztp (x) dz
W 2
keZ =0 2
fN ) (k"
S
_ ol FN0k) (K "
= A0 D (5 0) e



donc, S, f(x) s’exprime par
fN (6h) "
5@ = f) + 2t LI (R @)

ce qui permet d’écrire

10) = 7@ = o 5= 19 g4 72— 1) 0 2

kEZ

L2(R)

D’autre part, supposons que suppf et suppy C [—K, K], tel que K € N,

alors
2

> FN(0) 2z — k) ¢ ()

kEZ

L2(R)

2 d (f D (6) 1 (6) @~ 0" pyue) (27— £)" soj,;;<x>) o

lkl, |k|<(1+20)K R

< 2 (1Y ) SN B 9ty Wgly. ) dy
k|, |k|<(+27)K R

o g(y,2) = (1+Jy — 2)" |02 (v)|

en vertu de la régularité de ¢, il vient

2

IN

> oa

L2(R) Ik, |E|<(+20)K

< 0,

> M) (2 - )Y i (2)

kEZ

En conséquence,

1f (@) = Sif (@)l 2y < C2777

3.2 Ondelettes biorthogonales

Etant données (V])J ez 1 (f@) deux analyses multirésolutions régulieres ca-
€z

ractérisées par leurs fonctions d’échelles ¢, p respectivement, vérifient la
condition de la biorthogonalité :

(Cok, Qo) = Ok VL € Z (3.9)
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alors, les fonctions v, ¢) définies par :

b (@) =3 v (20 — k) (3.10)

kEZ

O(w) = aV2p (22 — k) (3.11)
keZ
ott gp = (=1)" by et G = (=1)" by )
engendrent par translation des bases orthonormées de Wy, Wy. Les ondelettes
¥, 1 sont appellées ondelette primale, duale respectivement.
D’apres ces relations, on peut déduire le théoreme ci-dessous.

Théoréme 3.5 : (Cohen, Daubechies, Feauveau)

On dispose deur AMR régulicres (Vj)jezv (ffj) et biorthogonales, on a :
JEZ

1. Les coefficients des filtres vérifient entre eux :

> honpihy = G0, V0 € Z (3.12)

tez
2. Les filtres d’ondelettes vérifient aussi :

Z Jon+e9e = o VN € Z (3.13)

LeZ

3. Les ondelettes w,zz sont biorthogonales. )
4. Pour tout j € Z, on a, W; L V;, W; LV;, W; L Wy, Vk # j.
5. Pour tout f € L*(R), on a

=Y <fv 1/~ij> Yik =D > (frtbin) G (3.14)

JET kel jeT kel

3.3 Paquets d’ondelettes

Les paquets d’ondelettes ont été construites par Coifman, Meyer et Wicke-
rhauser, qui sont considérées comme une généralisation des autres ondelettes,
I’avantage principal des paquets d’ondelettes est qu’on a la liberté du choix
de la base de la décomposition du signal, le théoreme suivant présente les
paquets d’ondelettes a partir du filtre H.
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Théoréme 3.6 (Coifman, Meyer et Wickerhauser) :
Soit {0 (x — k), k € Z} une base orthonormée d’un espace vectoriel U de
L? (R) et H est un polynome trigonométrique vérifiant :

|H (W)]>+ |H (w+n)]* =1 (3.15)

on définit -
i(w)=H (g) 0 (g) , (3.16)
b(w)=e2H (% + 77) 0 (%) (3.17)

alors, {u_y1 1, k € Z} U{v_1, k € Z} constitue une base orthonormée de U.

Pour bien de détail sur les paquets d’ondelettes, on peut revenir a la
référence [12].

3.4 Justification du choix des ondelettes

Dans la compression et le débruitage d’un signal, notre but est de représe-
nter ce signal dans une base d’ondelette avec les moins de coefficients pos-
sibles. En effet, il existe des propriétés spécifiques des ondelettes, qui per-
mettent de réduire du nombre des coefficients des ondelettes et de la, il ne
reste qu'un nombre petit de ces coefficients nécessaire a la reconstruction,
citons : La localisation, 1'oscillation et la régularité. On va les étudier dans
cette section pour un signal 1-D, et pour le cas d’une image (signal 2-D s’en
déduit) facilement.

-La localisation : Elle permet en général, d’éviter du probleme de la
singularité, qui peut se traduire en terme mathématique a la taille du support
de la fonction d’échelle et a celle de 'ondelette. En fait, si la taille est petite,
alors le nombre des points de la singularité soit faible.

-L’oscillation : Ceci se traduit graphiquement par plusieurs passages par
zéro de I'ondelette, elle peut s’exprimer en terme de nombre de moments nuls
N de la fonction . Si 'on considere une fonction réguliere, les coefficients
d’ondelettes d; j, vérifiant :

djal < C2770N42)
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Cette relation montre qu’on peut mettre a zéro une grande quantité des
coefficients d’ondelettes pour reconstruire le signal.

-La régularité : Elle peut se présenter dans la régularité de la fonction
d’échelle est la méme que celle de 'ondelette associée. Cette propriété est utile
lors de la reconstruction comme dans l'utilisation des ondelettes biorthogo-
nales, en ce qu’elle permet d’obtenir des coefficients d’ondelettes plus petits.
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Chapitre 4

Analyse multirésolution de
L* (R")

La notion d’analyse multirésolution de L? (R) se prolonge d’une maniere
analogue a L? (R™), telle que I'énonce Y. Meyer (voir [41]).

4.1 Définitions et propriétés

Définition 4.1 : On appelle analyse multirésolution de L? (R™), une suite
croissante (Vj)jEZ de sous-espaces vectoriels fermés de L? (R™) ayant les pro-
Priétés suivantes :
(a) N V; ={0} et U V; est dense dans L* (R™).

jez jez
(b) Pour tout f € Vo et k€ Z", ona f(.— k) € V.
(c) Pourtout j € Z, on a f € V; si et seulement si Dof € V4.
(d) 1l existe une fonction 0 € Vjy, telle que la suite {0 (. —k)}.cpn est une
base de Riesz de Vj.

Définition 4.2 : Une analyse multirésolution (V;),, de L* (R") est r—réqul-
iere (r € N), si la fonction 0 de la définition ci-dessus satisfait

Vm e N, 3C,, > 0, Ya = (aq,ag, ..., ) € Nl |a| <r
1070 ()] < O (1 |2[)7™, (4.1)

pour tout r € R™.
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Le théoreme suivant montre I'existence d’une analyse multirésolution (Vj),,
de L? (R™) & partir d’une analyse multirésolution réguliere (le)jez de L? (R)
Théoreme 4.3 : Etant donnée une analyse multirésolution réguliére (le)jEZ
de L* (R) , caractérisée par sa fonction d’échelle .
On définit une suite (V;),c, de maniére suivante :

Pour tout 5 € Z,

V=V RV Q) oo QR V' (n fois) (4.2)

Alors, (V;) oy est une analyse multirésolution réguliére de L? (R™) caractérisée
par sa fonction d’échelle ¢, telle que :

Vo = (21,22, e, ) ER™, O (2) = @ (1) @ (22) evvvp (1) - (4.3)

Démonstration du théoréme 4.3 : On a d’abord (V}),., est une suite
croissante de sous-espaces fermés de L? (R").

Par suite, on va montrer les propriétés de la définition générale :

(a) En effet, La densité se déduit d’apres la formule :

6(0)| =1, (voir [4])

et
ﬂ V; = 0, toujours vérifice.
jez
(b) Pour tout f € Vy et k = (ky, ko, ......, ky,) € Z", il existe une suite { f;};_, €
Vi telle que :
pour tout z = (x1, Tg, ...... ,x,) € R" on a
[z —k)=fi(zi— k) fa (22 — ko) oo fr (@0 — i)
comme chaque f; (. —k;), i = 1,...... ,n appartient & Vi', on a f(.—k) €
Vo.

(¢) Pour tout j € Z, on a

fe Vjﬁﬂ{fi}?:l € V}l; f=fifao. In
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Nous avons déja su que,
pourtouti=1,...... ,n, fi € le si et seulement si Ds f; € VJIJrl
Ce qui signifie que,

eV, & Dyf €eVin

(d) Pour tout f € Vj, il existe une suite des fonctions { f;};_, € Vg telle que,

f=htfetn,

d’ou

(kl,k‘g, ------ 7kn)€Zn

d’apres la définition de ¢, on trouve que la suite {¢ (. — k)},.,» engendre
Vo.

Maintenant, on va montrer I’orthonormalité.

Pour tout k,m € Z", on a

(Poks Pom) = - ¢(r—k)¢(x—m)dr
= H <(100,ki7 @O,mi>
=1
- 5k,m

On en déduit que {¢ (. — k)}, 4. est une base orthonormée de V.

Théoréme 4.4 : Soit (V}) ., une analyse multirésolution réguliére de L* (R")
telle que sa fonction d’échelle ¢ donnée par la relation (4.3).
Alors, pour tout j € Z, la suite de fonctions {@j}cpm 0Ol

bii () = 25 (272 — ) (4.4)

est une base orthonormée de V.

Démonstration du théoreme 4.4 : Pour tout f €V}, la fonction D,-; f €
Vo et

Dy i f = Z /Rn f(27x) ¢ (x — k)dzdo,

kezn
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en faisant le changement de variable y = 2772, on obtient :

F="Af 0in) bins

kezn

D’ailleurs, pour tout k,m € Z™, on a

(Djks Ojom) = 2™ (ij — k) ¢ (2 —m)dz

T

n

I
=

<(10j7ki7 Spj7mz‘>

Il
N

I
e TN

k,m

Par conséquent, {¢;}, ;. est une base orthonormée de V;.

Soit (V});cz une analyse multirésolution de L*(R™), si on note W; le
complémontaire orthogonal de V; dans V;,;, on a en terme ensembliste

Vi =V, EQWw;
ce qui peut se traduire sur les opérateurs par la relation :
Piy = P+ Qy,

ot Q; est 'opérateur de projection orthogonale de L* (R") sur W;.
De la définition de I'analyse multirésolution, on a

L*(R") =P w;,

JEZ

ce qui signifie qu'une base de L?(R") peut étre constituée des bases des
différents sous-espaces W;.

Dans un cadre assez général, Y. Meyer [41] a démontré I'existence d’une base
orthonormale d’ondelettes.

Notons qu’il s’agit en fait d’un cas particulier, mais tres important obtenue
par produit tensoriel, c’est d’ailleurs le cas le plus souvent utilisé dans la
pratique.

Nous allons rappeler ici le théoreme d’existence :
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Théoréme 4.5 : Soit (V}) ., une analyse multirésolution réguliére de L* (R")
telle que sa fonction d’échelle est donnée par la relation (4.3) .

Alors, il existe ¢ = 2™ — 1 fonctions ™M 3 ... Y appartient a Vi et
ayant les propriétés suivante :

(1) les fonctions {¥ (. —k),1 <l <q,k€Z"} forment une base ortho-
normée de Wj.

(1i) Les fonctions {@Z)]k, 1<tl<qkeZ"je Z} forment une base ortho-

normée de L? (R").

Démonstration du théoréme 4.5 :
(i) Pour tout j € Z, on a

Vi = ViV o Q) Vi (n fois)
= (VJ1 @ W}) ® (V}l @ W;) ® ......... ® <V1 @W1> n fois)
= V,Epw,

ou Wj est le complémontaire orthogonal de V; dans V4.
Si on définit la famille {w ! comme suit

w(é) (l‘l’ Ty eennn. ) H wsjé (xj)

{ejetjo € {0 1} - {0}
Yo =
Yy = w

La suite {9 (. — k) }?:1 est une base orthonormée de W.

Par suite, {@Dﬁ, keZ" (=1,.... , 2" — 1} est une base orthonormée de

W;, puisque on a les méme résultats en dimension n, sur la base d’onde-
lettes.
(17) D’apres la relation :

on trouve que la suite {@sz(g,z, JEL ke 1 =1,.... , 2" — 1} est une base

orthonormée de L? (R™).
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En dimension 2, une construction peut se faire par le théoréeme suivant :
Théoréme 4.6 : Soit (V;) ., une analyse multirésolution réguliere de L? (R?).
Soit ¢ (z,y) = ¢ (x)p(y) la fonction d’échelle 2-D associée et 1 l'onde-

lette 1-D associée a .
On peut alors construire les trois ondelettes suivantes :

oW (2,y) = @ ()Y (y) (4.5)
@ (2,y) = (x) ¢ (y) (4.6)
VO (z,y) = ()¢ (y) (4.7)

Pour tout j,n,m € Z, on a le systeme :

(1) (2) (3)
{lpjv(n?m) ! wj’(an) ’ I/J‘%(n,m) }(Tb,m)GZQ

qui forme une base orthonormée de Wj.
De plus, le systeme :

o @ e
{%(n,m)’ ¥j (mm) %(n,m)}

(j;n,m)€L?

qui constitue une base orthonormée de L* (R?).

Démonstration du théoréme 4.6 :
Pour tout 7 € Z, on a

Vi = VL QVia
- (o) vdm)
- (VRV)D (VM) (W V)
S (v Qm)

W= (VW)@ (V) ® (W @w;)
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ce qui montre que la suite

O R
{%n,m)’ W) (nmy %(n,m)}

(n,m)€Z?

est une base orthonormée de ;.
Par conséquent,

G
{%(n,m)’ ¥j mmy %(n,m)}

est une base orthonormée de L? (R?).

(j;n,m)€EL?

4.2 Algorithmes de Mallat pour (n = 2)

Nous décrivons ici I’algorithme de S. Mallat, pour une analyse multirésolu-
tion de L? (R?).

On considere une fonction f € L? (R?) et P; (resp. @) la projection de
f dans Vj (resp. W;), alors :

P]f = Z <f: ¢j,(n,m)> ij,(n,m) (48)

nme”L
et on désigne par Al;f = {<f, ¢j7(n7m)>}(n m)ez? Iapproximation de f a la
résolution 277, on trouve que :

(f.bjnm)) = . f(z,y)2¢ (22 —n,2'y —m) dedy

= [ f@n)2o[-2 ((27n2m) - (2.9))] dody
R2
= [ % ¢y (Q_jn, 2_jm)
ou on a posé ¢, (z,y) = ap (—ax,—ay) .
L’approximation de f & la résolution 277 peut donc étre obtenue comme pro-
duit de convolution.

De méme, la projection de f dans W} se décompose en :
-Projection dans V! @ W' :

OV F =3 () U (4.9)

n,me”L
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-Projection dans W} Q V}'

2 2 2
EDY <f ) 7vZ’](',()n,m)>‘”J(x)n,m) (4.10)
n,me”Z
-Projection dans W} @ W} :
3 3 3
QY f= <f, ¢§,<L,m)>1/’](‘,()n,m> (4.11)
n,mezZ

Ces projections se caractérisent par les coefficients qui peuvent s’écrire de la
méme maniere que < f, ¢j7(n7m)> )

-Formule de la décomposition :
Comme V; C V44, il vient

Binm) = O, (Binm)» Bi1,000)) Bt1,8,0 (4.12)
kAEL

d’ou
(f, i (nm)) = Z (i (nm)s Pis1,(0) ) {fs Djt1 k) (4.13)

k07

D’autre part,

Djnam)> Pia1(k0)) = Jpz 27710 (22 —n, 2y —m) ¢ (2w — k, 27y — 0) dady
J(nm) > Pj+1,(k,0) R
En faisant le changement de variable,

X =2y |, Y =2y v
on obtient,
<¢j,(n7m)7 ¢j+1,(k,€)> = Qb * ¢2*1 (QTL - k7 2m — 6) s
(4.13) devient,

Al o) f = Z ¢ * o1 (2n — k,2m — £) A1 (oo f (4.14)

k (€T,

On montre aussi que si 'on note D[;l), DI;Q) et DIJ@) les coefficients
des projections de la fonction f respectivement dans : V}l (%) le, I/le X le,
I/le X le, alors on a les équations suivantes :

DI o F =" bt 20—k, 2m — 0) AL ooy f (4.15)
k€L
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DI =" ¢ (20— k,2m — ) AL oo f (4.16)
kLeZ

DI o f =" ¢l (20— k,2m — ) AL o f (4.17)

k.Lez

Le schéma d’algorithme de Mallat associé a cette décomposition est représenté
dans la Figure 4.1 :

Lignes Colonnes
ol [w] DIYf
el ]
2
al || DIPf
A]j+1f —
1
o] ] DOy
Ll a | |2n
al |ue| ALS
X : Convolution (lignes ou colonnes) avec le filtre X
: Conserver une ligne sur deux
: Conserver une colonne sur deux

FIGURE 4.1 — Schéma de décomposition

-Formule de la reconstruction : En fait, 'espaceV;; peut s’exprimer
comme une somme directe de V; et W;, on trouve alors,
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Gjt1,(nm) = j{: (D1, (mm)> Pist) ) Pj(k0)

k€T

(1) (1)
+ Z <¢j+1,(n,m)a ¢j,(k7€)> ¢j,(k7£)

k,tez

(2) (2)
+ Z <¢j+1,(n,m)a ¢j,(k,€)> ¢j,(k,£)

kLeZ

®3) 3)
+ Z <¢j+1,(n,m)a ¢j7(k75)> ¢j,(k,€)

kLeZ
1 2 3
= Pj¢j+1,(n,m) + Q,g )¢j+17(n7m) + Q; )¢j+17(n7m) + Q§ )¢j+1’(n’m)

d’out

(frbirrmm) = > {Sjstimmy i) (fr Giiray)

kLeZ

(1) (1)
+ Z <¢j+l,(n,m)a¢j7(k7é)> <f> ¢j,(k,€)>

kLez

2) (2)
+ 2{: <¢y+axnmna¢yxk¢)> <f’¢34kl)>

kLeZ

(3) (3)
+ EE: <¢U+1&nmn’¢94kx)> <f3dﬁxkl)>

kALeZ

Ce qui peut s’écrire :

Al nm ] = Y &% Gor (2k —n, 20 —m) AL ) f

k,LeZ

1 1
+ > ox vl 2k —n,20—m) DIy,
kLeZ

+ Z ¢ * ¢§2—)1 (2k —n,2¢ —m) DI;?(L,@
=

+ 3" ¢ (2k —n,20—m) DI

kLEZ

Le schéma d’algorithme de Mallat associé a cette reconstruction est représenté
dans la Figure 4.2 :
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Lignes Colonnes

DIPf [on] |6

112 G

D]](Q)f 211 H

— X4 — Al f

pIVy [ ¢

112 H

Al f 211 H

XJ : Convolution (lignes ou colonnes) avec le filtre X
: Insérer une colonnes de zéros entre 2 colonnes
: Insérer une ligne de zéros entre 2 lignes

: Multiplier par 4

FIGURE 4.2 — Schéma de reconstruction
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Chapitre 5

Nouvelles bases adaptatives des
ondelettes

L’hybridation d’espace de détail en anglais HDS (hybridization of detail
space) est une nouvelle méthode construite en 2016 pour éviter du probleme
de singularité des signaux (voir [7]), elle est basée sur la construction d'une
nouvelle base de chaque espace de détail, dont on peut réduire le nombre des
coefficients d’ondelettes indépendamment de la singularité du signal. Dans
ce chapitre, on va donner une étude approfondie sur cette nouvelle méthode.

5.1 L’espace de détail hybride

Définition 5.1 : Soit <Vj)jez une analyse multirésolution r—réguliere de
L? (R) caractérisée par sa fonction d’ondelette 1, 'espace de détail hybride
est un sous-espace de W; noté (VVJH) défini comme suit :

WJ-H = span {\I/%, 1 <i < Nj,, p est un nombre premier}
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tel que

J,p wj,p
2
P = A, h 5.1
\11512 JP ¢j72k71p ( )
\Ijg'izj,p) wJ}QNj’p_lp

ot Aj, est une matrice orthogonale de My, (R) et Nj, est nombre en-
tier.

YN
Remarque 5.2 : D’apres la formule (5.1), on peut écrire les éléments{\lfﬁ} ”
P)iz1

de maniere suivante :
O 2
U = e (k) ey 1<i< Ny, (5.2)
k=1

Théoreme 5.3 : La famille{\lléz; 1 <1 < Nj,, p est un nombre premier}

définie dans (5.1) constitue une base orthonormée de VVjH.

Démonstration du théoreme 5.3 : Il suffit de prouver I'orthonormalité
entre les vecteurs {\I/y;}

p et ¢ deux nombres premiers et pour ¢, o tel que 1 < ¢ < N;,,, 1 < p < Nj g,
on a

Nj,vaj,q

@ o _ (4) (o)
<\I’j,p’ \Ijj,gq> - r(j,p) (k) 7“(]L'),q) (l) <¢j,2k—1p> ¢j,21—1q>
k=1
Njp:Njq 0 ©
- r(;',p) () r(f,q) (0) Ogi—1p,21-14
k=1

On veut prouver que 27 !'p = 2/=1¢ si et seulement si k = [ et p = ¢, pour
tout k, [, p, . Pour cela, on suppose que 2¥~1p = 2/=1g et k # [, dans ce cas, le
nombre premier p ou ¢ divisera ’autre premier nombre. Par conséquent, cela
est une contradiction avec le fait que p et ¢ sont des nombres premiers. On ob-
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tient alors,

Njp:Njq

<.

@) (0 _ () (0)
k=1
Njp:Njq
- Z T((;'?p) (k) ’”gf,)q) (l) 516,1510,(1
k=1
= 0pqli,

Enfin, la famille {\IJEZ;, 1 <4< Nj,, p estun nombre premier}est une base

orthonormée de W]-H )

Théoreme 5.4 : Soit VVjH un hybride espace de détail de W, alors

W =Wl P W) (5.3)

lp 1<k <N
(W]H)L:span{@bj,l; lgé{ 27 p, 1<k < Nj, et }}

p est un nombre premier

Ainsi, la famille

I
Vi ¢ 28 1p, 1<k < Nj, et
ab p est un nombre premier

est une base orthonormée de W;.

{\y(i)~ 1 <@ < Nj,, pestun nombre premier} U

Démonstration du théoréme 5.4 : Puisque VV]-H est un espace fermé
d'un espace d’Hilbert W;, alors selon le théoreme de la projection ortho-
gonale, on obtient la relation(5.3). D’autre part, la formule (5.1) donne
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(
¢j72p \Ijjvp

.. — A_l .o
VYjok-1p P 111512
N (Nj.p)
w]72 7.p lp ‘Ijj’pjp

ceci implique que tout élément de la famille

{wﬁzkflp; 1 <k < Nj,, pest un nombre premz'er} peut étre écrit sous

forme de combinaisons linéaires de vecteurs,

{\11511))7 1 <i < Nj,, p estun nombre premier} .

2k=1p 1 <k < Nj, et

. 1 <i¢< N,
p est un nombre premier } et 1< oS Ny q est

De plus, pour | ¢ {

un nombre premier, on a
(i) = 0
Ainsi la famille

{\IJ%, 1 <i < Nj,, p est un nombre premier} U

Vi ¢ 2h=1lp 1<k < N;, et
G p est un nombre premier

est une base orthonormée de W;.

Grace a ce théoreme, nous observons que la projection orthogonale de tout
signal de L? (R) sur W, peut étre exprimée comme une somme de deux projec-

tions orthogonales sur W et (WH )L :

Corollaire 5.5 : Soit (WJH)j>0
L2 (R), alors on peut décomposer L? (R) comme :

L*(R) = Vo D (69 (/e (w" )i)) (5.4)

320

une suite d’hybride d’espace de détail de
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Ainsi, pour toute fonction f € L*(R), on a

— E : § : () g @
f=F,f+ djij0 + D; ,p\I}J,p (5-5)
>0 >0
p est un nombre premier p est un nqmbre premaier
1g{2"1p, 1<k<N;, } 1<i<Njp

ot Py, f est la projection orthogonale de f sur Vo, d;j = ff )Yk () dx et

Djy = 1@)VS;

Démonstration du corollaire 5.5 : Si I'on applique le théoréme précédent

et en tenant compte du fait que L? (R) =V, @ | @ W, |, ce corollaire sera
Jj=0

immeédiat.

. ’ . H .
R('amarque 5.6 : On peut définir W37 pour un nombre fini de nombres pre-
miers comme :

W-H:span{\lf() 1<i1<N;

j Jp> jp» D est un nombre premier tel que Ny < p < Ng}

Le théoreme suivant caractérise I'espace de détail hybride.
Théoreme 5.7 : Soit WJ-H un espace de détail hybride de W; et a € R*,

alors pour tout nombre premier p, elle existe une matrice orthogonale A;, .,

deMy;, , (R) vérifie :

dj,p DJ(',IP) D](',lg
djap Dj(-i? 0
Aj,p7a - ee -
dj72Nj‘p—lp D](-’]Zj’p) 0

La preuve de ce théoreme a besoin d’introduire le lemme suivant.

Lemme 5.8 : Soit U = (uy,us,........ un)’ un vecteur de My, (R) — {0}
et a € R*, alors elle existe une matrice orthogonale A, de My (R) vérifie :

AU =V,
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0t Vo = (Va1, Vo 2y coeeeen ,va,N)T est un vecteur de My, (R) tel que vy # 0
et Vo, = 0 pour tout 1 =2,........ , N

Démonstration du Lemme 5.8 :

Soit X = (21,22, een.. ,xN)T un vecteur de My (R) tel que z; = « et
r; = 0 pour tout 1 = 2, ..., N.

On pose B = XUT € My (R), on a alors

QU] Quy ... QUN
B 0 0 0
0 . ... 0

D’apres la décomposition en valeurs singulieres, B peut s’écrire comme :
B = PQR"

ou P, R sont les matrices orthogonales et () est la matrice diagonale de
My (R) telles que les N —1 dernieres colonnes de R sont obtenues de maniere
suivante :

BTBY; =0, Vi=2,..,.N

parce que rg(B) = rg(BTB) = rg(BBT) = 1.
D’autre part, on a

U% Uiy ... UIUN
2
U2Uq u o U2UN
B"B = o 2
2
uNul e e UN

Si on a posé Y; = (8%, 55, ..., %), Vi =2,..., N, on va obtenir

N .
(51 Z Ukﬁ;i
k=1
BTBY; = o? =0, Vi=2,..

N .
un Y gy,
k=1
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Comme U # 0, alors il existe u;, # 0 tel que :

N
Uj, Zukﬁi =0 pour tout : =2,...,. N
k=1

N
Dou > upfy =0,Vi=2,..,N

k=1
Par conséquent, si on a pris A, = R, on obtient v,; = 0 pour tout

i=2,...,N et vy # 0 car |[AU| = ||U]| # 0.

Démonstration du théoréme 5.7 : .
Pour U = (dj,p, djopy v d. ;. _1p> , on suppose que U # 0. Grace au

lemme précédent le théoreme est vérifié.
Dans le cas ou U = 0, toutes les matrices orthogonales vérifient :

AjpaU =0

Dong, le théoreme est vérifié pour tout U € R.

5.1.1 Les avantages de la technique HDS

La méthode (HDS) possede des avantages par rapport a la méthode de
la transformée discréte en ondelettes ou en anglais DWT (Discrete Wavelet
Transform), qui sont :

1. En choisissant une matrice orthogonale appropriée pour chaque nombre
premier comme dans le théoreme (5.7), la méthode de I’hybridation
de l'espace de détail peut mettre un grand nombre d’hybrides coeffi-
cients d’ondelettes sont égals a zéro dans la décomposition du signal
indépendamment de la singularité de ce signal, alors que la méthode
(DWT) ne peut pas mettre a zéro les coefficients d’ondelettes qui sont
liés aux zones ou le signal a des grandes singularités.

2. La méthode (HDS) peut calculer le nombre de non nuls hybrides co-
efficients d’ondelettes en choisissant le nombre des nombres premiers
comme dans la remarque (5.6) , mais la méthode (DWT) n’a pas cette
propriété pour ses coefficients d’ondelettes.
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5.2 Décomposition dans le cas bidimension-

nel

Avant de présenter la nouvelle décomposition d’un signal dans le cas bidi-
mensionnel, on a le besoin du théoreme suivant.

Théoréme 5.9 : Soit (V') jez
L? (R) caractérisée par ses fonctwn d’échelle et celle d’ondelette o, respecti-
vement 1. On considére le séparable analyse multiresolution de L* (R?) as-
sociée a (le) alors la famille

une analyse multirésolution r—réquliere de

Jer’
4,0], (x )\If( )( ); 1 <i < Nj,, pestun nombre premier, k € Z} U

2" 'p, 1 <n < Njj et
win()i(y); 1 ¢ { p est un nombre premier |’ heZpu

(ij 1<Z<ij7

{%,l T)oin(y l%{ 2”‘1p,1§n§Nj7pe.t },k:eZ}U

p est un nombre premier, k € Z} U

p est un nombre premier

Yir(x ; 1 <4< Nj,, pestun nombre premier, k € Z} U

p est un nombre premier

2n=lp 1 <n<N,, et
V(@) (y); 1 ¢ { P I } ke Z}
est une base orthonormée de W .
Démonstration du théoréme 5.9 : Il est bien connu que de [41], tous les

espaces de détail dans le cas bidimensionnel pour une séparable analyse mul-
tirésolution de L? (R?) sont décomposés comme :

W= (v QW) (v Qv (v Qw})
En outre, apres les décompositions suivantes :
QW = Vi@ (W@ )
(VRm") D (v @wM)
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WV, = (leH P (leH)i) RV}
- (@) @)

QW = wQ (WP w))
_ (le R WJ1H> D (le 0% (leH)L>
le théoreme est satisfait.

Corollaire 5.10 : La projection orthogonale d’un signal f € L* (R?) sur V;
est exprimée par la formule de décomposition suivante :

PVJf = P‘/j—lf + PV].171®W].1f11f + ijl_1®(Wj1£{1)Lf + PWJ.lfl ®Vj171f

+P(W1§1)L ®V1_1f + PW]_1_1 ®W}_1£11f + PW.l_l ®(W1£{1)Lf (5.6)

Le schéma de décomposition correspondant a la méthode d’hybridation
d’espace de détail au niveau j est représenté ci-dessous dans la Figure 5.1 :

1
Vi lele 03¢ ‘/]171 (W]lfll> 03¢ ‘/;171

1 1
V;l— 1 ® ngfll V;l— 1 ® (leiql> Vle— 1 ® lefll le— 1 ® (ngfll)

FIGURE 5.1 — Schéma de décomposition au niveau j avec la méthode (HDS)

5.3 Algorithme de compression basé sur la
méthode (HDS)

Cette section illustre le travail de 'algorithme de la méthode (HDS).
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5.3.1 Caractérisation des hybrides coefficients d’onde-
lettes

Dans cette sous-section, on caractérise les hybrides coefficients d’onde-
lettes pour un signal f € L*(R?) en les décomposant dans les coefficients
d’ondelettes classiques.

Soient DI ](1), DI ]( ) DI ) Jes classiques coefficients d’ondelettes des es-
pace de détail, respectlvement VIQW], WIQV!, WIQWS tels que :

R2

DIy = [[ 100 esm(o)drdy
RZ

DI,y =[] Hewin@tsmwdsdy
RZ

alors les hybrides coefficients d’ondelettes, DH; (1) , DH; (2) DH (@3) respec-
tivement de V' Q W', W Q V', W' Q WlH peuvent étre éerits comme
suit :

H](l(,ip / [z, y)pjx(z y)drdy = erp [(lmn y  (5.7)

ou le hybrlde espace de détail W est changé dans chaque espace de détail,
qui sont : VI Q Wi, Wi QV/!', W} Q W/ pour atteindre la réduction des
hybrides coefficients d’ondelettes. Cela signifie que, pour un nombre entier
choisi kg, en appliquant le théoreme (5.7), les coefficients

(,1) (%,2) (,3)
{DH (ko,p)’ DHJ(k )’ DHJ(kop) 1<Z<Nﬂp}
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s (1,1) (1,2) (1,3)
seront réduits a {DHj’(kO’p), DHj,(ko,p)’ DHj,(ko,p)} .

D’apres les relations (5.7), (5.8), (5.9), il semble que, chaque nombre
premier p est caractérisé par ses matrices des hybrides coefficients ondelettes :

M ]%), M ](;), M fp), respectivement dans V' @ W', W Q V!, Wl Q Wi
tel que :
1), _ (i1) .
M; (i,k) = DHj7(k7p), 1<i<N,,
(), _ (4,2) . .
M; (i k) = DH; "y 1 <i < Ny,
3) - _ (i,3) .
M (i,k) = DHj7(k7p), 1<i<N,,

N : 1 2 3 e
d’ou, les matrices M ]( p), M ]( p), M ]( p) peuvent étre écrites comme :

) - )
M;, = Aj,L;;

J:p

M2 = B;,LV)

J:p Ny

3) (3)

ot A, Bjy, Cjp sont les différentes orthogonales matrices associées a W},
respectivement dans : V' Q@ W}, W Q V}', Wi Q W} et L', L sz sont

2,7 9P
les matrices des classiques coefficients d’ondelettes respectivement dans :

1 1 il 1l 1 ~ :
VIQW;, Wi QV;, Wi W tel que leurs colonnes sont respectivement :

(1) (2) (3)
il il il
DI (. ) DI oy DI G o)
L e e

D]ja(k72Nj’p_1p) Dlj7(2Nj’p_1p7k) D]jr(k72Nj’p_1p)

Notant que, les matrices orthogonales A, ,, B;,, C;, sont construites d'une
maniere de réaliser la réduction des hybrides coefficients d’ondelettes. Cette
réduction est obtenue en appliquant le théoréeme (5.7) sur une seule co-

lonne dans L}l}z, Lfg et Lf’g. En plus de cette note, les coefficients d’on-

delettes de V'@ (leH)L, (W}H)L®Vj1, W& (V[/le)L sont respecti-
vement arrangés dans les matrices : D]](l)\L(-l) D]j(-g)\L(-Q) DI](S)\L%S.

J5p? 1P
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5.3.2 Les étapes de ’algorithme et le diagramme as-
socié

Cette sous-section donne les étapes détaillées de 'algorithme de (HDS)
avec le diagramme correspondant.

]if)tape 1 : Chargement de I'image.

Etape 2 : Décomposition de I'image avec (DWT) au niveau j produit
les matrices : DIJQ), DI]@), DI](S)

Etape 3 : Cette étape se compose de cing sous étapes comme suit :

- Présentation des nombres premiers et les rangs N, , des correspondantes
matrices orthogonales.

- De I'étape 2, on extrait les matrices : L;lg , Lg 137 Lf;Zv pour chaque nombre
premier p.

- Pour chaque nombre premier p, nous trouvons les matrices orthogonales
associées : A;,, B;,, C;, en appliquant le théoreme (5.7) sur la premiere
colonne qui a la plus grande norme de ¢! par rapport & d’autres colonnes,
respectivement de LW L(g)

Jp? Tip?
. 1
- Pour Chaque nombre premier p, nous composons les matrices : Mj(p),
(2) (3)
MJ}:D ) Mj,p'

- Nous arrangeons tous les coefﬁaents d’ ondelettes, qui sont contenus
dans M), M2 M2 DIVNLY), DIPNLE), DIPN LY.

Etape 4 : Le seulllage T(e,x) est apphque a tous les coefficients d’on-
delettes tels que les coefficients qui leurs valeurs absolues sont inférieurs a €
seront égaux a zéro, sinon il n’y a pas de changement.

Etape 5 : Reconstruire I'image grace a des nouveaux coefficients d’on-
delettes, qui sont produits du seuillage.

Etape 6 : Le codeur entropique utilise une technique pour déterminer
la probabilité pour chaque valeur de I'image reconstruite, il produit un code
basé sur ces probabilités comme le codeur de Huffman, ol les symboles les
plus courants sont généralement représentés en utilisant moins de bits que
les symboles moins fréquents

Etape 7 : Dans cette étape, on obtient I'image compressée pour la trans-
mission ou le stockage.
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L’image originale

1

Méthode de (DWT)

\

Méthode de (HDS)

1

Le Seuillage

4

Image reconstruite

{

Codeur entropique

{

Image compressée

FIGURE 5.2 — Le diagramme correspondant a I’algorithme de (HDS)
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Chapitre 6

Nouvelle technique pour le

seuillage des coefficients
d’ondelettes

Dans une approche par ondelettes, le seuillage des coefficients d’ondelettes
est une basique étape pour l'algorithme de la compression et du débruitage.
La procédure du seuillage s’applique directement aux coefficients d’onde-
lettes a ’aide d’une fonction n qui doit étre caractérisée par le parametre
du seuillage A et deux propriétés fondamentales telles que, I’élimination
des petits coefficients d’ondelettes et la réduction de l'effet des gros coef-
ficients. Donoho et Johnstone [13] ont introduit les deux premieres méthodes
du seuillage, qui sont le seuillage dur et le seuillage doux. La fonction du
seuillage dur est discontinue et celle du seuillage doux est continue avec une
dérivée constante et discontinue. En raison de ces caractéristiques, chaque
méthode souffrit de quelques inconvénients au niveau de I'image comprimée
ou débruitée. Dans ce chapitre nous proposons une alternative technique pour
la compression et le débruitage d’images basée sur une nouvelle fonction du
seuillage 7, dont nous pouvons éviter les défauts de méthodes précédentes.
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6.1 Principe du débruitage d’images par seuillage
des coefficients d’ondelettes

Considérons une image originale f de taille N x M pixels, qui sera récupérée.
Supposons que cette image est bruitée par un bruit blanc gaussien n qui a
une moyenne 0 et de variance notée o2. L’image observée g sera donnée par
la relation suivante :

g(t,7) = f(i,j) +n(i,j), i=1,..,.N, j=1,.. M (6.1)

L’objectif du débruitage est de supprimer le bruit contenu dans g en
estimant f, qui minimise I'erreur moyenne quadratique ou en anglais Mean
Square Error (MSE) définie comme suit :

MSE = i MZZ (f(z',j) —f(z',j))2 (6.2)

=1 j5=1

Dans le domaine d’ondelettes, le débruitage traite chaque coefficient d’on-
delettes des espaces de detail LH, HL., HH a I’aide de la fonction du seuillage
7 pour obtenir g. Ainsi, I'image débruitée f sera I'inverse de la transformation
en ondelette discrete de g. ie, f = IDWT(g).

6.2 Rappel sur les traditionnelles techniques
de seuillage

Il existe plusieurs types des seuillages. Nous pouvons d’abord distinguer
les seuillage dur et seuillage doux.

6.2.1 Seuillage dur (Hard Thresholding)

Le seuillage dur est celui qui est le plus intuitif. On se fixe un seuil A > 0.
On ne conserve que les coefficients d’ondelettes supérieurs a A et on met a
zéro les autres, sa fonction 7 est donnée par :

men={ 5 4 2] (63)

En raison de la discontinuité de cette fonction, I'image débruitée sera
motivée par des artefacts.
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6.2.2 Seuillage doux (Soft Thresholding)

Dans le cas du seuillage dur, on met toujours a zéro les coefficients
inférieurs a un seuil A. Par contre, pour ceux supérieurs a A, on atténue
I’amplitude des coefficients par la valeur du seuil afin de s’assurer d’avoir en-
lever 'effet du bruit méme pour les forts coefficients, la fonction du seuillage
ici est exprimée par :

r—A if x>\
ns (x, ) = 0 if |z <A (6.4)
T+ If r< =X

Dans ce cas, la fonction du seuillage est continue et le coefficient seuillé
sera donc plus petit que le coefficient du signal. Ce type de seuillage garan-
tit que le signal obtenu sera toujours plus régulier que le signal de départ.

Notant que la valeur du parametre de seuillage est soumise aux regles du
seuillage. Donoho et Johnstone [13] ont proposé la régle Visu Shrink, otu la
valeur de seuillage est définie comme suit :

A =o0+/2log(N x M) (6.5)

ou N x M représente la taille de I'image et o est 1'écart type corres-
pond au bruit. De plus, le niveau du bruit ¢ peut étre estimé selon cette

formule :
Median( |y; ;| )

0.6745

= , Yij € sous-bande (HH,) (6.6)
6.3 Nouvelle fonction de seuillage des coeffi-

cients d’ondelettes

La nouvelle fonction de seuillage que nous avons proposé dans [8] se ca-
ractérise par un parametre de forme « (o > 0) et elle est construite pour
étre continue et graphiquement située entre les traditionnelles fonctions de
seuillage (dur et doux). Cette fonction vérifie un compromis entre le seuillage
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dur et le seuillage doux, ol sa expression mathématique est donnée par :

(

o
TINew,« (.Z', )\) = 0 Zf ’:L‘| S A (67>

0
37"‘)‘_\2/_)7\? i e Pdt if x<-—\

a(%*)
r- A+ [ e At if x> A
0

Soft thresholding
— =~ New threshalding
——-Mew thresholding
Mew threshalding
Garrote threshalding

FIGURE 6.1 — Graphe de fonctions de seuillage dur, doux, Garrote et la
nouvelle fonction pour A = 10 et avec o = 0.05, o = 0.2, a = 0.3.

D’apres (6.7), quand a — 0, la fonction Nyew.a (-, A) —> s (-, A) et
quand @ —> 400, la fonction Nyewa (- A) —> nm (-, A) .Cette propriété
montre qu'on peut accéder au seuillage dur et doux par un simple ajus-
tement du parametre de forme a. De plus, la fonction nyewq (-, A) possede
les propriétés suivantes :

Théoréme 6.1 : La fonction Nyewq (-, A) est graphiquement située entre les
traditionnelles fonctions de seuillage (dur et doux).

Démonstration du théoréme 6.1 :
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Pour tout x, on pose

flz) = % / e "dt

remarquons que f est croissante sur R et elle a les propriétés suivantes :

0< f(z) <1, V>0

—1< f(x) <0, V<0

d’ou
T —A S TINew,a (ZL‘,)\) S z

T+ A
a( 3 ><0

za({i) e Vdt = f(a (w+A)) — f(-a <x->|\—)\>)

Pour x < —\, on a

et

S

d’ou

par conséquent,
x S TINew,a (l’,)\) S T+ A

Pour |z| = A, toutes les fonctions Nyewa (- A), 7m (1, A) et ns (., A) sont
égales a zéro.
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Théoréme 6.2 : La fonction Nnewa (-, A) est continue, croissante sur R et
infiniment differentiable sur |—oo, —A[ U]\, +00][.

Démonstration du théoréme 6.2 :
Comme la fonction Nyewq (-, A) est continue aux points |z| = A, alors elle
est continue sur R. D’autre part, pour z < —\ on a

’ 2a 2( 24212
T, AN) =14 —e ¢ (T) >0
nNew,a ( ) \/E
et pour x > A on a aussi
/ 20[ 2(x—X
N =1+ —e ¢ (==
nNew,a ( ) \/7_1'
Donc, Nyew,a (-, A) est croissante sur R.
Dailleurs, d’aprés les formules de 7y, o (2, A) pour z < —A et > A, la
fonction Nyewa (-, A) est infiniment differentiable sur |—oo, —A[ U]\, 4o00].
Théoréme 6.3 (Estimation d’erreur d’approximation) : Soit (V}),,
une analyse multirésolution régulicre de L? (R) et 1 l'ondelette associée.
Pour toute f € L*(R) et J € N*, on définit

J—1
P‘Zard _ PVOf + Z QJHardf
=0

J—1
PIf = Pof+) Q'f
5=0
J—1

PYf = Pyf+) QYUf
j=0

ot Py, f est la projection orthogonale de f sur Vj et Qf‘“"df, Qfoﬁf et Qévewf
sont la projection orthogonale de f sur W; en utilisant le seuillage dur,
doux et nouveau seuillage respectivement. Alors on a 'estimation d’erreur
suivante :

2
1f = PR ey < |7 = B

L2(

. Cox (f)N+ ||f - P\Zamf”;(ﬂ{)
(6.8)
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o

CJ,)\ (f) = CCLTd{(j, k)7 ] = 07 sy J — 17 ke Zv |dj7k| > )‘} (69)

Démonstration du théoreme 6.3 :
Tout d’abord, on sait que toute fonction f € L?(R) peut se décompose

sous la forme .
F=Pof+> ) disthin

7=0 keZ

d’une autre part, on a aussi

J—1
P‘gardf — PVof + Z Z Ny (dj,lm )\) w]',k

j=0 k€Z

J—1

=0 keZ

et
J—1
PRCf =Py f+ ) D ivewa ik N) Yy

=0 kecZ
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d’oun

J—1 +00
ew 2
If =P f | oy = (djk = Nvewa (djes N)) ik + D Y djsthin

=0 keZ j=J kel

J—1 +o00

= |k = Mvewa (dis N+ ) |l
=0 kez j=J kel
2

2 2
2 —t
+ E A1 — _ﬁ / e U dt

§=0,...,0—1, k€Z s
d]-,k>)\
+oo
LD DR T D) B
§=0,....J—1, k€Z j=J keZ
]djykyg,\
D S D DI
§=0,...,0—1, keZ §j=0,...,J—1, k€Z
dj p<—A dj x>\
“+00
D DR TR B
§=0,...,J—1, keZ j=J keZ
|dj 6| <A

2
de pl
’L2(R) , de plus

Le coté droit de derniere inégalité est égal a H f— P‘iof 'f

comime

+oo
”f_P\gMdf”iz(R) - Z ’dﬂ"’f|2+22‘dﬂ¥k|2

§=0,....J—1, kEZ j=J ke
|djx|<X
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on trouve que

2
- Z X+ “f_P%ardf“2L2(R)
§j=0,...,J—1, k€Z
|d]-’k|>)\

= Cin(HN+ Hf - P%ardf“i2(R)

o PSoft
Hf Vi / L2(R)

donc

2

I = P Wiy < | = R gy = Com X1 = P e

L2(

Dans ce qui suit, on va introduire les étapes de I'algorithme correspondant
a la nouvelle technique de seuillage.

Etape 1 : Charger I'image.

Etape 2 : Décomposer I'image avec (DWT) au niveau j produit les
sous-bandes : LL, LH, HL, HH.

Etape 3 : Estimer le niveau du bruit o en utilisant (6.6) .

Etape 4 : Appliquer la regle du choix de parametre de seuillage aux
coefficients d’ondelettes avec la nouvelle fonction de seuillage Nyew.a (-5 A) -

Etape 5 : Reconstruire I'image en applicant (IDWT) pour les nouveaux
coefficients d’ondelettes.

Etape 6 : Obtenir I'image débruitée.
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Charger l'image bruitée

1

DWT

1

Estimer le niveau du bruit ¢

1

Le Seuillage avec Nyewa (-, A)

1

IDWT

4

Image débruitée

FIGURE 6.2 — Le diagramme correspondant a l’algorithme de débruitage

113



Chapitre 7

Application au traitement des
images numériques

L’image numérique est un moyen plus important pour la communication
entre les personnes, quelqu’un peut la débruiter, ’autre peut la comprimer
ou décomprimer. Toutes ces opérations sont classées dans le domaine du
traitement d’images. En effet, le traitement d’images numériques est une dis-
cipline tres vaste de la théorie des signaux, elle détermine I’ensemble des tech-
niques et des méthodes qui permettent d’opérer sur I'image numérique pour
d’améliorer 1’aspect visuel de celle-ci, la compresser, et d’en extraire des in-
formations. Dans ce chapitre, on s’intéresse a la compression et le débruitage
d’images.

7.1 Notions sur les images numériques

Pour comprendre bien I'image numérique, nous devons donner quelques
notions principales comme sa définition, ses différents types et ses différents
formats.

7.1.1 Définition d’une image numérique

L’image numérique est une grille constituée d’'un nombre fini de points
(x,y) appelés pixels (Abréviation de Picture Element). Le pixel ici est le
plus petit élément constitue I'image numérique, et représente une couleur
déterminée.
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7.1.2 Différents types d’images

Il existe plusieurs types des images selon la méthode du codage de chaque
pixel, on cite I'image en mode monochrome, I'image en mode niveaux de gris,
et I'image en mode couleur.

7.1.2.1 Le mode monochrome

Avec ce mode, chaque pixel est codé par 1 bit (0 ou 1), ainsi la couleur
associée soit blanche, soit noire. Figure 7.1 :

FI1GURE 7.1 — Image monochromatique

7.1.2.2 Le mode niveaux de gris

Dans ce cas, chaque pixel est codé par 8 bits et il prend une valeur entiere
de 0 jusqu’a 255, chacune des valeurs représente une couleur au niveau du
gris, ou la valeur 0 représente la couleur noire et 255 représente la couleur
blanche. Figure 7.2 :
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FIGURE 7.2 — Image aux niveaux de gris

7.1.2.3 Le mode couleur

Le pixel ici est codé par 24 bits, il a trois composantes de niveau de gris :
R (le rouge), V (le vert) et B (le bleu), ainsi la couleur de chaque pixel est
un mélange des trois couleurs précédentes. Ce mode est nommée RVB ou en
anglais RGB (Red, Green, Blue). Figure 7.3 :
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FIGURE 7.3 — Image couleur

Notons qu’il existe un autre type des images en mode couleur comme : le
mode TSV (Teinte, Saturation, Valeur) ou en anglais HSV (Hue, Saturation,
Value).

7.1.3 Différents formats d’images

On cite ici les différents formats d’images les plus utilisés, qui sont : BMP,
TIFF, JPEG ou JPG, GIF et PNG.
7.1.3.1 Format BMP

Le format BMP ou Bitmap est un format d’image développé par Microsoft
et IBM (International Business Machines), il est utilisé pour la programma-
tion, ou la plupart des interfaces graphiques utilisent ce dernier format en
fonctionnement.

7.1.3.2 Format TIFF

Le format TIFF (Tagged Image File Format) a été mis au point en 1987
par la société Adobe, son principe est a faire des balises dont on peut extraire
les caractéristiques de I'image.
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7.1.3.3 Format JPEG

Le format JPEG (Joint Photographic Experts Group) est une norme d’en-
registrement des images fixes a I’aide de I'algorithme de compression d’images
(DCT).

7.1.3.4 Format GIF

Le format GIF (Graphics Interchange Format) utilise la compression sans
perte et permet d’utiliser les couleurs transparentes. De plus, il contient une
technique d’animation des images, ce qui le rend fréquemment utilisé sur
I'internet.

7.1.3.5 Format PNG

Le format PNG (Portable Network Graphics) (PNG) a été construit pour
remplacer le format GIF, il permet d’enregistrer les images avec différentes
couleurs de 2 jusqu’a 281 474 976 710 656 couleurs.

7.2 Compression d’images

La compression d’images est un processus permet de réduire la quantité de
mémoire nécessaire a la représentation de I'image pour le stockage ou la trans-
mission de celle-ci. Cette compression peut se classer en deux groupes selon
la qualité de I'image reconstruite (conforme a l'image originale ou non). Le
premier groupe contient des techniques de compression sans perte (dites aussi
réversibles), qui agissent directement sur la codification de chaque pixel, ainsi
I’aspect visuel de I'image compressée est identique a celui de 'image originale,
citons par exemple des algorithmes du codage : RLE, LZW, Shannon-Fano,
Huffman et codage arithmétique. Le deuxieme groupe englobe des techniques
de compression avec perte (dites aussi irréversibles), leur principe est d’aug-
menter la fréquence des valeurs associées aux pixels sans dégrader 'aspect
visuel de I'image reconstruite, citons quelques méthodes : JPEG, JEPG 2000.
D’autre part, il est évident de réfléchir a des critéres qui peuvent mesurer
la performance des groupes de compression précédents. En effet; on a des
criteres spécifiques, qui sont le critere d’évaluation de la qualité de 'image
comprimée et celui d’évaluation de la méthode de compression. Dans cette
section, nous allons expliquer tout ce qui précede.
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7.2.1 Quelques criteres de la performance des tech-
niques de compression

7.2.1.1 Taux de compression

Le taux de compression 7 ou en anglais (compression ratio) est un critere
permet de mesurer la compétence d'une méthode de compression par rapport
aux plusieurs méthodes, en comparant la taille de I'image compressée a la
taille de 'image originale, ol le plus grand 7 signifie que la taille de I'image
compressée est plus moins de celle de 'image originale, ainsi la meilleure

méthode. ) ) .
Nombre de bits de I'image originale

— 7.1
Nombre de bits de I'image compressée (7.1)

7.2.1.2 Le rapport signal sur bruit

Le rapport signal sur bruit PSNR ou en anglais (peak signal to noise
ratio) est un indicateur de la qualité de I'image reconstruite, il
s’exprime en décibels (dB) et défini comme suit :

(dynamique de l’image)2
MSE

ou pour une image de niveau de gris, sa dynamique est 255, d’ou la relation
(7.2) devient :

PSNR = 101logy, (dB) (7.2)

2557
= 10log,, VSE
et MSE c’est 'erreur moyenne quadratique entre l'image originale f et
I'image reconstruite f ou en anglais (mean squared error), qui est définie
comme :

PSNR (dB) (7.3)

MSE = i 7> (£G9) —f(i,j))2 (7:4)

=1 j=1

tel que, le plus élevé (PSNR) produit généralement la meilleure qualité de
I'image reconstruite avec le plus moins (MSE).

7.2.2 Différents types de la compression

Dans le domaine de la compression d’images, on a deux types différents
de compression : Sans perte et avec perte.
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7.2.2.1 Compression sans perte

Tous les algorithmes de la compression d’images sans perte produisent
une image identique a l'originale d'un terme de visualisation. On s’intéresse
ici par les algorithmes du codage statistique, ou leur but est la réduction
de nombre de bits pour les caracteres les plus fréquents. Il existe plusieurs
algorithmes quant a ce codage comme : Shanno-Fano, Huffman, arithmétique,
LZ77, LZ78, LZW... Rappelons la méthode de construction du codage de
Huffman :

En 1952, Huffman a construit son code structuré en arbre pour un alpha-
bet de taille finie, tel que le code est décodé par une seule facon. L’algorithme
associé a ce codage considere d’abord un alphabet A = {ay,as,....,a,}, ou
ses symboles a; sont arrangés en ordre décroissant de fréquence, ¢a signifie
que

P(ay) > P(ay) > ... > P(ay,)

telle que les longueurs associées vérifient
L(a)) < L(ag) <...<L(ay,)

ensuite, il pose les étapes suivantes :

- On prend les deux noeuds de plus faible fréquence et créer un nceud
parent pour ces deux nceuds.

- On effectue la somme des deux fréquences au nceud parent.

- On effectue les codes 0, 1 respectivement aux deux branches de 'arbre.

- On répete I'étape 2 jusqu’a ce qu’il ne reste qu’un seul noeud de proba-
bilité 1.
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Exemple sur le codage de Huffman :

Lettre | Fréquence | Code de Huffman associé
a 6 00
b 5 01
C 4 10
d 2 110
€ il Tl

o] |
L

0]1 Oll

IS D N O P e B

FIGURE 7.4 — Schéma du codage de Huffman pour cet exemple.

7.2.2.2 Compression avec perte

Dans ce type de compression, 'image reconstruite est différente de 'image
originale a cause des modifications faibles, citons les techniques de compres-
sion par transformation comme : DCT, Ondelettes, ... Ces techniques s’ap-
pliquent sur l'image dans son domaine transformé, ou les informations de
I'image sont contenues dans les coefficients de fréquence spatiale. Pour cela,
le principe de telles techniques est de décomposer I'image dans une base or-
thogonale, dont les coefficients sont décorrélés, ainsi on peut mettre a zéro
une grande quantité des coefficients sans nuire de maniere significative 1’as-
pect visuel de I'image reconstruite.
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7.3 Quelques techniques de compression et
débruitage d’images

Nous allons présenter ici quelques techniques de compression et débruitage
d’images par transformation.

7.3.1 Technique JPEG

JPEG en anglais (Joint Photographic Experts Group) est une norme de
compression et de débruitage d’images fixes, qui est introduite et adoptée en
1992 par de groupe d’experts internationaux. Elle est basée sur ’algorithme
de DCT en I'appliquant sur des blocs de taille 8 x 8 pixels, ainsi on en déduit
des caractéristiques intéressantes. En fait, la technique JPEG perd la qualité
exacte de I'image originale et souvent présente un zigzag sur ’entourage des
blocs. Par contre, elle donne un taux de compression raisonnable, dont la
taille de I'image compressée est petite, ce qui la rend couramment utilisée
sur l'internet.

7.3.2 Technique JPEG 2000

JPEG 2000 en anglais est une norme de compression et de débruitage
d’images fixes produite durant 'année 2000 par le méme groupe de la tech-
nique JPEG, elle utilise la technique de la transformée en ondelettes discrete
ou en anglais DWT (Discrete Wavelet Transform). Cette technique produit
un taux de compression supérieur a celui de la technique JPEG, ce qui per-
met d’obtenir une image compressée d’un poids inférieur a celui pour la
technique JPEG. En outre, la qualité de I'image compressée par la technique
JPEG 2000 est plus nette que celle par JPEG. En revanche, la technique
JPEG 2000 s’influence par les grandes singularités de I'image.

7.3.3 Technique HDS

L’HDS est une nouvelle technique de compression et de débruitage par
transformation d’images fixes comme JPEG et JPEG 2000, son principe est
de traiter 'inconvénient de la technique JPEG 2000 (probleme de singula-
rité) par construire une nouvelle base pour chaque espace de détail, dont on
peut mettre a zéro une grande quantité des coefficients indépendamment de
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singularité de I'image. De plus, la technique HDS produit un taux de com-
pression plus élevé par rapport a celui de JPEG 2000, méme la qualité de
I'image compressée est meilleure que celle produite par JPEG 2000.

7.3.4 Technique de seuillage avec une nouvelle fonction

La nouvelle technique de compression et de débruitage d’images qui est
présentée ici, c’est une technique utilise la fonction Nyew.o (-, A) au lieu des
fonction de seuillage dur et doux pour compresser et débruiter a la fois
I'image. Les propriétés mathématiques de cette fonction telles que la conti-
nuité, la monotonie, la différentiabilité et le parametre de forme peuvent
mettre un compromis entre le seuillage dur et doux.

7.4 Résultats expérimentaux et discussion

7.4.1 Comparaison de JPEG 2000 par HDS

Dans cette sous-section, on va comparer la compétence de deux techniques
de compression d’images fixes : JPEG 2000 et HDS par une évaluation de leur
performance. Pour cela, on choisit I'image aux niveaux de gris (’barbara.png’)
de taille 73.8 KB, et de 240 x 240 pixels. O, on considere que les algorithmes
s’effectuent sous MATLAB a la résolution 7 = 1 avec de 'ondelette de Haar,
en prenant tous les nombres premiers p vérifiants I'inégalité suivante :

oNor—1p <240

ou Ny, est le rang de la matrice orthogonale Ay, associée a p. Ce rang a
été choisi de maniere a ce qu’il est le plus grand nombre vérifie I'inégalité
précédente.

Les résultats de compression avec JPEG 2000 et HDS sont arrangés res-
pectivement dans le tableau 7.1, le tableau 7.2 :
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Seuillage | PSNR (dB) | La taille de I'image compressée (KB) | CR
e =20 27.61 9.09 8.12:1
e =30 31.20 8.55 8.63 :1
e =40 35.94 8.25 8.95 :1
e =50 42.70 8.15 9.06 :1
e = 60 53.62 8.13 9.08 :1

TABLE 7.1 — Résultats de compression avec JPEG 2000

Seuillage | PSNR (dB) | La taille de I'image compressée (KB) | CR
e =20 30.96 8.81 8.38 :1
e =30 35.66 8.35 8.84 :1
e =40 40.39 8.19 9.01:1
e =50 49.09 8.13 9.08 :1
e =60 56.88 8.12 9.09 :1

TABLE 7.2 — Résultats de compression avec HDS

A partir des résultats présentés a ces tableaux, on remarque d’abord que,
la croissance successive des valeurs du seuillage a mené a une croissance
similaire aux PSNR et CR pour chaque technique, ou pour chaque seuil,
le PSNR et le CR correspondant a la technique HDS, sont supérieurs aux
autres pour la technique JPEG 2000, dont on constate une monotonie po-
sitive (respectivement négative) a la qualité (respectivement a la taille) de
I'image reconstruite jusqu’au dernier seuil, ou le CR ici pour la technique
HDS est égal a 9.09. Cette grande valeur (CR), signifie que I'image com-
pressée avec la technique HDS occupe seulement 11% de 1'espace du stockage
de I'image originale. D’autre part, I'excellence de la technique HDS par rap-
port a JPEG 2000 est représentée au seuil € = 30, telle que la figures 7.7
et la figure 7.8 représentent respectivement les images reconstruites et les
images différence a ce seuil, dont les singularités contenues dans 'image ori-
ginale ont été interprétées a un nuage des points blancs accumulés dans les
images reconstruites et les images différence, ou ce nuage des points semble
moins dense et moins clair pour les images correspondant a la technique HDS.
Par conséquent, la technique HDS est plus adaptative et plus résistante aux
singularités des images.
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FIGURE 7.6 — Décomposition de I'image originale au niveau j = 1
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FIGURE 7.7 — Images reconstruites, (a) avec HDS et (b) avec JPEG 2000

{c (d)

FIGURE 7.8 — Images différence, (c) avec HDS et (d) avec JPEG 2000

7.4.2 Comparaison de seuillage dur et doux par la nou-
velle technique de seuillage

Afin de vérifier D'efficacité de notre méthode de la compression et de
débruitage, nous comparons cette nouvelle méthode avec les méthodes de
seuillage classiques telles que Hard, Soft et Garrote a 1’aide de la regle Visu
Shrink. Ces méthodes de seuillage sont appliquées aux diverses images de
test de taille 512 x 512 pixels, qui sont bruitées par un bruit gaussien avec
différents niveaux de bruit. L’ondelette utilisée dans toutes les méthodes est
I'ondelette de Haar au niveau de décomposition J = 1, ou le parametre de
forme est déterminé par une méthode d’approximation stochastique (algo-
rithme de Robbins-Monro). Alors, les résultats de simulation en utilisant
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Matlab sont présentés dans le tableau 7.3 :

Images o | Hard Soft Garrote | Méthode proposée «
10 | 28.0440 | 27.7677 | 27.7094 28.1019 0.009
15 | 24.6469 | 24.6132 | 24.5666 25.2104 0.01
Barbara 20 | 22.3580 | 22.4018 | 22.5437 22.6088 0.05
251 20.0717 | 19.6226 | 20.1902 20.4312 0.1
30 | 18.1999 | 18.1438 | 18.3651 18.5197 1
10 | 25.7620 | 27.7896 | 27.3350 27.8906 0.009
15 | 24.6985 | 24.2036 | 24.7721 25.0008 0.15
Boat 20 | 21.8492 | 22.1981 | 21.4785 22.2295 0.15
251 19.9245 | 20.0176 | 20.1240 20.4384 1
30 | 18.0349 | 18.6323 | 18.5476 18.7409 0.05
10 | 27.8897 | 28.1068 | 28.0274 28.1492 0.09
15 | 22.9283 | 22.4868 | 22.8450 23.1930 0.9
Cameraman | 20 | 19.2072 | 18.9017 | 18.8856 19.2539 0.09
25 | 16.1831 | 16.0629 | 15.7873 16.2988 0.25
30 | 13.5814 | 13.2885 | 13.4052 13.6726 1

TABLE 7.3 — Comparaison de resultats de PSNR (dB) entre les méthodes
classiques et la méthode proposée

Apparemment, les résultats expérimentaux montrent qu’a chaque niveau
de bruit, le PSNR qui correspond a notre méthode proposée est le plus élevé
par rapport a toutes les autres méthodes pour chaque image. En outre, la
performance de la méthode de Garrote pour chaque image par rapport a
la méthode Hard et Soft apparait aux niveaux élevés de bruit. Alors que,
notre méthode proposée évite ce probleme en raison de l'existence du pa-
rametre de forme. Ainsi, notre méthode de la compression et de débruitage
est supérieure a toutes les autres méthodes en termes de qualité visuelle de
I'image débruitée.
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F1GURE 7.9 — Originale and image bruitée correspondant a Barbara pour
o =20.

(c) (d)

FIGURE 7.10 — Images débruitées, (a), (b), (c), (d) en utilisant dur, doux,
Garrote et méthode proposée respectivement pour o = 20.
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Conclusion

Dans cette these, nous avons présenté d’une part, une étude approfondie
et détaillée sur les techniques classiques de compression d’images fixes telles
que, JPEG et JPEG 2000. D’une autre part, deux nouvelles techniques de
compression et de débruitage d’images, ou la premiere est basée sur 1’hybri-
dation de ’espace de détail et caractérisée par des avantages par rapport aux
méthodes classiques. A partir de ces avantages, les résultats expérimentaux
ont justifié la meilleure performance de celle-ci telle que, les taux de com-
pression sont tres élevés sans d'une dégradation remarquable pour la qualité
de I'image compressée. La deuxieme méthode propose une nouvelle fonc-
tion de seuillage caractérisée par un parametre de forme et quelques pro-
priétés mathématiques par rapport aux seuillage dur et doux, les résultats
expérimentaux ont démontré l'efficacité de cette derniere en termes de qua-
lité visuelle de I'image débruitée. En conséquence, nous pouvons adopter ces
deux nouvelles techniques pour la compression et le débruitage d’images.
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