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1. Introduction Générale

Le principe de fonctionnement des dispositifs d'électrotechniques comme les machines tour-

nantes et les transformateurs est lié à la distribution du champ électromagnétique dans leurs

circuits magnétiques. Ces derniers sont fabriqués à partir des matériaux magnétiques, leur

principal rôle est la canalisation du �ux magnétique. Sans ces matériaux aucune conversion

d'énergie n'est possible. La détermination précise du champ magnétique dans ces dispositifs

nécessite la connaissance, en premier lieu, du comportement magnétique de ces matériaux.

Si nous nous intéressons à la construction des machines électriques nous constatons que les

matériaux utilisés dans la fabrication de leurs circuits magnétiques, sont le plus souvent des

matériaux ferromagnétiques où la loi de comportement magnétique est fortement non linéaire

et de type hystérétique. De plus ces dispositifs sont soumissent à des formes d'ondes très di-

verses imposées par l'alimentation. Cela pose une grande di�culté pour la modélisation de

ces derniers. Néanmoins, des approches analytiques et empiriques sont utilisées dans cette

modélisation. Mais ces approches ne permettent pas de prendre en compte des pertes d'ori-

gine ferromagnétiques. La détermination de ces pertes est une étape plus importante lors

de la conception des dispositifs électrotechniques. Il existe des formules empiriques qui per-

mettent de déterminer ces pertes mais elles restent toujours approximatives. Pour remédier à

ces problèmes, il est nécessaire de trouver un modèle d'hystérésis permettant de représenter

et avec précision ces pertes et de l'intégrer dans un code de calcul de champ basé sur la

méthode des volumes �nis [VER-95]. C'est dans ce contexte que s'inscrit notre travail. Ce

travail de thèse s'intéresse à la rencontre de deux domaines très di�érents mais complémen-

taires. D'une part il faut trouver un modèle hystérésis capables de reproduire de manière

précise le comportement magnétique du matériau dans le cas quasi-statique et dynamique.

Ce dernier est le résultat de mécanismes complexes liés à la microstructure du matériau.
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1. Introduction Générale

D'autre part ce modèle doit être intégré dans des outils de modélisation. Il est alors impor-

tant de tenir compte des contraintes liées à la modélisation par la méthode des volumes �nis

et plus particulièrement de minimiser le temps de calcul et la place mémoire nécessaire. C'est

donc en tenant compte du phénomène d'hystérésis magnétique dans un code de calcul par la

méthode des volumes �nis que l'on fait se rencontrer les deux domaines du magnétisme et de

la modélisation numérique.

On commence à disposer de nos jours en génie électrique des outils performants pour la

modélisation des systèmes électromagnétiques. Grâce à des méthodes numériques tel que la

méthode des éléments �nis [ZIE-91] et la méthode des volumes, il est possible d'étudier des

systèmes complexes avant même de les fabriquer, le but des outils numériques est de garantir

des résultats précis de la simulation avec le moindre coût en terme de temps de calcul et de

consommation de mémoire.

La modélisation numérique, quant à elle, est un domaine d'étude récent. En fait, cette dis-

cipline a connue une évolution importante avec l'apparition des ordinateurs. L'essor de l'in-

formatique a permis le calcul numérique approché des grandeurs magnétiques par résolution

des équations de Maxwell qui permettent de formaliser les principes de base des di�érentes

machines. Ceci n'aurait pas de sens si c'était fait en dépit des phénomènes physiques.

Le domaine de la physique qui va nous intéresser est celui du magnétisme et plus préci-

sément, le phénomène d'hystérésis magnétique. Le l'objectif de ce travail est de modéliser

le comportement hystérétique des matériaux magnétiques et de l'intégrer dans un code de

calcul par la méthode des volumes �nis.

Plusieurs modèles d'hystérésis sont proposés dans la littérature [LIO-00]. Certains sont

purement analytiques [CHU-70, HOD-88, MAY-91], et d'autres sont basés sur des considé-

rations physiques [JIL-86]. Cette diversité de modèles montre bien la di�culté rencontrée

lors de la représentation du comportement magnétique hystérétique des matériaux. De plus,

dans le cas des matériaux conducteurs, l'apparition à haute fréquence des courants induits

entraîne la déformation du cycle d'hystérésis. Il doit être tenir en compte cette contribution

dans la loi de comportement.

On commence ce manuscrit, par une généralité sur les matériaux magnétiques, ainsi, les

notions de bases du point vue des sciences des matériaux, suivies d'une description détaillée
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du processus d'aimantation à l'échelle macroscopique dans les matériaux ferromagnétiques,

ainsi que l'évolution des pertes dans ces matériaux. En�n, le principe de caractérisation de

ces matériaux. Dans le troisième chapitre, nous présentons les di�érents modèles d'hystérésis

magnétiques rencontrés dans la littérature, à la �n de ce chapitre, nous développons le modèle

de Jiles-Atherton, ainsi, nous proposons une technique d'identi�cation des paramètres de ce

modèle. Les résultats seront comparés avec des cycles théoriques pour deux types de maté-

riaux (doux et durs). Au quatrième chapitre, nous développons le modèle de Jiles-Atherton

dans le cas stique et dynamique. Nous modi�ons ce modèle dans le cas statique en tenant

compte des considérations physiques, nous proposons, aussi, une nouvelle technique d'identi-

�cation des paramètres de ce modèle. Dans le cas dynamique nous présenterons une nouvelle

formulation de ce modèle, qui est capable de générée les cycles d'hystérésis dans le cas dy-

namique sans avoir identi�é les paramètres de ce modèle à nouveau. Les résultats de cette

nouvelle formulation seront comparés avec les mesures relevées sur un banc expérimental

pour di�érentes fréquences. Le cinquième chapitre présente, les modèles mathématiques des

phénomènes électromagnétiques basés sur les équations de Maxwell. Nous présenterons dans

ce chapitre les formulations à l'aide du potentiel vecteur magnétique et ce, dans le cas ma-

gnétostatique et magnétodynamique non linéaire. A la �n de ce chapitre nous présenterons

en détaille la méthode des volumes �nis, ainsi, la discrétisation des di�érentes formulations

à l'aide cette méthode. Le dernier chapitre traite l'intégration de modèle dynamique inverse

de Jiles-Atherton dans un code de calcul basé sur la méthode des volumes �nis. Le dispositif

testé est le cadre Epstein, où les tôles magnétiques (de type FeSi 3% à grain non-orienté) sont

caractérisées. En�n, nous e�ectuons une étude des pertes spéci�ques en régime dynamique

basée sur le principe de séparation des pertes fer.
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2. Généralités sur les matériaux

magnétiques

2.1. Introduction

Les matériaux magnétiques ont une importance technologique considérable, grâce à leur

grande richesse de comportement. Par ailleurs le magnétisme occupe une place remarquable

dans la description des propriétés fondamentales de la matière. Ces matériaux ont une large

gamme d'applications technologiques. Ainsi, dans certains dispositifs tels que les transfor-

mateurs, les moteurs, les générateurs et les bobines d'induction, on utilise habituellement

des noyaux de fer pour augmenter l'intensité des champs magnétiques. Bon nombre de dis-

positifs, tels que les haut-parleurs et les microphones, fonctionnent à l'aide de matériaux

magnétiques. La détermination précise des grandeurs magnétiques dans ces dispositifs est

une préoccupation de l'électrotechnicien en vue d'une optimisation à la fois économique et

technique.

2.2. Grandeurs magnétiques

La théorie magnétique emploie deux grandeurs de champ pour décrire les phénomènes

magnétiques, qui sont le champ magnétique H et l'induction B. La relation entre ces deux

grandeurs dans le vide est linéaire et donnée par l'équation suivante :

B = µ0H (2.1)

où µ0 représente la perméabilité magnétique du vide (4π10−7 H/m). En présence des maté-
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2. Généralités sur les matériaux magnétiques

riaux magnétiques, la relation (1.1), lie ces deux grandeurs vectorielles, ne reste plus valable,

car une nouvelle grandeur vectorielle (M aimantation magnétique) apparaît pour traduire la

réaction du milieu au champ électromagnétique. A l'échelle macroscopique, l'aimantation M

du matériau est donnée par :

M =
∂M
∂v

(2.2)

OùM représente la somme des moments magnétiques atomiques et∂v est l'élément du volume

considéré. Ainsi, en présence du matériau, la relation qui lie les grandeurs B et H est donnée

par :

B = µ0(H + M) (2.3)

La relation B=f(H ) ou M=f(H ) appelée processus général d'aimantation et il est repré-

senté graphiquement par une courbe dite courbe d'aimantation.

Ce processus dépend de la géométrie et de la structure de la matière ainsi que certaines

constantes magnétiques[BER-98] .

2.3. Origine du magnétisme

Le champ magnétique est généré par le déplacement de charges électriques à l'intérieur du

matériau. A l'échelle atomique le mouvement des électrons crée un petit moment magnétique

perpendiculaire au plan de l'orbite.

En e�et, l'électron possède deux types de mouvement, orbital et de spin. La contribution

relative du mouvement orbital et de la rotation dépend du type de matériau à considérer.

2.3.1. Moment magnétique orbital

Une petite boucle de �l électrique parcourue par un courant d'intensité I crée un moment

magnétique m dont l'intensité est proportionnelle à I et à la surface de la boucle, par analogie

le mouvement de l'électron autour du noyau est décrit par une orbite embrassant une section

S en un temps τ �gure 2.1. Ce mouvement des électrons autour du noyau crée donc un
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moment magnétique qu'on appelle orbital moet s'exprime par l'équation suivante :

mo = −eS
τ
uz (2.4)

 

e+ e- 

uz 

Moment magnétique  

Figure 2.1.: Le moment magnétique orbital

2.3.2. Moment magnétique du spin

Chaque électron possède un mouvement de rotation sur lui-même et porte un moment

magnétique intrinsèque. Ce dernier s'exprime par :

ms = − e~
2me

uz (2.5)

Avec :

e : la charge élémentaire

~ : la constante de Planck normalisée

me : la masse de l'électron

Le moment magnétique total m de l'électron est la somme des deux moments de spin ms

et orbital mo. Pour un atome la somme des moments magnétiques orbitaux et de spin de

chaque électron donne le moment magnétique total. Suivant les orbitales des électrons et leur

nombre, l'atome aura un moment magnétique plus ou moins important.

2.4. Di�érents types des matériaux magnétiques

En général les matériaux qui peuvent être magnétisés par un champ magnétique sont

appelés matériaux magnétiques. On dé�nit la relation lie le champ magnétique H avec l'ai-
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mantation M par :

M = χH (2.6)

où χ est la susceptibilité magnétique, l'équation (1.3) peut être réécrite comme suit :

B = µ0(1 + χ)H (2.7)

Ainsi, la perméabilité magnétique relative du matériau est exprimée à partir de la suscep-

tibilité par :

µr = 1 + χ (2.8)

Les matériaux magnétiques peuvent être classi�és à l'aide des valeurs de la susceptibilité

magnétique. Il existe plusieurs types de matériaux magnétiques, chacun d'eux est caractérisé

par sa structure propre. Ils sont regroupés en trois grandes catégories des matériaux et sont

décrits en dessous.

2.4.1. Les matériaux diamagnétiques

Les matériaux diamagnétiques sont composés d'atomes ne présentant pas de moment ma-

gnétique (ex : Bi, Be, Ag, Au,. . . ). Sous l'action d'une excitation appliquée, leurs aimantations

s'opposent à celle-ci, �gure 2.2. Le mouvement orbital des électrons est modi�é par cette exci-

tation et, avec la loi de Lenz, les courants induits s'opposent à la variation de l'excitation dans

le matériau. Le tableau 2.1 donne les susceptibilités de quelques matériaux diamagnétiques,

dont la loi de comportement est linéaire.

Matériaux Susceptibilité χ

Silicium -1.2·10−6

Cuivre −1.08 · 10−6

Plomb −1.4 · 10−6

Table 2.1.: Susceptibilités des matériaux diamagnétiques
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Pour ce type de matériaux la susceptibilité est très faible (| χ | <�< 1)et la loi de compor-

tement peut être assimilée à celle du vide.

 

H 

  M 

 

χ Négatif  

Figure 2.2.: Comportement diamagnétique

2.4.2. Les matériaux paramagnétiques

Les substances paramagnétiques ont une faible susceptibilité magnétique positive (0<χ<1),

qui est due à la présence d'atomes ou d'ions ayant des moments magnétiques dipolaires per-

manents. Ces dipôles n'exercent entre eux que de faibles interactions et, en l'absence du

champ magnétique, leurs orientations sont aléatoires. Par contre lorsqu'ils sont placés dans

un champ magnétique, ils ont tendance de s'aligner suivant l'orientation du champ. Le degré

d'alignement des dipôles et, par conséquent, leur degré d'aimantation sont proportionnels à

l'intensité du champ extérieur et inversement proportionnel à la température absolue du ma-

tériau. Les valeurs des susceptibilités pour quelques matériaux sont présentées sur le tableau

2.2[BEN-02]

Matériaux Susceplibilité χ

Aluminium 7.7 · 10−6

Tungstène 3.5 · 10−6

Plaline 1.2 · 10−6

Table 2.2.: Susceptibilités de certains matériaux paramagnétiques
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H 

  M 

 

χ Positif  

Figure 2.3.: Comportement paramagnétique

2.4.3. Les matériaux ferromagnétiques

Dans la plupart des matériaux, l'ensemble des moments magnétiques sont orientés dans

des directions aléatoires et le champ magnétique total résultant est nul. Par contre, les ma-

tériaux ferromagnétiques comme le (Fer, Cobalt, Nickel et leurs alliages), possèdent un fort

moment magnétique. Les moments magnétiques de leurs atomes sont ordonnés en petites

zones uniformément magnétisées, appelées domaines deWeiss. Chaque domaine présente une

orientation aléatoire en absence du champ magnétique extérieur. Les matériaux ferromagné-

tiques présentent donc également une aimantation spontanée importante indispensable dans

les applications en génie électrique. C'est cette catégorie que nous étudierons en détail par

la suite. A�n de rendre la liste des catégories exhaustive, il reste deux types de matériaux à

citer : les matériaux antiferromagnétiques et les ferrimagnétiques. Les premiers ont à l'échelle

macroscopique, un comportement proche des paramagnétiques (mais ne réagissent pas de la

même façon en température). Les seconds ont macroscopiquement un comportement proche

des ferromagnétiques.

2.5. La théorie du ferromagnétisme

2.5.1. Con�guration en domaines magnétiques

Un échantillon de matériau ferromagnétique se subdivise en général en plusieurs domaines

(domaines de Weiss) à l'intérieure desquels l'aimantation est uniforme. En e�et, à l'inté-

rieur de chaque domaine, les moments magnétiques sont maintenus parallèles par l'inter-
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action d'échange, de telle sorte que chaque domaine se présente comme un petit volume

saturé avec une orientation di�érente de celles des ces voisins telle que l'aimantation globale

de l'échantillon peux forte et bien être nulle. De plus, des domaines adjacents sont sépa-

rés par des parois (parois de Bloch), de quelques centaines à quelques milliers d'Angström

(10−10m), à travers lesquelles l'orientation des moments magnétiques passe progressivement

d'un domaine à l'autre. Lorsqu'un champ magnétique extérieur est appliqué, les domaines

déjà orientés dans la direction du champ s'élargissent avec l'augmentation de l'intensité du

champ appliqué, tout le matériau s'aimante uniformément dans le sens du champ extérieur.

Si l'on supprime le champ magnétique extérieur le matériau reste aimanté dans la direction

du champ précédemment appliqué �gure 2.4.

 Parois de Bloch   

Domaine de Weiss  

Moment magnétique   

Direction du Champ 
magnétique appliqué (b) (a) 

Figure 2.4.: Con�guration en domaines magnétiques, (a) en l'absence du champ magnétique
extérieur, (b) en présence du champ magnétique extérieur

2.5.2. Origines des domaines magnétiques- considération

énergétique

L'organisation des atomes, pour un matériau, obéit au principe général suivant : � Tout

système physique se place, s'il est permis, dans un état correspondant à une énergie mini-

male �[DUC-03]. L'organisation d'un matériau ferromagnétique monocristallin se constitue

en domaines qui correspondent à la minimisation des énergies suivantes :

-L'énergie d'échange : souvent, dans la matière les moments magnétiques ne sont pas

libres, ils interagissent entre eux et avec leur environnement. Il en résulte un comporte-

ment collectif qui se manifeste en dessous d'une température critique. A haute température,
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l'agitation thermique �nit par l'emporter et l'on observe un comportement paramagnétique.

L'interaction d'échange est une interaction d'origine électrostatique qui à été introduite en

1929 par Heisenberg dans le cadre le la mécanique quantique. L'énergie associée à cette in-

teraction peut s'exprimer en fonction des moments magnétiques de deux atomes voisins i et

j de la façon suivante :

ξij = −µ0nijmimj (2.9)

Selon que le coe�cient nij positif ou négatif, les moments magnétiques mi et mj ont

tendance à s'orienter respectivement parallèlement ou antiparallèlement. L'énergie d'échange

Eech par unité de volume s'écrit :

Eech = −µ0

2

∑
i,j�i

nijmimj (2.10)

Cette expression peut encore s'écrire :

Eech = −µ0

2

∑
i

miHi (2.11)

avec :

Hi =
∑
i�j

nijmj (2.12)

Dans le cas des ferromagnétiques, cette énergie tend à aligner dans le même sens les mo-

ments voisins.

-L'énergie dipolaire : (porte aussi énergie démagnétisante) Lorsqu'un échantillon est

plongé dans un champ extérieur ou qu'il présente une aimantation uniforme, il se comporte

comme un � dipôle magnétique � par analogie avec l'électrostatique. Ce dipôle est à l'origine

d'un champ dit démagnétisant ou dipolaire, présent à l'intérieur du matériau, noté Hd et

opposé à l'aimantation. Il s'écrit :

Hd = −NM (2.13)
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Où N est le tenseur des coe�cients démagnétisants sans dimensions.

La conséquence directe de l'existence de Hd est que le champ interne d'un matériau s'écrit

alors :

Hint = Hext + Hd = Hext − NM (2.14)

L'énergie d'échange associée à Hd s'écrit :

Ed = −µ0

2
MdHd (2.15)

La valeur des coe�cients démagnétisants dépend de la forme géométrique de l'échantillon

et la relation : Nx+Ny+Nz=1 doit être véri�ée. Dans un �lm mince de dimension in�nie,

nous aurons Nx=Ny=0 et donc Nz=1.

- L'énergie d'anisotropie magnéto-cristalline : Les moments magnétiques interagissent

avec leur environnement atomique via le couplage spin-orbite, Cet environnement est caracté-

risé par les symétries du cristal. L'aimantation sera donc plus facile à aligner suivant certains

axes du réseau cristallin. En particulier, certaines directions cristallographiques sont énergé-

tiquement favorables, on parle de directions de facile aimantation. L'expression de l'énergie

d'anisotropie magnéto-cristalline Emc dépend des symétries du cristal. Dans le cas d'un sys-

tème cubique comme le Fer, cette énergie prend la forme :

Emc =

˚ (
K1(m2

xm
2
y +m2

ym
2
z +m2

zm
2
z) +K2m

2
xm

2
ym

2
z

)
dV (2.16)

Avec : K1et K2sont les constantes d'anisotropie magnéto-cristallines, intrinsèques à chaque

matériau et les axes x, y, z sont choisis selon les axes du cube. Dans cette expression les

termes d'ordres supérieurs ont été négligés.

Jusqu'à présent, nous avons supposé que l'échantillon ne subissant aucun champ magné-

tique. Dans le cas contraire, un terme d'énergie supplémentaire apparaît, il s'agit de l'énergie

de Zeeman.

-L'énergie de Zeeman : c'est une énergie magnétostatique due à l`excitation magnétique

extérieure, elle s'exprime comme :
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Ez = −µ0MHext (2.17)

Cette énergie tend à aligner l'aimantation de l'échantillon parallèlement à l'excitation ex-

térieure appliquée.

2.5.2.1. Les parois de domaines

Les parois sont les interfaces obligées entre domaines. La structure en domaines engendre

l'apparition de zones de transition entre les domaines voisins où l'orientation des moments

magnétiques bascule d'une orientation vers une autre. La transition entre l'orientation d'un

domaine et celle d'un domaine voisin n'est pas brutale mais se fait de manière progressive.

En e�et, l'existence de parois permet de réduire autant que possible l'énergie mise en jeu

à la frontière entre domaines. Lorsque la paroi de Bloch sépare deux domaines aimantés

antiparallèlement, elle est appelée paroi à 180°. Dans le cas des systèmes uniaxes, dont l'axe

de facile aimantation est l'axe préférentiel, il n'excite que ce type de paroi �gure 2.5.

 

(Paroi) 

Figure 2.5.: Rotation des moments magnétiques dans une paroi de Bloch à 180°

Plus cette paroi est étalée, plus le coût énergétique sera moindre en terme d'énergie

d'échange.

2.5.3. Processus de l'aimantation

On suppose un échantillon de matériau ferromagnétique initialement désaimanté �gure 2.6.

Ce matériau contient des défauts dans son réseau cristallin. Ces défauts sont, par exemple, des
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dislocations, des inclusions non magnétiques, des joins de grains. . . ils vont être une bonne

part dans la présence du phénomène qui nous intéresse. Trois régions di�érentes peuvent se

présentées en fonction de la valeur de l'excitation appliquée.
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Figure 2.6.: Echantillon initialement désaimanté, les points �gurent des défauts

� Pour les faibles valeurs de l'excitation

Dans ce cas les domaines dont l'aimantation a une direction proche de celle du champ appli-

qué, vont croître. Cela se fait au détriment des autres domaines. Pour se faire les parois vont

se déplacer (glisser) jusqu'à rencontrer les défauts du matériau, �gure 2.7, ou se déformer si

elles sont déjà en contact avec les défauts, �gure 2.8.
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Figure 2.7.: Déplacement des parois jusqu'à des zones de blocage
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Figure 2.8.: Déformation des parois

Ce processus est réversible, tant que les parois ne rencontrent pas d'obstacle (�gure 1.7).

Il n'engendre pas de pertes magnétiques. La zone du plan B(H) concernée est nommée zone

de Rayleigh (le modèle de Rayleigh sera détaillé dans le deuxième chapitre).

� Pour les valeurs intermédiaires de l'excitation (zone non réversible)

Pour ces valeurs de l'excitation, les parois continuent leur déplacement, a�n d'augmenter le

volume des domaines dont le moment est correctement orienté par rapport au champ appliqué.

Elles commencent par se libérer de leurs points d'ancrage, se déplacent, puis, s'accrochent

de nouveau. . . , jusqu'à ce que tout le volume de l'échantillon soit occupé par le domaine

dont l'aimantation a le sens le plus proche de l'excitation imposée. C'est dans cette zone

que les pertes électromagnétiques sont les plus fortes. Sur la �gure 2.9 et 2.10, on présente

successivement le cas d'accrochage/décrochage des parois et le cas de disparition de parois.
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Figure 2.9.: Zone d'accrochage/décrochage de parois
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Figure 2.10.: Zone de disparition de parois

� Pour les fortes valeurs de l'excitation (zone de rotation des moments)

Ce processus est réversible, il s'agit de la rotation des moments, ici on atteint ce qu'on

appelle l'aimantation à saturation de l'échantillon, �gure 2.11. L'échantillon est dans son

état de saturation haut, on peut par décroissance puis inversion de l'excitation décrire la

branche descendante du cycle majeur.
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Figure 2.11.: Zone de rotation des moments

� Branche descendante du cycle majeur

A ce stade, apparaît l'irréversibilité du phénomène. En e�et, le passage par zéro de l'excitation

se fera avec le retour de chacun des moments atomiques dans la direction de leur axe facile

aimantation et la réapparition des domaines. On atteint alors l'aimantation rémanente, �gure

2.12.
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Figure 2.12.: Retour au zéro d'excitation de l'excitation

Les étapes suivantes du parcourt du cycle d'hystérésis majeur sont obtenues en imposant

une excitation de même direction mais de sens opposé. Ensuite, comme précédemment, les

parois vont se déplacer et s'accrocher aux défauts, puis se décrocher en avançant de nouveau.

La valeur de l'excitation, sur le cycle majeur, pour laquelle l'aimantation passe par zéro est

appelée excitation coercitive (noté Hc) �gure 2.13.
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Figure 2.13.: Passage par le champ coercitif Hc

Les parois se déplacent jusqu'à disparaître de nouveau au pro�t du domaine de sens opposé

à celui de la saturation haute précédemment évoquée. En�n la dernière étape est de nouveau

la rotation des moments, �gure 2.14. Cette nouvelle étape place l'échantillon dans son état

de saturation basse. La branche montante du cycle d'hystérésis se parcourt en partant de cet

état de saturation et en augmentant l'excitation. Elle permet de fermer le cycle majeur, cette

branche est parfaitement symétrique par rapport à la branche descendante, �gure 2.15.
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Figure 2.14.: Zone de rotation des moments
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Figure 2.15.: Fermeture du cycle

Encore une fois, ce phénomène a pu être observé grâce à di�érentes méthodes. Cette re-

présentation simpli�ée décrite par les parois dans le processus d'aimantation donne une idée

assez précise du processus qui génère le comportement hystérétique du matériau.

2.6. Le cycle d'hystérésis

Le mot féminin hystérésis trouve son origine étymologique dans la notion de retard entre un

stimulus et une réaction. Son sens a été élargi au caractère non univoque de la relation liant

une excitation (ici le champ magnétique) et une réponse (ici l'aimantation ou l'induction),

qui ne peut alors plus être décrite à l'aide d'une fonction mathématique simple et univoque.

Cette relation, souvent assimilée à la loi de comportement macroscopique observable du sys-

tème considéré, se présente généralement sous la forme d'un cycle, appelé cycle d'hystérésis ;
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qui se caractérise par plusieurs points et courbes remarquables (le champ coercitif, l'induc-

tion à saturation, l'induction rémanente,. . . ). On peut choisir de représenter di�érents cycles

(l'aimantation M en fonction du champ appliqué H, l'induction B en fonction de H). La

dernière inclut la réponse du vide en plus de celle du matériau, c'est elle que nous observons

directement [BER-98], �gure 2.16. La connaissance d'une de ces réponses implique la connais-

sance des autres et nous choisissons celle liant B à H. L'induction observable est liée à la

tension et à la fréquence de mesure ; le champ appliqué (en surface) à l'intensité du courant

d'excitation et à la géométrie du circuit magnétique étudié.
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Figure 2.16.: Cycle d'hystérésis représentant l'évolution de l'induction magnétique en fonc-
tion du champ magnétique appliqué

2.6.1. Caractérisation

Un matériau peut être caractérisé par di�érents tracés et paramètre. On distingue : la

courbe anhystérétique, la courbe de première aimantation, le champ coercitif, l'induction

rémanente.

Courbe anystérétique : La courbe anhystérétique est la courbe représentant l'induction

en fonction du champ tel qu'il serait si les transformations dans le matériau étaient réversibles
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(sans pertes).

Courbe de première aimantation : On appelle courbe de première aimantation, la

courbe qui à partir de l'état désaimanté donne l'induction lorsque le champ varie de zéro vers

l'in�ni.

Histoire du matériau : Ce qui fait la complexité des phénomènes est l'histoire du ma-

tériau. En e�et, il ne su�t pas de connaître les variables d'état extérieures au matériau pour

établir un lien entre le champ et l'induction. Les matériaux magnétiques ont une mémoire.

Pour une valeur donnée du champ magnétique H, plusieurs états stables de la matière sont

possibles et par-là, plusieurs valeurs de l'induction. Pour évaluer la caractéristique B(H), il

faudra connaître le passé du matériau.

2.7. Classi�cation des matériaux ferromagnétiques

L'observation des cycles d'hystérésis permet de regrouper les matériaux ferromagnétiques

en deux catégories, les matériaux ferromagnétiques durs et les matériaux ferromagnétiques

doux, �gure 2.17. La classe de chaque type de matériau repose essentiellement sur les valeurs

du champ coercitif et de l'aimantation rémanente qui lui sont associées.
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Figure 2.17.: Les grandes classes de matériaux magnétiques industriels
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2.7.1. Les matériaux durs

Dans ce type de matériaux, l'aimantation rémanente et le champ coercitif sont les pa-

ramètres physiques essentiels. En e�et, ils possèdent une aimantation rémanente Mr très

importante. En général, celle-ci est très di�cile à annuler puisque Hcest aussi très important

�gure 2.18. Les matériaux magnétiques présentant ces propriétés sont souvent utilisés pour

des applications de types aimants permanents. Dans ce cas, le cycle d'hystérésis est très large

(Hc ≥ 104A/m) et, dans le cas d'applications à aimants permanents, Hc devient le champ

démagnétisant à ne pas dépasser.

Figure 2.18.: Cycle d'hystérésis pour les matériaux durs

2.7.2. Les matériaux doux

Les matériaux doux possèdent la capacité de réagir à de faibles champs d'excitation. Ainsi,

la susceptibilité initiale est très importante. De plus, leur aimantation rémanente est facile à

annuler puisque Hc n'est pas très important. En e�et, le cycle d'hystérésis associé à ce type

de matériaux est étroit, voire même quasiment inexistant (Hc ≤ 100A/m), �gure 2.19. Les

matériaux magnétiques possédant ces propriétés sont très utilisés dans les applications où il

est nécessaire de guider le �ux magnétique (transformateurs ou moteurs). Il existe deux types

de matériaux magnétiques doux utilisés pour limiter les pertes par courants de Foucault : les

matériaux en tôles isolées comme (les tôles de type FeSi) et les matériaux en poudres de fer.

Les premiers sont les plus répandus et les plus utilisés notamment en basses fréquences, les

seconds étant utilisés pour les fréquences élevées.
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Figure 2.19.: Cycle d'hystérésis pour les matériaux doux

2.8. Les tôles magnétiques

Les matériaux constituent l'élément principal de nombreux dispositifs électrotechniques

sont des matériaux magnétiques doux. Ces matériaux sont obtenus à partir du Fer qui pré-

sente des propriétés magnétiques remarquables, à température ambiante son aimantation à

saturation est grande 2.16 T, et sa température de Curie élevée (1043 K). A�n de limiter les

pertes par courant de Foucault dans les circuits, ces matériaux sont utilisés sous forme de

tôles magnétiques minces. Ces tôles sont le plus souvent des alliages fer-silicium. L'adition

de faible concentration de Silicium, (jusqu'à 3.2 % en poids pour des fréquences d'utilisation

de quelques dizaines à quelques centaines de Hz) présente quelques avantages tels que, l'al-

liage Fer-Silicium a des caractéristiques mécaniques supérieurs au fer pur, la résistivité de

l'alliage est augmentée d'un facteur 4-5 par rapport au fer pur pour 3-3.4% Si, ce qui permet

de réduire sensiblement les pertes par courants induits [ROU-96]. Leur inconvénient est de

diminuer l'aimantation de saturation.

2.8.1. Classi�cation des tôles

Deux grandes familles d'aciers sont utilisées pour la fabrication des circuits magnétiques

des équipements électriques.
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2.8.1.1. Les tôles à grains orientés (G.O)

Ce type des tôles est utilisé dans les circuits magnétiques où le �ux doit circuler à tout

instant dans une même direction [ROU_96]. Ces tôles à grains orientés (notés G.O) à texture

dite de � Goss � présentent une forte anisotropie. Ces matériaux à forte texture, s'aimantent

très facilement lorsqu'on applique un champ dans leur direction de laminage, l'induction

obtenue pour un champ de 800 A/m est de l'ordre de 1.8 T. En revanche, dans la direction

travers, on obtient pour un même champ une induction de 1.3 T.

2.8.1.2. Les tôles à grains non orientés (N.O)

Les tôles à grains non orientés (N.O) sont utilisées, vue leur comportement magnétique

assez isotrope, dans les machines tournantes de petite, moyenne et grosse puissances. Les

constructeurs évaluent l'e�cacité intrinsèque d'un matériau magnétique à partir de la valeur

des pertes totales massiques mesurées à induction et à la fréquence de travail. Les pertes

totales par rapport aux tôles G.O sont plus importantes, la mesure des pertes à 50 Hz

et induction maximum 1.5 T dans le cas du FeV 400-50 HA sont de l'ordre de 4 W/kg.

Globalement, les pertes des tôles G.O sont inférieures à celles des tôles N.O. [BAV-92].

2.9. Les pertes fer dans la matière

Ce terme �pertes fer� englobe généralement toutes les pertes intervenant dans les pièces fer-

romagnétiques des organes magnétiques des dispositifs électrotechniques. On distingue deux

phénomènes physiques principaux à l'origine de ces pertes : les pertes par hystérésis (dépla-

cement de parois) et les pertes par courants de Foucault. Ces pertes dépendent évidemment

de la nature du matériau utilisé mais aussi de la nature des processus dynamiques qui s'y

développent, et en�n des modes de di�usion spatio-temporelle dans la géométrie considérée.

Il faut noter que les pertes ont souvent la même origine, à savoir des courants induits mais à

des échelles di�érentes (microscopique et macroscopique).
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2.9.1. Expressions des pertes

Lors d'un parcours complet du cycle d'hystérésis, l'énergie fournie pourH croissant est plus

importante que l'énergie récupérée pour H décroissant, cette di�érence constitue les pertes

par hystérésis. On montre que, sur un cycle complet, le travail fournir le milieu extérieur

pour parcourir un cycle au sein du matériau, vaut par unité de volume (J/m3) :

W =

‰
HdB (2.18)

Ce travail représente les pertes totales volumiques par cycle. Il est converti en chaleur par

le processus d'aimantation. Sous l'action d'un champ extérieur périodique de fréquence f, la

puissance moyenne totale dissipée en (W/m3) est donnée par :

Ph = f

‰
HdB (2.19)

En régime dynamique la forme de cycle d'hystérésis peut fortement évoluer avec la fré-

quence d'utilisation, en conséquence de quoi le terme
�
HdB dépend aussi de la fréquence.

Il est toujours possible d'e�ectuer des mesures précises de ces pertes et de les étudier en

fonction des conditions d'induction et de fréquence.

2.9.2. Principe de séparation des pertes

Pour étudier l'évolution de ces pertes et les lois physiques les régissant, les expérimenta-

teurs ont rationnalisé leurs mesures, les deux variables expérimentales d'évolution étant alors

la tension de mesure (liée au niveau d'induction et à la fréquence) et le courant d'excitation

(lié à l'excitation magnétique, aussi appelée champ magnétique). Dans un souci d'analyse

comparative et intrinsèque aux matériaux, il s'avère pertinent de retenir les variables induc-

tion moyenne < B > et fréquence f de mesure (grandeurs macroscopiques observables). Ils

ont alors observé que ces pertes mesurées peuvent s'expliquer en sommant trois contributions

de provenances di�érentes, �gure 2.20, [BER-85][BER-88].
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Figure 2.20.: Allure de l'évolution des trois contributions aux pertes totales par cycle et par
unité de masse (W/kg) en fonction de la fréquence sur des tôles de type FeSi
3% (d'après le modèle de Giorgio Bertotti, 1988) à basse induction B=1.4 T.

� Contribution quasi-statique : (pertes par hystérésis seulement). La contribution dite

quasi-statique, comme son nom l'indique, ne dépend pas de la fréquence, dès lors que

nous nous intéressons uniquement aux pertes mesurées par cycle. Ces pertes sont donc

uniquement liées, de manière intrinsèque, aux propriétés physiques du matériau et sa

géométrie.

� Contribution classique : (pertes par courants de Foucault). En augmentant la fré-

quence d'utilisation, l'aire des cycles grossit et les pertes augmentent. En adoptant une

démarche classique de calcul de pertes à l'aide d'un modèle de di�usion et d'induction

de courants de Foucault à l'échelle macroscopique de l'échantillon, on est en mesure de

calculer cette augmentation de pertes qui reste malgré tout inférieure à la croissance

réelle observée.

� Contribution en excès : En�n, les pertes totales mesurées excédant en fait la somme

des deux précédentes contributions, nous appelons la di�érence (perte en excès). Elle

peut-être modélisée et expliquée à l'aide de considérations sur les processus microsco-

piques dissipatifs réels d'aimantation dynamique. On remarque bien l'écart sur la �gure

2.20 entre les pertes totale (hystérésis+classiques+excès) et (hystérésis+classique) il dé-

passe les 17% pour une fréquence de 800 Hz et 14% pour une fréquence de 50 Hz.
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2.10. Principe de la caractérisation Epstein

On observe dans une caractérisation, soit l'évolution du champ H en �xant l'induction

B, soit l'inverse. Classiquement en régime sinusoïdal c'est l'induction qui est contrôlée. Le

cadre Epstein est une structure qui accueille un nombre donné de tôles �gure 2.21. Ces tôles

sont mises en contact de manière à réaliser un circuit fermé de forme carrée. Chaque côté du

carré est composé d'un empilement de tôles. Le principe de cadre Epstein est basé de celui

du transformateur, dont l'enroulement primaire est constitué de 640 spires et de 320 spires

pour l'enroulement secondaire �gure 2.22. La longueur moyenne du contour d'Ampère de ce

dispositif est de 47 cm.

Figure 2.21.: Image du cadre d'Epstein

2.10.1. Principe de la mesure

La détermination du champ magnétique H(t) est obtenue à partir de la mesure du courant

primaire i(t). Ce courant circule dans la première bobine, nommée bobine excitatrice. L'autre

bobine, dite bobine secondaire est laissée en circuit ouvert. On relève la tension à ses bornes.

Avec une approximation du théorème d'Ampère, en considérant que la ligne de parcours

moyen du �ux est de longueur l, on peut écrire :
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H(t)l = n1i(t) (2.20)

Dans cette équation n1 est le nombre de spires de la bobine d'excitation. En régime d'in-

duction sinusoïdale, le champ H(t) est distordu mais présente une période égale à celle de

l'induction. De l'équation (2.20), l'excitation magnétique H(t) est calculée à partir des gran-

deurs électriques mesurables.

H(t) =
n1

l
i(t) (2.21)

A propos de la tension secondaire, celle-ci est due à la variation de �ux.

u2(t) = n2
dφ

dt
(2.22)

Où n2 est le nombre de spires de la bobine secondaire. Cette équation peut être donnée en

fonction de l'induction magnétique B(t) par :

u2(t) = n2S
dB(t)

dt
(2.23)

Dans cette équation S représente la surface traversée par le �ux. L'induction magnétique

B(t) est déterminée par l'intégration de la tension secondaire u2(t).

B(t) =
1

n2S

ˆ
u2(t)dt (2.24)

C'est résultats sont, cependant, obtenus sous certains hypothèses. En particulier, on a fait

l'approximation que l'induction était uniforme dans le matériau.
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Figure 2.22.: Cadre Epstein

2.11. Plage de fréquence d'utilisation

Les dispositifs électromagnétiques sont essentiellement construits de matériaux ferroma-

gnétiques. Ces matériaux sont exploites sous forme des tôles pour minimiser les pertes par

des courants induits. Nous nous sommes intéressés dans cette étude aux tôles Fer-Silicium

usuelles comportant au plus 3 % de Silicium. Ces tôles sont utilisées pour une plage de fré-

quence de 0 à 1 kHz [ROU-96]. La raison est que pour une fréquence donnée, une épaisseur

de la tôle est requise pour des conditions de travail optimales, mais au-delà d'une certaine

fréquence (le kHz ici), des épaisseurs su�samment faibles ne peuvent être obtenues.

En e�et, pour des raisons économiques ainsi que électriques, les tôles destinées à la construc-

tion des dispositifs électromagnétiques doivent présenter une épaisseur adaptée vis-à-vis de

leur fréquence de travail et donc éviter la concentration du �ux magnétique en surface de

la tôle. Cette zone de concentration du �ux connue par l'épaisseur de peau, ou aussi la

profondeur de pénétration du �ux, on la calcule d'une façon classique par :

δ =
1√
πfσµ

(2.25)

f est la fréquence (Hz), σ la conductivité (Ω−1m−1) et µ est la perméabilité du matériau

(Hm−1), que l'on peut choisir égale à la pente moyenne du cycle d'hystérésis dans le cas
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quasi-statique. δ ne nous donne qu'une première approximation sur la répartition du �ux

dans la section de la tôle. En conséquence, lorsque la fréquence de travail augmente, on doit

diminuer l'épaisseur des tôles utilisées. En�n, la fréquence à laquelle le champ est appliqué

va provoquer le développement de courants induits. L'induction magnétique B n'est plus

homogène dans la section de la tôle. Il faut alors s'intéresser au �ux d'induction magnétique

φ véhiculé par la tôle (φ = BS).

Les tôles de FeSi présentent un comportement dynamique non négligeable pour des fré-

quences de travail de l'ordre de quelques Hz. Les cycles B(H) di�èrent en fonction de la

fréquence �gure 2.23. De façon générale, on parlera de cycles d'hystérésis B(H) obtenus pour

une fréquence f. lorsque la fréquence de travail est faible (<10 Hz), le cycle B(H) correspon-

dant sera appelé cycle d'hystérésis quasi-statique. Dans ce cas l'induction B et le champ H,

sont quasi-homogènes dans la section de la tôle.
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Figure 2.23.: Cycles d'hystérésis à di�érentes fréquences (tôles à grains non orientés FeSi
3%)
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Conclusion

Dans ce chapitre, et en première partie, nous avons présenté les généralités sur les matériaux

magnétiques, ainsi, les notions de bases du point de vue des sciences des matériaux, pour

bien comprendre comment le magnétisme s'insère dans l'ensemble plus vaste de la physique

des solides. Dans une deuxième partie de ce premier chapitre, nous avons détaillé le processus

d'aimantation à l'échelle macroscopique dans les matériaux ferromagnétiques, ce processus

est basé sur les déformations des parois de Bloch, pour avoir un certain équilibre énergétique.

En e�et, ce processus n'est pas toujours réversible. Les pertes dans la matière sont présentées

dans la troisième et la dernière partie de ce chapitre, ces pertes sont directement liées à

la surface du cycle d'hystérésis, généré au cours du processus d'aimantation. A cet e�et,

plusieurs modèles sont proposés pour décrire ce phénomène, ces derniers feront l'objet du

chapitre suivant.
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Magnétiques

3.1. Introduction

Plusieurs modèles d'hystérésis ont été développés avec l'évolution des calculateurs numé-

riques, la validité de ces modèles n'est pas limitée à la description des phénomènes d'hystérésis

ferromagnétique. Ils sont largement acceptés dans d'autres domaines scienti�ques notamment

dans la biologie, l'économie, la mécanique, . . . etc. On peut classi�er les modèles d'hystérésis

en trois principales catégories : microscopique, macroscopique et celui dit mésoscopique.

Le modèle microscopique décrit le phénomène d'hystérésis à l'échelle atomique (modèle

d'Ising). Ce type de modèles n'est pas adapté à simuler l'e�et d'hystérésis dans des situations

compliquées, comme la modélisation d'un matériau à l'échelle réelle.

Les modèles macroscopiques ont pour but de satisfaire les besoins du modèle microscopique.

Les modèles macroscopiques sont généralement des fonctions d'approximations des cycles

d'hystérésis. Plusieurs types de fonctions analytiques peuvent être appliquées, nous citons

par exemple : les fonctions auxiliaires, les fonctions polynomiales et les fonctions multiples.

Nous remarquons que, ni le modèle microscopique ni le modèle macroscopique ne puisse

répondre aux besoins de l'ingénierie car les modèles microscopiques sont trop lents dans les

calculs et les modèles macroscopiques ne décrivent pas le phénomène physique de l'hystérésis.

Par conséquent, les modèles mésoscopiques sont devenus très populaires dans l'ingénierie.

Ces dernies sont classés entre les modèles microscopiques et macroscopiques, car ils sont

moins précis que les modèles microscopiques mais ils sont plus souples que les modèles ma-

croscopiques. Parmi eux, nous citons le modèle de Jiles-Atherton et le modèle de Preisach.
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Le premier modèle fait l'objet de ce présent travail et sera donné plus en détaille.

Dans ce chapitre nous présenterons les di�érents modèles d'hystérésis rencontrés dans la

littérature, nous citerons les avantages et les inconvénients de chacun d'eux.

3.2. Les modèles analytiques

Plusieurs formulations analytiques simples décrivant le comportement fortement non li-

néaire des matériaux magnétiques ont été développées. Cependant, ces modèles décrivent le

phénomène par des expressions mathématiques sans tenir compte des aspects physiques du

phénomène.

3.2.1. Modèle d'Hystérésis de Rayleigh

Cet ancien modèle est développé par le physicien anglais, Lord Rayleigh (1842-1919)[IVA-97].

Rayleigh a remarqué que, dans la région à faible champ magnétique sur la courbe de première

aimantation, la perméabilité magnétique peut être représentée par les deux premiers termes

d'un polynôme de puissance croissante :

µ(H) =
dB

dH
= µin + ηH (3.1)

L'équation ci-dessus résulte une relation parabolique entre l'intensité de champ magnétique

H et la densité du �ux B, pour la partie initiale de la courbe d'aimantation. L'intégrale de

l'équation (3.1) nous donne :

B = µinH +
1

2
ηH2 (3.2)

Dans l'approximation (3.2), le premier terme µinH représente la composante réversible,

alors que le deuxième terme 1
2
ηH2 décrit le changement irréversible de l'induction magnétique.

Avec µin est la perméabilité initiale et η la constante de Rayleigh.

η =
2Br

H2
max

(3.3)
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µin =
Bmax

Hmax

− ηHmax (3.4)

Hmax, Bmax sont respectivement le champ magnétique maximal appliqué et l'induction

maximale résultante,Br représente l'induction rémanente. Ainsi, par l'application d'une exci-

tation périodique H(t), l'induction magnétique est de faible amplitude variant entre ±Bmax,

en se déplaçant le long du cycle d'hystérésis de Rayleigh telle qu'il est représenté sur la �gure

3.1. La branche ascendante du cycle d'hystérésis est de la forme suivante :

B = µin(H + Hmax) +
η

2
(H + Hmax)

2 −Bmax (3.5)

Tandis que la branche descendante est donnée par :

B = µin(H−Hmax)−
η

2
(H−Hmax)

2 + Bmax (3.6)

où la courbe de première aimantation est donnée par l'équation (3.2) L'inconvénient majeur

de ce modèle est sa limitation aux champs faibles ce qui ne permet pas une description de la

saturation.
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Figure 3.1.: Cycle d'hystérésis simulé avec le modèle de Rayleigh
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3.2.2. Le modèle d'hystérésis de Frölich

Probablement l'un des premiers modèles empiriques qui a été proposé pour la présenta-

tion de l'aimantation est le modèle de Frölich [IVA-97]. La relation entre la densité du �ux

magnétique B et l'intensité du champ magnétique H est développée pour décrire seulement

la courbe d'aimantation anhystérétique. Les deux paramètres α et β de ce modèle sont les

caractéristiques du matériau étudié.

B =
H

α + β | H |
(3.7)

Ce modèle à été amélioré par les travaux présentés par (Akbaba 1991)[AKB-91], où l'ai-

mantation est subdivisée en deux régions, la première est avant où B ≤ Bs et donnée par :

B =
H

a1 + b1H
(3.8)

La deuxième région est dé�nie lorsque Bs> B :

B = Bs +
H−Hs

a2 + b2(H−Hs)
(3.9)

Dans le cas des matériaux ferromagnétiques doux le cycle d'hystérésis est étroit, ainsi

le modèle s'adapte mal pour certains cas des matériaux magnétiques. Toutefois, en cas de

matériaux magnétiques durs, le cycle d'hystérésis devient large ce qui peut créer des di�cultés

dans la modélisation de la courbe de désaimantation. Sur la base du modèle Frolich , la courbe

de désaimantation (deuxième quadrant de l'hystérésis) peut être approchée par une courbe

décalée B(H ) passant par le champ coercitif. En e�et, l'expression du modèle sur la courbe

de première aimantation est décrite par (3.7). Mais, sur la courbe montante du cycle majeur

elle est décrite par :

B =
H−Hc

α + β | H−Hc |
(3.10)

Et, sur la courbe descendante du cycle majeur on a :

B =
H + Hc

α + β | H + Hc |
(3.11)
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Les paramètres du modèle (α et β) sont déterminés à partir du point de saturation (Bs,Hs)

et rémanente (Br, 0).

 Bs = lim
H→∞

H+Hc
α+β(H+Hc)

= 1
β
⇒ β = 1

Bs

Br = lim
H→0

H+Hc
α+β(H+Hc)

⇒ α = Hc

(
Bs−Br
BsBr

) (3.12)

Contrairement au modèle de Rayleigh, ce modèle donne une bonne approximation du

phénomène pour des valeurs plus élevées du champ d'excitation (cycle Majeur). A�n de re-

présenter les cycles d'hystérésis mineurs, ce modèle a été amélioré par les travaux de [JUF-76]

et [WON-88]. La �gure 3.2 représente le cycle d'hystérésis obtenu par ce modèle.
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Figure 3.2.: Cycle d'hystérésis simulé avec le modèle de Frolich

3.2.3. Le modèle d'hystérésis de Potter

D'après les travaux présentés par Potter [POT-71], ce modèle est basé sur des relevés expé-

rimentaux tels que : l'aimantation de saturation Ms, l'aimantation rémanente Mr, le champ

de saturation Hs et le champ coercitif Hc. Ces relevés sont nécessaires pour l'élaboration de

ce modèle. L'aimantation totale est donnée par :

M(H, α) = Ms

[
sign(α)− α

[
1 + tanh

(
Hc −Hsign(α)

Hc

tanh−1

(
Mr

Ms

))]]
(3.13)
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Le facteur α vaut ±1 sur le cycle majeur. Il est redé�ni par (3.14) à chaque point de

renversement caractérisé par H∗et α∗. L'aimantationM sera alors calculée en fonction de H∗

et de α∗. Il est positif lorsque H est croissant et négatif si H est décroissant tel que | α |≤ 1.

α∗ = −
2sign(α)− α

[
1 + tanh

((
1− sign(α)H

∗

Hc

)
tanh−1

(
Mr

Ms

))]
1 + tanh

((
1 + sign(α)H

∗

Hc

)
tanh−1

(
Mr

Ms

)) (3.14)

Ce modèle permet de décrire le cycle d'hystérésis à partir d'une fonction analytique pa-

ramétrée en α évoluant à chaque point de renversement, le cycle généré par ce modèle est

présenté sur la �gure 3.3.
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Figure 3.3.: Cycle d'hystérésis simulé avec le modèle de Potter

3.2.4. Modèle à fonctions multiples

Ce modèle est basé sur des fonctions d'approximations sous formes exponentielles, tri-

gonométriques ou hyperboliques. Dans les travaux présentés par [TRU-68] les auteures ont

constaté que l'utilisation de la relation (3.15) donne une bonne approximation de la courbe

représentant l'aimantation anhystérétique.

B = Bs exp

(
H

a+ bH

)
(3.15)
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Une évaluation de l'aimantation anhystérétique basée sur la sommation des sériés expo-

nentielles a été proposée par [SHE-73]et donnée comme suit :

B =
N∑
i=0

ai exp

(
− bi
H

)
(3.16)

Les paramètres d'approximation peuvent être déterminés en utilisant une procédure d'iden-

ti�cation. D'autres types d'approximation du cycle en série de fonctions trigonométriques

associés à la loi de comportement magnétique du matériau, Eq.(3.3), ont été utilisés pour

la modélisation des couches-minces (matériaux destinés pour l'enregistrement magnétique).

D'après les études réalisées par [NOY-88], l'aimantation peut être donnée sous la forme :

M =
2

π
Ms tan−1

(
H

Hc

± 1

)
tan

(
πMr

2Ms

)
(3.17)

Les cycles mineurs de l'hystérésis peuvent être calculés par :

M =
2K

π
Ms tan−1

(
H

Hc

± 1

)
tan

(
πMr

2Ms

)
± (1−K)Mr (3.18)

avec :

K = Mr+Mrm

2Mr
, Mrm est l'aimantation rémanente du cycle mineur parcouru.

En représente ci-dessous, �gure 3.4, le cycle majeur d'hystérésis obtenu par ce modèle.
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Figure 3.4.: Cycle majeur d'hystérésis simulé

3.2.5. Modèle à fonctions auxiliaires

Ce modèle est basé sur l'approximation de l'aimantationM par une fraction de polynômes

de second ordre dépendant des paramètres (a0,a1,a2, b1,b2 et H).

M =
a0 + a1H + a2H

2

1 + b1H + b2H2
(3.19)

Ces paramètres sont déterminés dans deux régions (faibles valeurs de H, loi de Rayleigh,

et pour les champs magnétiques plus élevés loi de Néel). Sur la première région (H→0)

l'aimantation M donnée par (3.19), est approximée par :

M = χH + ηH2 (3.20)

Avec χ est la susceptibilité initiale et η la constante de Rayleigh. D'autre part, dans la

région de saturation (H→∞) l'aimantation M est approximée par :

M = Ms

(
1− α

H

)
(3.21)

où Ms est l'aimantation de saturation, α est la constante de Néel.
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Les paramètres de l'équation (3.19) peuvent être identi�és en utilisant l'équation (3.20) et

(3.21).


a0 = 0

a1 = χ

a2 = ηMs+χ2

Ms+αχ

b1 = αη+χ
Ms−αχ

b2 = ηMs+χ2

Ms(Ms−αχ)

(3.22)

L'expression (3.19) nous permet de représenter seulement la courbe de première aimanta-

tion. Cependant, dans la majorité des applications les matériaux magnétiques, constituant

les machines électriques, sont souvent excités par des champs périodiques. Pour une modé-

lisation précise de ces dispositifs, il est plus commode de considérer les cycles d'hystérésis.

Dans les travaux présentés par Rivas [RIV-81], on trouve que le cycle d'hystérésis est divisé

en deux branches, descendante f1 et ascendante f2, tel que ce cycle peut être reproduit à

partir de deux fonction auxiliaires B1 et B2 dé�nies par :

B1 =
f1 + f2

2
, B2 =

f1 − f2

2
(3.23)

L'induction magnétique totale B peut être calculée par :

B = B1 ±B2 (3.24)

Où le signe (+) est utilisé pour la branche descendante et le signe (-) pour la branche

ascendante.

Les fonctions auxiliaires ont été identi�ées dans les travaux de Rivas par :

B1 = µ0

(
H +

a
′
1H+a

′
2H|H|

1+b1|H|+b2H2

)
B2 = µ0

(
c1(Hm−|H|)+c2(H2

m−H2)
1+b1|H|+b2H2

) (3.25)

Les coe�cients b1et b2 sont les mêmes donnés par (3.22), les nouveaux coe�cients a
′
0, a

′
2,

c1 et c2 sont identi�és à partir du cycle d'hystérésis, Hm correspond à l'intensité du champ

maximale. Ces nouveaux coe�cients ont été identi�és dans [RIV-81]comme :
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a
′
1 = 1

µ0

(
dB
dH

)
H=0
− 1 =

µdiff,0
µ0
− 1

a
′
2 = Bm−µ0Hm

H2
m

(1 + b1Hm + b2H
2
m)− a

′
1

Hm

c1 = b1Br
µ0

c2 = Br
µ0H2

m
(1 + b1Hm)

(3.26)

Bm et Br représentent respectivement l'induction maximale et l'induction rémanente,

µdiff,0 est la perméabilité di�érentielle initiale au point (H = 0,B = Br). Une autre identi�-

cation des fonctions auxiliaires permet de donner :


g1(H) = Bm arctan

(
H
Hm

)
g2(H) = Bm

Hm

1
1+( H

Hm
)2
− ∂g1

∂H

∣∣
H=Hm

(3.27)
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Figure 3.5.: Cycle d'hystérésis en utilisant les fonctions auxiliaires

3.2.6. Le modèle d'Ising

Ce modèle a été proposé par le physicien Ernst Ising en 1927, a�n de modéliser de façon

simple certains phénomènes physiques, comme l'aimantation, ou les interactions entre parti-
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cules dans un mélange de deux phases liquides. Sa description est simple, il s'agit d'un réseau

cristallin 2D régulier et constitué de N moments magnétiques de même nature, �gure 3.6.

De plus, dans le modèle simple à deux niveaux, chaque site (i, j ) de ce réseau possède un

moment magnétique unitaire Si pouvant prendre deux orientations possibles (Si = ±1).

 

Réseau cristallin  

Moments 
magnétique  

Moments « up » (+1) 

Moments « down » (-1) 

Figure 3.6.: Représentation 2D d'un réseau cristallin et moments magnétiques

Pour un système ferromagnétique d'Ising le hamiltonien, en présence d'un champ magné-

tique extérieur H, est donné par :

Hising =
∑
i,j

JijSiSj −H
N∑
i=1

Si (3.28)

Les interactions entre les moments magnétiques sont supposées isotropes, c'est-à-dire que

tous les sites du cristal sont équivalents. Ceci conduit à un facteur de couplage magnétique J

identique et positif, puisque le système considéré est ferromagnétique. D'autre part, l'énergie

d'échange étant principalement due aux interactions entre les moments magnétiques proches

voisins, �gure 3.7, la sommation de la contribution des interactions de paires est e�ectuée

sur les proches voisins [BEN-02]. L'hamiltonien du système devient donc :

Hising = −
N∑
i=1

Si

(
H + J

∑
jvoisins

Sj

)
(3.29)
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Moments voisins  

Moment i 

Figure 3.7.: moments magnétiques voisins du moment i

A partir de l'expression de l'hamiltonien (3.28), nous pouvons en déduire le champ Hi

auquel est soumis un moment magnétique i de la part des N - 1 autres moments magnétiques

et du champ extérieur :

Hi = H + J
∑

jvoisins

Sj (3.30)

L'état d'un moment magnétique peut être déterminé à partir de l'équation (3.29) tel que :

� Si Hi >0 le moment Si est égal à +1

� Si Hi<0 le moment Si est égal à -1

Finalement l'aimantation totale peut être déterminée à partir de l'expression suivante :

M =
1

N

N∑
i=1

Si (3.31)

Ce modèle est complété par l'introduction de l'e�et thermique tel que la probabilité pour

que le moment magnétique Sibascule vers l'état −Siest donnée par :

P (Si → −Si) =
exp (−β∆Ei)

1 + exp (−β∆Ei)
(3.32)

où β = 1
kT

avec k est la constante de Boltzmann et T la température (en Kelvin). ∆Ei est

la variation d'énergie du système si le moment magnétique Si bascule. La variation d'énergie

du moment magnétique est donnée comme suit :

∆Ei = 2Si

(
H + J

∑
jvoisins

Sj

)
(3.33)
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Notons ici que, ce modèle nécessite une mémoire de stockage importante lorsque le réseau

cristallin est composé de plusieurs sites (N×N). Néanmoins, ce modèle présente des vertus

pédagogiques indéniables pour mettre en évidence l'énergie d'échange et l'in�uence de la

température.

3.2.7. Modèle de (Stoner-Wohlfarth)

Le principe de ce modèle est basé sur la compétition entre diverses tendances énergétiques

principalement régies par l'anisotropie et le couplage avec le champ magnétique [STO-47]. Il

décrit le processus de la rotation cohérente de l'aimantation dans un monocristal à anisotro-

pie uniaxial [MOR-08]. Ce modèle est très utilisé dans la description des aimants permanents

pouvant être assimilés à un ensemble de petits aimants juxtaposés quasi-isolés [MAL-06], il

est aussi très répandu dans le domaine de l'enregistrement magnétique. Il est peu usité pour

les matériaux doux dont l'hystérésis statique s'explique physiquement plus par des probléma-

tiques d'accrochages est de décrochages de parois au niveau des défauts cristallins, pour la

coercivité [MAL-06] ; et de rotations cohérentes de moments dans les domaines magnétiques,

pour l'approche à saturation [BRO-40, BRO-41].

3.2.8. Modèle de Amir NOUREDINE

Les processus d'aimantation statiques (en particulier le mouvement des parois magné-

tiques) sont décrits comme une réaction chimique dans laquelle le volume de certains domaines

magnétiques diminue en faveur d'autres domaines [NOU-02]. Pour aboutir à des expressions

mathématiques des cycles parcourus, l'auteur propose une formulation proche de celui de

la thermodynamique chimique. Ce modèle est basé sur deux mécanismes, le retournement

des moments magnétiques qui traduit les déplacements des parois, et la rotation progressive

des moments qui correspond à leur changement de direction. Cependant, le retournement

des moments magnétiques peut être considéré comme le basculement d'un état `+' vers un

état `-' qui correspond à une modi�cation du spin des atomes. Dans un matériau magnétique

soumis à un champ magnétique extérieur, lorsque H augmente la réaction est :
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S+ + h→ S− (3.34)

Où S− désigne un moment magnétique orienté dans le sens négatif,S+ un moment ma-

gnétique orienté dans le sens positif, h une quantité liée au champ appliqué H. la réaction

dé�nie en (3.33) doit être irréversible pour traduire le fait que les mouvements des parois

soient irréversibles. Par équilibre thermodynamique de (3.33) l'aimantation du matériau M

due aux retournements des moments magnétiques vaut quand le champ H augmente :

M = Ms arctan

((
β

2γ

)
ln (exp (γ ·H) + b)− βHc

2

)
(3.35)

Donc, lorsque H diminue, on passe deS+vers S− par une autre réaction irréversible :

S− + h
′ → S+ (3.36)

Dans ce cas l'aimantation magnétique du matériau est donnée par :

M = −Ms arctan

((
β

2γ

)
ln (exp (−γ ·H) + b)− βHc

2

)
(3.37)

b = K

(
Ms + Mi

Ms −Mi

) γ
β

− exp (γ ·Hi) (3.38)

Où Ms est l'aimantation de saturation.

γ,K et β : sont des constantes

Hc : Champ coercitif

Le modèle est caractérisé par quatre paramètres qui peuvent être identi�és par deux cycles

centrés, l'un obtenu à saturation technique et l'autre à un niveau plus bas d'induction. Il a

des performances remarquables aussi bien pour la �abilité que pour la simplicité d'utilisation.

3.2.9. Modèle de Preisach

Le modèle de Preisach est un modèle phénoménologique proposé par le physicien Frederik

Preisach en 1935 pour décrire le phénomène de dissipation d'énergie par hystérésis. Aujour-
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d'hui encore il fait l'objet de nombreuses études pour étendre son domaine d'application.

L'idée de base du modèle de Preisach est que tout système hystérétique peut se mettre sous

la forme d'une combinaison de plusieurs éléments du système hystérétique le plus simple

possible. En e�et, l'état magnétique du matériau à un instant donné est représenté par un

ensemble de commutateurs magnétiques ayant deux états de saturation possibles (M = ±1).

Ce type de commutateur est dé�ni par un cycle élémentaire rectangulaire, appelée aussi hys-

téron. En présence d'un champ magnétique extérieur H, chaque commutateur peut basculer

vers l'un des états stables (+1 ou -1) �gure 3.8(a). L'état de stabilité haut est atteint lorsque

la variable d'entrée en augmentant dépasse une valeur α. L'état de stabilité bas est atteint

lorsque la variable d'entrée en diminuant sous une valeur β (la variable d'entrée est l'ex-

citation magnétique H et la variable de sortie est l'aimantation M). La détermination de

l'aimantation du matériau nécessite une connaissance complète de la distribution statistique

des cycles élémentaires. Cette distribution est appelée généralement fonction de distribution

de Preisach ρ (α, β). Le domaine de dé�nition de cette fonction est représenté par un triangle

de surface S , limité par la droite α = β , α = Hs et β = −Hs dans le plan formé par deux

axes (Oα et Oβ), ce plan est appelé triangle de Preisach �gure 3.8(b). L'aimantation M(t),

résultant de l'application du champ H(t) à l'instant t , s'écrit alors :

M(t) =

¨
S

¨
ρ (α, β) γα,β [H(t)] dαdβ (3.39)

Avec l'opérateur, γα,β [H(t)] associé à l'entité magnétique en admettant que les champs de

basculement α et β valent (+1) dans l'état positif et (-1) dans l'état négatif.

 M 

ββββ 
H 

αααα 

+

-

s 

αααα=ββββ 

αααα 

ββββ 

O 

-Hs 

Hs 

(a) (b) 

Figure 3.8.: (a) commutateur magnétique (b) plan de Preisach
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3.3. Hystérésis dynamiques

Les modèles d'hystérésis précédents restent invariants par la modi�cation de la fréquence

d'utilisation. Donc ces modèles ne nous donnent que la succession des états et non pas les

temps entre chaque passage d'un état à un autre. Nous disons que ces modèles d'hystérésis

sont indépendants de la fréquence des sources [BER-98]. Cependant, les mesures des cycles

d'hystérésis pour déférentes fréquences, montrent que l'aire et la forme de ce dernier change

en fonction de la fréquence. Cette hystérésis est appelée hystérésis dynamique. Le dévelop-

pement des modèles dynamiques est indispensable, car la majorité des processus industriels

fonctionnent en moyenne ou en haute fréquence. Ces modèles sont capables de prendre en

compte les courants induits et les pertes dynamiques de l'hystérésis. Nous en présentons ici

quelques uns parmi les plus signi�catifs.

3.3.1. Le modèle de Duhem

Ce modèle est l'un des premiers modèles d'hystérésis dynamique proposé par Duhem 1897-

1903 [IVA-97]. Il est basé sur la description thermodynamique du processus d'aimantation,

selon Duhem, le phénomène d'hystérésis peut être décrit en résolvant l'équation di�érentielle

(3.39) :


∂B
∂t

= f
(
H(t),B(t), ∂H

∂t

)
B(0) = B0

(3.40)

La fonction f peut être représentée par :

f

(
H,B,

∂H

∂t

)
= g

(
H,B, sign

(
∂H

∂t

))
·
(
∂H

∂t

)
(3.41)

La fonction g est une fonction continue et a des formes di�érentes pour les branches

ascendantes et descendantes :

g
(
H,B, sign

(
∂H
∂t

))
= g1(H, B) pour sign

(
∂H
∂t

)
> 0

g
(
H,B, sign

(
∂H
∂t

))
= g2(H, B) pour sign

(
∂H
∂t

)
< 0

(3.42)
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La caractéristique dynamique du processus d'aimantation peut être simulée par :

∂B

∂t
= g1(B,H)

(
∂H

∂t

)+

− g2(H,B)

(
∂H

∂t

)−
(3.43)

Les symboles
(
∂H
∂t

)+
et
(
∂H
∂t

)−
dé�nissent respectivement les dérivés du champ d'excitation

par rapport au temps sur les deux branches (montante et descendante) du cycle d'hystérésis.

La di�culté de ce modèle réside dans l'identi�cation des deux fonctions ( g1 et g2). En

e�et, chaque échantillon ferromagnétique présente un cycle di�érent et avant d'entamer une

modélisation du phénomène il est indispensable d'identi�er ces fonctions.

3.3.2. Modèle de Preisach-Bertotti

Ce modèle basé sur une généralisation dynamique sur un ensemble de commutateurs

[BER-93]. Cette dynamique peut intégrer tout type de processus d'aimantation, dont le mé-

canisme principal qui est le déplacement des parois magnétiques. Cette adaptation s'e�ectue

par attribution aux commutateurs γα,β d'une loi dynamique de changement d'état fonction

de la dérivée temporelle du �ux élémentaire par l'introduction d'un nouveau paramètre k lié

à la mobilité des parois magnétiques.


∂tγα,β = k(H− α) siH ≥ α et γα,β < 1

∂tγα,β = k(H− β) siH ≤ β et γα,β > −1

∂tγα,β = 0 ailleurs

(3.44)

L'aimantation résultante est toujours fonction de l'histoire, via une mémorisation de l'état

pondéré des commutateurs du plan de Preisach ; mais elle s'établit de plus ici avec une

certaine constante de temps dé�nie par la mobilité des parois.

dMdH>0 =

¨
4(Hi,Hi−1)

ρ (α, β) dγα,βdαdβ (3.45)

dMdH<0 =

¨
4(Hi−1,Hi)

ρ (α, β) dγα,βdαdβ (3.46)

De ce fait, les cycles reconstruits vont dépendre de la fréquence de variation du champ
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magnétique appliqué. Malgré une richesse et des possibilités quasi-in�nies, ce modèle reste

toujours très lourd et peu utilisé en pratique [PAR-93, HOL-02].

3.3.3. Modèle de Raulet-Masson

Dans ce modèle Raulet et J.P. Masson proposent d'intégrer la dynamique des parois ma-

gnétiques directement dans une loi de comportement di�érentielle non univoque, dite hysté-

rétique [ROU-00]. Elle fait à nouveau intervenir une propriété γ, prise comme une constante

caractéristique représentative de la mobilité des parois magnétiques. Cependant, l'introduc-

tion du modèle dans une équation de di�usion de champ magnétique permet une description

complète de l'ensemble des e�ets dynamiques qui se produisent dans le matériau. Le modèle

fait intervenir un coe�cient comportemental du matériau pratiquement indépendant de la

géométrie et de l'excitation du matériau utilisé.

∂tB = γ (H−Hs(B)) (3.47)

où Hs(B) correspond à la loi de comportement statique, pouvant elle aussi être hysté-

rétique. Elle peut être identi�ée en régime quasi-statique [MAL-06]. L'inconvénient de ce

modèle qui n'a besoin que d'un seul paramètre est l'alourdissement des calculs qui a�ecte

l'amélioration des résultats.

3.3.4. Modèle de Jiles- Szczyglowski

Ce modèle est un extension du modèle statique de Jiles-Atherton [JIL-86], pour décrire

l'aimantation magnétique sous une excitation alternative, J. Szczyglowski suppose une péné-

tration uniforme du champ magnétique à travers le matériau [SZC-01]. Le modèle consiste à

modi�er le champ interne e�ectif Heff par ajout d'un champ d'amortissement dynamique :

Heff = H + αM + β∂tM (3.48)
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3.4. Modèles d'hystérésis de type Langevin

3.4.1. Théorie de Langevin pour le paramagnétisme

La dérivation de la loi classique de Curie à été démontrée par Langevin, en utilisant les

statistiques de Boltzmann [BUS-03].

Considérons une substance paramagnétique contient des atomes magnétiques dont le mo-

mentm est libre de s'orienter dans n'importe quelle direction. En 1'absence de champ magné-

tique, les atomes pointent statistiquement dans toutes les directions. Dans ce cas, la résultante

macroscopique de l'aimantation est nulle. Lorsque l'on applique un champ magnétique, les

moments ont tendance a s'orienter parallèlement a ce dernier, et si rien ne vient s'opposer a

cet e�et, le système acquiert une forte aimantation c'est ce qui se passe a température nulle.

En revanche, à température �nie, 1'agitation thermique s'oppose au parallélisme, si bien que

l'alignement des moments est partiel et que l'on observe seulement une faible susceptibilité

positive. L'énergie potentielle Wpara d'un moment magnétique est donnée par :

Wpara = −mH = −mH cos θ (3.49)

Avec θest l'angle entre m et H. L'énergie d'agitation thermique est de l'ordre de kT ,

où k est la constante de Boltzmann et T est la température absolue en Kelvins. Supposons

que cos θ = 1 et H = 106A/m. Le plus petit moment magnétique possible est le moment

de Bohr mB = 1.17 · 10−29, donc Wpara = 1.17 · 10−23J , à la température ambiante kT =

1.38 · 10−23 · 300 = 4.1 · 10−21J . Donc, l'agitation thermique est su�sante pour rendre la

distribution angulaire des moments atomiques presque aléatoire, d'où seule une très faible

aimantation parallèle au champ magnétique.

Le nombre de molécules ayant une énergie dans la gamme Wpara et Wpara + dWpara est

donnée par la statistique de Boltzmann comme :

dn = n0 exp

(
−Wpara

kT

)
dWpara (3.50)

Où n0 est une constante choisie de telle manière que l'intégrale de l'équation (3.50) donne

le nombre des molécules N . En utilisant l'équation (3.49) nous obtenons :
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dn = n0 exp
(
mH cos θ

kT

)
d (−mH cos θ)

= n0 exp
(
mH cos θ

kT

)
mH sin θdθ

(3.51)

Le nombre total des molécules N est obtenu, en intégrant l'équation (3.51) sur l'intervalle

de [0 à π]. La magnétisation nette M de l'échantillon est donnée par la résultante de tous les

moments magnétiques le long de la direction de H :



M =
´ π

0
m cos θdn

=
N
´ π
0 m cos θdn´ π

0 dn

=
N
´ π
0 m cos θn0 exp(mH cos θ

kT )mH sin θdθ´ π
0 n0 exp(mH cos θ

kT )mH sin θdθ

= Nm
(
cothλ− 1

λ

)
= MsL(λ)

(3.52)

avec λ = mH
kT
.

Où L(λ) est la fonction de Langevin. Pour une valeur de H su�samment élevée, presque

tous les moments magnétiques sont alignés dans la direction deH et la valeur de l'aimantation

M vaut M = Nm = Ms, Pour λ � 1 la fonction de Langevin peut être développée comme

suit :

L(λ) =
λ

3
− λ3

45
· · · . (3.53)

En négligeant les termes d'ordres supérieurs :

M =
Nm2

3kT
H (3.54)

C'est la loi de Curie pour les matériaux paramagnétiques.

D'une manière générale l'équation (3.52) peut être donnée sous la forme suivante :

M = Ms

(
coth

H

a
− a

H

)
(3.55)

avec a = kT
m
.

Ainsi, l'évolution de la courbe de première aimantation est représentée par la �gure 3.9
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pour un matériau ayant Ms = 1.7 · 106A/m et a = 100A/m.
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Figure 3.9.: La courbe de première aimantation selon le modèle de Langevin

Le modèle de Langevin donné par l'équation (3.55) n'est pas valable que pour les matériaux

paramagnétiques. Pour appliquer ce modèle aux matériaux ferromagnétiques des corrections

sont nécessaires.

3.4.2. La correction de Weiss pour les matériaux ferromagnétiques

Pour expliquer le ferromagnétisme, P. Weiss proposa 1906 le modèle de champ moléculaire,

qui fut à l'origine de progrès considérables en magnétisme. Ce modèle consiste à considérer

l'interaction entre les moments magnétiques. Ces interactions engendrent un champ d'inter-

action moléculaire appelé Hm. Weiss considère que tous les moments sont identiques dans ce

cas l'expression donnant ce champ est :

Hm = α
∑
j

mj = αM (3.56)

Il en déduit donc que le champ e�ectif appliqué sur l'électron peut s'écrire :

He = H + αM (3.57)

Où : α est le coe�cient du champ moléculaire. Dans ce cas, la caractéristique magnétique
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anhystérétique du matériau ferromagnétique décrite par la théorie de Langevin et corrigée

par la théorie de Weiss et donnée par :

Man = Ms

(
coth

(
H + αM

a

)
− a

H + αM

)
(3.58)

3.4.3. Le modèle d'hystérésis de Jiles-Atherton

Le modèle de Jiles-Atherton est un modèle qui décrit l'origine du phénomène d'hystéré-

sis dans les matériaux ferromagnétiques à partir d'une approche physique. Ce modèle est

largement utilisé dans la modélisation de la caractéristique magnétique non-linéaire des ma-

tériaux [HER-00]. Il a été implémenté dans plusieurs programmes, notamment dans le cadre

de simulateur des circuits. Par exemple, la version commercialisée de SPICE nommé Alle-

gro AMS Simulator 210 de MicroSim, le modèle implémenté dans le simulateur est celui

de Jiles-Atherton [IZY-06]. Il permet aussi la description mathématique de la courbe d'hys-

térésis B(H) en utilisant cinq paramètres qui dépendent des caractéristiques magnétiques

du matériau. Cette description est essentiellement basée sur des considérations énergétiques

liées aux déplacements de parois au sein du système magnétique. Jiles et Atherton supposent

que l'échange d'énergie par unité de volume est égal à l'échange d'énergie magnétostatique

additionné aux pertes par hystérésis [JIL-86]. Dans le cas où il n'y a pas des pertes par hys-

térésis l'énergie magnétostatique doit être égale à l'énergie totale fournie. Dans la suite de ce

manuscrit on va détailler ce modèle pour but de l'intégrer dans un code de calcul du champ.

3.4.4. Formulation du Modèle

Dans ce modèle, Jiles et Atherton proposent de revenir à la physique microscopique des

parois magnétiques en présence de défauts et de déformations internes pour mettre en exergue

les lois mathématiques correspondantes susceptibles de permettre la reconstruction des cycles

d'hystérésis e�ectivement parcourus expérimentalement [JIL-86]. Ils supposent que l'aiman-

tation totaleM du matériau est décomposée en deux termes : la composante réversible Mrev

et la composante irréversible Mirr.
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M = Mrev + Mirr (3.59)

La composante réversible représente la translation réversible des parois et la rotation ré-

versible des domaines. Par contre la composante irréversible représente le déplacement irré-

versible des parois et des domaines magnétiques. La source de la composante irréversible est

le déplacement irréversible des parois et des domaines magnétiques représentants les pertes

d'énergie par hystérésis dans le matériau. Cette composante peut être déterminée à partir de

l'équilibre énergétique pendant le processus d'aimantation comme suit : Au cours de proces-

sus d'aimantation et en absence des pertes par hystérésis, la variation de l'énergie magnétique

doit être égale à l'énergie totale fournie. La caractéristique de l'aimantation suit la courbe

anhystérétique Man(H), (équation 3.58). Ainsi, le bilan énergétique de la variation de l'éner-

gie fournie, l'énergie magnétique et les pertes par hystérésis générées par le mouvement des

parois de domaine peuvent être exprimées comme :

µ0

ˆ
Man(H)dH = µ0

ˆ
M(H)dH + µ0

ˆ
kδ
dM

dH
dH (3.60)

On peut écrire la relation reliant l'intensité du champ et l'aimantation à partir de l'équation

(3.60).

Man = M + kδ
dM

dH
(3.61)

En tenant compte de l'interaction entre les domaines magnétiques selon le champ e�ectif de

Weiss (He = H+αM), dans l'équation (3.61) la composante irréversible peut être déterminée

par la solution de l'équation di�érentielle suivante :

Man(He) = Mirr + kδ
dMirr

dHe

(3.62)

En dérivant (3.59) par rapport à H, la susceptibilité di�érentielle de la composante irré-

versible est de la forme suivante :

dMirr

dH
=
dMirr

dHe

· dHe

dH
(3.63)
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dMirr

dH
=

Man(He)−Mirr

kδ − α(Man(He)−Mirr)
(3.64)

La composante réversible de l'aimantation peut être dé�nie comme la di�érence entre

l'aimantation anhystérétique et l'aimantation irréversible.

Mrev = c(Man(He)−Mirr) (3.65)

avec c est le coe�cient de la réversibilité ∈ [0÷ 1]

En combinant l'équation (3.59) et (3.65), l'expression de l'aimantation totale est de la

forme suivante :

M = (1− c)Mirr + cMan(He) (3.66)

En tenant compte de l'expression de la susceptibilité irréversible donnée par (3.64), la sus-

ceptibilité di�érentielle de l'aimantation totale peut être représentée de la manière suivante :

dM

dH
= (1− c) Man(He)−Mirr

kδ − α(Man(He)−Mirr)
+ c

dMan(He)

dH
(3.67)

L'expression (3.67) donne la susceptibilité di�érentielle du modèle de Jiles-Atherton M(H).

Ce modèle peut aussi être adapté pour la détermination de la loi de comportement M(B)

connu sous le nom � modèle inverse de Jiles-Atherton � [SAD-02]. Dans ce modèle inverse

l'expression (3.66) est dérivée par rapport à B .

dM

dB
=

(1− c)dMirr

dBe
+ cdMan

dBe

1 + µ0(1− c)(1− α)dMirr

dBe
+ µ0c(1− α)dMan

dBe

(3.68)

avec Be = µ0He et
dMirr

dBe
= Man−Mirr

µ0kδ

Dans les deux cas, les cinq paramètres a, α, k, c et Ms doivent être déterminés à partir

de mesures expérimentales. Il est important de noter que les paramètres du modèle de Jiles-

Atherton sont théoriquement les mêmes quelque soit le modèle utilisé (M(H) ou M(B)). On

résume les signi�cations physiques des paramètres dans le tableau 3.1.
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Paramètres Propriété physique
a Facteur de forme pour Man

α Coe�cient du champ moléculaire
k Coe�cient d'épinglage
c Coe�cient de réversibilité
Ms Aimantation à saturation

Table 3.1.: Les signi�cations physiques des paramètres du modèle de J-A

3.4.5. La résolution numérique pour le modèle de J-A

La résolution numérique du modèle passe au premier lieu par la résolution de (3.64), nous

a permet au départ d'obtenir la composante irréversible de l'aimantation, �gure 3.10(a). En-

suite, à l'aide de (3.65) on peut déduire la composante réversible (�gure 3.10(b), de cette

dernière. En�n, pour trouver l'aimantation totale il su�t d'e�ectuer la somme de ces deux

composantes. Il faut noter aussi que la résolution de l'équation (3.64) passe par la détermi-

nation de Man donnée par (3.62), �gure 3.10(c). La �gure 3.10(d) montre le cycle majeur du

phénomène d'hystérésis pour Ms = 1.7 · 106A/m , k = 2000 A/m, c = 0.1, a = 1000 A/m et

α = 0.0017.

L'application d'un tel algorithme pour la détermination des cycles d'hystérésis suppose

la connaissance des di�érents paramètres a, α, k, c et Ms. On remarque la simplicité de la

programmation de ce modèle.

Lors de la résolution numérique du modèle il est nécessaire de véri�er le sens physique de

l'aimantation, car le modèle peut générer dans certain cas des susceptibilités di�érentielles

négatives qui ne sont pas des solutions physiquement réalistes. Ce comportement peut appa-

raître au sommet du cycle d'hystérésis majeur lors de la diminution du champ, �gure 3.11.

Un nouveau coe�cient δM mis en place et sa dé�nition donnée par [PET-06] :

δM =

1 si(Man −Mirr)
dH
dt
> 0

0 si(Man −Mirr)
dH
dt
< 0

(3.69)

Ce coe�cient peut être donné par une forme plus générale :

δM = 0.5[1 + sign((Man −Mirr)
dH

dt
)] (3.70)
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Figure 3.10.: Aimantation irréversible (a), réversible (b), anhystérétique (c) et l'aimanta-
tion totale (d)
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M 

Figure 3.11.: Comportement non physique au voisinage de la saturation d'un cycle majeur.
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3.4.6. In�uence des paramètres sur le cycle d'hystérésis

Chaque matériau magnétique est caractérisé par son propre cycle d'hystérésis, donc, et

d'après le modèle de Jiles-Atherton, chaque matériau est caractérisé aussi par cinq para-

mètres. Pour avoir l'e�et des paramètres sur l'allure du cycle d'hystérésis nous varierons

chaque paramètre en �xant les autres.

3.4.6.1. E�et du paramètre k

D'après la �gure 3.12 le paramètre k in�ue directement sur la largeur du cycle, on voit qu'il

agit fortement sur le champ coercitif et l'induction rémanente. Son e�et sur l'induction maxi-

male est moins important mais on remarque une diminution de celle-ci lors de l'augmentation

de paramètre k. Cette remarque doit être prise en compte lors de la procédure d'identi�cation

des paramètres. Ce paramètre, dans les matériaux doux, égal au champ coercitif dans une

première approximation [JIL-92].
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Figure 3.12.: E�et de paramètre k sur l'allure du cycle d'hystérésis

3.4.6.2. E�et du paramètre α

Ce paramètre agit fortement sur l'induction rémanente, �gure 3.13, son e�et sur le champ

coercitif et sur l'induction maximale est moins important.
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Figure 3.13.: E�et de paramètre α sur l'allure du cycle d'hystérésis

3.4.6.3. E�et du paramètre a

Ce paramètre dépend fortement de la température. En e�et, l'in�uence de la température

sur le cycle d'hystérésis est introduite par l'intermédiaire du paramètre a dans l'aimantation

anhystérétique. La �gure 3.14 montre l'e�et de ce paramètre, l'augmentation de ce paramètre

traduite par une diminution de l'induction maximale et rémanente.
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Figure 3.14.: E�et de paramètre a sur l'allure du cycle d'hystérésis

3.4.6.4. E�et du paramètre c

Ce paramètre est lié à l'aimantation réversible, donc il caractérise le degré de la réversibilité

de l'aimantation et in�ue aussi sur l'aimantation initiale. Son e�et sur le cycle d'hystérésis
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est présenté sur la �gure 3.15.
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Figure 3.15.: E�et de paramètre c sur l'allure du cycle d'hystérésis

3.4.7. Détermination des paramètres du modèle

A partir du cycle expérimental B(H), les cinq paramètres du modèle peuvent être obtenus.

Comme nous l'avons vu à la �n de la section précédente, chaque paramètre a une in�uence

sur certains points du cycle d'hystérésis. Nous nous servirons de ces particularités pour les

déterminer. La première étape consiste à transformer le cycle B(H) en M(H), en utilisant

l'équation (2.3). L'étape suivante consiste à identi�er sur le cycle d'hystérésis les points

particuliers et les di�érentes variables qui sont énumérées dans la �gure 3.16. Dans cette

�gure, les variables χ sont les susceptibilités di�érentielles où : χ = dM
dH

.
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Figure 3.16.: Les susceptibilités di�érentielles utilisées pour la détermination des paramètres
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3.4.7.1. Détermination de Ms

Ce paramètre est probablement le plus simple à déterminer, dans la plupart des cas il est

donné par le constructeur des tôles. Ms est la valeur de l'aimantation lorsque le matériau et

fortement saturé.

3.4.7.2. Détermination de k

Comme nous l'avons vu à la section (� 3.4.6.1), ce paramètre in�ue directement sur la

largeur du cycle d'hystérésis et il agit fortement sur le champ coercitif Hc. Dans les matériaux

ferromagnétiques doux il est considéré comme étant le champ coercitif. Le paramètre k est

déterminé à partir de la susceptibilité χc au point coercitif (H = Hc, M = 0). En utilisant

l'expression donnant la susceptibilité di�érentielle de l'aimantation totale (3.67). Notez que

dans ce cas δ = +1.

χc =
dM

dH

∣∣∣∣
H=Hc,M=0

= (1− c) Man(Hc)−Mirr

k − α(Man(Hc)−Mirr)
+ c

dMan(Hc)

dH
(3.71)

Comme l'aimantation M égale à zéro au point coercitif, et à partir de l'équation (3.66) on

trouve que :

Mirr = −cMan(Hc)

1− c
(3.72)

Et puis l'équation (3.71) nous donne :

k =
Man(Hc)

1− c

(
α +

1− c
χc − cdMan(Hc)

dH

)
(3.73)

Notez que le paramètre k peut être calculé si (a, α et c) sont connus.

3.4.7.3. Détermination de α

Ce paramètre in�ue directement sur l'aimantation rémanente (� 3.4.6.2), donc ce para-

mètre peut être déterminé en utilisant les coordonnées au point rémanente (H = 0,M = Mr),

sur la branche descendante (�gure 3.16), dans ce cas δ = −1. En utilisant l'équation (3.66)

avec M = Mr on trouve :
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Mirr =
Mr − cMan(αMr)

1− c
(3.74)

D'une manière analogue à la détermination du paramètre k, nous allons écrire la suscepti-

bilité χr à l'aimantation rémanente comme :

χr =
dM

dH

∣∣∣∣
H=0,M=Mr

= (1− c) Man(αMr)−Mirr

−k − α(Man(αMr)−Mirr)
+ c

dMan(αMr)

dH
(3.75)

En substituant l'équation (3.74) dans (3.75), nous avons :

Mr = Man(αMr) +
k

α
1−c + 1

χr−c dMan(αMr)
dH

(3.76)

Si les paramètres a, k et c connus, α peut être calculée à partir de l'équation (3.76).

3.4.7.4. Détermination de a

Le paramètre a est obtenu aux coordonnées du point de saturation dé�nies par (Mm, Hm)

et la susceptibilité correspondante χm. Supposons que le point de fonctionnement est au

voisinage de la saturation, alors la susceptibilité dé�nie à partir de l'aimantation totale est

équivalente à celle dé�nie à partir de l'aimantation anhystérétique, ceci se traduit par :

dM
dH

∣∣
H=Hm

= dMan

dH

∣∣
H=Hm

.

L'équation (3.66) au point (Hm,Mm) devient :

Mirr =
Mm − cMan(Hem)

1− c
(3.77)

Avec Hem = Hm + αMm, l'expression de la susceptibilité maximale χm (avec δ = 1) est

donnée par :

χm =
dM

dH

∣∣∣∣
H=Hm,M=Mm

= (1− c) Man(Hem)−Mirr

k − α(Man(Hem)−Mirr)
+ cχm (3.78)

Après quelques opérations algébriques le paramètre a peut être calculé, connaissant les

autres paramètres, en résolvant l'équation suivante :
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Mm = Man(Hem)− (1− c)kχm
αχm + 1

(3.79)

3.4.7.5. Détermination de c

Comme indiqué au point (� 3.4.6.4), le paramètre c est associé à l'aimantation réversible.

Au début de la courbe de première aimantation nous avons : Mirr = 0 et dMirr

dH
= 0, donc

l'équation (3.67) devient :

χin =
dM

dH

∣∣∣∣
H=0,M=0

= c
dMan

dH

∣∣∣∣
H=0,M=0

(3.80)

avec cdMan

dH

∣∣
H=0,M=0

= cMs

3a
.

Le paramètre c est donné par :

c =
3aχin
Ms

(3.81)

3.4.8. Procédure d'Identi�cation des Paramètres

Le paramètre Ms est facile à obtenir par mesure directe d'un cycle d'hystérésis majeur.

Les autres paramètres ne sont pas directement calculables puisque les relations (3.73), (3.76),

(3.79) et (3.80) font intervenir plusieurs paramètres couplés par des relations non-linéaires.

Ainsi, plusieurs techniques d'identi�cation sont proposées [HER-00, JIL-92, CHW-07, IZY-06,

AND-07, SAL-02]. La plupart de ces techniques sont basées sur des méthodes numériques

itératives. Nous avons proposé un algorithme itératif couplé avec la méthode de Newton-

Raphson [HAM-08]. Cet algorithme, �gure 3.17, est basé sur quelques points de mesure

mentionnés au paragraphe (�3.4.7).
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  Début 

Ms,χin,χr,χc,χm,Mm,Hm,a0,α0,c0 

Calcul “k” par l’équation (2.73) 

Calcul “α” par l’équation (2.76) 

( )i 1 i i 1 'a a a+ +− ≤ ε  

Calcul “a” par l’équation (2.79) 

Calcul “c” par l’équation (2.80) 

( )i 1 i i 1k k k ''+ +− ≤ ε  

Imprimer les résultats 

( )i 1 i i 1+ +α − α α ≤ ε  

Oui   

Oui   

Oui   

Non    

Non    

Non    

 

(3.73) 

(3.76) 

(3.79) 

(3.80) 

Figure 3.17.: Procédure d'identi�cation des paramètres

3.4.9. Validation de l'algorithme itératif

Pour valider cet algorithme nous avons utilisés des cycles théoriques dont les paramètres

sont connus au préalable [JIL-92]. Deux exemples ont été choisis, pour montrer que cet al-

gorithme est valable et ce pour deux types de matériaux (Doux et Durs), car les techniques

proposées au paragraphe précédent, sont destinées aux matériaux doux [IZY-06]. Nous présen-

terons dans la première colonne, Tables 3.2 et 3.3, les données nécessaires pour l'identi�cation

des paramètres du modèle. La deuxième colonne présente les paramètres originaux données

dans la Ref [JIL-86]. Les paramètres identi�és par notre algorithme sont présentés dans la

troisième colonne. L'erreur, entre les paramètres originaux et ceux identi�és, est présentée

sur la quatrième colonne
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Parameters Théoriques Paramètres originaux Paramètres identi�és Errer (%)
χin = 61.6 Ms = 1.7 · 106A/m Ms = 1.7 · 106A/m �
χc = 1207.9 a = 1000 A/m a = 1003.4 A/m 0.34
χr = 852.4 k = 500 A/m k = 539.48 A/m 7.89
χm = 14.4 α = 0.001 α = 0.00103 3.21
Hm = 10 kA/m c = 0.1 c = 0.1029 2.86
Hc = 467 A/m
Ms = 1.7 · 106 A/m
Mm = 1.545 · 106A/m
Mr = 0.503 · 106A/m

Table 3.2.: Paramètres d'un matériau doux

Parameters Théoriques Paramètres originaux Paramètres identi�és Errer (%)
χin = 0.1 Ms = 1.2 · 106A/m Ms = 1.2 · 106A/m �
χc = 25.2 a = 120 kA/m a = 154.65 kA/m 28.87
χr = 0.2 k = 500 kA/m k = 499.27 kA/m 0.146
χm = 0.1 α = 0.5 α = 0.6016 20.32

Hm = 1500 kA/m c = 0.05 c = 0.0365 27.00
Hc = 412.178 kA/m
Ms = 1.2 · 106 A/m
Mm = 1.067 · 106A/m
Mr = 1.015 · 106A/m

Table 3.3.: Paramètres d'un matériau durs

Les résultas obtenus sont utilisés pour générer le cycle d'hystérésis. Sur la �gure 3.18 nous

superposons le cycle théorique et le cycle obtenu en utilisant les paramètres identi�és. Nous

pouvons remarqué que les deux cycles sont bien superposés et ce, dans le cas des matériaux

doux.
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Figure 3.18.: Cycle d'hystérésis d'un matériau (Doux)

La �gure 3.19 présente une comparaison entre les deux cycles, théorique et identi�é, pour

un matériau durs, nous pouvons remarqué dans ce cas, que les cycles sont écartés au voisinage

du point coercitif.
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Figure 3.19.: Cycle d'hystérésis d'un matériau (Durs)
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Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les di�érents modèles d'hystérésis magnétiques ren-

contrés dans la littérature. L'objectif principal de cette recherche bibliographique est La

sélection, parmi ces modèles, d'un modèle qui décrit le phénomène d'hystérésis du point de

vue mathématique et physique, et cela pour leur intégration dans un code de calcul de champ

électromagnétique destiné à la modélisation des dispositifs électromagnétiques.

Parmi les modèles cités, nous avons décris les modèles analytiques qui présentent certains

avantages telles que la rapidité de génération des cycles d'hystérésis et la simplicité de sa

mise en ouvre. Cependant, leur inconvénient majeur est qu'ils sont basés sur un dévelop-

pement purement mathématique dénué de toute interprétation physique. Nous avons cité

aussi quelques modèles dynamiques, ce type de modèles est indispensable dans la majorité

des processus industriels car ils fonctionnent en moyenne et/ou haute fréquence. La di�-

culté rencontrée par ceux-ci est la nécessité de l'identi�cation de leurs paramètres à chaque

fréquence d'utilisation.

Finalement, nous avons parlé de certains modèles qui demandent un temps de calcul im-

portant, ce qui rend leurs intégration dans des codes de calcul sans intérêt. Nous avons cité

aussi quelques modèles simples qui sont caractérisés par un seul paramètre. Ces derniers ne

donnent aucune amélioration aux résultats.

Il semble clair que le modèle de Jiles-Atherton est un modèle basé sur des considérations

physiques, et par conséquent des modi�cations peuvent être s'ajoutées a�n d'amélioré ce

modèle.

Ce modèle fera l'objet du chapitre suivant, dont lequel nous nous intéresserons en particulier

à leur développement dans les deux cas statique et dynamique. Nous énoncerons aussi notre

contribution dans chacun de ces cas.
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Jiles-Atherton

4.1. Introduction

Dans ce chapitre nous présenterons le modèle de Jiles-Atherton dans le cas quasi-statique

et dynamique, ainsi que notre contribution dans les deux cas. La première contribution est

dans le cas quasi-statique, nous avons modi�é le modèle en tenant compte des considérations

physique [HAM-10.a]. La méthode de Fausse Position (MFP) couplée avec un algorithme

itératif elle sera proposée pour l'identi�cation des paramètres du modèle modi�é ainsi que

le modèle classique de Jiles-Atherton. Dans le cas dynamique nous modi�erons le champ

e�ectif, donné dans le cas quasi-statique, par l'introduction de l'e�et des courants Foucault

ainsi que les pertes dues par excès (anormales). Le nouveau modèle de Jiles-Atherton devient

à sept paramètres (les paramètres identi�és dans le cas quasi-statique plus deux nouveaux

paramètres dans le cas dynamique). Ces paramètres restent inchangeables pour n'importe

quelle fréquence d'utilisation.

4.2. Le modèle de Jiles-Atherton modi�é

Pour évaluer le champ magnétique e�ectif He, Jiles et Atherton utilisent l'aimantation

irréversible au lieu de l'aimantation totale, pour décrire une formulation simpli�ée de la

susceptibilité totale équation (3.67). Dans leur modèle Jiles et Atherton supposent que l'ai-

mantation M équivalente à l'aimantation irréversible Mirr dans la relation qui lie le champ

e�ectif He et le champ magnétique appliqué H :
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He = H + αMirr (4.1)

Dans cette équation (4.1) ils ont supposé que l'aimantation réversible Mrev est négligée

devant l'aimantation irréversible Mirr et ils ont obtenu la susceptibilité irréversible sous la

forme de l'équation (3.64). L'hypothèse de négligerMrev dans l'équation (4.1) n'a pas un sens

physique et peut in�uer sur la précision des résultats dans le cas général. Notre proposition

est d'utiliser la relation physique reliant le champ magnétique e�ectif He avec le champ

magnétique appliqué H [HAM_10] :

He = H + αM (4.2)

Rappelons-nous les équations di�érentielles (3.62), (3.63) et (3.66), numérotées dans ce

chapitre (4.3), (4.4) et (4.5) respectivement.

Man(He) = Mirr + kδ
dMirr

dHe

(4.3)

dMirr

dH
=
dMirr

dHe

· dHe

dH
(4.4)

M = (1− c)Mirr + cMan(He) (4.5)

Le deuxième terme de la partie droite de l'équation (4.4) devient, en utilisant l'équation

(4.2), :

dHe

dH
= 1 + α

dM

dH
(4.6)

Nous pouvons récrire cette équation avec l'utilisation de l'équation (4.5) de la forme sui-

vante :

dHe

dH
= 1 + α(1− c)dMirr

dH
+ αc

dMan

dH
(4.7)

Le terme à gauche de l'équation (4.4) est tiré de (4.3) est donné par :
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dMirr

dHe

=
Man −Mirr

kδ
(4.8)

A partir de l'équation (4.7) et (4.8) on peut récrire l'équation (4.4) sous la forme :

dMirr

dH
=

Man −Mirr

kδ

[
1 + α(1− c)dMirr

dH
+ αc

dMan

dH

]
(4.9)

En utilisant cette équation et à partir de quelques manipulations mathématiques la nouvelle

forme de la susceptibilité di�érentielle irréversible est donnée par :

dMirr

dH
=

(Man −Mirr)
(
1 + αcdMan

dH

)
kδ − α (1− c) (Man −Mirr)

(4.10)

Nous pouvons clairement voir que si c = 0 la relation (4.10) devient la même que celle

donnée par Jiles et Atherton, équation (3.64), car l'aimantation réversible Mrev est liée di-

rectement à ce paramètre par l'équation (3.65).

Après quelques manipulations mathématiques, nous arrivons à la relation de la suscepti-

bilité magnétique di�érentielle totale suivante :

dM

dH
=

(1− c) (Man −Mirr) + kcδ dMan

dHe

kδ − α (1− c) (Man −Mirr)− kcαδ dMan

dHe

(4.11)

Avec :

dMan

dHe

=
Ms

a

(
1− coth2

(
He

a

)
+

(
a

He

)2
)

(4.12)

Comme nous pouvons le voir la relation (4.11) du modèle modi�é, on le note par la suite

MJA, est complètement di�érente de la relation (3.67) donnant le modèle originale de Jiles

et Atherton, on le note par la suite JA.

4.2.1. Identi�cation des paramètres du modèle modi�é

Comme nous l'avons déjà vu l'importance de ce modèle et son utilisation dans des pro-

grammes commercialisés, il est nécessaire d'avoir déterminé ces paramètres d'une manière

exacte. Dans ce contexte plusieurs travaux ont été publiés concernant les techniques d'iden-

69



4. Développement du Modèle de Jiles-Atherton

ti�cation des paramètres de ce modèle (� 3.4.8). Dans ce travail, nous avons utilisé une

technique qui combine un algorithme itératif et la Méthode de Fausse Position MFP pour

les deux modèles [QUA-07]. Les paramètres que nous voulons identi�er pour MJA sont re-

groupés en trois équations non linéaires et résolu par MFP. Cette technique nécessite la

connaissance de quelques données de mesures telles que les susceptibilités, initiale, coerci-

tive et rémanente. Elle nécessite également l'introduction de l'intensité du champ coercitif,

l'aimantation rémanente et les coordonnées du point de saturation. Avant d'appliquer cette

technique d'identi�cation sur les deux modèles, nous déterminons les expressions des para-

mètres du modèle modi�é MJA.

4.2.2. Paramètres du modèle modi�é MJA

La susceptibilité di�érentielle totale donnée par l'expression (4.11), peut être écrite en

utilisant (1− c)(Man −Mirr) = Man −M, comme :

χ =
dM

dH
=

(Man −M) + kcδ dMan

dHe

kδ − α (Man −M)− kcαδ dMan

dHe

(4.13)

Ou :

χ =
η

kδ − αη
(4.14)

Avec les relations complémentaires suivantes :

η = (Man −M) + kcδ
dMan

dHe

(4.15)

δ =

+1 dH
dt
≥ 0

−1 dH
dt
< 0

(4.16)

Les paramètres de ce modèle modi�e MJA sont exprimés d'une manière di�érente par

rapport a ceux du modèle original de JA, et sont déterminés à partir de quelques points

expérimentaux.

Les paramètres gouvernant le modèle modi�é sont obtenus à partir de la nouvelle expression
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de la susceptibilité di�érentielle donnée par l'équation (4.14).

La susceptibilité initiale est calculée au point initial de la courbe de première aimantation

(H=0, M=0) où δ=+1.

χin =

(
dM

dH

)
H=0,M=0

=
ηin

k − αηin
(4.17)

Le paramètre c est associé à l'aimantation réversible, au début de la courbe de première

aimantation et est déterminé en utilisant la susceptibilité initiale avec
(
dMan

dHe

)
H=0,M=0

= Ms

3a
,

dans cette condition ηin = kcMs

3a
, connaissant les paramètres α et a, le paramètre c peut être

déterminer en utilisant l'équation (4.17) par :

c =
3aχin

(1 + αχin)Ms

(4.18)

Au point coercitif (H = Hc, M = 0) sur la branche ascendante du cycle (δ=+1) la

susceptibilité χc est donnée par :

χc =

(
dM

dH

)
H=Hc,M=0

=
ηc

k − αηc
(4.19)

Avec : ηc =
(
Man(Hc) + kcdMan(Hc)

dHe

)
La relation entre le paramètre k et χc est obtenue en utilisant (4.19), lorsque α,c et a sont

préalablement connues, l'équation (4.19) peut être écrite comme :

fc(k) = ηc (1 + αχc)− kχc = 0 (4.20)

L'équation (4.20) est la première équation non linéaire, où le terme ηc est fonction des

autres paramètres.

Au point rémanence (H = 0, M = Mr) la susceptibilité di�érentielle χr est donnée sur la

branche descendante du cycle d'hystérésis où δ = −1 par :

χr =

(
dM

dH

)
H=0,M=Mr

=
ηr

−k − αηr
(4.21)

Avec : ηr =
(

(Man(Mr)−Mr)− kcdMan(Mr)
dHe

)
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La relation entre le paramètre α est la susceptibilité au point rémanence χr est donnée en

utilisant (4.21) :

fr(α) = ηr (1 + αχr) + kχr = 0 (4.22)

fr représente la deuxième équation non linéaire, avec le terme ηr est aussi fonction des

autres paramètres.

Finalement et par l'utilisation des coordonnés au point maximum (H = Hm, M = Mm)

avec δ = +1, la susceptibilité di�érentielle χm peut être donnée de la forme suivante :

χm =

(
dM

dH

)
H=Hm,M=Mm

=
ηm

k − αηm
(4.23)

Avec :ηm =
(

(Man(Hm,Mm)−Mm) + kcdMan(Hm,Mm)
dHe

)
Le paramètre a est déterminé en utilisant la susceptibilité di�érentielle au point maximum

du cycle, en plus les paramètres c, α et k sont connus.

Le paramètre a est obtenu on résolvons l'équation (4.24) :

fm(a) = ηm (1 + αχm)− kχm = 0 (4.24)

La dernière équation non linéaire est donnée par (4.24), où le terme χm est fonction des

autres paramètres.

Les paramètres k, c, a et α sont couplés d'une façon non linéaire, pour les déterminer

nous proposons de résoudre successivement les équations (4.18), (4.20), (4.22) et (4.24) en

utilisant un algorithme itératif couplé avec laMéthode de Fausse PositionMFP (la méthode

de Fausse position est détaillée dans l'annexe A).

4.2.3. Paramètres du modèle originale de JA

Les paramètres du modèle original de JA, donnés au deuxième chapitre par les expressions

suivantes (3.73), (3.76), (3.79) et (3.81), sont les mêmes donnés dans la référence [JIL-92].
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4.3. Technique d'identi�cation MPF

Cette technique est basée sur le couplage entre un algorithme itératif et la méthode de

fausse position MFP a�n d'identi�er les paramètres pour les deux modèles (MJA et JA).

Dans le modèle MJA le paramètre c est déterminé en utilisant l'équation (4.18) avec les va-

leurs initiales données aux paramètres α et a, et nous introduisons l'ensemble dans l'équation

(4.20) qui est résolue par la MFP pour trouver une première estimation de k.

Les paramètres α et a sont calculés à partir des équations (4.22) et (4.24) en utilisant la

même technique MFP. Les valeurs courantes de α et a sont utilisés pour déterminer une

nouvelle valeur du paramètre c. Le processus de calcul est répété jusqu'à la satisfaction du

critère suivant
(∣∣∣ cnew−coldcnew

∣∣∣ ≤ ε
)
.avec ε est la précision désirée.

4.3.1. Application de la technique d'identi�cation

Pour identi�er les paramètres du MJA et JA nous avons besoin de quelques points de

mesure qui sont présentés au Tableau 4.1. Ceux-ci sont extraits du cycle expérimental. Les

paramètres identi�es sont présentés dans le Tableau 4.2.

Paramètres Valeurs mesurées
χin 184.12
χm 0.0443
χr 1.9725 · 103

χc 9.974 · 105

Hm(A/m) 1.039 · 103

Hc(A/m) 69.37
Mm(A/m) 1.134 · 106

Mr(A/m) 8.905105

Table 4.1.: Paramètres extraits de l'expérience

Paramètres identi�és Modèle JA Modèle MJA
Ms(A/m) 1.18 · 106 1.18 · 106

a(A/m) 46.858 46.9605
k(A/m) 81.10 79.001

α 1.4843 · 10−4 1.507 · 10−4

c 0.0219 0.0214

Table 4.2.: Paramètres identi�és
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4. Développement du Modèle de Jiles-Atherton

Le cycle d'hystérésis obtenu par le modèle de JA et MJA, en utilisant les paramètres

identi�és respectivement, Tableau 4.2 sont comparés à ceux expérimentaux. Figure 4.1 et

Figure 4.2, montrent les cycles d'hystérésis de ces deux modèles avec ceux obtenus expéri-

mentalement.
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Figure 4.1.: Cycles d'hystérésis mesurés et simulés
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Figure 4.2.: Cycles d'hystérésis mesurés et simulés (Zoom)
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Un bon accord entre les cycles mesurés et simulés est obtenu par les deux modèle JA et

MJA, ce qui montre l'e�cacité de la technique utilisée pour l'identi�cation des paramètres,

d'une part, d'autre part nous pouvons voir que le cycle d'hystérésis obtenu par le modèle

MJA est mieux adapté au cycle mesuré. Nous concluons que l'utilisation de l'expression

exacte reliant le champ e�ectif par l'aimantation totale au lieu de l'aimantation irréversible

améliore les résultats obtenus par le modèle de Jiles-Atherton.

4.4. Le modèle inverse modi�é de Jiles-Atherton

Dans le modèle direct de Jiles-Atherton l'aimantationM est calculée en utilisant le champ

magnétique H comme variable independent. Ce modèle représente le comportement magné-

tique non linéaire M(H). Une autre possibilité de présenter le comportement non linéaire

des matériaux ferromagnétiques, par l'utilisation de l'induction magnétique B comme va-

riable independent, dans ce cas l'aimantation M est calculée en fonction de B. Le modèle

utilisant l'induction magnétique B comme variable d'entrée est appelé le modèle inverse de

Jiles-Atherton. Lors de la modélisation des dispositifs électromagnétiques, en utilisant la for-

mulation en potentiel vecteur magnétique, l'induction magnétique B est calculée directement

en utilisant la loi de la conservation du �ux magnétique connaissant le potentiel vecteur ma-

gnétique, donc, il est plus commode d'utiliser ce modèle dans un code de calcul du champ.

Ce modèle est basé sur celui modi�é de Jiles-Atherton présenté en section (� 4.2). Nous

détaillons par la suite les expressions gouvernantes ce modèle.

En multipliant l'équation (4.14) par dB
dB

on trouve :

dM

dB

dB

dH
=

η

kδ − αη
(4.25)

Avec :

dB

dH
= µ0

(
1 +

η

kδ − αη

)
(4.26)

En remplaçant (4.26) dans (4.25) on trouve :

dM

dB
=

η

µ0 (kδ + η (1− α))
(4.27)
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L'expression (4.27) donne le modèle inverse de Jiles-Atherton modi�é.

4.5. Le modèle dynamique de Jiles-Atherton

Une nouvelle approche basée sur la théorie de la séparation des pertes permet de développer

le modèle dynamique de J-A. Jiles propose, dans [JIL-94], une extension en dynamique du

modèle statique [JIL-86]. En réécrivant l'équation de bilan énergétique avec les contributions

des pertes supplémentaires qui apparaissent en régime dynamique, il aboutit à un modèle

d'hystérésis dépendant de la fréquence. Dans la suite, nous présentons le modèle dynamique

direct de J-A, ainsi que la nouvelle formulation de modèle inverse dans le cas dynamique

basée sur la théorie de séparation des pertes.

4.5.1. Modèle dynamique direct

Ce modèle nécessite le champ magnétique comme variable d'entrée. Dans ce modèle, les

pertes totales sont séparées en trois contributions selon le principe de décomposition des

pertes proposé par Bertotti [BER-88].

La première est celle des pertes statiques dues aux forces de friction lors des déplacements

de parois. Ces pertes peuvent être calculées à partir du modèle de Jiles-Atherton statique.

La deuxième contribution aux pertes totales est due à l'apparition de courants induits en

régime dynamique et les pertes associées dépendent de la forme de l'échantillon.

Pour des géométries simples et pour une pénétration uniforme du champ magnétique dans

le matériau, il est possible de déterminer ces pertes par l'intermédiaire de l'expression :

dWedd

dt
=

d2

2ρβ

(
dB

dt

)2

=
µ0d

2

2ρβ

(
dM

dt

)2

(4.28)

La troisième contribution est celle que Bertotti dénomme pertes par excès et dont l'expres-

sion est donnée par l'équation suivante :

dWexc

dt
=

(
GSV0

ρ

) 1
2
(
dB

dt

) 3
2

(4.29)

Où G une constante sans dimension qui vaut 0.1356, S la section transversale du matériau,

ρ est la résistivité électrique du matériau et V0 est un paramètre avec la dimension d'un champ
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magnétique, il caractérise la distribution statistique du champ coercitif local [BOT-00].

En se basant sur les équations (4.5), (4.8) et (4.13) et en ajoutant les deux contributions

des pertes par courants induits et des pertes par excès.

L'équation di�érentielle du modèle M(H) est donnée par :

(kδ − αη)X − η +

(
µ0d

2

2ρβ

)(
dH

dt

)
X2 +

(
µ0GSV0

ρ

) 1
2
(
dH

dt

) 1
2

X
3
2 = 0 (4.30)

avec X = dM
dH

et η donnée par (4.15).

L'équation (4.30) peut être résolue avec la méthode deNewton-Raphson avec (X = dM/dH)

comme inconnue, dans l'Annexe B on donne le développement des calculs de l'équation

(4.30) ainsi que le processus de la résolution. Ce type de modèle donne une première approxi-

mation du phénomène d'hystérésis. Mais il n'est valable que pour les basses ou moyennes

fréquences, car l'e�et de peau est ignoré.

L'équation (4.30) est résolue par la méthode de Newton-Raphson, en utilisant les pa-

ramètres statiques du modèle, Ms = 1.7 · 106(A/m), a = 1000(A/m), α = 0.0017, k =

2000(A/m) et c = 0.1, ainsi que les paramètres géométriques et électrique du matériau

ρ = 0.57 · 10−6Ωm, S = 1.5mm², β = 6, G = 0.075 et V0 = 0.0075(A/m), c'est para-

mètres sont donnés par [SAL-02]. La �gure 4.3 présente les cycles d'hystérésis obtenus pour

di�érentes fréquences.

4.5.2. Nouvelle formulation du modèle dynamique inverse

Ce modèle dynamique est inspiré de la théorie statistique de la séparation des pertes fer.

Le concept associé à cette séparation est basée sur la modélisation physique des mécanismes

microscopiques du processus d'aimantation. La perte spéci�que d'énergie par cycle et par

unité de volume est divisée en trois composantes [BER-88] comme l'indique l'équation (4.31).

W T = W hys +W edd +W exc (4.31)

La composante W hys(J/m3) est égale à l'aire du cycle d'hystérésis, totalement indépen-

dante de la fréquence. La deuxième composanteW edd(J/m3) est appelée la densité des pertes

classiques due par les courants de Foucault induits dans le matériau, la troisième contribution
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Figure 4.3.: Cycles d'hystérésis obtenues par le modèle dynamique de J-A

W exc(J/m3) est appelée la densité des pertes en excès. La raison physique de cette décompo-

sition est que W hys proviennent de la nature discontinue du processus d'aimantation à une

échelle microscopique.

D'autre part la quantité
(
W edd +W exc

)
est associée au comportement macroscopique. De

ce raisonnement, chaque composante de la densité totale d'énergie peut être exprimée à

partir du champ qui lui est associé, et est donnée dans un intervalle de temps ∆t par la forme

suivante :

W =

ˆ

∆t

H(t)dB (4.32)

W edd est donnée, en l'absence de l'e�et de peau, par l'équation suivante [SAD-02].

W edd = Cedd

ˆ

∆t

(
dB

dt

)2

dt = Cedd

ˆ

∆t

∆B

∆t
dB (4.33)

Cedd est un coe�cient lié aux paramètres physiques et géométriques du matériau, et est

donnée par [JIL-94].
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Cedd =
d2

2ρβ
(4.34)

ρ est la résistivité du matériau, d et β sont des paramètres liés à la géométrie du matériau.

Dans le cas d'une tôle magnétique, d correspond à l'épaisseur de la tôle et β est le facteur de

forme.

La comparaison entre l'équation (4.32) et (4.33) donne l'expression du champ associé aux

courants de Foucault Hedd :

Hedd = Cedd
∆B

∆t
(4.35)

En outre, la densité d'énergie dissipée dans l'intervalle de temps ∆t due aux pertes par

excès est donnée par l'équation suivante [RIG-01].

W exc = Cexc

ˆ

∆t

∣∣∣∣dBdt
∣∣∣∣ 32 dt ∼= Cexc

ˆ

∆t

∣∣∣∣dBdt
∣∣∣∣− 1

2 ∆B

∆t
dB (4.36)

Le coe�cient Cexc lié aux pertes due par excès regroupe les paramètres physiques et géo-

métriques du matériau est donnée par :

Cexc =

(
GV0S

ρ

) 1
2

(4.37)

L'expression du champ associé aux pertes par excès Hexcpeut être donnée, en utilisant

l'équation (4.36), sous la forme suivante :

Hexc = Cexc

∣∣∣∣dBdt
∣∣∣∣− 1

2 ∆B

∆t
(4.38)

L'expression de la densité totale d'énergie dissipée à l'intervalle du temps ∆t, en utilisant

(4.33) et (4.36), donné par (4.31) devient de la forme suivante :

W T = Chys + Cedd

ˆ

∆t

∆B

∆t
dB + Cexc

ˆ

∆t

∣∣∣∣dBdt
∣∣∣∣− 1

2 ∆B

∆t
dB (4.39)

Le terme W hys est remplacé dans (4.39) par Chys, juste pour une représentation homogène

de l'équation (4.39).
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Le paramètre V0 n'est pas connu pour tous les matériaux, en plus, la résistivité peut être

inconnue pour certains matériaux. Dans tels cas, les paramètres Cedd et Cexc ne peut pas être

déterminé à partir des relations (4.34) et (4.37), et doivent être identi�és à partir des mesures.

Pour déterminer les paramètres Cedd, Cexc et Chys on est besoin de la connaissance de trois

points expérimentaux. Notez que le coe�cient Chys représente la perte par hystérésis dans

le cas statique. Pour décrire l'in�uence des pertes par courants de Foucault et les pertes due

par excès sur le cycle d'hystérésis en régime dynamique, les deux contre-champs Hedd et Hexc

sont ajoutés au champ e�ectif, donné par (4.2) du modèle statique. La nouvelle expression

du champ e�ectif est de la forme suivante :

He = H + αM + Hedd + Hexc (4.40)

4.5.3. Validation du modèle dynamique inverse

Les mesures des cycles d'hystérésis pour di�érentes fréquences ont été réalisés au sien

du laboratoire IREENA-CRTT à l'aide du cadre d'Epstein (Cf. paragraphe 2.10 du 2ème

chapitre), chaque côté du cadre est composé de quatre tôles de type fer-silicium 3% à grain

non orienté ayant les caractéristiques présentées au tableau 4.3.

Epaisseur des tôles 0.35mm
Largeur des tôles 15mm
Longueur des tôles 160mm

Masse volumique du matériau 7650 kg/m3

Conductivité électrique 2.074 · 106 Ω−1m−1

Table 4.3.: Caractéristiques physiques des tôles

Les cinq paramètres du modèle (a, α, k, c etMs) ont été identi�és dans le cas quasi-statique

(f = 10Hz) à l'aide de la même procédure donnée dans [HAM-10.a]. Ces paramètres sont

présentés dans le tableau 4.4.
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Paramètres du modèle de J-A Valeurs
Ms(A/m) 1.18 · 106

a(A/m) 45.14
k(A/m) 60.1

α 1.5 · 10−4

c 1.3 · 10−2

Table 4.4.: Paramètres identi�és dans le cas quasi- statique

Pour déterminer les trois nouveaux paramètres Chys, Cexc et Cedd, nous avons mesuré

l'énergie totale dissipée par cycle pour trois di�érentes valeurs de la fréquence (f = 10, 50

et 100Hz) et ce pour une valeur de l'induction maximale égale à 1.4 T, avec l'utilisation de

l'équation (4.39) les trois paramètres sont obtenus et représentés dans le tableau 4.5.

Chys (J/m3) Cexc (A/m)1/2 Cedd (m/Ω)
264.69 0.6115 0.0268

Table 4.5.: Les nouveaux paramètres dynamiques

Les cycles d'hystérésis simulés sont comparés avec ceux mesurés, �gures 4.4.(a), 4.4.(b),

4.4.(c) et 4.4.(d), pour di�érentes fréquences (10, 50, 150 et 250Hz). Ces �gures montrent

que la largeur des cycles augmente avec l'augmentation de la fréquence, cette remarque est

con�rmée au tableau 4.6 et représentée sur la �gure 4.5, où le champ coercitif augmente en

fonction de la fréquence.
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Figure 4.4.: Cycle simulé et mesuré (a) pour 10Hz, (b) pour 50Hz, (c) pour 150Hz et (d)
pour 250Hz

Fréquence (Hz) Hc mesuré Hc calculé
Hystérésis et courants

de Foucault
Hystérésis, courants de Foucault

et les pertes excédentaires
10 56.25 56.28 61.77
50 72.25 65 77.43
100 89 76 93.50
150 104.50 87 108.50
200 120 98.25 123
250 137.50 109.50 137.80
300 153.70 120.50 151.50

Table 4.6.: Champ coercitif mesuré et calculé
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Figure 4.5.: Champ coercitif mesuré et calculé pour di�érentes fréquences

Sur les �gures 4.6.(a), 4.6.(b) et 4.6.(c) nous avons présenté les cycles d'hystérésis simulés

pour les même fréquences où les pertes excédentaires sont négligées (Cexc = 0), dans chacune

de ces �gures nous avons comparé les cycles simulés avec ceux mesurés.
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Figure 4.6.: Cycle simulé et mesuré (a) pour 50Hz, (b) pour 150Hz et (c) pour 250Hz
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Les formes du courant simulées avec et sans pertes excédentaires sont comparées avec celles

mesurées, pour une fréquence de 200Hz et sont présentées sur la �gure 4.7.
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Figure 4.7.: Courant mesuré et simulé avec et sans pertes excédentaires pour 200Hz

Pour calculer l'énergie dissipée par cycle et par unité de volume (J/m3), nous calculons la

surface du cycle obtenu par le modèle proposé, ensuite on détermine les pertes spéci�ques en

(W/Kg) à l'aide de l'expression (4.41) en utilisant les caractéristiques physiques des tôles tel

que la masse volumique δ.

P = Wf/δ (4.41)

La comparaison entre les pertes fer, par unité de masse, mesurées et calculées pour dif-

férentes fréquences avec et sans pertes excédentaires est e�ectuée pour la même valeur de

l'induction maximale B = 1.4T. Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 4.7 et

tracés sur la �gure 4.8, on observe un accord satisfaisant entre les pertes totales calculées et

mesurées. Sur la même �gure, (4.8), nous avons représenté les pertes sans terme excédentaire

d'une part, et les pertes sans courants induits (pertes par courants de Foucault) d'autre part.

On constate, que les pertes excédentaires et les pertes dues par courants de Foucault sont

comparables pour des fréquences inférieures à 100 Hz, au-delà de cette fréquence les pertes

dues par courants de Foucault deviennent plus élevées. Les �gure (4.9(a) et 4.9(b),) montrent
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respectivement l'évolution des pertes, excédentaires et celles dues par courants de Foucault,

en fonction de la fréquence.

Pcalculées
f(Hz) Pmesurée Phys+eddy Phys+excé PTotale calculée

10 0.40 0.35 0.36 0.38
50 2.22 1.96 1.97 2.28
100 5.12 4.46 4.2 5.37
150 8.98 7.49 6.59 9.16
200 13.52 11.05 9.12 13.63
250 18.90 15.15 11.77 18.76
300 24.89 19.79 14.52 24.55

Table 4.7.: Les pertes spéci�ques (W/Kg), mesurées et calculées
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Figure 4.8.: Les pertes spéci�ques (W/Kg), mesurées et calculées
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Figure 4.9.: densité de pertes : (a) excédentaires, (b) par courants de Foucault

D'après le théorème de séparation des pertes fer, la densité de pertes spéci�ques totale

(W/kg) peut être séparée en trois composantes :

Phys : densité de pertes spéci�ques par hystérésis (W/Kg)

Pexc : densité de pertes spéci�ques excédentaire (W/Kg)

Pedd : densité de pertes spéci�ques par courants de Foucault (W/Kg).

L'expression classique de séparation des pertes est :

Ptot = Phys + Pexc + Pedd (4.42)

Cette expression peut être mise sous la forme proposée par C.P. Steinmetz [REI-01].

Ptot = khf 〈B〉β + kc (f 〈B〉)3/2 + ke (f 〈B〉)2 (4.43)

Avec kh, kc, ke et β sont des paramètres caractérisant l'échantillon.

Dans le cas où l'induction magnétique est constante, comme dans notre cas B = 1.4T , on

peut réécrire l'équation (4.43) sous la forme suivante :

Ptot = Khys f +Kexc f
3/2 +Kedd f

2 (4.44)

Avec Khys, Kexc et Kedd sont fonction de l'induction magnétique B.
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En utilisant les résultats obtenus et présentés sur la �gure ( 4.9(a) et 4.9(b)) on peut

déterminé les paramètres Khys, Kexc et Kedd ces derniers sont regroupés sur le tableau 4.8.

Les �gure (4.10(a) et 4.10(b)) con�rment cette identi�cation.

Khys Kexc Kedd

3.46 · 10−2 9.16 · 10−4 1.032 · 10−3

Table 4.8.: Paramètres identi�és
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Figure 4.10.: Con�rmation de l'identi�cation des paramètres (a) pertes excédentaires, (b)
pertes par courant de Foucault.

Une comparaison, entre les pertes spéci�ques mesurées et calculées en utilisant l'expression

(4.44) présentée sur la �gure (4.11), montre la validité des paramètres identi�és d'une part, et

d'autre part, la précision de la nouvelle formulation, du modèle dynamique inverse, proposée.
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Figure 4.11.: densité de pertes spéci�ques (W/Kg), mesurées et calculées en utilisant l'ex-
pression (4.44)

4.6. Conclusion

L'utilisation de l'expression exacte du champ e�ectif au lieu de celle simpli�ée, nous a per-

met d'amélioré considérablement les résultats obtenus par le modèle de Jiles-Atherton. La

technique de fausse position couplée avec un algorithme itératif est utilisée pour l'identi�ca-

tion des paramètres du modèle modi�é. Les cinq paramètres obtenus représentent le modèle

dans le cas quasi-statique. Concernant le modèle dynamique, l'utilisation de l'induction ma-

gnétique comme variable indépendant elle est plus commode lorsque en utilise la formulation

à l'aide du potentiel vecteur magnétique. Pour cette raison une nouvelle formulation à été

proposée. Dans cette formulation nous avons modi�é le champ e�ectif dans le régime dy-

namique, par l'introduction de deux champs de réaction associés aux pertes par courants

de Foucault et aux partes par excès. Les deux nouveaux paramètres sont identi�és par des

mesures e�ectuées sur l'énergie dissipée par cycle. Cette approche nous a permet de conser-

ver les cinq paramètres identi�és dans le régime quasi-statique. Pour montrer l'e�cacité de

cette nouvelle formulation nous avons comparé, pour di�érentes fréquence, les cycles hysté-

résis simulés avec ceux mesurés. Nous avons aussi comparé les pertes spéci�ques mesurées et

simulées. Les résultats obtenus nous encourageons d'intégrer par la suite cette formulation

dans un code de calcul du champ.
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5.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons les modèles mathématiques pour décrire l'évolution de

systèmes électromagnétiques. Les équations de base pour la modélisation des phénomènes

électromagnétiques sont les équations de Maxwell. Celles-ci constituent un système d'équa-

tions aux dérivées partielles qui lie entre eux les phénomènes magnétiques et électriques,

et uni�e tous les principes de l'électromagnétisme. L'application de ces équations aux di�é-

rentes applications et leur résolution est l'enjeu principal de nombreux travaux de recherche.

Dans le cas de systèmes simples, les équations de Maxwell peuvent être résolues analytique-

ment. C'est le cas par exemple d'étude d'un système électromagnétique de géométrie simple

dont l'hypothèse d'un comportement magnétique linéaire. En revanche dans le cas de sys-

tèmes complexes, l'utilisation de méthodes numériques comme la méthode des di�érences

�nis [MOR-05], éléments �nis [DHA-05] et volume �nis [PAT-80] est indispensable. Nous

commençons ce chapitre par une présentation des équations de Maxwell ainsi que lois consti-

tutives du milieu magnétique. Les di�érentes formulations des équations de Maxwell seront

ensuite détaillées. A la �n de ce chapitre nous détaillions la méthode numérique utilisée dans

ce travaille de thèse qui est la méthode des volumes �nis MVF.

5.2. Equations de Maxwell

L'ensemble des phénomènes électromagnétiques sont décrits par les grandeurs vectorielles

suivantes [BOS-98].

- Les champs d'intensités
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H :le champ magnétique (A/m)

E : le champ électrique (V/m)

- les densités de �ux

B : la densité de �ux magnétique ou induction magnétique (T )

D : la densité de �ux électrique ou induction électrique (C/m2)

J : la densité du courant (A/m2)

Les relations entre ces grandeurs, qui régissent les phénomènes électriques et magnétiques,

ont été regroupées par J.C. Maxwell dans quatre équations dites lois fondamentales de l'élec-

tromagnétisme :

∇∧ E = −∂B
∂t

(5.1)

∇∧H = J +
∂D

∂t
(5.2)

∇ ·D = ρ (5.3)

∇ ·B = 0 (5.4)

L'équation (5.1), appelée loi de Faraday, rend compte des phénomènes d'induction tandis

que l'équation (5.2) est une généralisation de la loi d'Ampère. Ce sont des équations de

couplage électromagnétique, alors que les équations (5.3) et (5.4) constituent des équations

dites de conservation. où ρ représente la densité volumique de charge électrique (C/m3). Le

terme ∂tD dans l'équation (5.2) est appelé densité de courant de déplacement. Ce terme est

au centre de la théorie des ondes électromagnétiques [JAC-99]. Il implique qu'une variation

temporelle du champ électrique induit une variation spatiale du champ magnétique (équation

(5.2)). De même, l'équation (5.1) implique qu'une variation temporelle du champ magnétique

crée une variation spatiale du champ électrique. Les champs magnétiques et électriques sont

donc intimement liés et l'on parle de couplage électromagnétique. Les équations de Maxwell

sont complétées par les lois constitutives de milieu et les conditions de passage à l'interface
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entre deux milieux di�érents.

5.2.1. Lois constitutives du milieu

B = µ0(H + M) = µH (5.5)

D = εE (5.6)

J = Js + σE + σ(v ∧B) (5.7)

Où, µ est la perméabilité magnétique (H/m), ε la permittivité diélectrique (F/m), σ la

conductivité électrique, v la vitesse des pièces en mouvements et M l'aimantation. Le terme

Js correspond à la densité de courantes sources issues des enroulements d'alimentation et le

terme σE représente les courants induits dans les parties conductrices.

5.2.2. Les conditions de passages

Lors du passage d'un milieu à un autre, les champs électromagnétiques subissent des dis-

continuités et ne sont par conséquent pas di�érentiables. Cependant, il est possible de dé�nir

des conditions de passage des champs entre deux milieux. Considérons deux milieux continus

Ω1 et Ω2 quelconques, séparés par une interface Γ,�gure 5.1. La normale n à Γ est orientée

de Ω1 vers Ω2.

 

Ω1 

Ω2 

n 

ΓΓΓΓ 

Figure 5.1.: Surface de séparation Γ entre deux milieux Ω1 et Ω2

Les conditions traduisant la continuité des champs à l'interface Γ sont alors dé�nies par

les relations (5.8) [FOU-85] :

91



5. Formulations et modélisations

(E1 − E2) |Γ ∧n = 0, (H1 −H2) |Γ ∧n = Js

(D1 −D2) |Γ ·n = ρs, (B1 −B2) |Γ ·n = 0

(5.8)

Ces conditions de passage indiquent que la composante normale de B et la composante

tangentielle de E sont continues à travers Γ. Par contre, si des densités de charges ρs ou de

courant Js sont présentes à l'interface Γ entre les deux milieux, la composante normale de D

et la composante tangentielle de H sont discontinues.

5.2.3. Les conditions aux limites

Le domaine d'étude n'étant pas in�ni, il faut par conséquent poser des conditions aux

limites adéquates sur les frontières du domaine. Suivant le problème considéré, elles peuvent

être liées aux composantes tangentielles de E et H ou aux composantes normales de D, J et

B. On dé�ni les conditions aux limites aux di�érentes frontières de la façon suivante :

B · n |ΓB= 0 (5.9)

H ∧ n |ΓH= 0 (5.10)

Deux autres conditions peuvent être déduites des équations 5.1 et 5.2 et appliquées égale-

ment sur ces deux frontières.

E ∧ n |ΓB= 0 (5.11)

J · n |ΓH= 0 (5.12)

5.3. Les formulations électromagnétiques

Les formulations peuvent être modi�ées selon la nature du système étudié et certaines

grandeurs deviennent parfois négligeables. On se placera dans l'hypothèse de l'électrotech-
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nique et on considère des fréquences inférieures à quelques MHz [LOU-95] et [EMM-99], les

courants de déplacement sont négligeables devant les courants de conduction. Ceci traduit

par :

∂D

∂t
� J (5.13)

L'équation 5.2 devient alors :

∇∧H = J (5.14)

Dans le cadre des systèmes étudiés, on peut considérer que les charges volumiques sont

négligées. L'équation 5.3 devient :

∇ ·D = 0 (5.15)

Un problème de modélisation peut être schématisé par un modèle type composé de l'air,

de matériau magnétique, de matériau conducteur et de source de courant électrique, �gure

5.2. Il s'agit de calculer sous l'excitation Js variable dans le temps, la distribution du champ

magnétique en tout point du domaine d'étude Ω.

Figure 5.2.: Problème typique de la magnétodynamique
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5.3.1. La formulation en potentiel vecteur magnétique

L'inconvénient de la formulation en terme de champ magnétique ou électrique est la discon-

tinuité possible de ces grandeurs en passant d'un milieu à un autre, par contre la formulation

en potentiel vecteur magnétique est plus générale le potentiel vecteur magnétique est continu,

de plus il réduit le nombre d'inconnues, elle est très commode quand il s'agit des problèmes

avec des régions multiplement connexes et contenant plusieurs sources [YUN-97]. Compte

tenu de l'équation (5.4), l'induction magnétique B peut être exprimée comme suit :

B = ∇∧A (5.16)

On appelle A le potentiel vecteur magnétique. La combinaison des équations (5.1) et (5.16)

conduit à :

∇∧
(
E +

∂A

∂t

)
= 0 (5.17)

On peut dé�nir ainsi le potentiel scalaire électrique V tel que :

E +
∂A

∂t
= −∇V (5.18)

La densité de courant donnée par l'équation (5.7) peut être exprimée comme :

J = Js − σ
(
∂A

∂t
+∇V

)
(5.19)

Nous avons à partir de l'expression (5.5) :

H = ν0B−M (5.20)

où ν0 est la reluctivité de vide magnétique (inverse de µ0). La combinaison des équations

(5.14), (5.16), (5.19) et (5.20) nous donne :

ν0∇ (∇∧A) + σ
∂A

∂t
= Js +∇∧M− σ∇V (5.21)
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L'expression (5.21) admet dans ce cas une in�nité de solutions de la forme A+∇V , d'où la

nécessité d'imposer une condition de jauge a�n d'assurer l'unicité de la solution. La jauge de

Coulomb dé�nie par ∇ ·A = 0 est la plus couramment utilisée [FET-97]. Dans le cadre des

systèmes à deux dimensions la jauge de Coulomb est naturellement véri�ée. L'introduction

de la jauge de Coulomb dans l'expression (5.21) assure l'unicité de la solution du potentiel

vecteur magnétique et par conséquent conduit à une meilleure stabilité numérique [PRE-91].

Nous allons présenter par la suite les formulations des problèmes magnétostatique et ma-

gnétodynamique intégrant la non-linéarité introduite par le modèle d'hystérésis.

5.3.2. Formulation magnétostatique non-linéaire

La magnétostatique consiste en l'étude des phénomènes magnétiques en régime station-

naire. Le champ magnétique est alors invariant dans le temps et n'est dû qu'à des courants

stationnaires imposés Js ou à des aimants permanents. Les équations à considérer sont issues

des équations de Maxwell relatives aux phénomènes magnétiques dans le cas statique. En se

basant sur l'équation (5.21) on a :

ν0∇ (∇∧A) = Js +∇∧M (5.22)

Où l'aimantation M du matériau est déterminée par le modèle d'hystérésis. Le système

d'équations à résoudre dans ce cas est donné par :

ν0∇ (∇∧A) = Js +∇∧M

∇ ·A = 0

(5.23)

La résolution de système (5.23) nécessite aussi la connaissance des conditions aux limites

relatives au domaine d'étude. Une condition aux limites usuelle est d'imposer un champ

magnétique nul sur la surface extérieure Γ. On impose alors :

A = 0 sur Γ (5.24)

Cette condition est dite condition de type Dirichlet. En présence d'un plan de symétrie, une
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autre condition dite de Newman peut être utilisée :

∂A

∂n
= 0 sur Γs (5.25)

avec Γs et n sont respectivement le plan de symétrie et le vecteur unitaire normal, �gure 5.3.

 

Γs 

Γ s
 

n 

n  

Γ 

Ω 

Figure 5.3.: Schématisation d'un plan de symétrie

5.3.3. Formulation magnétodynamique non-linéaire

La formulation magnétodynamique concerne les problèmes des courants induits dans les

matériaux conducteurs. Dans ce cas les champs magnétiques et électriques sont couplés.

Dans cette formulation, le champ électrique E s'exprime en fonction des potentiels électrique

scalaire V et vecteur magnétique A. de l'équation (5.18) il en résulte l'écriture du champ

électrique de la façon suivante :

E = −∂A
∂t
−∇V (5.26)

De l'équation (5.14) on déduit également :

∇ · J = 0 (5.27)

La combinaison des équations (5.19) et (5.27) nous donne :

∇ · σ
(
∂A

∂t
+∇V

)
= 0 (5.28)
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Le système d'équations relatives à ce problème est regroupé par :

ν0∇ (∇∧A) + σ ∂A
∂t

= Js +∇∧M− σ∇V

∇ · σ
(
∂A
∂t

+∇V
)

= 0

(5.29)

Le comportement magnétique non-linéaire est introduit par le modèle d'hystérésisM=f (H)

où M=f (B). La condition à l'interface entre deux milieux di�érents est donnée par :

(
1

µ1

∇∧A1

)
∧ n−

(
1

µ2

∇∧A2

)
∧ n = 0 (5.30)

5.4. Outils numériques

Pour les dispositifs ayant des comportements magnétiques non-linéaires et en plus des

géométries complexes la résolution analytique devenue pratiquement impossible. Il est alors

indispensable d'avoir recours aux résolutions numérique approchées par la discrétisation spa-

tiale et temporelle des équations de Maxwell. Les méthodes numériques les plus souvent

utilisées pour la résolution des équations aux dérivées partielles (EDP) sont la méthode

des di�érences �nies (MDF) la méthode des intégrales de frontières (MIF), la méthode des

éléments �nis (MEF) ou encoure la méthode des volumes �nis (MFV). La méthode des dif-

férences �nies est relativement simple de mise en ÷uvre, puisqu'elle repose sur deux notions,

la discrétisation d'une part et la convergence du schéma numérique ainsi obtenu d'autre part,

mais elle présente l'inconvénient d'avoir une faible qualité d'approximation des variables et

l'incapacité de modéliser les géométries complexes. Elle est substituée après par la méthode

des éléments �nis vers les années 70. La méthode des éléments �nis occupe une position

dominante, son champ d'application étant incontestable plus vaste que celui des di�érences

�nis, la méthode des éléments �nis s'adapte bien aux géométries complexes. Elle permet

d'améliorer considérablement la précision de calcul par la prise en compte de di�érents types

de fonctions d'interpolations des variables. La diversité dans le choix de l'élément de maillage

donne une �exibilité importante à la méthode. La méthode des volumes �nis qui fait l'objet

de ce travail de thèse, commence à prendre place dans le domaine de la modélisation des

problèmes d'électrotechnique.
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5.4.1. La méthode des volumes �nis

La méthode des volumes �nis est utilisée pour résoudre numériquement des équations aux

dérivées partielles, comme la méthode des di�érences �nies et la méthode des éléments �-

nis. Mais contrairement à la méthode de di�érences �nies qui utilise des approximations

de dérivées, la méthode des volumes �nis utilise, comme la méthode des éléments �nis, des

approximations d'intégrales. Toutefois, la méthode des éléments �nis utilise une formula-

tion variationnelle de l'équation à résoudre (on parle aussi de la forme faible), tandis que

la méthode des volumes �nis est fondée directement sur la forme dite forte de l'équation à

résoudre. La MVF à été mise au point initialement pour des lois de conservation, mais des

développements récents permettent à présent de les utiliser pour des équations elliptiques

et paraboliques [VOH-05]. Ces équations aux dérivées partielles contiennent des termes de

divergence. Les intégrales de volume d'un terme de divergence sont transformées en intégrales

de surface en utilisant le théorème de �ux-divergence. Ces termes de �ux sont ensuite évalués

aux interfaces entre les volumes �nis. Comme le �ux entrant dans un volume donné est égale

au �ux sortant du volume adjacent, cette méthode est conservative. Le principal avantage de

MVF est qu'elle est facile a utilisée avec des maillages non-structurés. La formulation de la

MVF ne tient aucun compte de la complexité du maillage. La MVF à été présentée dans

[HAM-99, HAM-01] comme une nouvelle méthode pour la modélisation des phénomènes élec-

tromagnétiques dans le cas axisymétrique. Suivi par d'autres travaux dans le même domaine

tel que [CHE-07], [HAM-10.b, HAM-10.c].

5.4.2. Discrétisation géométrique par la MVF

Comme toutes les méthodes numériques de discrétisation, le domaine d'étude est divisé

en un nombre d'éléments de taille réduit, chaque élément contient quatre n÷uds de maillage

(dans le cas bidimensionnel). A chaque élément de volume Dp, on associé un n÷ud principal

P et quatre n÷uds voisins : s (Sud) et n (Nord) selon la direction de y , w (West) et e

(Est) selon la direction x, �gure 5.4. Les volumes élémentaires voisins de l'élément Dp, sont

représentés par leurs n÷uds principaux : N et S suivant l'axe y , E et W suivant l'axe x .

L'équation au dérivé partielle est intégrée dans chacun des volumes élémentaires. Pour cal-
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culer l'intégrale sur ce volume élémentaire, la fonction inconnue est représentée à l'aide d'une

fonction d'approximation (linéaire, parabolique, exponentielle, etc. . . ) entre deux n÷uds

consécutifs.
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Figure 5.4.: Volume élémentaire Dp

5.4.3. Formulation volumes �nis du problème électromagnétique

Les dispositifs étudiés s'adaptent à une modélisation en deux dimensions dans un système

de coordonnées cartésiennes. La résolution de ce système par la méthode des volumes �nis

passe par la mise en équation de (5.23) et (5.29) sous formes d'équations aux dérivés partielles

dans le système de coordonnée cartésienne. Dans ce paragraphe, on présentera ces équations

ainsi que leurs formes matricielles établies pour une résolution numérique.

5.4.4. Discrétisation de la formulation magnétostatique

La formulation en volumes �nis du modèle magnétostatique, consiste à intégrer l'équation

(5.23) dans le volume élémentaire Dp , ainsi elle s'écrit :

˚

Dp

ν0∇∧ (∇∧A) dV =

˚

Dp

(Js +∇∧M) dV (5.31)
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Dans un système de coordonnées cartésiennes et dans le cas bidimensionnel (2D), le champ

magnétique et l'aimantation du matériau évoluent dans le plan (x , y), la relation (5.31)

s'écrit :

−
ˆ n

s

ˆ e

w

ν0
∂

∂x

∂A

∂x
dxdy−

ˆ n

s

ˆ e

w

ν0
∂

∂y

∂A

∂y
dxdy =

ˆ n

s

ˆ e

w

(
Js +

∂My

∂x
− ∂Mx

∂y

)
dxdy (5.32)

Js est la densité de courant de la source, Mxest la projection de l'aimantation M sur l'axe

(Ox ) et My sa projection sur l'axe (Oy).

L'intégrale du premier terme de la partie gauche de l'équation (5.32) sur le volume �ni,

délimité par les frontières (e , w , s , n) est :

−
ˆ n

s

ˆ e

w

ν0
∂

∂x

∂A

∂x
dxdy = −

(
ν0
∂A

∂x

)e
w

4y = −ν0

(
AE −AP

δxe
− AP −AW

δxw

)
4y (5.33)

L'intégrale du deuxième terme de la partie gauche de l'équation (5.32) sur le volume �ni nous

donne :

−
ˆ n

s

ˆ e

w

ν0
∂

∂y

∂A

∂y
dxdy = −

(
ν0
∂A

∂y

)n
s

4x = −ν0

(
AN −AP

δyn
− AP −AS

δys

)
4x (5.34)

L'intégrale de la partie droite de l'équation (5.32) sur le volume �ni nous donne :

ˆ n

s

ˆ e

w

(
Js +

∂My

∂x
− ∂Mx

∂y

)
dxdy = JsP4x4y+

(
(My)e − (My)w

)
4y−((Mx)n − (Mx)s)4x

(5.35)

La simpli�cation des équations (5.33), (5.34) et (5.35) nous donne l'équation algébrique sui-

vante :

apAP − aEAE − aWAW − aNAN − aSAS = Sp (5.36)

avec :
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Sp = JsP4x4y +
(
(My)e − (My)w

)
4y − ((Mx)n − (Mx)s)4x

aE = ν0
4y
δxe

, aW = ν0
4y
δxw

, aN = ν0
4x
δyn

, aS = ν0
4x
δys

, et ap = aE + aW + aN + aS

Dans l'équation (5.35) les composantes de l'aimantation M sont exprimées aux interfaces

des volumes élémentaires, par exemple (My)e représente la composante de l'aimantation M

sur l'axe (Oy) à l'interface e . Pour calculer les composantes de l'aimantation M aux n÷uds

principaux (W,E,S,N), �gure 5.5, une approximation linéaire de l'aimantation entre deux

n÷uds successifs, sur le même axe, à été choisie.
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Figure 5.5.: Interfaces des volumes élémentaires

La variation de l'aimantation (My) sur le segment (PE) est donnée par :

My =

(
x− xE
xP − xE

)
(My)P +

(
xP − x
xP − xE

)
(My)E (5.37)

Dans notre cas les interfaces du volume élémentaire sont situées au milieu des segments par

exemple e est situé au milieu du segment (PE). Dans ce cas :

(My)e =
1

2
(My)P +

1

2
(My)E (5.38)

(My)w =
1

2
(My)P +

1

2
(My)W (5.39)
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(Mx)n =
1

2
(Mx)P +

1

2
(Mx)N (5.40)

(Mx)s =
1

2
(My)P +

1

2
(Mx)S (5.41)

La partie droite de l'équation (5.35) devient alors :

Sp = JsP4x4y +

(
(My)E − (My)W

2

)
4y −

(
(Mx)N − (Mx)S

2

)
4x (5.42)

Donc, touts les inconnus sont exprimés aux n÷uds du maillage, My et Mx sont les com-

posantes de l'aimantation M seront calculées par le modèle d'hystérésis choisi. On peut

�nalement construit le système matriciel de la forme suivante :

[a] [A] = [D] [JSP ] +
[
Kx Ky

] MxN,S

MyE,W

 (5.43)

Avec : [a] est la matrice globale du système, dans le cas général elle est creuse et symétrique.

Les di�érents éléments de cette matrice sont donnés par :


ai,i = ai,j−1 + ai,j+1 + ai−1,j + ai+1,j

ai,j−1 = ν0
4yi,j−1

xi,j−xi,j−1
, ai,j+1 = ν0

4yi,j+1

xi,j+1−xi,j

ai−1,j = ν0
4xi−1,j

yi,j−yi−1,j
, ai+1,j = ν0

4xi+1,j

yi+1,j−yi,j

Les coe�cients liés au terme source Js sont :

Di,j = 4xi,j4yi,j

Les coe�cients de terme source liés à l'aimantation M sont donnés par :

K
x
i,j =

4xi,j
2

Ky
i,j =

4yi,j
2

Les deux composantes de l'aimantation sont données par :
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MxN,S = Mxi+1,j
−Mxi−1,j

MyE,W = Myi,j+1
−Myi,j−1

Une fois que les di�érentes formulations en volumes �nis intégrant le modèle d'hystérésis

sont établies, une méthode de résolution du problème non linéaire doit être choisie.

5.4.5. Discrétisation de la formulation magnétodynamique

Pour un problème magnétodynamique et dans un système de coordonnées cartésiennes

(dans le cas bidimensionnel (2D)), le champ magnétique et l'aimantation du matériau évo-

luent dans le plan (x, y), donc la relation (5.29) s'écrit :

σ
∂A

∂t
− ν0

(
∂

∂x

∂A

∂x
+

∂

∂y

∂A

∂y

)
= Js − σ∇V +

∂My

∂x
− ∂Mx

∂y
(5.44)

Dans le cadre de cette étude, une alimentation en courant sera e�ectuée sur les dispositifs

étudiés ; on peut donc négliger le terme σ∇V . Il est possible de discrétiser le terme temporel

sur un intervalle du temps plus petit 4t, sous la forme :

∂A

∂t
=

At+4t −At

4t
(5.45)

L'intégration de l'équation (5.44) sur un volume élémentaire doit être complétée par une

intégration dans le temps.

´ t+4t
t

(´ n
s

´ e
w

(
σ ∂A
∂t

)
dxdy

)
dt =

´ t+4t
t

(´ n
s

´ e
w

(
ν0

(
∂
∂x

∂A
∂x

+ ∂
∂y

∂A
∂y

))
dxdy

)
dt+

+
´ t+4t
t

(´ n
s

´ e
w

(
Js + ∂My

∂x
− ∂Mx

∂y

)
dxdy

)
dt

(5.46)

L'intégrale de la partie gauche de l'équation (5.46) donne :

ˆ t+4t

t

(ˆ n

s

ˆ e

w

(
σ
∂A

∂t

)
dxdy

)
dt = σp4x4y

(
At+4t
P −At

p

)
(5.47)

Pour évaluer la partie droit de l'équation (5.46), nous devons faire une hypothèse sur

la variation du potentiel vecteur magnétique A avec le temps. Nous pourrions utiliser des
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potentiels vecteurs à l'instant t ou à l'instant t +4t pour calculer l'intégrale dans le temps,

ou alternativement par une combinaison des potentiels vecteurs à l'instant t et à l'instant

t+4t. On peut généraliser l'approche par le paramètre de pondération θ compris entre 0 et 1,

et écrire l'intégrale IA du potentiel vecteur magnétique A par rapport au temps comme :

IA =

ˆ t+4t

t

Adt =
[
θAt+4t + (1− θ)At

]
4t (5.48)

D'où :

θ 0 1
2

1

IA At4t 1
2

(
At + At+4t) At+4t

Nous avons mis en évidence les valeurs suivantes de l'intégrale IA ; si θ = 0 en utilise le

potentiel vecteur à l'instant t (ancien) , si θ = 1 le potentiel vecteur magnétique à l'instant

t +4t (nouveau) et �nalement si θ = 1/2, le potentiel vecteur magnétique à l'instant t et

t+4t sont également pondérés. En utilisant la formule (5.48) pour AW ,AE,AP ,AS et AN ,

et en divisant par 4t nous avons :

at (AP + Ao
P ) = θ [aE (AE −AP )− aW (AP −AW )]

+ (1− θ) [aE (Ao
E −Ao

P )− aW (Ao
P −Ao

W )]

+ θ [aN (AN −AP )− aS (AP −AS)]

+ (1− θ) [aN (Ao
N −Ao

P )− aS (Ao
P −Ao

S)]

+ SP

(5.49)

Dans l'équation (5.49) l'exposant 'o' se réfère à des potentiels vecteurs à l'instant t, au

moment t+4t les potentiels vecteurs ne sont pas en exposant.

avec :

at = σP
4x4y
4t , aE, aW , aN et aS sont donnés au section �(5.4.4), Sp est donnée par l'équation

(5.42).

L'équation (5.49) peut être réorganisé de manière à donner :
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(at + θap)AP = aE (θAE + (1− θ)Ao
E)

+ aW (θAW + (1− θ)Ao
W )

+ aN (θAN + (1− θ)Ao
N)

+ aS (θAS + (1− θ)Ao
S)

+ (at − (1− θ) aP )Ao
P

+ SP

(5.50)

avec : aP = (aE + aW + aN + as).

Il est plus important de s'assurer que tous les coe�cients, de l'équation (5.50), sont positifs

pour avoir des résultats physiques et réalistes [VER-95]. Selon la valeur de θ on peut distingué

trois schémas di�érents.

5.4.5.1. Di�érents schémas de discrétisation

� schéma explicite : La substitution de θ = 0 dans l'équation (5.50) donne la discréti-

sation explicite. Pour avoir tous les coe�cients de l'équation (5.50) positif, nous devons

avoir at − aP > 0, pour un maillage uniforme nous avons,aE = aW = aN = aS et

aP = 4 aE = 4ν0, cette condition peut être écrite comme :

4t < σP
(4x)2

4ν0

(5.51)

D'après l'équation (5.51), on remarque une sérieuse limitation pour le schéma explicite,

car la taille du pas de temps doit être inférieure au carré du 4x, donc ce schéma devient très

coûteux pour améliorer la précision. Par conséquent, cette méthode n'est pas recommandée

pour les problèmes transitoires

� schéma de Crank-Nicolson : Le schéma de Crank-Nicolson résulte de la substitution

de θ = 1/2 dans l'équation (5.50). Toujours pour réaliser la condition des coe�cients

positifs de l'équation (5.50), il faut avoir le terme at− aP
2
> 0, pour un maillage uniforme,

cette condition peut être écrite aussi comme :

4t < σP
(4x)2

2ν0

(5.52)

Cette limitation du pas de temps n'est que légèrement moins que l'expression (5.51) associée

au schéma explicite.
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� schéma implicite : Lorsque la valeur de θ est égale à 1, nous obtenons le schéma

implicite, l'équation discrétisée (5.50) devient de la forme suivante :

(at + ap)AP = aEAE + aWAW + aNAN + aSAS + atA
o
P + SP (5.53)

On peut voir que tous les coe�cients de l'équation (5.53) sont positifs, ce qui rend le

schéma implicite inconditionnellement stable pour toutes les tailles de pas de temps. La

méthode implicite est recommandée pour les calculs à usage transitoires en raison de sa

robustesse et la stabilité inconditionnée.

5.5. conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons abordé les modèles mathématiques destinés à l'ana-

lyse des problèmes électromagnétiques. Nous avons choisi la formulation à l'aide du potentiel

vecteur magnétique pour la modélisation des phénomènes magnétostatiques et magnétodyna-

miques non linéaires. Vu la non linéarité des phénomènes étudiés nous avons choisi la méthode

des volumes �nis comme outil numérique de discrétisation. La méthode des volumes �nis

est donnée en détaille soit dans le cas magnétostatique ou dans le cas magnétodynamique.

Nous avons aussi donné les di�érents schémas possibles. La méthode implicite est la plus

recommandée pour les calculs à usage transitoires en raison de sa robustesse et la stabilité

inconditionnée. Dans le but d'avoir une étude plus complète nous avons introduit l'aimanta-

tion magnétique dans les deux formulations, magnétostatique et magnétodynamique, cette

aimantation est calculée par le modèle d'hystérésis de Jiles-Atherton. L'intégration du modèle

d'hystérésis de Jiles-Atherton dans un code de calcul de champ par la méthode des volumes

�nis fera l'objet de chapitre suivant.
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6. Intégration du modèle de J-A dans

un code de caclul par MVF

6.1. Introduction

Dans le but de la caractérisation des tôles magnétiques utilisées dans le cadre de ce travail,

nous essayons de modéliser le cadre d'Epstein (� 2.10), par la méthode des volumes �nis

dans le cas bidimensionnel. Le code de calcul développé nous a permis de visualiser les

cycles d'hystérésis pour di�érentes fréquences ainsi que la détermination les pertes dues par

hystérésis dans le cas dynamique et aussi leurs distributions. Pour avoir l'évolution de ces

pertes en fonction de la fréquence nous introduisons le comportement magnétique des tôles

par l'intégration du modèle d'hystérésis dynamique de Jiles-Atherton, développé dans le 4ème

chapitre, dans ce code de calcul.

6.2. Présentation du dispositif

Vu la symétrie géométrique du carde d'Epstein, �gure 6.1, nous ne modélisons que l'un

quart (1/4) de ce cadre pour des raisons informatiques (espace mémoire) et de temps de

calcul.
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Figure 6.1.: Dispositif a étudié

Les conditions aux limites associées à l'équation magnétique sont du type Neumann Ho-

mogène ∂A
∂n

= 0 sur Γ et du type Dirichlet A = 0 sur Γ
′
, nous avons présenté ces conditions

sur la �gure 6.2.
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Figure 6.2.: ¼ du cadre avec les conditions aux limites

Le maillage du domaine de résolution qui comporte les tôles magnétiques, l'inducteur et

le milieu ambiant est présenté sur la �gure 6.3. Ce maillage est non régulé, dans di�érentes

parties du domaine, le maillage est ra�né dans les tôles ainsi que dans les conducteurs.
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Figure 6.3.: Maillage du domaine d'étude

6.3. Etude du comportement électromagnétique linéaire

La courbe de première aimantation, �gure 6.4(a) , est générée en utilisant le modèle dy-

namique inverse de Jiles-Atherton pour une fréquence de 50Hz. La perméabilité relative est

déterminée à chaque niveau d'excitation, �gure 6.4(b). On peut ainsi déduire une perméabilité

relative moyenne µr = 6576.
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Figure 6.4.: (a) Première aimantation, (b) Perméabilité relative
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6. Intégration du modèle de J-A dans un code de caclul par MVF

Le problème magnétodynamique devient un problème linéaire avec l'utilisation d'une per-

méabilité moyenne. Nous avons exécuté notre code de calcul, dans le cas d'un problème

linéaire, avec les paramètres suivants : la densité du courant source Js = 2.5 · 106A/m, la

conductivité des tôles σ = 2.074 · 106 S/m.

La distribution du potentiel vecteur magnétique représentée sur la �gure 6.5 est comparée

avec celle obtenue en utilisant PDETOOL sous MATLAB.
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Figure 6.5.: Distribution du potentiel vecteur : (a) Volumes �nis, (b) éléments �nis avec
(PDETOOL)

On remarque que, la distribution de potentiel vecteur magnétique, dans les deux cas, a la

même forme et même grandeur.

6.4. Analyse du comportement électromagnétique non

linéaire

Nous avons résolu le problème électromagnétique en utilisant la méthode des volumes �nis

avec l'intégration du modèle d'hystérésis dynamique de Jiles-Atherton, et cela pour di�érentes

fréquences. Les cycles d'hystérésis obtenus par simulation sont comparés avec ceux mesurés

pour les valeurs suivantes de la fréquence (10, 50, 100, 200Hz), la �gure 6.6 montre une

bonne concordance entre les résultats numériques et l'expérimentation.
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Figure 6.6.: Cycles d'hystérésis calculés par la MVF et cycles mesurés : (a) f = 10Hz, (b)
f = 50Hz, (c) f = 100Hz et (d) pour f = 200Hz

Les lignes de l'induction magnétique sont illustrées sur la �gure 6.7 nous avons fait un

zoom au coin du dispositif pour visualiser la concentration de ces dernier. Cette distribution

de l'induction est tracée pour une fréquence de 10Hz , à l'instant t = 25ms.
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Figure 6.7.: Les lignes de l'induction magnétique
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6. Intégration du modèle de J-A dans un code de caclul par MVF

La distribution des pertes spéci�ques pour déférentes fréquences est présentée sur la �gure

6.8. On peut remarquer que les pertes sont très intenses au coin intérieur du dispositif.

L'évolution de ces pertes en fonction de la fréquence est illustrée sur la �gure 6.9, nous avons

comparé les résultats obtenus par le modèle dynamique de J-A avec ceux calculés par la

méthode des volumes �nis.
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Figure 6.8.: Distribution des pertes spéci�ques : (a) f = 10 Hz, (b) f = 50 Hz, (c) f =
100Hz et pour f = 200Hz.
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Figure 6.9.: Les pertes spéci�ques (W/Kg), calculées par le modèle dynamique inverse et
par la MVF

On peut noter l'existence d'un régime transitoire lié essentiellement à la courbe de première

aimantation, c'est pour cette raison que la simulation du dispositif est e�ectuée sur plusieurs

périodes (trois périodes dans notre cas) a�n d'atteindre le régime permanent au-delà duquel

les pertes spéci�ques moyennes par période restent sensiblement les mêmes. Nous avons

présenté ce régime transitoire sur la �gure 6.10 pour une fréquence de 50Hz.
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Figure 6.10.: Intensité du champ magnétique mesurée et calculée pour f = 50Hz.
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6. Intégration du modèle de J-A dans un code de caclul par MVF

6.4.1. Analyse sans pertes excédentaires (Cexc = 0)

Dans le modèle dynamique de J-A on néglige les pertes excédentaires, nous posons le

terme (Cexc égal à 0), dans ce cas le champ magnétique de réaction Hexc est éliminé dans

l'équation (4.40) donnant le champ e�ectif. Nous avons représenté, sur la �gure 6.11, les

cycles d'hystérésis obtenus par simulation avec ceux mesurés pour di�érentes fréquences,

f = 50Hz, f = 100Hz, f = 200Hz, f = 250Hz. Nous remarquons que, pour des fréquences

plus élevées, l'e�et de négliger ces pertes devient très claire sur les �gures 6.11(c) et 6.11(d).

Cette remarque est aussi con�rmée sur la �gure 6.12.
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Figure 6.11.: Cycles d'hystérésis calculés sans pertes excédentaires et cycles mesurés : (a)
f = 50Hz, (b) f = 100Hz, (c) f = 200Hz et (d) pour f = 250Hz

Nous pouvons remarquer l'in�uence de ces pertes sur le cycle d'hystérésis, et par conséquent

leurs in�uences sur la puissance spéci�que totale. Sur la �gure 6.12 nous avons représenté

l'évolution des pertes spéci�ques sans pertes excédentaire calculées par le modèle dynamique

inverse de J-A (MDI) et celles calculées par la méthode des volumes �nis (MVF), en fonction
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de la fréquence.
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Figure 6.12.: Evolution des pertes spéci�ques sans pertes excédentaires calculées par le MDI
et celles calculées par la MVF.

6.4.2. Analyse sans pertes induit par courants de Foucault (Cedd = 0)

Notre code de calcul nous a permit aussi d'éliminer le coe�cient Cedd, ceci traduit par

l'élimination des pertes dues par les courants induits. Le champ magnétique de réaction

correspondant a ces courants induits est nul et par conséquent le terme Hedd est éliminé de

l'équation (4.40) donnant le champ e�ectif.

La �gure 6.13 montre l'e�et de l'élimination de ces pertes sur le cycles d'hystérésis. Les

pertes par courant de Foucault sont proportionnelles au carré de la fréquence, en remarque

bien l'in�uence de ces pertes si on augmente la fréquence, �gure 6.13(c) et 6.13(d). Nous

avons montré sur la �gure (6.14) l'évolution des pertes spéci�ques, calculées sans courant de

Foucault, par le modèle dynamique inverse de J-A (MDI) et celles calculées par la MVF.
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Figure 6.13.: Cycles d'hystérésis calculés sans pertes par courants induits et cycles mesurés :
(a) f = 50Hz, (b) f = 150Hz, (c) f = 200Hz et (d) pour f = 250Hz
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Figure 6.14.: Evolution des pertes spéci�ques sans pertes par courant de Foucault calculées
par le MDI et celles calculées par la MVF.
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6.5. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons intégré le modèle dynamique de Jiles Atherton dans un code

de calcul basé sur la méthode des volumes �nis. Ce code de calcul nous a permit d'étudier

l'évolution des densités de pertes spéci�ques totales en fonction de la fréquence. Nous avons

déterminé ces derniers selon le principe de séparation des pertes. Le code de calcul réalisé nous

permet aussi de calculer la somme de la densité des pertes par hystérésis et excédentaires,

d'une part, et la somme de la densité des pertes par hystérésis et celle due par courant de

Foucault, d'autre par.
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7. Conclusion Générale

Le choix d'un modèle d'hystérésis, pour représenter le comportement non linéaire des

matériaux ferromagnétiques, est un élément essentiel lors de la modélisation des circuits

magnétiques.

Dans ce travail, nous avons étudié les di�érents modèles rencontrés dans la littérature.

L'objectif de cette étude est le choix d'un modèle qui permet de représenter le comportement

hystérétique des dispositifs électromagnétiques dans le cas statique et dynamique. Parmi les

modèles cités, dans ce manuscrit, nous avons décrits les modèles analytiques qui présentent

certains avantages telles que la rapidité de la génération des cycles d'hystérésis et leurs

simplicités de sa mise en ouvre. Cependant, leur inconvénient majeur est qu'ils sont basés

sur un développement purement mathématique dénué de toute interprétation physique.

Nous avons rencontré aussi quelques modèles dynamiques, ce type de modèles est indis-

pensable dans la majorité des processus industriels. La di�culté liée à ces modèles est la

nécessité de l'identi�cation de leurs paramètres à chaque fréquence d'utilisation. Nous avons

porté aussi de certains modèles qui demandent un temps de calcul important, ce qui rend

leur intégration dans un code de calcul sans intérêt.

Notre choix est �xé sur le modèle de Jiles-Atherton vu sa base théorique. Ce modèle est basé

sur des considérations physiques, et par conséquent on peu le modi�é dans le cas dynamique

a�n d'amélioré ce modèle dans le cas général.

Dans le cas statique nous avons modi�é ce modèle en tenant compte la relation physique

exacte reliant le champ e�ectif avec le champ magnétique appliqué, et nous avons proposé

une technique d'identi�cation des paramètres de ce modèle dans le cas statique. Nous avons

comparé les cycles d'hystérésis obtenues par le modèle originale de Jiles-Atherton et le modèle

modi�é avec les cycles mesurés. Cette comparaison montre que les cycles obtenus par le
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modèle modi�é sont mieux adaptés aux mesures.

Dans le cas dynamique nous avons proposé un modèle inverse de Jiles-Atherton M(B).

Ce modèle est très intéressant dans un code de calcul en utilisant la formulation à l'aide

du potentiel vecteur magnétique. Ce modèle dynamique est inspiré de la théorie statistique

de séparation des pertes fer, dans ce modèle en garde les cinq paramètres identi�és dans

le cas statique et en ajoutons deux nouveaux paramètres, l'un lié aux courants induits ma-

croscopiques et l'autre lié aux courants induits microscopiques. L'identi�cation de ces deux

paramètres est e�ectuée grâce à la mesure de l'énergie dissipée par cycle et ce, pour di�é-

rentes fréquences. Nous avons testé la validité de ce modèle sur des tôles de type Fe-Si 3% à

grain non orienté et ce, pour di�érentes fréquences. Les mesures sont e�ectuées en utilisant

le cadre Epstein. L'évolution de la puissance spéci�que (W/kg), mesurée, avec la fréquence

est comparée avec celle calculée montre la validité de ce modèle. Finalement, nous avons

modélisé le cadre Epstein dans le cas bidimensionnelle en utilisant la méthode des volumes

�nis.

Nous avons introduit le modèle dynamique inverse proposé, les paramètres de ce modèle

sont les mêmes que ceux identi�és dans le cas statique en ajoutons les deux paramètres liés

au cas dynamique. Les résultats obtenus sont bien adaptés aux mesures.

Comme perspectives de ce travail, le phénomène d'hystérésis dépend aussi de la tempéra-

ture, il serait intéressent d'étudier ce phénomène en tenant compte l'in�uence de la tempé-

rature.
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A. Annexe A.

A.1. La Méthode de Fausse Position (Regula Falsi)

La méthode de Fausse Position, est une téchnique de recherche d'un zéro d'une fonction,

cette méthode combine les possibilités de la méthode de Dichotomie et de la méthode de

la Sécante.

On prend par exemple l'équation (A.1), cette équation donne la relation entre le paramètre

α et les autres paramètres a, c et k. cette équation est la même que celle donnée au 4ème

chapitre par (4.22).

fr(α) = ηr(1 + αχr) + kχr = 0 (A.1)

avec : ηr =
(

(Man(Mr)−Mr)− kcdMan(Mr)
dHe

)
La méthode de Fausse Position commence par deux points a1et b1tels que fr(a1) et fr(b1)

soient de signes opposés, ce qui implique que la fonction fr possède au moins un zéro dans

l'intervalle [a1, b1]. La méthode consiste à produire une suite décroissante, à l'étape n l'inconnu

α est calculé comme :

αn = an −
an − bn

fr(an)− fr(bn)
fr(an) (A.2)

Le processus de calcul est donné par :

Si fr(an)× fr(αn) > 0 alors nous posons an+1 = αn et bn+1 = bn

Sinon nous posons an+1 = an et bn+1 = αn.

Ce procédé est répété jusqu'à ce que fr(αn) ' 0

Sur la �gure (A.1) nous avons représenté schématiquement les étapes successives de cette
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méthode dans l'intervalle [a1, b1].
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f (b1) 
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Figure A.1.: Etapes successives de la MFP sur l'intervalle [a1; b1]
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B. Annexe B.

B.1. Dévloppement du Modèle Dynamique de

Jiles-Atherton

Le bilan énergétique statique, en utilisant les équations (4.5) et (4.8) données au 4ème

chapitre, s'écrit :

µ0

ˆ
MandHe = µ0

ˆ
MdHe + µ0kδ(1− c)dMirr (B.1)

L'aimantation irréversible est donnée par , en utilisant (4.5) : M = M−cMan

1−c

dans ce cas l'équation de bilan énergétique statique (B.1) devient :

µ0

ˆ
MandHe = µ0

ˆ
MdHe + µ0kδ

ˆ
dM

dHe

dHe − µ0kcδ

ˆ
dMan

dHe

dHe (B.2)

En ajoutant les pertes par courants induits (Eq. 4.28) et les pertes excédentaires (Eq. 4.29)

dans le terme de droite :

µ0

´
MandHe = µ0

´
MdHe + µ0kδ

´
dM
dHe

dHe − µ0kcδ
´

dMan

dHe
dHe

+
´

µ0d2

2ρβ

(
dM
dt

)2
dt+

´ (
GSV0
ρ

) 1
2 (µ0dM

dt

) 3
2 dt

(B.3)

en posant :

(
dM

dt

)2

dt =

(
dM

dt

)(
dM

dHe

)
dHe

(
dM

dt

) 3
2

dt =

(
dM

dt

) 1
2
(
dM

dHe

)
dHe
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en introduisant ces expressions dans l'équation B.3. Ainsi en divisant par µ0et en intégrant

par rapport à He nous obtenons l'équation di�érentielle suivante :

(kδ − αη)

(
dM

dH

)
− η +

(
µ0d

2

2ρβ

)(
dH

dt

)(
dM

dH

)2

+

(
µ0GSV0

ρ

) 1
2
(
dH

dt

) 1
2
(
dM

dH

) 3
2

= 0

(B.4)

B.2. Processus de résolution

B.2.1. Méthode de Newton-Raphson

La méthode de Newton-Raphson est une méthode itérative de recherche de racines d'une

fonction.

On va chercher à construire une bonne approximation d'un zéro de l'équation (B.4), en

se basant sur son dévloppement de Taylor au premier ordre. L'équation (B.4) devient, en

posant (X = dM/dH), comme :

f(X) = a(t)X2 + b(t)X
3
2 + c(t)X − d(t) = 0 (B.5)

avec :

a(t) =
(
µ0d2

2ρβ

) (
dH
dt

)
, b(t) =

(
µ0GSV0

ρ

) 1
2 (dH

dt

) 1
2 , c(t) = (kδ − αη)et d(t) = η.

On va résoudre l'équation (B.5) où les paramètres a, b, c et d sont considérés comme des

constants à chaque instant du temps t.

Formellement, on part d'un point X0 appartenant à l'ensemble de dédinition de la fonction

f(X) et on construit par récurrence la suite :

Xn+1 = Xn −
f(Xn)

f ′(Xn)
(B.6)

où f ′(X) désigne la dérivée de la fonction f(X)

f ′(X) = 2a(t)X +
3

2
b(t)X

1
2 + c(t) = 0 (B.7)
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La solution souhaitée est obtenue l'orsque l'écart entre Xn−Xn−1 ≤ ε. où ε est la précision

donnée.

Sur la �gure (B.1) nous avons détaillé le processus de résolution de l'équation (B.4).

Algorithm B.1 Processus de résolution
 Début 

Les donnés 
ρ,β,d,V0,S,ε, Hmax, Ms,k,a,α,c ,freq.,tf 

Initialisation 
X(0),M(0),H(0), J=0 

t+∆t 

H(t) 

Calculer les paramètres de f(X) 
a(t),b(t),c(t) et d(t) 

J=J+1 

Solution initiale 
X(J)=X(J-1) 

Calcul  
f (X(J)), f’  (X(J)) 

Calcul  
X(J+1)=X(J)+f(X(J))/ f’  (X(J)) 

( 1) ( )

( 1)

X J X J
X J
+ − ≤ ε

+
 t≤tf 

X(0)=X(J) 

Fin 

Non  Oui  

Oui  

Non  

M(t)=M(t-∆t)+X(J)×∆H 
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