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Abstract.- (Floating-point Arithmetic and correction methods)

In this memory we are interested to the floating-point arithmetic with finite precision. We
present the different numerical aspects such as overflow, rounding and the standard model.
Then we consider the correction methods that attempt to gather the rounding errors
accumulated in the different steps of the first method. It turns out, as we will see, that such an
approach often leads to important improvements in the yet obtained computed results.

Résume-

Dans ce mémoire nous nous intéressons d’abord a I’arithmétique en virgule flottante avec
précision finie. Nous présentons les différents aspects numériques comme les dépassements,
les arrondis et le modéle standard. Ensuite nous considérons les méthodes de correction qui
tentent de rassembler les erreurs d’arrondi accumulées dans les étapes de la premiére
méthode. 11 s’est avéré que cette approche conduit le plus souvent & d’importantes
améliorations dans les solutions approchées déja obtenues.
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Chapter 1

Introduction

Pour analyser un algorithme numérique, on se base logiquement sur le principe communément
admis par la communauté des algorithmiciens et numériciens disant que, d'une fagon générale,
la performance d'une méthode numérique est caractérisée par quatre critéres que nous exposons
briévement dans ce qui suit. Précisons au passage qu’informellement, on entend par algorithme
toute structure formée d'un ensemble fini et ordonné (pas nécessairement totalement ordonné)
de taches élémentaires réalisant des opérations sur des éléments {données et/ou résultats in-
termédiaires) d*un certain ensemble, et ce pour obtenir les solutions requises par le probléme
A résoudre. Par définition un algorithme numérique manipule, entre autres, des nombres réels

via des opérations comme -+, —, X, fyo

(a) Le critére du nombre d’opérations. En ne tenant compte que des opérations cofiteuses;
¢est-a-dire celles qui requidrent un temps de calcul plus élelve, il parait tout a fait clair quun
algorithme est d’autant plus rapide, donc plus performant, que le nombre d’opérations utilisées
est réduit. En guise de motivation, rappelons les algorithmes permettant de calculer le produit
de deux polynomes denses de degré n. Il est 4 présent connu que Ialgorithme direct utilise
(n-+1)? multiplications alors qu'un autre algorithme moins évident peut é&tre congu de maniére
a ne demander que O{nlogn) opérations. Cet algorithme fait appel 2 la FFT (Fast Fourier
Transform) découverte en 1967 par Cooley et Tukey et qui réalise rapidement, comime son nom
V'indique, la transformation discréte de Fourier. Pour plus de précisions sur ce point lié a la

rapidité des algorithmes, on référe le lecteur aux fameux livres de référence de Knuth[35], Aho
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et al(1] et Cormen et al{l4].

(b)Le critére du nombre de données et résultats. Comme précisé au début, un algorithme
numérique manipule des paramatres, c'est-a-dire des données, des résultats et si besoin, des
résultats intermédiaires. Tous ces parameétres vont naturellement avoir besoin d’étre stockés en
mémoire. D’habitude, on demande a I'algorithme d’afficher les données et les résultats si bien
que le nombre de cases mémoires allouées soit nécessairement supérieur ou égal au nombre de ces
données et ces résultats. Par conséquent, I’algorithme est d’autant plus économique, done plus
performant, que le nombre de cases mémoire allou¢es pour stocker les résultats intermédiaires
est réduit. Bien qu'il s’agisse de cas rares on est parfois contraint a employer des techniques non
triviales permettant de reduire sensiblement le stockage. C'est ainsi que grice aux structures
de déplacement par exemple on peut représenter l'inverse d’une matrice Toeplitz en déclarant

un tableau linéaire uniquement (voir [40] ).

(c) Le critére du parallélisme. Rappelons quun algorithme est vu comme un ensemble fini
et ordonné de taches élémentaires. Si T3 et T, sont deux taches comparables, alors T < T2
signifie que la réalisation de la tache T, doit précéder celle de T3. 11 s’ensuit que deux tiches
non comparables peuvent tre réalisées en paralléle. L’algorithme est donc plus adapté au calcul
parallele si le nombre de taches non comparables est important. Avec les technologies actuelles
notamment la technologie VLSI (Very Large Scale Integration) oil il est possible d’intégrer des
williers de milliers de transistors dans une méme puce de Sillicium, la conception d’architectures
et d’algorithmes paralléles est de plus en plus encourageante et motivante. Pour ainsi dire, le
calcul parallgle est a 'ordre du jour. De ce fait, les algorithmes adaptés au parallélisme sont

qualifiés de performants de par l"ultra-rapidité qu'ils peuvent assurer. Dans ce domaine voir

par exemple(2], (14], [15]...

(d) Le eritére de la stabilité numérique. Les criteres(a)-(c) considérés jusque 1a g’appliquent
4 tous les algorithmes, numériques ou non numériques. Ce critére, par contre, s'intéresse
exclusivement & 'aspect numérique des algorithmes. Dans ce cas, la performance d'un al-
gorithme numérique est analysée & partir de la robustesse face & la propagation des erreurs
d’arrondi provoquées par des réalisations approximatives des opérations élémentaires. En clair,

on souhaite obtenir d’un tel algorithme des résultats approchés aussi précis que possible, auquel
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cas l'algorithme est jugé efficace et performant. 1l est & noter que le terme "stabilité numérique”
est utilisé également dans le domaine de perturbation. Dans cette situation, un probléme
numérique (et non un algorithme) est dit numériquement stable si de petites perturbations sur
les données entrainent des perturbations raisonnables sur les résultats. Pour simplifier on dira
qu'un algorithme est numériquement stable s'il est, dans un sens qui sera précisé plus loin,
robuste face a la propagation des erreurs d’arrondi. Pour plus de détails concernant ce critére,

on renvoie le lecteur aux livres (26}, [30], [46], [47}, ...

Bien entendue, on souhaite la situation idéale dans laquelle I'algorithme congu satisfait tous
ces critéres. 1l peut se faire néanmoins (malheureusement c’est la régle) qu'un algorithme soit
rapide sans qu’il soit numériquement stable ou bien numériquement stable sans &tre rapide
etc... Clest le cas par exemple de 'algorithme d’inversion d’une matrice par partitionnement
qui peut dans certains cas &tre performant du point de vue complexité mais hélas du point de
vue numérique, est en régle générale fragile en face de 'accumulation des erreurs d’arrondi.
Tl est & préciser & cet égard qu'un compromis permettant de déﬁnﬁr la performance & partir
d'une combinaison de ces critéres est difficile & admettre pour la simple raison qu'un algo-
rithme conduisant a des solutions approximatives approchant d'une maniére non réaliste les
résultats exacts n’est pas & méme d’étre mis en pratique et n’a alors qu'un intérét purement
théorique. Une fagon de pallier 4 cette remarque un peu pessimiste consiste a essayer de corriger
les résultats approchés. Ces méthodes appelées raisonnablement méthodes de correction (ou
d’amélioration) et qui constituent le centre d’intérét de ce mémoire de Magister reposent sur
I'idée de suivre les étapes de Palgorithme et de déterminer dans chaque étape I'erreur commise
ou méme sa valeur approchée. On obtient de cette fagon une erreur approchée finale qui sera
rajoutée 4 la solution approchée déja obtenue. Cette approche, si elle est réalisable, donne sou-
vent lieu & une amélioration. Pour plus de précisions concernant ces méthodes, on doit disposer
d’outils permettant de déterminer les erreurs et d’analyser leur comportement; ceci impose la

connaissance de Parithmétique en virgule flottante avec précision finie.

Ce mémoire de Magister est donc logiquement composé de quatre chapitres. Les chapitres
2 et 3 sont consacrés A Varithmétique des ordinateurs alors que dans les chapitres 4 et 5 on

présente des méthodes de correction pour améliorer les résultats de certaines méthodes connues.
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Au chapitre 2, on considére les systémes de numération en les présentant comme un moyen
adéquat de coder les nombres. Au passage nous avons jugé le célebre et trés important codage
de Hauffman comme une occasion heureuse de le rappeler pour appuyer l'intérét d'utiliser le
codage 4 longueur variable. Le théme qui nous intéresse le plus est bien sQr I'introduction de
I’ensemble machine ou bien la structure machine Fg(p, €min, €max) 00 chaque nombre réel non
nul est approché par une représentation normalisée en virgule flottante avec précision finie p.
Nous verrons que les opérations usuetles ne sont pas malheureusement stables dans cet ensemble

si bien qu’on soit poussé 4 utiliser des approximations.

Au chapitre 3, nous menons une stude globale des arrondis et expliquons les raisons de con-
sidérer l’arrondi pair. Nous abordons ensuite les questions liées & ’analyse de Veffet des erreurs
d’arrondi en mettant en évidence le modéle standard aprés avoir montré la fagon par laquelle
les opérations élémentaires sont réalisées [31). Comme l'objet c'est de concevoir des méthodes
de correction, on considére en particulier ia réalisation des opérations avec récupération de

J'erreur. Pour cela, on se base sur les travaux effectués par [16], [45].

Au troisidme chapitre on considére le probléme des récurrences linéaires du premier ordre.
Comme la sommation dun nombre fini de nombres n'est qu’un cas particulier des récurrences
linéaires, nous avons présenté un formalisme clair expliquant comment sans recourir aux calculs
en double précision, on arrive & améliorer la somme finale. Nous avons montré en particulier
que sous des conditions raisonnables, on peut améliorer sensiblement la somme via une méthode
de correction paralléle demandant un temps de calcul trés réduit. En ce qui concerne les récur-
rences d'une maniére générale, nous montrons que les résultats issus des méthodes paralléles ne
peuvent pas étre corrigés. Nous proposons alors de corriger la méthode séquentielle directe en

utilisant une méthode paralléle.

Le quatriéme chapitre est consacré & 'amélioration itérative appliquée aux systemes linéaires.
Nous rappelons la méthode en montrant qu’elle corrige en effet la solution et montrons in-
formellement que d’une maniére générale la méthode de Newton- Raphson peut étre déduite
d’une approche de correction. Nous abordons ensuite le sujet qui nous préoccupe le plus et qui
concerne I'application de la technique de "amélioration itérative aux matrices Toeplitz. Aprés

avoir vue les approches éventuelles, nous proposons i conclusion la méthode d’amélioration

4



que nous recommandons le plus puisqu’elle assure une stabilité numérique acceptable en util-
isant un temps de calcul réduit & condition que la méthode de départ ne soit pas abusivement

instable.
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Chapter 2

Représentation des nombres

2.1 Codage et systémes de numération.

Le codage est naturellement pressenti dans toute expression formulée dans une langue étrangére,
et par le décodage I'opération inverse qui consiste & déchiffrer et traduire Pexpression dans une
langue plus familiére. De 13, on déduit clairement que le codage est un sujet universel touchant

pratiquement tous les domaines de la vie.

Sachant que les ordinateurs construits jusque la ou en voie de construction travaillent en
binaire (c’est-a-dire basés sur I'alphabet {0,1}), tout ordinateur reconnait, comprend et inter-
préte donc les objets qu'il manipule via des représentations binaires convenables au contexte
dans lequel ils sont définis. En d’autres termes, de tels objets sont identifiés par les ordinateurs
en lisant des mots de taille aussi réduite que possible et compasés de 0 et 1. (est ainsi que

sont développés et commercialisés des codages efficaces comme par exemple le code de Gray, le

code ASCIL...

Concernant les nombres, il est logique de chercher les codages qui sont en adéquation avec

les structures qui font des nombres réels un corps totalement ordonné.

Coder un objet signifie donc I'exprimer par une chaine formée de 0 et 1. Soit A un alphabet

{¢’est-a-dire un ensemble fini) et soit A* le monoide généré par Az e A" &
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Pour rappel, le monoide .A* est une structure algebrique composée d’'une part de 'ensemble
noté encore A* des mots formés & partir de I'alphabet A et de l'autre de la concaténation des
mots comme opération de base. Le symbole conventionnel # désigne le mot vide qui joue le
role de 'élément neutre par rapport & la concaténation (cest-a-dire #w = w Yw € A”). Ceci

étant, considérons une fonction

c: A— {0, 1}7 (2.1)

de I'alphabet A & valeurs dans le monoide libre { privé du mot vide)

{0,1}" =1{0,1}* — {#}
généré par {0,1}.

Définition 2.1. On dit que la fonction ¢ considérée dans (2.1) est un codage de A sicest

une injection de A sur {0,1}*.

Cette définition est bien sar établie dans le souci d’éviter le cas ou deux éléments de A aient

une méme représentation. Auquel cas, il sera difficile voir impossible de décoder ’élément en

question.

Associons, par ailleurs, & chaque caractére a € A, 'entier naturel lc(a)] = q tel que:

c(a) = blbz...bq / by, be, ..y bq 1S4 {0, 1},

Dans le cas ol a + |c(a)] est constante, on dit que c est un codage de longueur fixe. Autrement,

Cest un codage de longueur variable.

Dans notre contexte, il est naturel de construire des codages réalisant une certaine optimalité

notamment en matidre d’économie dans Je stockage en mémoire. A titre d’exemple, on aimerait

avoir un codage ¢* vérifiant:



i

max |c*(a)] € max [c{a)] (V e codage de A) (2.2
On peut énoncer dans ce cas le résultat classique suivant:

Théoréme 2.1.- Soit N le nombre d'éléments de A et supposons que N = 2%. Alors il

existe un codage c* de longueur fixe (de longueur g) réalisant (2.2). .

D’aprés ce théoréme, il faut au moins des chaines de [logy N bits pour coder N objets.
Malgré cette motivation incitant a considérer les codages de longueur fixe, il convient quand
méme de noter que les codages de longueur variable sont parfois beaucoup plus utiles notamment
dans les situations ol 'apparition de certains objets est plus fréquente que d'autres. Pour s'en

convaincre, prenons un exemple emprunté a Cormen et al {14, page 331).

Exemple 2.1: Supposons qu’un fichier ne contient que les lettres A, B, C, D, E, F avec les

fréquences d'apparition suivantes:

A B C D E IF 1
45.10% | 13.10% | 12.10% | 16.10% | 9.10° 5.103l

Le fichier contient donc 100 000 caractéres qu'il importe de les stocker écopomiquement en

mémoire. Analysons les deux codages suivants:

X A lB |Cc |D |E |F
¢(X) | 000 | 001 | 010 | 011 | 100 | 101
ca(X) | 0 | 101 | 100 | 1101 | 000 | 1100

On observe qu'avec le codage de longueur fixe ¢;, on a besoin de 300 000 cases mémoire
binaires pour mémoriser le fichier alors qu'avec le codage de longueur variable ¢z, on a besoin

pour stoker en mémoire le dit fichier de

(45.1 + 13.3 +12.3 + 16.3 4+ 9.4 + 5.4).1000 = 224 000

cases mémoire binaires, soit 76 000 cases mémoire de moins.



Supposons que ¢ donnée par (2.1) soit un codage de longueur fixe et identifions toute chaine
bqbq_l...b; c {0, l}q abpbp_1..byod 1 <1 <qg b=1et bq = bq_,] = ..=bpn= Oet 00..04

0. On obtient ainsi un codage de longueur variable de A que, pour le représenter, il suffit de

q
L+ k28T =Nlogg N — (N —2)
k=1
cases mémoires binaires, au lieu de N logy N, requises dans le cas du codage de longueur fixe.

Le systéme de numération binaire, décimal ou dans n’importe quelle base 5 > 2 n’est qu'une

forme de codage adapté aux nombres. Nous savons que dans une base 3 > 2, tout entier naturel

N s'écrit d’une facon unique comme suit:

N = dg1 5 4 dgaB + o, dj € {018 - 1} (Vj=0:(g-1)) (2.3)

on écrit alors N = (dq_ldq_g...dﬁ)ﬁ et on dit que N est représenté dans l1a base 5. Le systéme
binaire correspond a § = 2, le systéme décimal correspond a § = 10, le systéme octal correspond

a B = 8, le systéme héxadécimal correspond & 8 = 16 etc...On observe que si dans (2.2),

dg—1 # 0, 0n a

BIri<N<pi-1
de sorte que la taille de N soit comprise entre logg(N + 1) et 1 +logg N.

Quelle que soit la base adoptée, on est tenu en pratique a allouer autant de cases mémoire

que la technologie et sa gestion le permettent pour représenter les nombres. Comme I’ensemble

des nombres est infini, on comprend de suite que Vordinateur aussi puissant soit il ne peut

reconnaitre certains nombres qu’approximativement. Pire encore, il peut dans certains cas af-

ficher des messages de dépassement (overflow/underflow). Cet aspect sera abordé a la cinquiéme

section.

Tl importe de remarquer ici le caractére arbitraire de la base dans notre introduction aux

systémes de numération. On s'attendrait peut-étre au cas; visiblement logique; 8 = 2 préféré au



demeurant par le systéme IEEE 754 (et méme 854) i31]. Cependant, il est intéressant d’étudier
le probléme dans sa généralité [9]. De plus, certains systémes utilisent le systéme décimal
comme le IEEE standard 854 ou le systéme héxadécimal comme c’est le cas dans 'IBM370. A
cet égard, une question mérite d’étre tirée au clair. Comment les nombres sont alors représentés
alors que les machines travaillent en binaire? Pour répondre A cette question, supposons en guise
de simplicité que 5 = 16. Les S-chiffres 0,1,2,..., 15 sont alors codés en utilisant de préférance
le systéme binaire. Ensuite il suffit de considérer les mots composés de "sous-mots" de taille 4

si le codage est de longuer fixe. Par exemple le nombre 1329 = (531)5 peut étre représenté en

machine comme suit

(0101)(0011)(0001)

Dans le systdme binaire ce méme normbre s'écrit

(10011001101)2

Bien que cet exemple puisse étre matiére 3 comparer entre les différentes bases de numération,

notre propos ici consiste, néanmoins, juste & montrer la possibilité d’utiliser des bases autres

que le systéme binaire.

Il est raisonnable de signaler pour clore cette section qu'il existe des codages signés des
nombres. 1l s’agit d'une approche comme tant ’autres qui mérite d’étre tenue en compte mais

qui sont encore au stade d’exploration. C'est pour cette raison que nous ne ’avons pas considéré

ici. Voir pour cela a titre d’exemple [38].

2.2 Représentation en virgule flottante des nombres réels.

11 est connu que la représentation (2.3) peut &tre étendue aux nombres réels. Dans ce contexte,

s'il est vral que la représentation en virgule fixe:

10
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r = Li{mnz..np. dijdy..- )8 (2-4;

P

- Zn’jﬁJ + Ldk/j ‘ \“‘j?u:k e {0 1,.,p—1p
j=1 k>l

soit, surtout dans le cas décimal 8 = 10, la plus utilisée dans la vie courante, il n'en de-

meure pas moins que, pour des raisons qui vont étre apparentes, on préfere dans le domaine

de Varithmétique des ordinateurs, la représentation en virgule flottante justifiée par le fait que

tout nombre non nul  # 0 peut étre décomposé d'une fagon unique comime suit:

z = =x(mg.mima...)s8* (2.5)

vy = O)ij{O,l,...,ﬁfl}, mg#0,e€Z

Cette écriture est justement ce qu’on appelle la représentation (normalisée) en virgule flot-

tante de z. Le nombre

mix) = (Mmp-m1m2...)3 = ijﬁ—J (2.6)

i20
s'appelle la mantisse de r et e{z) = e s’appelle l'exposant de z. On observe que 1 < m{z) < 8
si bien qu'il importe de décrire les nombres réels > 0 par Vintervalle semi ouvert [1, 8] et ses
décalages 8°(1,8[, e € Z. Ainsi dans cette représentation, tout nombre réel z est identifié
par son signe sgn = sgn(z) € {—,0,+}, un nombre m = m(z) € [1,8] et par un entier
relatif ¢ = e(x). Dans ce cas, ou z = 0 (qui a lieu si sgn = 0) ou bien z = (sgnymp®.
une bijection; bien mieux un isomorphisme dont la

Mathématiquement, on peut dire qu'on a

structure sera naturellement comprise a partir du contexte ; de R* sur le produit cartésien

{— +} x [1, BIxZ.

Fn tout état de cause, une hypothése que nous formulons dans ce qui suit est exigée

Hypotheses 2.1. (i) Dans la représentation en virgule fixe (2.4), on suppose que:

11
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(vi>1) (T2 dj #8-1

(ii) Dans la représentation en virgule flottante (2.5), on suppose que:
(Vi> 1) (Fi=i)my; #£5-1 (H)

On peut alors énoncer le résultat suivant justifiant I'écriture (2.5)
Théoréme 2.2. Sous I'hypothése (H) ainsi formulée, la représentation {2.5) existe et est

unique.

Démonstration. Rappelons d’abord que |y] désigne la partie enticre de y, c’est-3-dire le

plus grand entier < y. Ensuite, formons les récurrences snivantes a partir dun m € [1, 8]

v = m, bo={yo] (2.7)
ye = (o1 —be-1)*B, k21
e = k)

On vérifie alors que pour tous € € Z,

r = +mfg®

= :t(bg.blbg...)ﬂﬁc

est la représentation normalisée en virgule flottante de = puisque by = |yo) > 1.Inversement,
si 'on se donne z > 0 (quitte & remplacer z par —z) défini par (2.5), on s'apercoit qu'il existe

un et un seul e € Z tel que & € [1, 8{. En effet, I'unicité découle du fait que

<

6“‘(-‘;:—.3) <let Blz) 2P

12



ot l'existence découle du fait que

T z , pg—-Ll.z

Fo

quand k — oo de maniere a ce qu'il existe ko tel que

1 —0

x T g-—1
ka‘):}(E—W)ST

Par ailleurs, si l'on applique les récurrences (2.7) & m = F”;, on montre par une récurrence aisée

que

(Vk € N) b = my

oit les by, sont déterminés par les récurrences (2.7) et les my sont donnés par (2.5). On vient
ainsi de démontrer d'une maniére constructive I'unicité de la représentation en virgule flottante

(2.5).0

1l importe de noter dans cette décomposition en virgule flottante le caractére infini de la
mantisse et celui de 'ensemble des entiers Z. Voulant représenter les nombres en machine, cet

aspect ne facilite, en aucun cas, la tache.

Bien qu'en général, les nombres ne soient pas écrits suivant le format (2.5), il n'empéche
qu'il m'est pas difficile de le voir directement & partir de I'écriture en virgule fixe (2.4). Exposons
a cet effet la définition suivante.

Définition 2.2. Soit

¥

z= Y o, (g;€{0,1,...8-1}Vi<p, ap # 0)

jz-—m

un nombre et soit 7 < p. On dit que e; est un chifire significatif s'il existe i < j tel que a; # 0.

Il en découle directement que si ¢ désigne le plus petit indice ¢ pour lequel ag # 0, on a

z = {ap.ap_t.-.0q)8°

13
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Par exemple la relation 0.000900107 = 9.00107 x 10~ peut &tre vue comme découlée des

six chiffres significatifs 9,0,0,1,0,7.

Girace a cette notion de chiffres significatifs (voir [10}), d’autres définitions équivalentes de la
représentation normalisée en virgule flottante peuvent étre formulées. La représentation la plus

utilisée dans la Httérature, en plus du format (2.5), consiste & écrire le nombre £ 0 comme

suit:

T = i(O.momlmg...)ﬁﬂe'

(Vg 0ym; € {0,1,...,8— 1}, mo#0,¢ € Z

v

Dans cette section, nous n’avons considéré que la représentation normalisée en virgule flot-

tante. La représentation non normalisée est similaire et peut atre formulée en écrivant z € R

comuine suit:

r = =£(mg.muma. )8

(Vi = 0)m; € {0,1,....8 - 1L el

On remarque que la condition mg # 0 est omise. On verra aprés des situations ot on est

contraint a recourir aux représentations non normalisées.

2.3 Représentation des nombres avec précision finie.

On a précisé au début que, la capacité mémoire d’un ordinateur étant limitée, la machine

ne peut reconnaitre, hélas, qu'une partie finie de R. On est donc contraint & se restreindre a

considérer une partie finie, aussi représentative que possible, des nombres réels. A présent, il est

communément admis que la représentation en virgule flottante exposée 3 la section précédente

14
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délivre la partie finie la plus convaincante. Une telle partie peut étre notée par Fa(p, €min, €max)

et est définie comme suit: z € Fg(p, €min, Emax)

x = Qouzx= :l:(mo.mlmg...mp_l)ﬁ x /3¢ (28)

t.q. (Vj = 0:p-1) m; € {0,1,....,6 —1},mo # 0, emin < € < €max

1l s’agit bien de [écriture en virgule flottante similaire & celle présentée dans {2.5). La différence

réside dans le nombre fini p; appelé précision; de chiffres qui forment la mantisse et dans la

restriction & [€min, €max] au lieu de Z.
Définitition 2.3. L’entier p > 1 ainsi introduit s'appelle la précision.

Pour mieux cerner la définition de cet ensemble, il convient de le voir comme étant I'ensemble
des nombres réels ayant au plus p chiffres significatifs et dont I'exposant est compris entre emip

et emax. Sachant que le nombre des mantisses possible est égal & (§ — 1)8P~1, on en déduit que

ca'rd(]Fﬂ(p, €min. emax)) =1+ 2(5 - l)ﬁp_l(emax — €min T ]-)

D’apres la section 2.1, il faut alors & peu prés 1+ log 57 +10g(emax —Emin+1) bits pour représenter

en machine 'ensemmble F3(p, €min, €max)-

Tl est tout & fait clair que nous avons les inclusions suivantes:

Fﬁ(la €mins emax) C Fﬂ(?, €min, emax} C ]Fﬁ(3, Emin; 6max) <o

de sorte qu'on puisse parler de précisions différentes. En pratique, on se donne une précision
de travail disons p; dans ce cas p est appelé précision simple; et il peut se faire qu’on ait besoin

de travailler en précision double 2p ou en une précision étendue g’ > p. Une telle approche est

recommandée (en général comme dernier recours) afin d’améliorer la précision d'un résultat.

Exemple 2.2. Les éléments de Fy(1, —3, 6max) sont

0, £0.125,+0.25, £0.5, 1, +2, x4, +8, 116, £32, £64

15
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et les éléments de Fo(3, €min, €max) M {1, 2 sont

1,1.25, 1.5, 1.75

Supposons qu'une machine sur laquelle nous travaillons utilise un systéme en virgule flot-
tante de base 3. L’algorithme suivant réalise la décomposition en virgule flottante (2.7), c’est-

a-dire qu'étant donné un nombre nul z, il délivre sa mantisse m(z) et son exposant e(z).
Algorithme 2.1.- décomp-flot(z)= (m(z), e(z)).

Dans cet algorithme, x est donné. I peut calculer directement son signe. C'est-a-dire s’il est
positif, négatif on nul. On suppose donc sans perdre en généralité que z est un nombre stricte-
ment positif quitte & remplacer x par —z. Ceci étant, I'algorithme procéde a la détermination

de la mantisse m{x) et ’exposant e(z).

l.m=xzx

2.e=0

3. Tant que ((m < 1) ou (m > 3))
4, Si(m < 1)

3. m=/px*m

6. e=e—1

7. Sinon

8. m=m/B

9. e=e+1

10. m(z) =m et e(z)=e.

L'importance de cet algorithme réside dans le fait que la machine est con¢ue de maniére
4 faciliter la tiche a D'utilisateur. Ainsi, elle regoit et délivre les nombres en les écrivant dans
le systéme décimal alors que dans bien des cas, elle travaille dans le systéme binaire. A l'aide

de cet algorithme, utilisateur peut calculer, si besoin, & la fois la mantisse et 'exposant du

nombre traité.

16
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Il est & noter que cet algorithme révele une caractérisation importante de ’exposant d'un

nombre non nui qu’on peut exposer dans le résultat suivant

Théordme 2.3. Soit z > 0. Alors

e(z)=eo g <z< M we=|loggz]

Démonstration. Ecrivons z = m(z)8%%). Comme 1 < m(z) < 8, il vient

e(z) = e = 8° <z < g
Réciproquement, si 85 < z < 8!, on écrit £ = mf3° si bien que 1 < m = ﬁ%’% < J. L'unicité de
la représentation normalisée en virgule flottante donne m = m(z) et e(z) = e. Des inégalités
6:3{:) <z < Be(:c)-H
on déduit que e{z) < loggz < e(x) -+ 1 de sorte que e(z) = |logs z|. O

Dans un méme ordre d’idées, il importe de déterminer la précision p adoptée dans le cas
ot elle n’est pas mentionnée dans les brochures accompagnant la machine. Pour comprendre

V’algorithme qui suit et qui détermine la précision, considérons d’abord 'exemple suivant

Exemple 2.3. Supposons que § = 2 et étudions le nombre %. On a dans le systéme binaire

% —~ 1.010101010...

On saura aprés que si la précision p =5

~ 1.0101

ol

et que si p=2©6

~ 1.01011

Lol

Pour généraliser cet exemple, remarquons d’abord que

17
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8-

[ = (1.010101...) 5.

On est alors en mesure de décrire 'algorithme permettant de déterminer la précision.
Algorithme 2.2. Précision.

Cet algorithme détermine la précision p adoptée par la machine en supposant qu’elle travaille

dans un systéme de base 5.

1. m=§?—;—i

2.b=1

3.g=1

4. mg=(m—>b) 3
5. bs = |ms]

6. Tant que (b # bs)
7. m = ms
8. b= bs

9. ms=(m—b)*j
10. bs = |ms]
il. q=q+l

12. Si(b=bs=0)p=g—lsinonp=q+1

Cet algorithme applique en fait les récurrences (2.7) a la valeur appartenant A

Fg {p, €min, Emax)
qui approche le mieux Eé’:—l et repose sur l'idée de l'exemple.

Le probléme principal dans I’ensemble Fg(p, €min, €max), COIMme d’ailleurs c’est le cas de tout

ensemble fini de nombres, réside dans la non stabilité des opérations de base. Plus clairement,

dans la plupart des cas

18
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Topy ¢ Fﬁ(pa eminsemax)

op € {+., -/ ..}

bien que 2,y € F3(P, €min, €max)- NOUS VeITons aprés comment faire face a cette difficulté en
recourant & des opérations élémentaires approximatives. Pour l'instant on se contente d’étudier
Vopération de dualité T — Be@)+! _ 2. mais auparavant énongons le résultat suivant qui peut

atre vu comine une caractérisation de Fg{(p, €min, €max )-

Théoréme 2.4. Soit x € R. Alors

z € Fa(p, €min, Cmax) <= :1v:,63""‘3("")"1 cZ

Démonstration. Supposons que = # 0 et

z = t(mg.mima.. )sB*®

(Vj > O)mj & {0‘ 1, ,,@ - 1}, g % O,ec [emimemax]
cjon

BPeE=1 = +(mgmyma.. Ty 1. pMp wer)

par suite Pequivalence s'ensuit aussitot. O
Trans e réesuitat suivant, Nous Montrons que Vopération x +— 53777 7 — I ASSUIE UREC T2 ="

invariance

Théoréme 2.5. Soientt z € Fa(p, €min, €max) D nombre "fottant" positif et

ke {0,1,..,p—1}

tel que
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mk%ﬁ—l,mj=ﬁ—1,jm0:(kmll
Alors
Be@+! _ ¢ Fa(p — K, €min, €max)s e(BIH! ) = e(z) ~ k
pourvu que e(z) — k > egin

Démonstration. Supposons sans perdre en généralité que e(x} = 0 et écrivons

Tz = (mg.mlmg...mp_l)g

(Vj 2 O)mJ €{0,1,....8 1}, mg # 0,mp-1 #0

Posons alors

Mp1 =B —mp_1, my=fF—-1-—my

de sorte que

8—x= (Tﬁo.ﬁllmg...ﬁtpfl)g

Par conséquent 8 — = € Fg(p, €min, €max). Deplussim; = F-1,0<j<ketm#S~-1lona

B —z = (0.00..0my... My _1)3

et forcément

ﬁ —Tre& Fﬁ(P - ks €mins emax)y E(ﬁ - I) = _k
Le théor2me est alors démontré.[]
Dans ce théoréme, on a exclu les nombres dont la mantisse est m = g — 17, Dans ce cas,

on observe que § —m = 8P,

20
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Chapter 3

Arrondis et Analyse de ’Erreur

3.1 Les différents types d’arrondi.
Rappelons que les ensembles

Fﬁ(P: Emins emax)

studiés dans la section précédente sont introduits bien entedu dans le but d’approximer au mieux
I'ensemble des nombres réels. Dans cette perspective, il est visiblement logique d’approximer
tout nombre réel z par un autre nombre réel # représentable en machine et le plus proche

possible de z. En clair, on cherche & € Fg(p, €min, €max) tel que

“I - i| < |$ - 'yl (Vy = F,g(p, Cmin, emax)) (31)

Pour construire cet £, on procéde tout simplement & une troncature appropriée de la mantisse
m(z) définie dans (2.5) et (2.6) en ne retenant bien sr que p chiffres significatifs. Dans le
but de comprendre les avantages de l'arrondi adopté par la communauté des numeériciens et
informaticiens, nous avons jugé utile d’étudier dans la globalité les arrondis possibles, y compris
ceux qui ne remplissent pas a fortiorie la condition de minimalité (3.1). On remarquera aprés
que la notion d’arrondi est étroitement liée & celle de la partie entidre d’un nombre. Dans ce

cadre, nous aurons besoin du résuitat élémentaire suivant:
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Lemme 3.1. Soit £ > 0. Alors z € [|z], |z] + 1[ et ] |z], |z] + 1[NN = @.
Démonstration. Par définition, |z| désigne le plus grand entier < z. Il est donc logique que
le successeur |z| + 1 de |z soit > z. D’autre part, il est évident que tout intervalle ouvert

dont les bornes sont deux entiers successifs ne contient pas des entiers.[J
Arrondi par défaut.

On note cet arrondi par rdp . Soit
r = =x(mg.mima...)ss"
(VJ Z O)mj € {01 1L,..0- 1}: mp # 0,e € [emim emax]
un nombre réel non nul. Alors on pose

rdp(a:) = :i:(mg.mlmg...mp_l)gﬁe

Bien str, rdp(z) et z sont du méme signe. On en déduit directement que

o —rdpla)f = (3 msBT)E° (3:2)
1
< (B-NFT A = BT

L’inégalité stricte provient de I'hypothése (H) formulée dans la deuxiéme section.

Exemple 3.1. (p = 4,8 = 10)

rd4{0.023569085) = 0.02356
C'est-a-dire on tronque en ne retenant que 4 chiffres significatifs.

Cet arrondi est simple 4 réaliser puisqu’il suffit de retenir les premiers p chiffres de la

mantisse d’un nombre pour dire qu’on a réalisé un arrondi par défaut. Dans certains ouvrages,
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Lemme 3.1. Soit z > 0. Alors z € [|z}, |z} +1{ et ] [z], 2] + 1[N = &.
Démonstration. Par définition, |z| désigne le plus grand entier < z. Il est donc logique que

le successeur |z] + 1 de |z} soit > z. D’autre part, il est évident que tout intervalle ouvert

dont les bornes sont deux entiers successifs ne contient pas des entiers.0
Arrondi par défaut.

On note cet arrondi par rd, . Soit
r = :t(mo.mlmg...)ﬁﬁe
(Vj Z O)mje{o&la"':ﬁ_l}s mgﬁéO,GE[emjn,emaxl
un nombre réel non nul. Alors on pose

rdp(z) = +(mo.mimg...mp—1)58°

Bien s0r, rdy(z) et z sont du méme signe. On en déduit directement que

o]
lw— rdplz)] = Qs ) (&2,
Jj=p )
—NBP—— g = B.37FB°
< BVt AT

L'inégalité stricte provient de I'hypothese (H) formulée dans la deuxiéme section.

Exemple 3.1. (p=4,5 = 10)

rd4(0.023568085) = 0.02356
(est-a-dire on tronque en ne retenant que 4 chiffres significatifs.

Cet arrondi est simple & réaliser puisqu’il suffit de retenir les premiers p chiffres de la

mantisse d’un nombre pour dire qu’on a réalisé un arrondi par défaut. Dans certains ouvrages,
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on définit arrondi & partir du résultat suivant

Lemme 3.2.- Soit z # 0. Alors rdp(T) = £( |87~ ()| BiPpeE),

Démonstration. Supposons que

T = i(MU.mlmg...)gﬁe

0)ym; € {0,1, ..., 8 — 1}, mp #0,e € [€min, Emax]

<
wl
v

On ohserve que

,Bp_l(‘m-o.m1m2...)5 = (m0m1...'rwlp_l.?npmp+1...)g

donc

Le lemme s’ensuit aussitot.[d

Cet arrondi, important de par sa simplicité, ne vérifie pas malheureusement la condition de

minimalité (3.1). Pour pallier & cet inconvénient, on va établir une condition "relaxée"

Théoréme 3.3. On a:

r — rdy(x) = min -1 3.3
l d’P( )1 yeFﬁ(Pﬁmimemnx)&iylslzl{ JII ( )

Démonstration. Supposons sans perdre en généralité que = > () et écrivons £ = m(:c)ﬁe("').
Par ailleurs, soit y un nombre tel que

|
i
1
.
.
.
|
a
| - moamyma. )} B = (mo ..y 1)a
"
.
n
"
"
-

y€e ]F,a(p, Emins emax)1 Y&

5

Notre but consiste 3 montrer que ¥ < rdp(x). Supposons par absurde que y > rdp(z). On en

deduit que
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35 < y < BN = e(y) = e(x)

Par conséquent m(y) < m(x).D’aprés le théoréme 2.4, on a AP lm(y) € N de sorte que

gr='mly) < {67 m(z))

en vertn du lemme 3.1, Enfin, on obtient

y= m(y)ﬁe(y) < [ﬁp_lm(x)J 51—1)58(:) _ rd,p(:r)
On vient de montrer que [rdy(z), ] "F5(p, emin, emax) = {7dp(7)}; ce qui prouve le théoréme.0

1l importe d’apprécier davantage la majoration stricte {3.2). Pour cela, construisons un z

donné par (2.5) en supposant qu'il est positif, e(z) =0 ct que

(Vj=p:lk+p—-1)) my=7-1

Alors cet z admet ta décomposition suivante

r=rdy(z) + B87P(1 - B7F)+ R, Ri < BaPa*

< bien que

z — rdgla) = 57— (577 = 52867

i que ke second terme tende vers 837 P quand k tend vers +oC. Par conséquent, on a:

s1p {li___ﬁ;%—(ir-ﬁ/;x & R&C(«C) € [emiw (:max]} = Bﬁnp

Arrondi par excés,

Cet arrondi est noté par rd;L et est défini comme suit. Soit
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x = i(‘mo.mlmg..,)gﬁe

(VJ bid O)m] € {0-11-'-34‘5—1}: m{)ﬁéo,BG {emimemax}
Alors, on pose

rd} (z) = £(mp.mime..Mp-1 + Bl P)g8°

La aussi, z et rd;f(:c) sont du méme signe. On observe que si z > 0,

rd} (z) = rdy(x) + B87PB°

de sorte que

£ - 'r‘a’p(a:)} g

rdf(z) — @ = {ﬁﬁ“ﬂ’— 6&

BB7rE°

A

ot égalité ait lieu si @ == rdp(x). Siz < 0. on obtient

rd:(:r) = rdy(x) — G57V6°

our snite

€= rd;— () = {f’iﬁfp - Ldi(‘ng;f] g°
< BpTPse
et enfin

|rd5 (=) — o} < BB7PB°

25
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et que l'égalité a lieu si z = rdy(z).

Contrairement & V'arrondi par défaut qui se réalise par une simple troncature, ’arrondi par
excés exige pour sa réalisation une addition; ceci requiert un temps de calcul relativement non

négligeable.

Exemple 3.2. p = 6,3 = 10. On a: 0.000498999108 = 4.98999108 = 104

rdg (0.000498999108)

Ik

(4.98999 + 1075)10™*
0.000499

fl

Malgré ce caractére relativement cofiteux de cet arrondi, il est & signaler qu'il est similaire &

l’arrondi par défaut comme l'explique le résultat suivant

Lemme 3.4. Soit 2 0. Alors rd} (x) = £( {87 Im(z)| + 1)gi-Pgel=),

Démonstration. Ce lemme résulte directement du lemme 2.7 et de (3.4).0C

Enoncons le résultat suivant qui est similaire au théoréme 3.3 et vérifie une propriété de

minimalité importante.

Théoréme 3.5. On a pour tout z > 0 tel que z > rd(x)

| —rdf (z}] = |z — yl (3.5)

min
yEFﬂ(pvemin~emnx)&tyi2].‘ﬂ|

Démonstration.Supposons sans perdre en généralité que z > 0 et écrivons x = m(z)3%),

Par ailleurs, soit y un nombre tel que

yE IF,S(P, emimemax):y >
Notre but consiste & montrer que y > rd; (z). Supposons par absurde que y < rd;’ (z). On en
déduit que
54 < y < B = efy) = e(a)
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en vertu du théoréme 2.3 et du fait que rdf (z) < 3@+ Par conséquent m(y) > m{z) et;

puisque A7~ m(y) € N d’apres le théoréme 2.4;

B imly) 2 | B m(z)| +1

selon le lemme 3.1. Enfin, on obtient

y=m(y)8*W = (B mlz)| + B PEE = rd ()
On vient de montrer que |z, rd} (z)] Fs(p, €min, €max) = {rd}(z)}; ce qui prouve le théoréme.[]
Les Arrondis minumnauz.

Soit

T : R — F3(p, €min, €max)
une application de R a valeurs dans 1’ensemble Fg(p, €min, €max)

Définition 3.1. On dit que T est un arrondi minimal si pour tout x € R

e~T(e) = _ min |z—y (3.6)
yEFﬂ(P'emintemnx)
Les arrondis par défaut et par excés ne sont pas minimaux; mais jouent un role décisif dans

la détermination des arrondis minimaux; et ce grice aux propriétés suivantes qu'ils jouissent

Théorgme 3.6. Soit = > 0. Alors

(a) rd} (z) — rdp(e) = B

(b) rdy(z) < = < rd}(x)

(¢} [rdp{z), rdf ()] N F5(P, €min, €max) = {rdp{z), rdy () }.0

Pour z > 0, posons

rdy(z) + rd} ()
5 .

F=

(3.7)
On peut énoncer le résultat fondamental suivant
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Théoréme 3.7. Soit T : R — Fs(p, €nin, €max). Alors T est un arrondi minimal si et

seulement st

_yrdy(z) s lal<|]
T(z)= {rd’,”;(;) st jei>1El (3.8)

et T(2) € {rdp(z),rdy (2)}-

Démonstration. On montre facilement que tout T vérifiant (2.16) avec

T(%) € {rdp(z),rdy {z)}.
est un arrondi minimal. De méme, la réciproque découle sans peine du théoréme 3.6.0

Clurieusement, le théoréme 3.7 dit qu’a quelques détails prés, il y a une certaine unicité dans

la classe des arrondis minimaux.

Corollaire 3.8. Soient T et T' deux arrondis minimaux. Alors
(Vz e R,z #2) T(z)= T'{z)}.0
En conséquence, le choix d'un arrondi minimal dépend uniquement de son évaluation en Z.
Qupposons que
r = =(mgmuma..)s8
(vj = O)mye {01, f- 1} mo#Fles [€mins €max]

Om vérifie aisément que % défini par (3.7) s'¢écrit de la fagon suivante

T = i(mo.mlmg...mp_l + %ﬁ_p)ﬁﬁe

Supposons que 3 est impair et posons ¢ = L%‘\ = %—1 Alors on peut montrer que

= (c.cec...)g

b2 |
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si bien que i puisse admettre une infinité de chiffres significatifs. En pratique, on traite des
nombres ayant un nombre fini de chiffres significatifs de sorte que si 3 est impair, le nombre
ne peut guére étre détectable par la machine. Pour cette raison, on suppose désormais et sauf

mention contraire que la base 3 est un entier pair.

Gréce au théoréme fondamental 3.4, tout arrondi minimal

T:R— ]Fﬁ(p: €min, emax)

appliqué 4 un nombre

r = :i:(mo.mlmz...)gﬁe

(V.j ?— O)m_',' S {0'11 "':ﬁ - 1}? m() % 016 € {emina emax]

est obtenu en étudiant le chiffre m, et son voisinage. On distingue quatre cas

cas 1, mp > ’%: Dans ce cas, on a T(z) = rdj ()
cas 2, my < g: Dans ce cas, on a T'(z) = rdp(z}
cas 3, mp = % et 3j > p/m; # 0: Dans ce cas, on a T{z) = rdf(z)

Avant de parler du quatriéme cas, illustrons ces cas en considérant 'exemple suivant

Exemple 3.3. p=16,8=10. 51 T est un arrondi minimal, on a

T(1300996) = 1301
T(0.0254999499) = 0.0254999
T(14.65985000001) = 14.6599

Le quatriéme cas ol my, = -g- et (Vj > p) m; = 0 correspond & la situation od r =T défini

dans (3.7). D’aprés le théoréme 3.7, toute décision T(z) = rdp(z) ou rd}{z) n'affecte pas la
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minimalité de arrondi T. C’est pourquoi cette situation, ou plutét ce dilemme, a fait objet

de débats entre différentes écoles. On suggére par exemple de poser

Tusuel(ZT) = Td?;(x)

pour tout z. Cette démarche peut s’appuyer sur une condition de continuité en ¥ et donc sur
la tendance de croire que la probabilité qu'il existe j > p tel que m; # 0 est grande. Aussi, elle

peut étre justifiée par le fait que cet arrondi assure une certaine optimalité:

Tosuet(Z) > T(Z) (¢T arrondi minimal)

En tous les cas, c’est de cette fagon que l'arrondi des ordinateurs VAX (marque commerciale

de Digital Equipment Corporation) opére.

On recommande également de départager rdp(z) et rdy(z) d’une maniére équitable en
utilisant par exemple l'arrondi pair que nous notons fl, (ou fI) et que nous adoptons tout au

long de ce travail.

Définition 3.2. L'arrondi pair fl, est 'arrondi minimal tel que

—y __ yrdp(z) si mp_1 est pair
flp(I) - {rd; (z) 81 mp._1 est Bupair (39)

<41 n'y a aucune confusion A craindre, on éerit fl = L.
. ) ,U

Dans [42], Reiser et Knuth avancent I'argumentation suivante sur laguelle on s'appuie pour

préférer cet arrondi & I'arrondi usuel.

Théoréme 3.9 Soit z et y deux nombres flottants. Formons la suite récurrente suivante:

g =%, Tp = flp[flp(3n~l —y)+ y)] (n >1)
Alors (vn > 0) on a T, = T 00 Tn = .0

Exemple 3.4. p= 3,3 =10,z =1,y = —0.555. En appliquant I’arrondi usuel, on n’obtient
pas la propriété du théoréme 3.9. En effet
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zog—y = 1.5551.56=>
z; = 1.56—0.555=1.005=~>~1.01
z1—y = 1566~ 1.57T=

rp = 1.57—0.555=1.015~=102

En appliquant fI par contre, on obtient

fl{zg ~y) = fI{1.555) = 1.56
FU(1.56 — 0.555)

li

T

—  F1{1.005) =1

Puisque f est un arrondi minimal, on a alors d’aprés le théoréme 2.12

fl(z) _ flp(I) — {rdp(z) st |xl<]Eg (310)

rdf(x) i fz>iz

de maniére & déduire que

lx ~ fl{z)] < min{ﬁa:frdp(r)l,!m;rd;'{:r)l}
|
S ]?"d;(l.') ; po(l')l _ %ﬁ-pﬁe(x)

et grace 4 (3.9)

rdt(z) —r ;
o fifa)] = ! )2 B _ gﬂ—f’ﬁe(z)

Définition 3.3. Le nombre

3



e= =77 (3.11)
s’appelle 1'unité de précision. On P'appelle également 1'unité de l'erreur d’arrondi.

On peut alors affirmer que

(VerR)l—m—éTf)—(ﬂgs

3.2 Situations de dépassement.

Lorsqu'un nombre en traitement n’appartient pas a Penvelppe convexe de l'ensemble-machine
F3(p, emin, €max) 11 est naturel de dire qu'on est dans une situation de dépassement. Il est clair,
par ailleurs que le maximum et le minimum des nombres strictement positifs de Fg{p, emin, €max)

sont respectivement

maxp = (8~ B}, minp = o

de sorte que si

> 5emnx+1

on dit qu'on est dans une situation de sur-dépassement {overflow) et si

T < 6emin

on est dans une situation de sous-dépassement {underflow). Il est & noter & ce propos que 0

admet conventionnellement la représentation (qui va étre remise en cause apreés)

0= (8 — 1)gem!

32



La situation de sous-dépassement (underflow) est en fait sujette a quelques anomalies méri-

tant d'étre éviter. Considérons ’exemple suivant

Exemple 3.5. 3 = 10,p = 3, epin = —98. posons

=687 x 10", y=681x10""

On observe que z et y sont & priori deux nombres sensiblement différents en dehors de la zone

du sous-dépassement. Mais étrangement

0.06 x 107%

B
|

@
i

= 6x107% ~0

I.'anomalie se voit dans la réalisation de cette boucle

1

Tant que (z # y) z:z—y

et dans la fausseté de 'équivalence z =y &z —y =0

Afin d’éviter ce genre d'anomalies, on se propose de recourir & la représentation non-
normalisée en virgule flottante des nombres [13],[25]. Cette non-normalisation; appelée égale-
ment dénormalisation; n'est autorisée que si I'exposant est égal & ey, C’est ainsi qu'on peut

admettre dans I'ensemble Fg(p, €min, €max) les nombres

o
r = *(mg.mimg..m,_p, x 3"

(vj = 0:(p—-1)), 0<m; <f~-1m; eN

et par conséquent, le minimum de Fg(p, €min, €max) 1'est plus B%min | mais

min p = Jemin P!
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Dans ce cas, le zéro peut avoir la représentation suivante

02 (8- 1) gomn

Bien miewx, tout nombre z tel que |z| € (8 — 1) 3°"P est conventionnellement approché par

Q.

Gréce A cette approche, appelée sous-dépassement graduel ou progressif (en Anglais: gradual

underflow) (18], [25], 'anomalie de I'exemple précédent n’aura pas lieu.

Exemple 3.6. 3 = 10,p =3, emin = —98. Comine 'exemple précédent, posons

=687 %10 y=681x10""

Avec le sous dépassement graduel, on obtient:
2 —y=006x10"% = 0.6 x 107

On peut penser que la situation de dépassement survient dans le cas o les opérands sont
proches de maxp ou minp.Auquel cas, toute opération peut causer un débordement. Mal-
heureusement, il s'est avéré que dans certains cas, méme si les données sont relativement loins

Jes bornes. les situctions de débordement peuvent avoir lieu.

Exemple 3.7. Supposons que £ > \/"g ﬂgniu et y > 0 deux nombres flottants. On veut

caleuler la norme de Pythagore

D:4/I2+y2

Il est logique de procéder comme suit:

a = .‘1’}2

b = yP+a

D = Vb
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Toutefois, cette approche donne lieu & un sur-dépassement (overflow) dés qu'on calcule

a = I2 2 ‘Bemsx+1

Il importe de remarquer ici que D, étant du méme ordre que z et y, est relativement loin de
la région du sur-dépassement. Pour remédier 4 ce genre de comportements, il est nécessaire de

recourir & d’autres méthodes ayant plus de robustesse en face des situations de dépassement.

Exemple 3.8. Comme dans Pexemple 3.7, on veut réaliser la norme de Pythagore

ol = et y sont deux nombres positifs flottants par une méthode qui résiste aux situations de

dépassement. Pour cela, on propose la méthode suivante. On pose

t*{g s U YT 7{;c>‘-i0<y§z
- 3 s 0<a<y * y 8 0<a<y

On calcule alors D en utilisant la formule suivante

D=sV1+12

On observe d’emblé qu'il y a un risque e sous-dépassement. Fn effet, siy <z et

emin— P+ 1

(y) - efz) €
ely} - efr) < 5

le nombre {2 sera dans la zone du sous-dépassement et sera pris pour 0 ceci provient du fait

que

t2 - O-d]dQ w B2(e(y)—e{z))

dy.dads... X ,Be""i“—p ~ 0

Dans ce cas, on obtient 'approximation suivante
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de D dont la précision est tout 3 fait acceptable. On a

. v
D-z = D4z
ys
< Looap?
T
< Iﬁﬁeminﬁ_p

En pratique emmn << —p si bien que Perreur relative soit trés réduite et par suite x approche

acceptablement la norme de Pythagore.

On constate, dans cette analyse, que la situation du sous-dépassement est toujours moins
dangereuse que la situation du sur-dépassement. Il s’agit d'une régle générale qui peut étre
bénéfique en transformant, si besoin est, les problémes qui sont éventuellement slijets aux sur-

dépassements, aux problémes dont des sous-dépassements peuvent avoir lieu [25].

(st pour cette raison d’ailleurs qu'en pratique, on congeit des systémes, comme les IEEE
standard [31] par exemple, de sorte que l€min| > Emax €f1 en consequence; Pinverse de 3% ne
<o trenve pas dans la situation du sur-dépassement. Bien que linverse de 8°™** puisse étre
Jdans iz région du sous-dépassemens, le probléme est valablement résolu en lui donnant 0 comme

valenr approchée.

3.2 Erreur relative et ulp.

1l est évident qu'un algorithme numeérique est Implémenté dans le but d’obtenir des résuitats
qui sont des nombres réels. Hélas, 4 cause de nombreuses limitations naturelles, I'obtention
des valeurs exactes de ces résultats releve de l'impossible; et ce malgré les travaux tentés ¢a
¢t 14 notamment dans le cadre du calcul formel. Entre autres causes, citons en particulier

le fait que la capacité mémoire de l'ordinateur est finie; ce qui contraint le compilateur, dans
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I'implémentation, d’arrondir apreés chaque réalisation d'une opération élémentaire. Cette propa-
gation des erreurs d’arrondi donne naturellernent lieu & une valeur finale approchée (ou calculée)

du résultat final désiré.

Ainsi, au lieu d’une valeur exacte T € R d’un résultat, on n'obtient & partir de la machine

qu'une valeur approchée & € Fg(p, €min: emax) (o0 dit également valeur calculée). De toute évi-

dence, il est intéressant d’avoir un moyen efficace permettant de mesurer l'erreur commise. Dans
Y

ce contexte, il est bien connu qu’en comparant erreur absolue |z — &| & l'erreur relative ”;’I ,

on est dans une situation plus confortable avec l'erreur relative qu'avec 'erreur absolue. 11 est
également connu que ceci est da 2 Iinvariance de l’erreur relative par rapport aux changements

de échelle. Ainsi, on a du mal & accepter ’approximation

1234 ~ 234

alors qu'on admet volontier I'écriture

10000001000 ~ 10000000000

malgré le fait que D'erreur absolue, étant sgale a 1000, soit la méme dans les deux cas. Notre
attitude vis & vis de ces deux approximations est néanmoins trés bien justifiée en introduisant

erreur relative. En cffet, on observe dans la premiére approximation que T'erreur relative est

1000
= ~0.81
1234 s

alors que dans la seconde, Perreur relative est

0006
10000001000 ~

La différence est sans appel! Pour avoir un formalisme général de V'erreur, on parle de 'erreur

|z — 2| relativement & [y| > 0

qui est tout simplement
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En ce qui concerne notre étude ot la valeur approchée i de z est telle que

i€ F,B(Ps €mins emax)
on distingue trois types d’erreurs relatives

(2} Lerreur |z — | relativement a |x|. Posons F = E,%‘Fl(:r # 0
(1) L'erreur |z — | relativement & |2}, Posons E= L‘%Fl(m # 0)

(¢) L’erreur |z — | relativement a 8%} Posons B/ = %{(% On suppose ici que e(z) = e(Z)
On énonce alors le résultat suivant:
‘"héoréme 3.10. (a) Supposons que E < 1 {en général <<1). Alors

E . E
< B < —
1+E- "1-E

- Supposons gue E < 1 (en général <<1j. Alors

< E< -
1+ F 1-F

txo

- On a sous I'hypothese e(z) = e(&), E' = |m(z) — m(T)} et

E

A

3LE E

BTlE <

FaN

tq)
A
&y

Némonstration. Pour montrer (a), on observe que

iz —z] = |ziE

1A

|z — Z|E -+ |£|E
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Comme E < 1, on obtient directement E< T-%" De méme

|z — x| = ]iiE

par suite

- |z — | E
By " =
“jz-zl+lz] E+1

Le point (b) peut étre prouvé d’une facon similaire. Le point (¢) découle du fait que

1< mz)< B, 1<m(E) <8
Puisque E' = m(z)E = m(®)E, les inégalités s’en déduisent aussitét. U

Ce théoreme dit que dans les conditions normales, F, E et E’ sont équivalentes au sens que
Vutilisation de 1'une donne des résultats équivalents & ceux obtenus en utilisant Pautre. 11 est

important de remarquer a cet égard que E' = \m(z) - m(&)] si blen que Perreur relative devient

une erreur absolue.

On mesure également lerreur au moyen de 1a notion de I'unité dans la derniére place (notée
"yulp") actuellement & la mode. le terme "ulp" est composé d’initiales remplagant; en guise
d’'abréviation; "Unit in Last Place”. Disons d’emblée que 1 ulp est le poids du plus petit chiffre

significatif de la mantisse d’'un nombre z € F3(p, émin; Ermax ). POSONS

ulp(z) = g Pt (3.12)

On introduit alors la définition suivante:

Définition 3.4. Soit z € R et soit y € F3(p, €min, €max). POSORS

ly—=l (3.13)




On dit alors que "y approche z avec T ulp".

On remarque que {en posant y = E)r= Eprt = E—; ol £ désigne 'unité de précision. 1l

est donc clair que plus r est réduit plus 'approximation = = y est jugée bonne.

Exemple 3.9.

(a) p= 5,8 = 10,z = 5.3652,y = 5.3651. Alors y approche T avec 1 ulp.

(b)p=4,8=10,z=1025.7,y = 1024. Alors y approche z avec 17 ulp.

(c) p= 3,8 = 10,z = 4.501402, y = 4.50. Alors y approche z avec 1.402 ulp.

(d) p = 3,8 = 2,11 est clair que 1.25 = {1.01jz et 1.125 = (1.001}; de sorte qu'on déduise
que 1.25 approche 1.125 avec 1 ulp.

(e) B = 10. Alors —9 approche 1 avec 107 ulp.

On voit dans cet exemple surtout la concordance entre la définition 3.4de la phrase " z
approche y avec 7 ulp" et de l'aspect littéraire de cette méme phrase. En ce sens, cette mesure
consiste a évaluer le nombre des chiffres contaminés en démarrant des chiffres significatifs aux
poids plus petit. Le point (e} de cet exemple compare un nombre positif 2 un nombre négatif et
3 premiére vue au moins, le résulat donne 'impression qu’il est rarissime qu'un nombre positif

s0if approché par un nombre négatif et vice versa.

Une notion classique qui peut étre considérée comme duale 4 la notion de 'ulp ainsi intro-
Suite. consiste A évaluer Je nombre de chiffres exacts & commencer par les chiffres significatifs

a1 poids plus fort. Dans cette orientation, soit

o
l

ta.tita...

(Vj) 0 < t; <3

un nombre de [0, 1]. On écrit alors
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sit; =0(Vj=0: (k—1)) et tx #0. On montre tout de suite que o(t) = |_— logg tJ . Ceci étant,
pour z,y € {1,2[, on dit que y approche z avec k chiffres exacts si o(z — y) = k. A Paide de
cette définition, on juge que I'approximation r = y est d’autant plus bonne que k est prés de

la précision p (voir [10]).

Nous venons donc de présenter des moyens permettant de mesurer 'erreur d’une approxi-
mation arbitraire. A propos de cette approximation, nous n’avons rien dit jusque la. Pourtant
Cest elle qui peut donner des indications précises sur sa qualité. Pour cela, rappelons que
fl= fl, désigne ’arrondi pair introdnit dans la définition 3.2 avec qui, bien entendue, on peut
considérer I'approximation élémentaire suivante qu'on peut voir dans un certain sens comme

inéluctable a cause du fait qu'elle n'est exacte que si = € Fg(p, €min, €max )

(zeR) z~ fl{z)

Les approximations que nous considérons ici proviennent de la propagation des erreurs d’arrondi.
En conséquence, elles peuvent étre vues comme générées par I’approximation élémentaire ainsi
introduite et dont 'appréciation semble plus maiftrisable. Commengons notre analyse de cette

approximation élémentaire par de simples majorations. Pour £ # 0, on a

o — flixd < min{jz — rdp(x)] . |z — rdy (@)}

lrdf (z) = rdp(z)] B o p seta)
- ; _55 pﬁ(

En conséquence

- fl

ol £ = .315—1’ désigne 1'unité de V'erreur d’arrondi introduite dans la définition 3.3. En termes
d’ulp, la formule (3.14) peut étre interprétée en disant que fl(z) approche = avec au plus % ulp.

On peut généraliser (3.14} et énoncer le résultat suivant.

Théoréme 3.11. Pour tout z € R*, on a:
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(a) |z — fllz)] < £8°

(b) |z — fi(z)] < ejz|

(0) |z = fi(z)| < elfi=)].

Démonstration. Le point (a) est déja établi. Montrons {b). On a:

|z — fi(z)) _ |z — fU=)| £

T @ S mlE)

puisque m(z) > 1. Un raisonnement similaire permet de montrer (c)

lz - fi{=)| _ _ 1z - fllz)]
@ m(fi(z)pefien

puisque e( fl(z)) = e{z) ou e(z) +1. O

Nous procédons maintenant & montrer que les majorations {a) et (c) sont atteintes tandis

(jue la majoration {c) peut étre quelque peu raffinée.

Théoréme 3.12. Posonsy =1 + Lg—ﬁ_p. Alors

fly) = fil + g—ﬁ‘I’) =1 (3.15)
JaEnE ce cas, onoa
B
ly - fliy)l =587 =< = =iy

. oui montre que les majorations (a) et (c) du théoréme 3.11 sont atteintes.
Fémonstration. L'égalité (3.15) découle directement de la définition 3.2 de 'arrondi pair.

1 effet, on est dans le cas ol my = % et my,_1 = 0 de sorte que fl(y) = rdy(y) = 1. 0

Concernant V'erreur |z — fl(z) relativement & |z, on peut obtenir une majoration plus fine

que celle obtenue dans (b) du théoréme 3.11.

Théoréme 3.13. Pour tout = € R, on a:

o - film)] e
|z —1l4e

(3.16)
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et cette majoration est atteinte.

Démonstration. On a

2 - fi@)] _la— A _ _e
|| m(z)8= 7 m(z)

Supposons sans perdre en généralité que z € {1,2] et écrivons

z o= rdy(z)+ ) 7 (0<di<f-1)

izp
> 1+ dipT?
jzp
Si fl(z) = rdy(z), on a nécessairement
dy < B ; 2 ou
_ B ; _
dy = Set(Vi>p)d;=0

{rappelons quon a supposé que S est pair). On montre ajors que

Sap<tpr=e
jzp
¥n conséguence
== fl(z)] Ei2p @B
|| rdp(z) + 3255, 45577

ZJZde'B_j < ¢
S Ten,,dBfd T 1+e

puisque la fonction ¢ —— %; est croissante dans [0. +ool. 8i fl(z) = rd (), on a nécessaire-

ment
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. rdp(z) + rd} ()

2 5 =rdp{z) +¢
par conséquent
r>1+e¢
et
o= flla) = e
|2 T a7 l4e

Cette majoration est atteinte en posant simplement =z =1+ %6"’ auquel cas fi{z) = 1. Dans

ce cas, on vérifie alsément que

x— fllz} &
T Cite

Dans notre modeste recherche bibliographique, nous n’avons connaissance d’'aucun article ou
ouvrage parlant de la majoration (2.24). Dans son excellent livre: "The accuracy and stability
of numerical algorithms" [30]consacré en partie & ce domaine, Higham a exposé la majoration
(b) du théoréme 3.11 et a précisé qu'elle est stricte. Il est A dire; quand méme; que la majoration
(3.16) est comparable (surtout lorsque ¢ << 1} & celle de (b) du théoréme 3.11 et n'est par
conséquent que théoriquement intéressante. On conclut que les résultats ainsi établis suggérent,
dans I'analyse (basée sur Perreur relative) d ‘une approximation, d’exprimer l'erreur relative sous

forme d’un multiple de ¢ ou de 57 d’aprés le théoréme 3.13.

Comme prélude aux opérations flottantes que nous étudierons dans la prochaine section, les
majorations (b), (c) et la majoration (3.16) pcuvent étre reformulées de maniére a faciliter la

manipulation des valeurs approchées en ne perdant pas de vue les valeurs exactes.
Corollaire 3.14. Pour tout z € R,

€
1+¢

filg) = z(1+a), (o] <) (3.17)
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foniin

T
+d

filz) = = (18] <o) (3.18)

Démonstration.- [ suffit de poser pour = € R*,

ETed (LGRS b L1C))
o = p t &= fiz)

et d’appliquer les théoremes 3.11 et 3.13. O

Comparons maintenant la notion de Perreur relative a celle de l'ulp et considérons 'exemple

suivant

Exemple 3.10. p= 3,8 =10,z = 11.05,y = 1L. On a

alp(y) = 1073 =01

¢-—y = 005

donc y approche z avec 0.5 ulp et l'erreur |z — y! relativement & |x| est > 0.00452. D’autre

part, on o b 176.8 = 1768 % 102 et 16y = 1.76 x 10? de sorte que 16y approche 16z avec 8
wlp tandis que Verreur fo — y| relativemnent & x| reste toujours la méme > 0.00452.

Le théoriune suivant donne un généralisation naturelle de cet exempie et motive 'option de

préférer 1o broe hinaire § == 2.

Théorén:e 3.15. Supposons que y approche z avec r ulp et soit ¢ > 0 tel que efay) =
1+ efy). Alors ay approche az avec 37 ulp.

Démonstration. On a

oz —ay| e |z —yl

a
gelen)—p+1 gelu)—p+l i

a

Posons a = 5 —let z=1+8"% (k>2) (donce(z) =0). Alorssic=/5-1
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e _aidilinc

az = cc.00...0ce
-
k=2

de sorte que e(az) = 1. En conséquence, le facteur § peut étre aussi grand que 8 — 81 Cette

possibilté (fréquente) est due manifestement au : "Phénomeéne Wobble" (Wobble: Oscillation).

(est dans le but d’éviter le Wobbling qu’on recommande d’utiliser le systéme binaire {3 ==

2.
Pour comprendre ce phénomeéne, cn considere les denx nombres flottants successifs suivants
y = cC.CC..CCX B¢ tet o= 8°
e = 5-1)
Alors
ulp(y) = 8777 et ulp(x) = Bulp(y)
Posons

3 -
s~ ccenccs x 3 et

2
82

; -1
2 cec...cot—f°
5

On observe alors que fl{2) = =, fl(z") =y et J;T_f;i —= 1.587P. Malgré cette erreur permettant
d’écrire approximativement z = 2/, on voit d'un autre coté que = approche z avec % ulp tandis
que y approche 2’ avec %%2 ulp soit une oscillation {un Wobbling) d’un facteur (the Wobble)

(4 remarquer que y approche » avec % ulp).
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3.4 Opérations flottantes de base et modéle standard.

Les algorithmes numériques sont généralement construits sur la base d'opérations élémentaires.
En démarrant de données qui sont naturellement des nombres et en réalisant ces opérations
élémentaires dans un ordre préscrit par V’algorithme, on obtient les résultats désirés. Comme
précisé auparavant, & cause des erreurs d’arrondi survenues aprés implémentation de chaque
opération élémentaire, nous n’obtenons que des valeurs approchées (calculées) de ces résultats.
Le probléme qui consiste & apprécier les valeurs approchées obtenues dépend donc de la maniére
(e réaliser les opérations élémentaires. S'inspirant du corollaire 3.14 de la section précédente,
on est enthousiasmé a adopter, dans 'analyse de l'erreur des algorithmes, le modgle standard

que nous exposons tout de suite:

Modele Standard.- Dans 'analyse de Perreur des algorithmes numériques, on adopte le mod-

1o standard

£

lop y = 1+ a), < .
z flopy = (z opy)(l+a) !ah_l_m (3.19)
»u 'a version modifiée
z flopy = tzopy) 6] < ¢ (3.20)
1+4 -

. “lop est Popération qui approche op € {4+, = % [o/*

‘s facon la plus naturelle de réaliser flop de maniére & satisfaire (3.19) et (3.20); cest

{llenrs la facon adoptée par les IEEE standard; consiste & poser

z flop y = fi{z op y) (3.21)

eet-a-dite quion réalise d’abord l'opération x op y d'une maniére exacte et on effectue ensuite
Uarrondi & la précision exigée; en V'occurence p; en appliquant Varrondi pair fl introduit dans

a définition 3.2.

Définition 3.5. On appelle opération flottante flop approchant une opération élémentaire

op, une opération stable dans Fa(p, €min, emax) €t vérifiant (3.19) et (3.20).
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Addition et soustraction avec arrond: exact.

Soit

z = m(z)8% et y=my)FY

deux nombres positifs de Fg(p, emin, emax). Pour réaliser la somme
z=x+Y

de z, ¥y € Fg(p, €min, €max), OD COIMMENCE PAr UNe stape d’alignement & un méme exposant de

sorte que si e(z) > e(y), on ait

z=(m{z)+ ﬁe(y)—e(a')m(y))ﬁe(x)

En pratique, on effectue sur m(y) un décalage a gauche par e(z) — e(y) zéros. On normalise (

si besoin est } et applique ensuite Varrondi fI a z pour obtenir la valeur approchée fl(z) de 2.

Exemple 3.11. p=4,58 =10,z = 9.999 x 101, y = 8.991 x 101,
On caleule z = z 4 en suivant les étapes suivantes '
1. Alignement : y = 0.008991 x 1014 { Décalage 4 gauche par e(z) — e(y) = 3 zéros)

9 Sommation des mantisses:

mlx) + 1073 miy) = 10.007991 = 2 = 1.6007991 x 10%
3. Arrondi: fl(z) = 1.001 x 10**

En effectuant un décalage par e{z) — e(y) rend le temps de calcul dépendant de z et y donc
sventuellement cotiteux. Si e{z) = 90 et e(y) = 30, on doit réaliser un décalage par 60 zéros.

Pour éviter ces opérations cofiteuses, on énonce le résultat suivant:

Théoréme 3.16. Si e(z) —e(y) > p+letz=a+Y, fliz) = fl{z +y) ==

Démonstration. Posons
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T = Mg IN...Mp] xBe(I)

y = mym)..m,_ x 5

On a gW—Em(y) = 0.00...0mgm}..m;,_,; donc le chiffre 4 la position p + 1 de m(z) +

>p+l
geW)-el@lm(y) vaut 0 de telle maniére que fi( m(x) + ge~e=m(1)) = m(z). Le résultat est

donc prouvé. [

La réalisation de la soustraction avec arrondi exact se falt exactement comme I'addition
avee arrondi exact A ceci prés que + est remplacée par —. Pour calculer z = £ —y, on aligne au
méme exposant, on effectue la soustraction sur les mantisses et on applique l'arrondi fI. Pour

e(z) > e{y). on utilise la formule
fl(z) = fl[(m(;x:) — BG(L’)”Q(J?)m(y))ﬁe(r)}

Exemple 3.12. p= 4,3 = 10,z = 1.005 x 101y = 8.991 x 10,
Sy caleule z = z — y en suivant les étapes suivantes
1. Alignement : y = 0.008991 x 10'* ( Décalage & gauche par e(z) — e(y) = 3 zéros)

7 Soustraction des mantisses:

m(z) — 1073m(y) = 0.996009 == = = 9.96009 x 101

3. Arrondi; fl(z) = 9.96 x 10'°

Pour éviter la situation oll le temps dépendrait de z et y, le théoréme 3.16 admet; heureuse-

ment; un analogue pour }a soustraction gqu'on expose dans ce qui suit.

Théoréme 3.17. Sie(z) —e(y) >2p+letz=2 -, fl(z) = fl(x ~y) = =.

Démonstration. Posons
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¢ = mgmi.me X 35

y = mymy..mp_q X 3eWw)

On a 5e(y)"e(r)m(y) = 0-00---0"”67”’1---7”;»—1 done le chiffre & la position p + 1 de m(x) —
2p+)
,B""(y)“e(m)m(y) vaut 8 — 1 et le chiffre a la position p est {mp_1 — )modB. Simp.1 =0,

(mp..1 — 1)mod 8 = 8 — I comme I'illustre l'exemple suivant

Fxemple 3.13. p=4.5 =10,z =10,y =1.x 1077. On a

r—y = 1.01-0.0000001

— 1.0000999 == fl{lz —y)=10l==2

On en déduit que fI{ m(x) - getw)—el@m(y)) = m(x) d'od le résultat. O
Multiplication avec arrondi exact.

Soit 4 multiplier deux nombres flottants

T = m[z)ﬁg(m) = Q.M ...Mp-1 X ,BC{I)

Y= 'rrl(y)ﬁg(y) =] ma.ma...m;71 X ﬁe(y)

gu’on Suppose sans perdre en généralité positifs. Bien sdr, le produit z = z.y de x et y vérifie

2 = m{z)m(y) pe@rel)

de telle sorte que le tout revient & calculer le produit des mantisses m{z)miy). Aprés normali-
sation si besoin, on applique enfin Varrondi fI.
Exemple 3.14. p = 4,3 = 10,z = 4.104 x 10%, y = 3.864 x 107!1. On a
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z = Iy

15.857856 x 107°

1.5857856 x 107*

Par conséquent fl(z) = fl(z.y) = 1.586 x 107*

Théoréme 3.18. Supposons que I,Y € Falp, cuin, Emax ). AloTs

2 =z.y € Fal2p, €min, €max)

et e{m(z)m(y)) =0 ou 1.00

Dans bien des cas, on travaille en précision double afin d’améliorer les précisions des résultats
approchés. Le théoreme 3.18 rappelle que la réalisation en précision double de la multiplication

de deux nombres flottants revient & sa réalisation exacte.

Les autres opéralions élémentaires.

Les autres opérations élémentaires comme la division, la Tacine carrée, et méme les fonctions
“lémentaires cos, sin, ... ne peuvent pas atre caleulfes d'uhe maniere exacie. Tout ce qu’on
peut dire dans cette direction, c’est de supposer quon puisse implémenter une telle opération
on précision double 2p ou €D précision étenduc ¢ 2 P (oug=>2p)de telle maniére quun
autre arrondi au p chiffres significatifs donne Vapproximation souhaitée par le modele standard

(3.19)-(3.20). Dans le cadre de ce travail, nous supposens que |a machine dispose d’algorithmes

en software ou cablés (hardware) réalisant les opérations élémentaires. Le choix de la précision

etendue g se fait en principe de sorte que le chitfre & la position g +1 du nombre en traitement;

disons x; soit < % auquel cas, on a fly(x) = FL(flg{e)).
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3.5 Analyse de ’erreur.

Apres cet aperqu (nécessairement non exhaustif) sur les notions de base de l'arithmeétique
en virgule flottante, on peut dire qu'on dispose maintenant d'un tant soit peu d'outils nous

permettant d’analyser 'erreur des algorithmes numériques.

Dans notre contexte, analyser I'erreur d'un algorithme numérique délivrant une valeur ap-
prochée # d'un résultat z veut dire Vétude de 'erreur relative EE]ZJ et /ou 'estimation du nombre
d'ulp avec quoi Z approche z. Il est bien de préciser qu’il s'agit 1a de I’analyse de l'erreur en
composantes par opposition & 'analyse de I’erteur en normes appliquée en particulier dans les

situations ol on est intéressé par Pappréciation de I'approximation © > v ou

veR", T€ Fﬁ(p, €min, emax}n

sont deux vecteurs. Dans ce cas, 'analyse de l'erreur revient & I’estimation de “—Tﬁ—“ on |||

désigne une norme de R™.
Perturbation et stabilité numérique.

Bien entendu, un algorithme numérique est appelé A résoudre un probléme pumérique. En
I'appliquant a des données dy,do, ..., dm, il délivre les résultats r1,72, ..., 7n escomptés par le
probiéme en question. On peut dire que ’algorithme évaluze d’une maniére directe ou indirecte

des fonctions f; aux poins dy,dz, -, drm de telle sorte que

ri = fildi, dg, ., dm)

Négligeons un moment les erreurs d’arrondi de facon a admettre que l'algorithme calcule ex-

actement les r; et effectuons une petite perturbation sur les données

di — Jk
Naturellement, on obtient

T = fi(Jla&Qs 3&771)
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On définit dans ces conditions le nombre

M = liin sup {C / |7~' — 7"i S h.ClT‘.l'!,i =1:n 3_22
PNO4d, —dy [<hldy C } (3.22)
k=1:m|

Le nombre M est appelé conditionnement (ou constante de stabilité) du probléme en traite-
ment. Il permet d’estimer le nombre de chiffres contaminés dans les résultats suite aux petites
perturbations di — di. Comme cette analyse n'a rien & voir avec les erreurs d’arrondi et

incombe au probléme lui méme, la définition suivante est donc tout & fait justifiée

Définition 3.6. Appelons M le conditionnement d'un probléme numérique PBN tel que

r; = fildy,da, . dm), (i=1:n)

On dit qu'un algorithme qui résoud PBXN est numériquement stable si au lieu des résultats

1y Tny 11 délive des résultats 71, ... 7 tels que

If':': - Ti{ < Cn,mMElTi‘

ol Tna (polynome en m,m} est une constante raisonnablement réduite et £ est 'unité de

précision.

(e bref commentaire & propos de la stabilité numeérique (perturbation et conditionnement du
probleme) donne déja une premiére impression sur la complexité de I'analyse de T'erreur et sur
les difficultés d'obtenir des résultats acceptablement précis. En effet un algorithme résolvant un
probléme numérigue peut étre vu comme une premiére étape suivi d’un algorithrme résolvant un
"sous probléme " numérique. Vraisemblablement, le probléme de trouver méthodiquement un
sous problame ayant le conditionnement le plus réduit est inextricable de sorte a faire prévaloir

V'approche henristique dans la conception d’algorithmes valables numériquement.
Produit de n nombres flotlants.

Considérons le probléme suivant
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P=2x.22...Tn
de multiplier n nombres

T1,22, .- %n € Fﬂ(pv €min- emax)

Pour le résoudre, on peut proposer les récurrences suivantes.

g = T, G = Gk-1-Tk (k:2:n)

P = g,

A cause des erreurs d’arrondi, on obtient des i au lieu des gi (i1 = 1) tels qu'en adoptant le

modele standard

G = 1.2kl +0p1) (B=2:7)

|8k—1] < €

T Lorient au lien de P sa valeur approchée P tel que

P o= PO 4&){L+d20 0+

p(l - 971—1)

It

Cosni i8] € g (1 < k < n), on montre que

(n—1)e

< -1
(- 1)e pour {n—1)e <1

En supposant que les situations de dépassement n’ont pas lieu, on peut alors conclure que
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P approche P avec an plus o=l ulp

Sommation de n nombres.

Considérons le probléme suivant

S=x1+txy+..+In

d’additionner n nombres

—

Iy, Tz, .. dn & F (D, rmin, emax)

Pour le résoudre, on peut proposer les récurrences suivantes.

S = I, Sk=8k41+.’ck(k=2:n)
S = 8,

Er ndoptant le modéle, on obtient au lieu des S, les valeurs approchées S ; telles que

Sl — I, S'k:(Sk_1+Ik)(1+pk_1) (kzZn)

% & |-
S o= S - s

31

Posons

n—i

1+¢ = H{1+Pj): ¢ =0 =
j=k

(n—k)
{Qbi\l < 1—(Tl—k)6

On vérifie alors que
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$ = =, (1+¢)Sk=(1+ Prm1)Sko1 + Tr(14 %) (k=1:7)

Snw (1 +u‘)k) = (1 “+ ¢R)(l + pk—l)! Py = 0

o
l

et

& = Go=x (14 +za(l + )+ o+ el 0] (3.23)

" (n—k+1e
S+ E, !E|SZ%—_H*(;L—_IC—))EIIH
k=1

Par conséquent

15 -8 < tﬁ(lmﬂm Fo e |zal) (3.24)

D’aprés cette analyse, on se permet de conclure que la somme S de n nombres flottants positifs

donne une valeur approchée § telle que

S approche S avec au plus 3 ulp

et ’apres (3.23), on est tenté de dire que lorsqu’il s'agit de nombres positifs, il est plus judicleux

de trier d’abord les nombres de maniére croissante:

I}SCCQS---Sﬂ?n

ot effectuer ensuite la sommation demandée.

Exemple 3.15. Supposons que p = 3, =10et
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z = l,m2= 1072, @3 =3. % 1073, 24 = 4. x 10‘3,
T = 2% 10—3,-7:6 = 10—3
§ = zi+zatr3+TetI5t Te

L’application de l'algorithme précédent en ntilisant addition avec arrondi exact donne

S8t =1.01

Toutefois, en réarrangeant les de sorte que

rn = W< pe o 2 x 1070 < 23 = 3. x 107° < 75 = 4. x 107°

< zp=1l.x107" <xg =1

Papplication de I'algorithme en utiiisant toujours I'addition avec arrondi exact donne S telle

- gque

¥l
|
"y

= 8§ =1.02

Le principe qu'on peut dégager de cet exemple consiste 4 éviter I'addition de deux nombres
de grandeurs sensiblement différentes. Il est plutdt conseillée de sommer d’abord les petits
nombres pour faire un nombre pouvant se Mmesurer aux grands nombres. On s'attend bien sQr

A ce que cette régle ne s'applique pas en général comme le montre 'exemple suivant

Exemple 3.16. p= 3,8 = 10,

£, = 1, z5=1.%x10% z3=—-1.x 104, 23 =-1..

S = x1+optr3zt Ty
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L’application de Palgorithme en utilisant P'addition et soustraction avec arrondi exact donne

S5~ 8= —1.

Dans ce cas ol les rx n'ont pas un méme signe, on préconise de trier les |zx| dans le sens

déecroissant

g} = 11 10 > faaf = | = 104] 2 |azg} = (1> lea] = | = 1

On chilent alors

in
]
W
fl
o

Fhénomene de cancellation,

xpliquons d’emblée qu’on entend par phénomene de cancellation (on dit encore phénomene

de compensation) le probléme de soustraire deux nombres flottants positifs contaminés Aet

A tels que A ~ B. Et ce méme si la soustraction se fait d'une mani¢re exacte. Le mot
o s nninds” signifie que A=Al +0)et B = B(1 + &) approchent deux nombres A et B.

it m Hen de D=A— B,onaura D = A - B et Perreur relative sera

D - D|

‘ jA] + 5]
Dl

- i~ B donc A ~ B qui peut signifier par exemple que A — B =0(e) si bien que 'erreur
\D - Di

=5 < O(1){|A] + |B)

Lesclut pas (plusot attend) une valeur approchée D de D qui est sérieusement imprécise.

Exemple 3.17. p=3, 8= 10, = = 1.65, y = 1.64. On veut calculer

D:$2ﬁy2

SiA=z?et B=y% ona
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A = 2.7225,B = 2.6896

fl(A) = A=272fUB)= B =2.69
donc

D= 820 1072 ot D= fI(A) - fUB) =3 x 107"

et D approche D avec 29 ulp. Au lien de procéder de cette maniére passant par le phénoméne

de cancellation (soustraction de norabres voisins contaminés), il est bien de remarquer gue

D=(z-y)z+y)

1! est clair que z et y sont voisins mais iIs ne sont pas contaminés {D. Goldberg [25] appelle
p g |z0! app

cette situation cancellation bénigne). On a dans ce cas

z—yzl.xm'getm+y:3.29

vien qu’on obtienne IF = O =329 % 1072

Dans la quasi totalitd qos IVIes d’analyse numeérique ot une partie est consactée & Panalyse

.. Perreur et au calcul approché, ou met en garde contre ce phénomene de cancellation et
eommande, dans L construction des algorithmes, d'éviter, autant que faire ce peut. la sous-
-.otion de nombres volsing. 1l ne faut pas surtout comprendre de 14 qu’on recommande de
inimiser le nombre de soustractions dans V'algorithme & concevoir. A titre d’exemple, il est

néme trés déconseillé, dans ta réalisation de la sommation
S=r1+Za+ . T Tn

de n nombres qui sont de signes différents, de procéder comme suit:

1. Déterminer P ={i/z; > 0}
2. Calculer §' =3 cp @
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3. Déterminer N ={i/z; < 0}
4. Caleuler 82 = ¥ ien(—2i)
5. 8=81—§?

Fst ce que le pivotement est nécessaire dans les E.G?

Dans la résolution des systémes linéaires en utlisant les éliminations de Gauss { en abrégé
E.G). on préconise le pivotement {partiel) comme approche menant a des solutions accept-
ablement précises. La réponse définitive & cette question; qui au demeurant reste un sujet
de recherche motivant méme actuellement; sort quelque peu du cadre qu'on s'est fixé dans ce
eravail, Ici, nous voulons juste reproduire 'exemple qu'on trouve dans [30],{46] montrant la

nécessité de recourir au pivotement.

Exemple 3.18. p=3.8= 10. Soit & résoudre Je svstéme linéaire 2 X 2 suivant

1073 -1 T 1
1 1 y 0
T solution exacte est T = ﬂ-ll—o:g, Yy = '“Tiil_n:-'f et

fllz) = —Fl{p) = 0.00 = 107!

~eontre, en applicuant les E.G., on obtient

=108 U=1+10"— fiU)y=1

Le probléme revient done & résoudre le systeme triangulaire

1073 -1 T 1
o 10° Y 108
dons la résolution donne
g=1leti=0
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En appliquant le pivotement, on aura a résoudre le systéme linéaire équivalent

1073 -1 y 1

Les E.G.; cette fois; donnent

[ =103etU=—1-10""— flU)=-1

Le probléme revient donc & résoudre le systeme triangulaire

Sa résolution donne

-1

gl

T =1,

1l est clair que Z et i approchent respectivement x et y avec au plus 0.1 ulp.

3.6 Opérations &lémentaires avec récupération de Perreur.

Les erreurs ' arrondi proviennent done du fait qu'il est impératif de travailler en précision finie.

En appliquant une opération glémentaire (unaire, binaire,...}; disons * et SUppoSOLS qu’elle est

binaire; & deux nombres Hottants

ARV ]Fﬂ(P, Eminy emax)

on obtient un nombre z = x * Yy qul dans la plupart du temps n’est pas flottant

z=x * Y& FS(P; €mins €max)

La seule solution pour réaliser cette opération consiste donc & arrondir le résultat:
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= fl(z)

On vient donc de construire une opération approchée de * que nous notons

® = ¥ (3.25)

et appelons I'opération * avec arrondi exact. On comprend de 14 que les quatres opérations

usuelles avec arrondi exact sont notées :

En tout état de cause, on a:

Tl

2, le] €€l

Les questions qu’on se pose ici s'articulent autour de la calculabilité de I'erreur e. Il est & préciser
que méme si € est représentable, il n'y a aucun espoir 4 améliorer davantage I’approximation
- ~ 3. Seulement, le calcul de l'erreur e comme on le verra plus loin; peut étre exploité a
Jautres £ns. Commencons notre étude par la coustraction — et son homolegue la soustraction

avec arrondi exact €.
Sur la stabilié de "= dans Fg(p. )

Heureusement, il peut se faire dans cont alns cas, bien gue rares, que I'application de la sous-
traction produit des résultats exacts. Sans aucun doute, le résultat le plus cité, au demeurant
le plus exploité, dans cette perspective, est le théoreme de Sterbenz(45] que nous exposons dans

ce qui suit.

Théoréme 3.19 (Théoréme de Sterbenz) Supposens que

2,y € Fa(p,emin,emax) €b (3.26)

f<z<ly
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Alorsz —y € ]Fs(p, €min: 8max)~

Démonstration. Supposons sans perdre en généralité que

0<y<z <2y

on en déduit directement que e{z) = e(y) ou e(y)+ 1. Quitte & effectuer un décalage approprié,

on suppose que e(y) = 0. On remarque que si e(z) = e(y), le résultat est immédiat. Si par

contre e(z) = ey) + 1, on aura

z = 20.T1.--Tp—1 X 8 et Y = Yo.¥1.. Yp-1

de sorte que

soy = (2001 Zpe1 — Oyoyrvp-1)8

i

:().31...Zp_12p,6

Or0<z-—y<y<3 ilvient alors

-y

<1
5]

U< :U':l---:;}-—l:p =

par suite zg = 0 et x — 5 € F{p, emin, Emax -

L'importance {plutét Pélégance) de ce résultat; attribué a Sterbenz|45); réside surtout dans

le fait que la condition posée (3.26) ne dépend ni de la mantisse, ni de Vexposant , ni méme

de la base. Ce qui facilite sa vérification. Parmi les généralisations de ce théoréme, on peut

¢noncer le résultat suivant di a Ferguson|22]

Théoréme 3.20. Suppoesons que

T,y € ]Fﬁ(puemimemax) et

e(z — y) < min(e(z), e(y))
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Alors £ — y € F5(p, €min, €max)-

Démonstration. La démonstration peut étre; & quelques détails prés; calquée sur la démon-

stration du théoréme 2.24. O

On se propose maintenant de présenter une autre version du théoréme 3.19 dans le cas

hinaire ou 3 = 2. Posons

Wi = F5(p. mir- ca) [ ) =275.2 - 26 k=1:(p-1)

On peut alors énoncer le résultat suivant.

Théoréme 3.21. Soient @,y € Fo(p. €min, Emax) t€ls que

JjeZethk=1:(p-1)/ 7,y € P Wi
Alors = — 4 € Fa(p, emin; Emax)-

Pour voir que ce théoréme généralise bien le théoréeme 3.19, observons que Wy est composé

de nombres flottants appartenant a ”5 :’ parmi lesquels, on peut construire

. . 1 3
=0 G -et x=1011.1= -
2 2
e viriiant pas la condition {3.267.
Diémonstration. Supposons qus i = y. Les intervalles "flottants” Wj sont construits de
sorte e Vexposant e(z) de o soit s on efy) + 1. Par ailleurs 1 <z < 2—27F veut dire que

2 =1.0.0x x..%

4 y = 0.1 x ...x, on obtient

z —y = 0.mg. 7p—1

par suite T — ¥y € Falp, €min, Emax)
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Il est bien de remarquer,; enfin; que si en plus de

T,y € Fﬁ(py Emin, emax)a T2y

) ¢ Fﬂ(p_]-aemimemax)

elz) =e(y)+2,on vérifie aisément que T — ¥ ¢ Fa(p, €min, Emax }-
Découpage de la somme.

('onsidérons la somme

s=TTY

e sleus nombres flottants

I, ye ]Fﬁ(pa Emin: emax)

Tn =rrondissant, on obtient

oy

L
=
i

i=il(s)=s5+¢ let < -

wy

Seerve que méme sls € Falp' Ermin. Emax ) avec g/ > p (cas tout a fait possible), errenr
vt comme § appartient & Fa{p.em;n,emax) et mieux encore; comiie oun va e voIr main-
(o1 seut étre déterminée a partir de &, = et y et indéependamment des ceractéristiques de

~ Lacetique en virgule flottante adoptée (mantisse. exposant. précision ).

Theoréme 3.22. Supposons que 5 = Qel x>y >0 Alors

fJ = §—-1x€ ]FQ(P, €mins emax) et
e = 'g -y E F2(p: Crmins Cmax)

Démonstration. Puisquez >y > 0,onaz <8< 2z et puisque § = 2,22 € F(P, €min: €max)
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par suite § < 2z car le contraire aboutirait «u fait qil existe un flottans autre que § = rdf (s)

dans }s, §] qui est 2z. Un argument similairc moentre que § > z. Le théoréme de Sterbenz donne
alors
i =§—z < Fo{p, min, €max)

Par ailleurs un suivi du déroulement de la réalisation de Yopération @ (addition avec arrondi

exact) montre bien que Perreur e € Fa(p, ¢ . fmax).0

Avant d’analyser algorithmiquement ¢ ‘héoreme. considérons d’abord le cas de la soustrac-

tion

de deux nombres flottants positifs

L, Y€ FS(}O-‘ emimemax)

Fu arrondissant, on obtient

Théoréme 3.23. Supposons (ue B=2e z2y=0. Alors si z < 2, e = 0 sinon

g = w—d¢€ Fa{p, Emins Emax) €l

e = ¥ S F?(pa €miny emax)

Démonstration. Le fait que e = 0 st 7 < 24 découle du théoréme de Sterbenz. Sinon, on

vérifie facilement gue

d<z<2d
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L’argumentation donnée dans la preuve du théoréme 2.27 peut &tre appliquée de sorte & montrer

sans peine que

et; en vertue cu théoréme de Sterbenz; que § = z—d € Fa(p, €min, €max). 1)ans ce cas également,

on vérifie que erreur e € Fa(p, emin> €max) [

Les théorsmes 3.22 et 3.23 délivre la méthode & construire pour réaliser le découpage suivant

(z.y) +—— (5¢) (3.28)
i = fls)
r+y = §+¢€

Cette méthode ntilise, en plus de & et ©, des comparaisons.
Découpage de la multiplication.
Jony laouitiplication

T

jer dewe noncores flottants x et , la méthode préconisée consiste a calculer exactement w. Clest
ce quon fait puisque nous considérons des opérations avec arrondi exact. Seulement dans notre
situation, on caleule fl{w) sans détruire w quitte & faire appel & un travail en double précision.

Grace au theoreme 3.18, on déduit aisément gue
ve=w — fl(w) € Fa(p, emin, Crnax )
par suite

TXYy=w=wy TWB Jwr,wn € Fﬁ(pyemin» Emmax) (329)
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De fait, la décomposition (3.29) peut se faire de différentes maniéres a condition de pouvoir
travailler en double précision et d’étre équipé de certains moyens nécessaires comme les arrondis
par exemple. Il importe de remarquer par dela que contrairement au découpage de la somme
(3.28) o il est exigé que 3 = fl(s), dans notre cas on g'intéresse uniqguement 4 la transformation

de x A + et on peut s’en passer d’une telle exigence .

11 est possible de transformer la multiplication w =& X ¥ de deux nombres flottants = et y
A 1.me somme de quatres flottants en évitant le travail en double précision. On suppose dans ce

cas ue la précision p = 2¢ est pair et est connue. On réalise alors les découpages suivants sur

Toe i)
z=rdy(x)+xp ety =rdy{y) +un
da woTte que
woo= iy +wp+wy+ Wy
w, = rdy(z)rdgly), we = rdg(z)yn
wy = wprdy(y). wa = TRYE
~0x Je rhéeordme 3,18, cwq e wn g € F5(0, min; €max)- (0 montre bien que rdy poat fure

o lacke par flg. Cette méthode est inspirée de celle de Dekker[16} qui est plus technique en

< -osant connue, en plus de la précision paire, I'arrondi pair fi, seulement.
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Chapter 4

Méthodes de Correction pour les

Récurrences Linéaires

4.1 Meéthodes usuelles de sommation.

Solent Ty, T9,...,Tn N nombres appartenant au systeme F5(p, €min, €max) (dont la définition

- vrésentée & (2.8) du chapitre 2) et posons
=g ay T EN (4.1)

Capue 4+ est une opératicn comrmutative et associative, on pent envisager différentes fagons

~Jleuler cette somme. lappelons & la lumiére Ju chapitre précédent que si ces méthodes
it mathématiquement écuivalents, il n'en demew pas quelles ne le sont pas du point de
+1e numérique. Dans cette vision, il est important donc d’explorer les différentes méthodes

~saiisant (4.1). Pour ce faire, solent @ et

Ay An A
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une permutation et une partition de {1,2,..., N} respectivement. On peut alors dire que tout

algorithme calculant s de (4.1) a typiquement la forme suivante

= 3

tEA;
s = zm+tazt b

Bien que la complexité des algorithmes soit considérée, nous concentrons notre attention surtout

sur Paspect numérique puisque la précision des résultats constitue l'objet principal autour
P que P p

duquel ce mémoire s’articule. En guise de clarté et sans nuire a la généralité, nous exposons et

étudions deux algorithmes typiques réalisant la sommation (4.1).

4.2 Meéthode récursive pour la sommation.

Pour calculer la somme s donnée par (4.1), Papproche récurrente suivante
81T

3y=g;_1+Ts 122

st naturelle et peut étre implémentée comme suit:
Algorithme 4.1

Cet algorithme calcule s donné par {4.1) via la récurrence (4.2}

— w i
Pouri=2: N

§= 8+ i

Complexité. (N — 1) additions

(4.2)

En fait, nous avons considéré ce probeme a la section 3.5 du chapitre précédent et avons

obtenu comme résultat la formule (3.23) que nous rappelons ici. Nous avions dit que dans le

systéme arithmétique en virgule flottante Fs(p, €mins €max) OO Obtient a la place des s; de {4.2)

les valeurs approchées §; de sorte que
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§ = sy=s+E
B < Z(ﬂ(fﬁ?f‘m
. 1_(1;\1_1 ol 4 o mal ekl
< T——h (21| + 2] + .. + [zw])

En particulier si les z; sont positifs, on obtient lestimation suivante

NE
—s(14+8), 8l< -5
s(1+8), 18IS 37y e

i
[

prouvant une précision acceptable réalisée par la valeur approchée § de s. Dans le cas général,

on constate Uintervention du conditionnement

Z?z] lxil
N, =l

¢ probleme de sommation lors de de I'évaluation de erreur d’arrondi. Pour obtenir une

KRS —

colution avec une honne précision, il st nicewsaire de procéder de maniére A ce que kg soit
Jultiplié par &0 > 1 ()n peut par exemple s proposer de réaliser cet algorithme en double

wacigion. Dans o cos. sl ON SUPPOSE QUE SRS < 1. on en déduit que

Ne
1— (N~ 1)e?

[
i

Sy = s(1 4

Toutefois le traveil en double précision conduit d'un c6té A un algorithme moins rapide que
Jalgorithme 4.1 et de I'autre rend l'algorithme non portable (¢’est-a-dire qu'il dépend de la

machine et de ses cATACTEriStiques).

Avant de clore cette sous section, it importe de noter que la méthode récursive (4.2} de
sommation ainsi considérée est de quelques utilités en pratique. A titre d’exemple &tudions la

méthode d'Euler suivante {voir aussi 1399}



S s

i

Yo
{yg+1=y.+hf(t.;,y,-) (i=0:N-1)

proposée dans le but de résoudre le probléme de Cauchy

y(0) =y, o = flt,y) (t€0,T])

ot f est une fonction de deux variables (t,z) € R, x I suffisamment réguliere. 1l s’ensuit que,
de par la dépendance liant les y; entre eux, la méthode récursive (4.2) se trouve inéluctable.
En pratique, on choisit N de sorte que h = ;{7 = 2™ gsoit une puissance de 2 si bien que la

multiplication hf(t;, i) se réduise & un simple décalge. Etudions brievement l'influence de

lerreur d’arrondi sur le procédé (4.3). On a

1. Une erreur ¢ arrondi p; < p sur le calcul de f{t:. %)

2 Une erreur darrond a; € o sur le calcul de %iq

En conséquernce

w1 = T R{f(ti ) + o) +ai

- hflti, I}i) + hp; + o

Fn supposes: oo est S—Lipschitzienne en y. on obtient
|
max g — il = S(S hlpii + fou)
o 1=0
< S(Tp+ Naj

On peut alors montrer que

max | — yt)l € S(Tp+ Na+CTh)

= STp+STCh+ %1

T2

a
a

|

1

|

1
|
i
:
i
4
L
‘
1
.
s
1
.
B
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AT

. o

ol _“

[

P

Cette majoration dit que les erreurs d’arrondi sur les y; exigent du pas h de la méthode de ne

pas déscendre en dessous d’un seuil hgpe = \/'-g—- .

4.3 Meéthode paralléle pour la sommation.

Pour calculer la somme s donnée par (4.1}, on adopte également I’approche suivante. On
suppose d’abord que N = 2™ quitte 4 tajouter autant de zéros que la situation le demande.

Ensuite, on considére les récurrences

:c? = z; (j=1:N) (4.4)
o = bl (k=1:m,j=1:2""F)
s = zy

qu'on peut implanter via Ialgorithme suivant
Algorithme 4.2.

Clet wlgorithme caleule © en réalisant les récurrences (4.4)

S am—k

Ly T2 - T

Complexité: N-1 additions

On ohserve que cet algorithme ntilise le méme nombre d’opérations (N — 1 additions) que
celui de I'algorithme 4.1. Cependant cet algorithme a 'avantage d’étre plus adapté au traitement
en parallele. En effet, on introduit dans ce contexte la boucle parali¢le ParPour signifiant que

Jes instructions situées au nid de ParPour sont exécutées en parallele. Ainsi la boucle suivante
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ParPour j = 1:2™7F

r; = Tgj-1 T Ty

est 4 ‘urerpréter comme suit: Les z; {2 gauche de Vinstruction) sont calculés simultanément.
En supoosant qu'on dispose de NV — 1 ALU {ou additionneurs) A1, A2, ..., AN-1, chacune des
it retions T = Tgj-1 + Tg; pour j = 1: om—k oot réalisée an niveau du processeur A;. Le
risutros de Paddition zgj—1 + Tg; est cusuite stocké dans z;. De certe facon on peut dire que le
ternps Jexécution de cette boucle parallele est égal 4 une unite de temps 17°{+) pour réaliser
une scdition flottante. Cette explication; inspirée du modéle PRAM (Parallel Random Access
Mackir.e); du parallélisme est & cheval entre la pratique et la théorie et est de fait loin de la
énlite. Pour une rélalisation paralléle pratique, on doit tenir compte de plusieurs parameétres
finhesouts o la technologie) parmi lesquels on peut citer; & titre d’exemple; l'interconnexion
rive o5 processeurs et la mémoire. Pour plus de détails, nous référons le lecteur intéressé aux

Heres ‘21, [14], [15).

. immnjére de ce point, on peul Proposer l'algorithme paralléle suivant

Corichme 4.3,

- -1 orithme est parallele er clenle s en réalisant les ricurrences (3.4). T(+) deésigne le

+ ;uis pour additionner dew ~ombres flottants.

rhE=1mm
PurPour 7 =1: gm—k
Tj = T2j-1 + T2;

omplexité: mT(+), N—-1=2"—1 additionneurs

Avec le progres technologique actuel, ce type d'algorithmes est tout a fait réalisable pourvu

que le nombre de processeurs ne soit pas trop élevé.
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L’analyse de erreur de cet algorithme est similaire & celle menée pour la sommation récur-

sive de la section précédente. En tenant compte des erreurs d’arrondi sous le modele standard,

les récurrences (4.4) deviennent

o= oz =1 (4.5)
= g’\f!;;;_‘l+i§;‘)(1+5jk) (k=1:m,j=1:2""" 18 <2)
i o= o

ol j désigne icl o vileur approchée de y. On a le résultat suivant

Théoréme 4.1. Four tout k=1:mona

ke
1— ke

|k _ k]
W - Ey <

(lzon;] + |zgrjmaf + oo F gk (131D

pour tout j =i 7 En particulier

. flog, Nl
15— 5| < znl+ gyl + -+ 4.6
| < 1—]'log2N]s(l v+ lzv-1] 1)) (4.6)
Démorsters .~ ~ k=1 le théoréme est immeédiat. Sile théoréme est vrai pour k — 1, on
aura
P Ut 3 IY . . :
T T:(—kfl—};“‘:‘f‘-‘*ﬂ el EXTSEPEEY)
o k=Y : \
. _] =~ m“.rjkuﬂ'_jk—]i + L}I‘zp‘cj_zk—l_l% A i‘]:Q*i_l'—l)+1%)
Par aillews. .+ o ormet d'écrire
k B N k=1 k-1l jak—t sk
ii-ji < '$2j—1 — 21—11 R TR "r edjor Ty
. e 1l ke Y
< (1+¢) Igj_lx - Efﬁj_11l +(1+¢) I‘!‘_;j - 1"5_;’ 11

Ay

+€(\I2kj -+ ngl‘“] 4+t 'I:Qk(jv-l)—i-lh
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En utilisant 'hypothése de récurrence on obtient

(k— Dei(l + &)

7 - IH < | TR A E)([Zgns] -+ lzan i+ 4 a4l
ke .
’{‘j&“‘«fzk‘,‘! ey | b [ragongal). 8

En résumé, appelons & ot § les valeurs approchées de la somme s donnée par (4.1) en appli-

quant la méthode récursive (4.2) et la méthode dichotomique (paralléle) (4.4), respectivement.

Or vient de moutrer que

Méthode récursive ({.8) | Méthode paralléle (4.4)

B : - logy N
< [Neksls) |5 — o] < Pl xsls|

Ny
ol kg == %wdz’i désigne le conditionnement du probleme (4.1).

I .-:Mvii

[5— 9

Dans les deux situations, on observe que Uanalyse de U'erreur menée considére le pire des cas
et suppose que sl le conditionnement «g >> 1, on ne peut pas agsurer des résultats approchés
avec de bonnes précisions. 81 par eontre kg est comparable 2 1 { c'est le cas lorsque les z;

sont positifs), U'analyse de erreur menée montre que la méthode parallele donne un résultat

relativement précis.

Il a été établi que, dans la classe des algorithmes calculant s sans recourir 4 aucune opérétion
élémentaire autre que -+ et n’utilisant que (V1) additions, la méthode paralléle est ’algorithme
le plus optitnal dhang brosens sndvant, Au pire des eas, la méthode parallele fournit une valeur
approchée plus précize de s LD Dans ce contexte il est bien de rappeler la remarque faite
par Wilkdnson|49] dizint que Panalvse de Perrenr théorique péche en général par un excés de

pessimisme et conduit & des facteurs multiplicatifs exagérés par rapport a la réalité.

4.4 Meéthodes de compensation.

Les méthodes de compnsations ont aré déconvert indépendemment par de nombreux auteurs

dans les annécs 70 ot oot powr bt amcliorer la précision <de la valeur approchée de la somme
1 I PP
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s au prix d'un coiit algorithmique plus cleve (411, [39],, [34],07],(21),... Malgré le caractére
classique de cette méthode, clles ent connu récemment un regain d’attention surtout aprés les
travaux de syntheses de Higham[28],[30]. Nous tentons d’expliquer ces méthodes a partir d'un
formalisme mathématique clair. Pour ce faire, faisons appel 4 'addition flottante composée

(3.28) introduite au chapitre précédent:

wiby - (e +y),e)

signifiant que nom seulement fl;{x + y) est calculé mais également 'erreur e en utilisant
I'approche suggérée dans les théorémes 3.22 et 3.23. Cette opération peut étre réalisée via

la procédure suivante suivante:

Procédure PFC(données: x,y; résultats: z,e)

1_ I S & i

2. s fr) = |y| adors

e=yh—y

3
4
5. 5101
6 th=2z-vy
7

¢ aho-a

Cette procédure réalise addition Hottante composée. C’est-a~dire qu’elle réalise la décom-

position suivante:

t=zte le| Lelz

Appliquons cette opération & la récurrence (4.2)

qui dans le systéme des nombres en virgule flottante avec cette addition composée devient

{_-.-\,,_;;11 eyl
Si=fla(do4a; ), e 122

=1

=1



avec
lei] < eldi} (4.7)

L’idée consiste alors 4 caleuler Ia somue des crreurs
Fe=epteg+- - +en

Si par exemple l'algorithime 4.1 est appliqué, on obtient au lieu de F sa valeur approchée F tel

que

| AT ‘{A Fi
R S i L

en]

En utilisant (4.7} on obtient

) N
e - & g Lol
I B Y]
52 2
sy roptel b el

En utilisant le principe disant que les estimations a priori qu'on obtient péchent en général par

un exces de pessimisine et sont toujours supérieurs des bornes réelles et en utilisant le fajt que

ENE o )
l E_I_V - EZJVJ - O(E.})

on peut se permettre comme dans Golub et Van Loan{26) de prétendre que
P F) < N2z | + - + |zw]) (4.8)

Ces estimations nous wotivent & proposer, dans ce qui suit, la méthode typique de compen-

sation:
Algorithme 4.4.
Cet alyorithine calewle s doned par (4.1) via la récurrence (4.2)

1. 8= I

2. Pour i =2: N



3 PEC( s, 0i78, ;)
4 F=e

5. Pour i =3 : N

6 F=F.ie

7 sz 85— F

Complexité. (4N - 1) 4+ et (N - 1) comparaisons

Dans le systeme des nombres en virgule flottante, on a, au lieu de la somme des erreurs F
formée 4 partir des lignes 4, 5 ct 6, sa valeur approchée F vérifiant la majoration (4.8). On a
également une valeur approchée § de s aprés exécution des lignes 1-3 qui d’aprés la section 1
vérifie

el el 4t o)

el =

T

et une autre valeur approchée qu'on note $.orrige de 5 obtenue aprés exécution de la ligne 7. 11

est tout & fait clair que
Seornige = (§— F)(1+8), 8] <e (4.9)
Bien entendu, on souhaite que Seopige soit plus proche que § de s.
Théoréme 4.2: Supposons que
N kg <1 (4.10)
Alors

eomiee 8] < (26 4 &%)]s

Démonstration. Uu a en fait pour chaque i = 22 N, les valeurs approchées 3;, 8 de s tels

que
5 = 8i—1 + I

et
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mall wll el =

Par conséquent
Ge=(x o)+ (e + )
et

§egp F

IV en découle quee

gvulrigt’! —s = 8- }:1)(1 +6) — 5(1 + 6) +bs
= (F-F)Y1+38) +4s

par suite

~slg el g

&

+els

Soorrt

= (24 52){3!.{3

Ce théoréme affirme que si la condition {4.10) est satisfaite, ’algorithme 4.4 délivre une valeur

approchée 3 de la somme s telle que
Cooslle ) ) o] € 20 €2

Supposeons que = = 27N 9 G e roblame de somimation est si mal conditionné que
| ) [

kg = 250 Alors la condition (4.10) est satisfaite puisque, dans ce cas de figure, on a

E.'."\IZH,S < 1

Cet exemple montre aue la condition (1.10) vxigée par le théordme 4.2 est, en pratique, tout a

fait ralsonnakie.

Pour convainere davantage, précisons que le formalisme ainsi présenté est essentiellement
fondé sur idée de récupérer les erreurs aprés chaque addition élémentaire et ensuite sommer
ces erreurs de maniére & obtenir une valeur comparable a la somme approchée obtenue si bien

qu'en la rajoutant on obtient une amdclioration! Ou en déduit de suite que cette approche recéle

=
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d’autres performances dépendant de la facon de réaliser la somme des erreurs
Jo o= 2y - s e +- eN

En effet, si au lieu de la méthode récursive utilisée dans l'algorithme 4.4, on calcule F via la

méthode dichotomique {paralléle) (4.4), Vestimation (4.8) devient dans ce cas

P B < dHlog? Nl + - + |oa) (4.11)

et ce en utilisant la majoration (4.6) issue de 'analyse de 'erreur de la méthode parallele. Dans

ce cas, il suffit de modifier les lignes 4-6 de 'algorithme 4.4 et les remplacer par les instructions

réalisant les récurrences (4.4). On propose alors Palgorithme suivant:

Algorithme 4.5,

Cet wlgorithme caleule s donné par (4.1) via la récurrence (4.4)

1. & 50

&2

Pour 1==2 N

@

PFC( s, 28, ¢)

4. Pour k+~=1:m

5. Pour j = 1: 2" %
6 e; = ezj—1t+ €n;
7. F = eN

8. s=s— F

Complexité, (4N —5) + et (N - 1} comparaisons

L’analyse de Derrenr de cet algorithme pent se faire d’une maniére similaire & celle du

théoréme 4.2. Omn énonce le résultat suivant,.

Corollaire 4.3 Supposons que

(oo™ Noe =0 | (4.12)



Alors

|-§(-nr1‘ig(’ - 5[ S (25 + 52)@'
oWl 8corrige est la valeur approchée de s obtenue par V'algorithme 4.5. I

La condition (4.12) est évidernment plus raisonnable que (4.10) puisque log N << N. Sup-
posons que ¢ = 27" kg = 10¥ {’est-d-dire que le probleme de sommation (4.1) est trés mal
conditionné) et N < 22, Alors ln condition (4.12) est satisfaite. Fort de ce constat et des
avantages du parallélisme, nous préconisons alors d'utiliser la méthode paralléle (4.4) dans le

calcul de la somme des erreurs.

A partir de cette étude, il devient clair que 'idée consiste 4 calculer la somme des erreurs
d'une maniére efficace. It en découle done que U'approche présentée peut 2tre vue comme
itérative cn appliquant la méthode de compensation au calcul de la somme des erreurs. Ce

schéma itératil donne lien awx algorithmes de distillation {34).

4.5 Amélioration itérative et produit scalaire

De fait, la méthode de compensation pour calculer la somme s donnée par (4.1) est, dans la

littérature, réaliséo via Palgorithme suivant (voir [28],[30])
Algorithme 4.6.
Méthode de Compensation

l.s=0;e~=1

2. Pour iy .1

3. Loy,

4. Yoy A

d. s = temp -+ y

6. e=(temp—s) +y
Complexité: 4N ()
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On observe que cet algorithme, n'utilisant pas les comparaisons, est moins colteux que les
algorithmes 4.4 et 4.5 proposés dans la section précédente. Néanmoins la détermination exacte
de Perreur commise dans Paddition 1'est pas garantie si blen qu'on s'attendrait & une contre-
performance en maticre de la précision de la valeur approchée du résultat s. 1l est & noter
quand-méme que le résultat suivant établi notamment par Knuth{35] entre autres (voir aussi

[41]) est le fait motivant de sugérer cet algorithme,
Théoréme 4.4. Appelons 5 la valenr approchée de s obtenue par I'algorithme 6. Alors

-

(11 eyl fon] < 26 4 O{Ne&*

N,
s
3

=i

En particulier

5 — 5] < (e + O(Ne))rs|s]

Démonstration. La démonstration est trop technique. On référe le lecteur intéressé i (35]

et [25].0

La majoration obtenue par ce théoréme est certes plus intéressante que celies obtenues par
la méthode récursive et la méthode paralléle et encourage a penser que l'algorithme 4.6 est
numériquement plus stable que les algorithmes 4.1 et 4.2. Cependant on voit dans ces trois
algorithmes 4.1, 4.2 et 4.6, le conditionnement g est omniprésent et est visiblement inévitable.
De ce fait ces algorithmes ne sont intéressants que si le probleme de calculer (4.1) est bien
conditionné. (Vest-a-dire que kg est comparable a 1. Par exemple lorsque les x; sont positifs.
On conclut alors que les algorithimes 4.4 ¢t 5.5, ponvant étre appliqués méme aux problémes mal
conditionnés, sont du point de vue numérique nettement pius performants que les algorithmes

4.1, 4.2 et 4.6.

En cherchant 4 trouver les urigines conduisant aux méthodes de compensation propostes
dans la littérature, on est tenté de penser que 'idée se base sur le calcul méme approché de
erreur commise dans la réalisation de Paddition. Nous allons ici explorer ici une autre idée
qui & notre avis n’est pas considérée jusque la. Il s’agit de I’approche de 'amélioration itérative

que nous allons aborder au chapitre suivant. L'idée découle de la formalisation en termes de
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matrices de la méthode récursive (4.2). Plus précisement, les récurrences (4.2) peuvent étre

vues comme la méthode classique de résolution du systéme bidiagonal suivant

! 4] o ... 0 - -
.‘51“ &Iy
-] 1 0 -9
89 ]
(} -1 i =
0
LSN TN
L(J S | St

L’idée que nous proposons consiste 4 appliquer 'approche de Pamélioration itérative 4 ce sys-

téme. Ceci nous améne 4 considérer 'algorithme suivant :
Algorithme 4.7
Calcul de 5 par amélioration itérative

1. Sg = U; £p = 0

2. Pouri=1:N

3. 8y =om—q g

4. gi = 5 — i

D, €; = -1 1 (_r';z‘ - 'Jf,j)
0. S N b o

Complexité: HN(H)

A premidre vue, vet algorithrue est coittenx en utilisant 5N additions au lieu de 4N et
est présenté de fagon a linscrire dans un autre cadre. Heureusement, il se trouve que cet
algorithme peut &tre optimisé et transformé a P'algorithme 4.6. Proctdons 4 la démonstration

de cette observation.

Remarquons d’abord que a ligne 6 peut étre omise et la ligne 3 peut &tre remplacée par les

affectations

N P B s '}

84
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Ensuite les lignes 4-3 peuvent étre remplacées par Paffectation
i = e, k(80— sio)
On obtient alors la version medifice suivante qui est équivalente & 'algorithme 4.6.
Algorithme 4.8,
Version modifiée de ["Algorithmie 4.7,

1. s5g=0;¢e5 =0

2. Pouri=1:%

3. Wi =T b e

4. 8 = §i-1 T Ui

5. ei=ei_1+ (85— si-1)

Complexité: 4N{(£)

En conclusion, on peut qualifier la méthode de 'amélioration itérative ainsi décrite parmi
les méthodes de compensation. Nous allons exploiter cette idée dans la section prochaine pour
proposer des algorithmes numériques pour les récurrences linéaires. Auparavant, il importe de
remarquer que les méthodes de compensation étudiées et présentées dans ce chapitre peuvent

atre appliquées au calcul du produit scalaire

A T (4-13)

= v+ Uply

qui constitue une opération clé dans le calcul des matrices puisque les opérations matricielles
comme le produit de deux matrices les décomposition LU, de Gram-Schmidt... sont toutes
générées par le produit scalaire. Il est donc trés important de calculer d’une maniére précise

Vopération (4.13).

Pour ce faire, Uidée est faire »ppel 4 la méthode de Dekker[16] présentée au chapitre précé-

dent et qui consiste A transforiner la multiplication en une addition. Pour simplifier, on suppose
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que la machine réalise exactement la multiplication 4 » b de deux nombres flottants a et b de

sorte que la décomposition suivante soit possible

axb=f+q fllaxb)=7Ff (4.14)
Exemple 2.1, # =10, p= 4, e =bh = 9999 Ona

¢ = 99.980001

= 9.9980001 x 10

= f+aq

on

9998 x 10 et g = 1070
Cet exemple illustze le fait que lo prodait a x b de
Ty t o« F.‘i (7’~ Ciming “mux)

contient au plus 2p chiffres significatifs si bien que la décomposition flottante (4.14) soit toujours

valable.

Ceci étant, réalisons la décomposition flottante de chaque terme uyvy du produit scalaire

(4.13) et écrivons

wvy = fe +ox [/ fllueve) = fi

1l en découle que le produit scalaire (4.13) devient
e Nkt fntin (415)

(Yest-a-dire un simple probléme de somnmation de 2n nombres flottants. En conséquence le tout

revient & appliquer les méthodes de compensation notamment les algorithmes 4.4 et 4.5 afin

30
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d’obtenir une valeur approximative précise. Notons par

le conditionnement, du probléme de caleuler (4.13). On peut alors affirmer que si
(1 +logn)h,, < 1 (4.16)

et la sommation (4.15) est caleulé via Palgorithme 4.5, on obtient a la place de ¢ sa valeur

approchée & tel que

6 —c| < (2 + %)l
Corolluireiment & co résultat, on dodimt aussitol que si le conditionnerment

o Pk By
Bpm 0 AKX S
1,5;C55 #0 |Ct'j|

du produit ¢ = A.B de deux matrices A € R™*™ et B € R™" vérifie

1+ log ) hpm < 1

alors de caleut de ¢ via Paduorithoe 1.5 donne la matrice approchée C vérifiant

(Vi=1l:m,y=1:n) |Cy—Cyl < (2 + ¥4 0y

4.6 Calcul précis des récurrences linéaires

Nous considtrons dac cotte sectien 1o problome de caleuler les réeurrences linéaires du type

sulvant

Ipmap X s+ by k=1:N (417)

ol zp et les a et by (k== 1 : N) sont donnés et appartiennent & Fa(p, emin, €max). 11 s'agit

d'un probléme simple anquel, du poioy de vae algorithmique, on peut peut proposer différentes
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méthodes. La plus directe st bien stir Papproche séquentielle.
Algorithme 4.9.
Calcul direct des z, donnés par (4.7)

1. zg=2
2. Pour k—=1: N
3. Thooe > L by

Complexitc: N (x) et N (1]

On peut également citer la méthode de réduction cyclique qui repose sur l'observation que

mopm (uonnnt)Baee ) T aakbak—1 + bak (4.18)
N
S R (2 SR P I ol ST R B )

On suppose ici que N = 2™ est une puissance de 2 et par récurrence que le probléme des
récurrences (4.7) soit réglé pour % — 2m=1 de sorte que les zg; soient de cette fagon délivrés. Les
Zop41 SONt ensuite obtenus par un calcul direct. Cette approche utilisée dans plusieurs contextes,
entre autres la réalisation de U'addition binaire, a un avantage sur la méthode séquentielle
(Algorithme 4.9) si elle st réalisée en paralléle. En effet appelons M A le temps pour réaliser
Paceumulation « = o | o = & et T(m) 1o temps utilisé pour réaliser en paralléle (4.18). On voit

tout de suite que si loa 2y, sont daja ealeulés alors les

-

S R (O T ) TR S S bog1; k=1 j‘2'

sont caleulés en paralléle en utilisant 18 A el 211 processeurs (accumulateurs). Les zgp sont

caleulés dune mamiére reenrrence cn atilisant done une terups de caleul parallele qui vaut

by
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T{rm — 1). On aura alors
Tim) = Tim-1)+1
mMA

(log NYM A
St P{m) désigne le nombre de processcurs utilisés a cet effet, on aura de méme

D) Pl - 1) 4 27!
e

™~
> 217 = N — | processeurs

—

i=1

Toujours dans le méme cadre algorithnique, il est important d’observer que (4.17} revient a
un simple probléme de résolution d'un systéme bidiagonal inférieur si bien que les méthodes
de résolution des systémes triangulaires puissent étre appliquées dans notre situation. Ainsi
I'algorithme 4.9 peut étre vu comme la méthode des éliminations successives. D*une maniére
plus formelle, on s’apergoit aiséuent gue le probléme de réaliser (4.17) est équivalent au systéme

bidiagonal (st -+ 1) % v+ + 1) suivant

1 0 () (]1 - -
20 1 by ]
Ly ! {) {]
. z1 by
0 TR R =1 . (4.19)
( .
TN N
| 0 0 —a, 1 . - L N

Dans [30}, [29], Highaw a mené une étude de synthése des méthodes de résolution des systémes
triangulaires et a analyser Ueffet de la propagation des erreurs d’arrondi de chacune de ces
méthodes (voir aussi [43]). Parnn les éthodes déerites, on constate en particulier la méthode
des éliminations successives et la méthode parallele "fan-in". Concernant T'analyse de l'erreur,
on peut conclure que si & désigne la valeur approchée de la solution = du systéme triangulaire

inférieur



obtenue via la maethode parallele "fan-in" alors

- Ll oo < duell [LILTZIL Y] oo +Ofe®)

On peut également exprimer les récurrences (4.17) comme produit d’'un nombre fini des
matrices du type 2 x 2 qui pour un numéricien représente une importante formulation {voir

(30]). En effet, on a le résultat suivant dont la preuve découle d’une récurrence immédiate.

Théoréme 4.5. OUn

1 LU Lo 10| /1
(~ - . ( ) (4.20)
23 b; aj bj1 a1 b a -

-a

Cette formulation nous permet de construire le conditionnement du probléme (4.17) en pertur-

bant quelque peu les données, En posant

_ l Lo
'.J
\_ b_j (Lj

on peut observer que le conditionnement k. vérifie

MMl -+ M (o)) oo
Fopg =+ TAX

N [[MG My M (Lo

=

Ainsi si 2 désigne la valeur approchice de = en utilisant la méthode de réduction cyclique (4.18),
on montre que

2=z — o [ eyl € (log Newplzsl (V5 =1: N)
1l suffit pour cela 'utiliser jes méthodes standards notamment i lemme 4.7 présenté dans [30,

p.81]. De méme =i & déwipne Ja valeur approchiée de 2 en utilisant la méthode directe, on montre

e

Do Nerglzl (Vi 1 N) (4.21)
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Comme Vobjet est de développer des méthodes de correction, notre quéte consiste alors de
déterminer; ne serait ce que approximativement; les erreurs e; définies par (4.21) et les rajouter
ensuite aux %; en vue d'obtenir une amélioration. Pour ce faire, on remarque que si 'on
applique la méthode directe

i RjT o) + fJJ' =T

o r; est Perreur provenu din cilent dea; gy o bj. On en déduit directement que
€; = ajej.q + Ty

Malheureusement on ne peut pas déterminer dune maniére exacte Yerreur r;. On ne peut
obtenir qwune valeur approximative 7 telle gue ry == #;+0{e*) et ce en utilisant V'addition
flottante composoe of Lo trsnsfornmation {4 14) «le % & +. Par conséquent, on ne peut pas
caleuler exactement Jea o of o niavous dans un premier temps que des valeurs approchées
é; telles que

Ch e dgei—) =7y

Puisque ep = 0, vy == 7#;4+0(e?) on vérifie {(avec une constante multiplicative plus grande) que

e 85+ O(67) (4.23)

L'J

D’autre part, Papplication parallele e la méthode de réduction cyclique aux récurrences (4.22)

donne des valeurs approchées €; de é; telles que

6 — &) < (log N)ern|é]

< {log Nexrnle;] + 0{e%)



en utilisant (4.23). par constquent

ey — sl < 1e5 — &5l e — &
< {log Nesple;| 4+ O3 + 0D
< (log N)2erl)|z) + O() + O(e?)

Enfin Jes valeurs approchées 3 de z; obtenues en appliquant la méthode de réduction cyclique

sont alors corrigées ou done wmdliories par les & telles que

SLERES

D’apres (4.21)

On en déduit aussitol gne

Ly sl szl O (4.24)

On vient d’exposer une méthode parallele réalisant les récurrences (4.17) en utilisant N

processeurs ot

(N 4+ log N) MA

Lavantage par rapport o satees alporithimes plus performants du point de vue complexité
Gest quoe; moyenins oo soidiions Foinonnnbies similaires a (4.12); notre méthode délivre des

valeurs approchoe. -, censointionlelios gue

¢

125 = 2

< 26\:_?'[

Le probiéme des récurrences linéaires est d'un intérét pratique et théorique indéniable.
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Parmi les applications, on peuf citer par exemple le probléme de Pévaluation d’un polynéme

P(Jf‘) = @y a9l + -+ GNZN_I
en un point r. Le conditionnement de ce probléme est
‘”‘1‘\77 bolegx| 4 e I laNfﬁ'N_lL
: loy boayw 1 4 aye¥ol

Lo schéma ce THorner
(@ i-wlog vorfazt o F zlan—1 + @lan)) )))

est sans doute la méthode qui prévaat le plus dans ce cas et qu'on peut expliquer en termes de

récurrences linéaires comune suit:
Ry RNy My S ANy XU

et P(x) = wy_1. La méthode parailéle présentée peut étre donc appliquée au schéma de Horner

pour donner une valeur approchée P de P(z) telle que

Py Py < sl Pl O (4.25)

In ce gui concvine danaithode parallele proposée, on observe gue le caractére parallele
intervient lors de Ly détenmination des erreurs (4.23) et que les z; sont calculés d’'une maniére
séquentielle. 1l s’agit plutat d'un algorithine "séquentiel-paratléle” plus que d'un algorithme
paralléle. Un algorithrue paralicle "our" conierait Olog N) optrations. Nous terminons en

expliquant pourquoi Iapproche ¢ correction n'est pas applicable & ce type d’algorithmes.

Considérons d’abord le probléme de caleuler la version perturbée

Sad @y b EN (426)

i
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du probléme de calculer (4.1) on

JTp — 1| < €

ot supposons que Paleoichine deomnnation estorealist sans aucune erreur d’arrondi. Clest-a-
dire que Perreur finale cst Ggale 4 0 ot le résultat est 5. Malheureusement, en la comparant a la
solution & s on constate guo

R e (4.27)

Pour comprendre la méthode paralléle pure appliquée & (4.17), il est bien de formuler polyndmi-

alement les récurrences linéaires e la fagon suivante
Yq == Iy A syeee i a_-,;b_-,.' + bj+1

La méthode paralléle consiste alors a caleuler d’abord tous les termes a;--- agbe en parallele
ot Thaliser en suite la sommation obtenue en paralléle a Vinstar de (4.4). Néanmoins on ob-
tient un probléme perturbé de sommation qui a cause de Vobservation et la conclusion (4.27),

I'application de la méthode de correction (et méme exacte!) importe peu.

On conelnt que. =i Pon tient compte dans la métrique de la performance des algorithmes
numeériques de Peifet des erreurs darrondi, la méthode paralléle proposée ici est la plus perfor-

mante.
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Chapter 5

Méthode de I’Ameélioration Itérative

D'une maniére informelle, on entend par méthode de correction tout procédé permettant de
déterminer au mieux les erreurs dune certaine méthode provoquées par les arrondis et les
rajouter ensuite anx résultats approchés. De cette facon on souhaite obtenir une améliora’;ion.
A la lumidre de cette définition, on observe que toute méthode de correction est une méthode
itérative et on est tenté de croire que linverse est encore vraic. Hélas, une méthode itérative

basée sur la construction duns arntion
sy donue, ay, o Plegan)

peut théoriquernent converger vers e solution @ mais munériquernent se transforme a une suite
stationnaire de sorte que la méthode ne pulsse pas améliorer la solution approchée obtenue.

Considérons 4 titre d’exemple la suite suivante (voir 130)

) I
foowy =y | ;!E

. 2 . . .
qui converge vers - Comme z,, /" Foxoet ;37 ., 0, on en déduit que cette suite est numeérique-

. . . . - 1
ment stationnaire puisque si la valeur approchée T,,1 de Tn 1 est > 1 et ;7 <€, on aura
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Dans ce chapitre nous obordons eot aspect em considérant, d'un c6té la méthode de 'amélioration
itérative et de 'autre la méthode de Newion-Raphson en montrant qu'une démarche de correc-

tion informelle conduit souvent A la méthode de Newton-Raphson.

5.1 Meéthode de correction et méthode de Newton-Raphson

Typiguement, une méthode de correction suppose 'existence d’une méthode réalisant un prob-
leme numérique. Pour simplifier, Supposons que notre probléme consiste & déterminer un

nombre réel o tel que

fla) =y

oit [ désigue une forietion reelle de classe O A canse des erreurs d’arrondi, la méthode ne
donne qunme valeur approche ode . D aprés Pesprit de I’approche de correction on est amené

4 déterminer dans o esune i prostbile Perrenr
G — G (5.1)

Une idée repose sur le théordme des accroissements finis qui permet d’affirmer qu'il existe
¢ € (a,a) tel que
flay - flay - file){a—a)

s1 bien que

oy @)

f'le)

Toutefois ¢ est inconnu et donc, on ne peut pas évaluer f' en ¢. Pour pallier & cet obstacle, il

st raisonnable de supposer que ¢ ©- dpar suite on obtient au lieu de e sa valeur approchée

v o)

S

On corrige alors 4 en posanl

‘Lrurrigl‘! == "" f’({j‘,)

oy fla) (5.2)

96
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On s'apercoit qu’on a corrigé a via la méthode de Newton. En effet la méthode de Newton

appliquée & ’équation

flry—y = )

repose sur la suite récurrente sulvanto

flzn) —y

xrg donné, €41 = Tn — 55— (5.3)

f(@n)

Autrement dit Z,4; corrige @,. On conclut alors que la méthode de Newton est une méthode

de correction.

Considérons le probiére de caleuler Pinverse A~ d’une matrice réguliére A du type nxn. 1}

st connu que la méthode de Newton pour ealenler cet inverse repose sur les itérations suivantes
Ao C WY donnee, Xy = 2Xg — XpAX (5.4)

Nous allons montrer qu’une démarche de correction peut mener a la méme formule. Supposons
que nous disposons d'une mothode permettant de caleuler Vinverse J = A7) de A et que; &

cause des erreurs d’arrondi; on wlobticnt gu'une solution approchée J telle que
ATV g =T+ Ofe)

Comme précisé précédemment, la cible dans les méthodes de correction consiste & déterminer

l’erreur

= AT

qu'on peut éerire cneore

Gd, )0, - AJ)

(1, — AJ) == AE = Ole)

Y7



de sorte que

B J(Ia— AJY + Ofe?)
J = JAT + O(?)

Par conséquent. ou ne peut déterminer qu'une valeur approchée
B J - JAJ
de E et enfin ./ est corrigie de la fagon suivante
-jrnrrige" = J+ E
= 2J - JAJ

qui est identique & litération de Newton (5.4). La encore, on renforce la thése qui dit que la

méthade de Newton est une méthode de correction.

On observe ici que

J(:nrrigé = j + E (5.5)
+ E

Bien que cette analyse indique une amelioration dans la correction, il est a signaler toutefois
qu'il est supposé que le produit matriciel JAJ est calculé exactement; ¢’est-a-dire sans erreurs
d’arrondi; et par couséquent 'analyse est a appuyer par des hypothéses supplémentaires. Clest

ce que nous allons discuter plus loln.

g%
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5.2 Meéthode de 'amélioration itérative

Nous considérons ici le probléme de résolution d'un systéme linéaire
Ax = b (5.6)

ot A € RO cat unie teslrice recliore du type oot b @ R un vecteur d’ordre n. Pour
résoudre ce systéme linéaire; ¢est-i-dire déterminer le vecteur © € R™ vérifiant 'équation (5.6),
on connait de nombreuses méthodes directes. La plus fameuse d'entre elles est sans doute la
méthode de Gauss avec Pivot ou bien, d’une maniére équivalente, la factorisation PLU. On
peut présenter cette méthode de différentes fagons parmi lesquelles Pécriture de A sous la forme

sulvante

AU (5.7)

ot P € R™ " est une matrice de permutation, £ € R**™ est une matrice triangulaire inférieure
avec Ly = 1 et U € R™ ™ est une matrice triangulaire supérieure réguliere. A l'aide de cette
factorisation, la résolution du systéme (5.6) devient immédiate. En effet, il suffit de procéder

comme suit

1. Resondre le systéme triangulaire
L= T
2. Résoudre le systéme triangulaire
Uz =y

Il est bien connu que la résolution du systéme linéaire (5.6) en utilisant la méthode de Gauss

avec Pivot demande
) 3
Tl

0 + O(n?') = O(n%)

opérations flottantes, Concernant Panalyse de lerreur, on sait que; a cause des erreurs d’arrondi;

0y
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la méthode ne donne an'une valeur approchice @ ¢ B™ du veeteur solution z de (5.6) tel que
(AL AAVF = b |AA| < epe PILLU| (5.8)

ot L et U sont respectivement los valeurs approchées de L et U/, Dans ces estimations, on
suppose pour des questions de commodité et sans perdre en généralité que VLU o= | L)) et
P = I,. Ceci ¢iant, ou déduit directement de 'analyse backward (5.8) I'estimation forward
suivante

e — 2| < enelATHLLUL 2] (5.9)

oll ¢, est une constante ne dépendant que polyndmialement de n. Notre objectif consiste &

améliorer la précision de la solution approchée &. Pour cela, on procéde comme suit.

FEtape 1: On calcule d"abord
d="5- Al

Le nombre d’opérations pour réaliser cetie étape est: n? opérations. Appelons d la valeur

approchée de d. Si s ealeuls sout effectués en double précision, on aura

2

A T {.}{3-_ J
5%ils sont réaliscs o sunple proceion, o o
ol - d} < ne(lb] + [A]Z])

Etape 2 © On résoud Lo systéoe hneaire

en exploitant la factorisation LU {dé&ja réalisée) de A, Le nombre d’opérations exigé par cette
étape est également n? opérations. Appelons # la valeur approchée de r. En double précision,

on a

3
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et en simple precision cocstliens Uaorts o majotation (0.4

A UL

[ fi Ly {]E.‘T‘i

< e ATHLLIULIATY )

| AL

Ul lA~ ALz — & + O(e?)

el

Etape § : Ou corrige & connne suit:

En double précision, on a

Il O(Ez)
= &+ AN+ 0
o Bk ATM R O(ER)
o OfED

et en simple pracision, on i

Cae e ATYA = d) 4+ Ol
Par conséquent

Gl s nel AT+ TALIED + O(e®)

S ALle) O

el

e e AT AL 1 O (5.10)

On vient d’expoter la méshode de Pamélioration itérative en double précision et en simple préci-
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sion. En double précision, on déduit ¢ue la méthode est numériquement stable en composantes
et

L] < e

|+ O (5.11)

En simple précision, la correction & vérifie (4.10) et prouve que la méthode assure une stabilité

numérique forward on colpuosantes.

L’amélioration itérative est done une méthode nécessaire puisque d’un coté elle demande
2n2+0O(n) opérations seulement qui est réduit par rapport au nombre total de IL§+O('rr.2) requis
par la méthode de Gauss; cest d’zilleurs la raison pour laquelle on a toléré la réalisation en
double précision, si nécessaire, de Pamdélioration itérative. De lautre coté, la méthode de
Pamélioration itérative assure la stabilité numérique forward (5.10) si elle est réalisée en simple
précision et une stabilivd nundrigne qursisidéale (5.11) si elle est réalisée en double précision.
Il est bien de sipnale que conte stabilite mamcrique est assurée a condition que la constante
multiplicative dissinulée dans O(e%) dans (5.10) et (5.11) ne soit éxagérément grande. En
conclusion la méthode de Pamélioration itérative est tres importante, & telle enseigne qu'on

recommande son enseignement en graduation.

Avant de clore ce paragraphe, il importe de mentionner qu’il existe une bibliographie (an-
cienne et récente) abondante sur Papproche de 'amélioration itérative exposée en premier par
Wilkinson(voir {49], [50]). L’amélioration itérative appliquée aux moindres carrée est étudiée
dans [5], [6] {voir [26]). L’analyse mencée ici sest inspirée de [33], [44] (voir aussi [30]). Dans [27],
Higham a montré que l'application de Pamélioration itérative dans le cas de la décomposition

QR de la matrice conduit également i la stabilité nurnérique (voir [30]).

5.3 Meéthodes de correction pour les systémes Toeplitz

Nous considérons; comme dans L zection pricedente; le probléme de résolution des systémes

linéaires du type
Ma==6b (5.12)

P02
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oft cette fois ol A @ B ost une matrice de Toeplitz: c'est-a-dire que

0 ] e Tl W
S ™ ™
M o S o AT T2
r
TP B He S Ty

L’objet principal est de proposer des méthodes de correction pour améliorer les solutions ap-
prochées du systéme lincaire (5.12}; avee M Toeplitz; obtenues par une certaine méthode. Afin
de suggérer des méthiodes de correction qui sont en adéquation avee le caractére spécial des ma-
trices Toeplitz, nous jugeons utile de commencer, en guise de rappel, par étudier ces matrices

du point de vue algébrique, alporithmique et numeérique.

Supposons que

12 -1
Mo b2l 2
-1 2 1
Alors
62 5ob ook
MAc Loy 2 M =1 L0
R R

On en déduit que si la somme de denx matrices Toeplitz est une matrice Toeplitz, il n’en est pas
de méme pour la multiplication de deux matrices Toeplitz ou Pinverse d’une matrice Toeplitz

régubiere. 11 cxiste honreaseient v e approptie dans lequel oz peat voir que ces opérations

sont stables. Avant de construire co cadre rappelons, pour des raisons qui vont 8tre apparentes

aprés, quelques aspects nunérinues o 1n transformation discréte de Fourier et des matrices

circulantes.
Transformation Discréte de Fourter cf FET .

On entend par transformation discréte de Fourier (TDF) le produit matrice-vecteur y = Fox
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on

gl .
Fryo= (o745 Tk j=0:in—1) (1% = —1)

La FFT (Fast Fourier Transform), ¢’est-a-dire la transformation rapide de Fourier, est une
approche permettant de calculer iy cu utilisant juste O(nlogn) opérations. Ce qui constitue en

complexité une rodaeton fees nportante,

Théoréme 5.1 Sapposons que o 240 Alors I, peut étre décomposte comme suit
f"n - A-l; T AIPTL (5'13)

ot P, est une matrice de permutation ot Ag =5 Lpg-x & Box

| oty

o P

2mi

] gk

0, - diag{liwy, - W), wp=¢

Démonstration. Voir VanLoan {47]. [

fei Aoy B o= (A ) designe Te produis de Kronecker. (rice & cette décomposition de F;,
en terme de produit, on pent montrer que la FRT g = Faoest numériquement stable. Plus
précisément, si § désipne I valeur approciée de y = Fur calculée via (5.13), on montre que
(voir [30])

i ylte < cuellyllz (5.14)

oll ¢, est une constante de Pordre e silogn. Comrne Uinverse F71de F), verifie

i 1 Lk
JRRES oH 2R~
.fn - ’)’!’(‘7 " )A\j:ﬂ:(nfi)

on déduit que b ransformation bavesse o =y est egadenent une TDF et peut étre réalisée

par la FFT, c’est-a-dire par la décomposition (5.13) & ceci prés que wy est & remplacer par w;l.

Numériquement si & désigne la valeur approchée de z = F7ly calculée via la FFT, on montre



que

i = xllg £ cnellzlle

Matrices circulanitos.

On appelle matrice circulante C{w} générée par un vecteur w = {w,- -

ayant la forme suivante

Wy Wy - W2
wy W)
) =
VY
Wy
L Uy oo wy U

On dit que C~ (w) est une matrice anti-circulante générée par w si
T ¢ L
) i el
¢! {w) -
’”"FL
wy oy
Les matrices cireulantes ont la proprieté mportante suivante

Théoraéme 5.2 On a

F Gy Tt = D = diag(gi, - 5 9n)

g = Fhw

Démonstration. Voir (23], [26]. [,

(5.15)

,wn)T la matrice

Cette diagonalisation des matrives circulantes permet de réaliser des calculs rapides qui

sont numeériquemnent stables. Parmi los caleuls rapides qu'on peut réaliser, on cite notamment

la résolution ¢ svetome Jintaire da type Clwhe = b dont ’analyse backward et forward en

normes a été effectuée par Highun (30 et le produit y = C(w)z d’une matrice circulante C(w)

105



A

ot un vecteur @ que nous analysons o apres. Pour réaliser ce produit on utilise ’algorithme

stivant.
Algorithme 5.1

Cet algorithme réalise le produit y = Clw)z de la matrice circulante C({w) par z.

1. Caleuler en utilisanut (4.13) (Cest-d-dire la FFT) g = FLw
9. Calculer en utilisant (4.13) (¢’est-d-dire la F¥FT) h = Fyux
3. Calculer z == IXh ot D = diaylgi. - gn)

4. Caleuler cu utilisant (4.13) ('est-a-dire la FFT) y = otz

Complexité: O(nlogn) opération:

Dans notre analyse "forward" en norines, on va exploiter essentiellement les estimations

(5.14) et (5.15). Ou o

g = ull < enellglle

ettt
',!-r'.||1},|.-j

ou p désigne toujours la valeur caleulée par Palgorithme 5.1 de p et ¢ désigne une constante

générique qui peut changer de valeurs le long de notre analyse. Posons

1= (”(L,{](_{‘]}; T !.@TL)

On a aussi

\ DA

—_—
=
.
,
i

T By T I
g ! :|| o "”':I‘[u ""I!‘-3
Observons que

Jioh e bl Aoy (1 Dbl

A DRl

100




bl o 0 s o na i e ant p S

malll

= -

|-

On a
Wil < 1R = hlle + (iR
s enellBla -+ (TRl
(et el
Par ailleurs
N — Dl = [l = Gliee
o = alle
f"fﬁ,gll.{;HQ

‘\‘ {':JEHI—)“‘;‘J

1} s'ensuit gue

[13.h = D.kils < engll Dlallkl]2

On en déduit que

o s Dbl 1D - Dihlle

ey || D00 |y 4 el Dijal| b2
Mais d’aprés (5.16), Hbﬁ“g < (1 4 cqg)ilD]|2]Rl]2 de sorte que

12 ==l < enel| Dital Al

: ol
cael|Clullallhiie
puisque [|C{w)[ja = ||, Puisque T st orthogonale et méme presque unitaire, on a

Erhe o Pl € et Clu)] 2]

1K
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Par conséquent

Hg—ylle << 19— Frizlle +|

Ft - Frtalle
< e[ E g b cnel|C )l Rl

< (_'.,,.E\lC{’lU)H2W1“2

Comme f = Flz, on obtient endin |12]]s < nf]xllz et

il ensl| Ol (5.17)

Cette estimation montre bien la stabilive numeérique forward de 'algorithme 4.1. Remarquons

que la décomposition du théordme 4.1 permet de déduire que

FaC (w0t e D7 = diaglor, -, gall T

ou

o = Fyw

si bien que la résolution du systéme lineaire Clw).x = y; équivalent & z = C(w) l.y; via FFT

donne comme solution une valeur approchée 2 de z telle que

P wmlly 2 gl

Cl) ™ o |Clwd .zl (5.18)

Produit matrice Toeplitz par vectens

Pour cateuler o peoduit - e dPune matrice Tocplits

. Y ryoo 'y o Taeed
| 2] o1
Mo & sy rg . T2
|
S B S &1 7o
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ot d'un vecteur o ¢ B on pout proposer plusicnrs mdéthodes dont la complexité est O(nlogn).
La plus fameuse est sans doute celle quis consiste & plonger M dans une matrice circulante

C{w) e R(‘.anl‘}x(’lnfl) ol
w e Ii'”‘ Sl ey P Ly T T

De cette fagon, on aura lo partiucunement

{M FW (5.19)

(-
L G L
et par conséquent
4‘ = Oan) (5.20)
¥ 0 ‘

Par ailleurs on sait que ls norine de Probeinus

3%

V’ILI'Z.L(Z(_‘.( AT Ay

|A|ly subordonuée @ la normie euclidienne sont liées par les inégalités

et la norme matricielle
Al < [ A < Valjall

si bien qu'on puisse travailler, si hoesoin est, avee la norme de Frobeinus. Dans cette perspective,

On a

AT e € V- DlaE

On en déduit que le caleul de (5.20) via FIT donne une valeur approchée 4 de y telle que

o alle < cnell M fj2)l2]l (5.21)

Structures do désdvecnei
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Le cadre convenable pour ¢tudicr les matrices Toeplitz

[ 1
‘ i) [ T2 T LTRSS |
% s 0T
M= E s1 7 Ty
| i
1
ol sy ro J

c’est de les définir & partir des structures de déplacement. Ainsi la matrice M satisfait l'équation

de déplacement suivante

o - M Zoy = cw? ey (5.22)
o B,
] 5
AT TR §
| t) 1 G
0
0 .-~ 0 1 0

sont les matrices de déplacement mvoguées en général dans ce contexte et

ty
wh =gy —rr o st — Ty fol, U= 7‘n~1:+ . (5.23)
71+ $n—1
Fu post-tubtiplinut o présundtipliont (5.22) par M1 on obtient
L o A e M eel M (5.24)

. . _ P -1
On observe que grace & cetle siructure cartérisant entierement ML, on peut définicr M™" en
. . 5 . . L P . -]
utilisant un stockage linéaire. 1B effet, on a juste besoin de déclarer la premiére colonne M™°,

la dernidre ligne de M=1 w31 1 et M 'v. Appelons C7 la matrice anti-circulante générée



===

d

ol = 5 i n B i el L

par M~ley et

.::t “ft M"‘IZI
7 w12
. [ M dl

NS A
P J

On peut montrer que (7)) ! est épalemncent une matrice ansi-circulante et qu'elle commute avec
Z._l :
De méme O est cirenlante ot an'elle commmue avee 2y e

gy = 20!

En prémultipliani {5.24) par (' Pt da post-multipliant par ! on obtient ’équation suiv-

ante
-y Ia e Ty - ey te! o equ MO 4 (CTY T M el
Par identification, on s’apergoit que
ooyttt oo

est une matrice Loepiitz <+

LT L G Y ) (5.25)

Par conséquent lo produit = 37 Ty de Pinverse de A (une fois calculé) par y peut se faire en

Ofnlogn) opératious. Do plis o designe ta solution approchée de  on montre que

T

l2llCl2}l =2

R P A [ 1

1l peut &tre intéressant de noter que (5.25) est analogue & la formule de Gohberg Somencul
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et mieux encore i celle de Ammar ot Gader [3]. Du point de vue numérique, nous remarquons
que la formule {5.25) étant écrite sous forme de produit matriciel; ce qui n’est pas le cas dans

(3] et [23]; est plus expressive d'aprés (30},
Résolution des systémes Toopliis:

Pour résoudre un systéme linéaire quelcongque Az = b, on préconise d'utiliser d’abord une
décomposition de A (L, Cholesky ou (JR) et procéder ensuite & la résolution du systéme
linéaire qui grice aln decomposition deja elfectuce devient essentiellement triangulaire, Cette
démarche est notivie par o it o b edsolution ditsyviéme avee A décomposée colite O(n‘z}
alors que la decomposition coute Gl B operaiions, Bien que menant 4 une méme conclusion,
il st déconseillé de résondre A b en caleuliant en premier lieu linverse A~' A cause du fait
que l'inversion est plus coitteuse et numériguement plus instable que la décomposition. Cette
conclusion ne devrait pas luisser entendre il s'agit d'une directive générale. Lorsqu'il s’agit

dun systéme linéaive Toeplitz A.r b on peut proposer les deux approches suivantes:

Approche L.
1. Realiser la docomposition A7 — LU de M. En général, ceci cotte O(n?) opérations.
2. Résoudre le systome L{U.r) == b0 Comme ni L ni U n'est structurée, cette résclution

colite O(n?) opéraiions cgalement.

Approche G

1 Calender Vinveres 8070 e 50 e quit domande (}(n?) opérations. Bien siir il s’agit d'une
opération plis corren g s Aot e o

2. Calculer o U en st nn atileant adGeomposition (4.25); cotte O(nlogn) opéra-
tions.

On observe que contrairement au cas général 'approche 2 peut tout & fait étre recommandée
méme pins recomumandée que Vapproche 1 Pour caleuler linverse M ™1 de M, de nombreuses

méthodes numeriques ont cte preposces dans L litterature (Voir [20]. [26], [24], [23]). Dans ces

Ve L. ST e ~1 :
méthodes on pent due =ar e ples onéngue, que si 73 désigne la valeur approchée de M ™7, il
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existe une constante d’instabilite (A1) telle que
13— Ay < e K (MM 2 (5.26)

Par exeraple si M ost avidtrique 5 liniepositive et Vinverse M1 est calculé via I'algorithme

e Tronch avorn,

b e
D [
ol o e
ot les ay sont les coustantes de reflexion intervenant dans J'algorithme de Durbin ou celui de

Levinson (Voir [26]).

Le premier probléme quion powrait sotleve ici et auquel on a pas attaché d'importance
jusque 14 c'est Lo fait que [4 West prs foreément structurée et ne vérifie pas done I’équation (5.24)
par suite (5.25) di rorte gue Ly porionnanee O(nlogn) stipulée par le point 2 de I’approche
2 soit remise on calise. Dans oo cos, Papproche prévalue consiste a faire comme si B vérifie

(5.24). Par conséquent on travaille au lieu de B avec la matrice structurée B vérifiant
BZy -~ Z_ 0= Beywl B+ Buel B (5.27)

Dans ce cas
L G (5.28)

oft €& est o watries anti-circulantoe sinérée par fep et

eI BZ
enBZt

ot T est la matrice de Toeplitz deduite par identification dans l'équation (5.27). Dans ces
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conditions, il «:t bien de voir quet point Pestimation (5.26) est altérée. Posons pour celd

LNy OV =X

1l est clair que @ est une appiication linéaire inversible dont la matrice par rapport 3 la base

canonique est

AN I ]
R SR 0
CUEE l1 1 L 2
T
1_ U U L, 2. ]

En calculant Vinverse &1 de @, soit directement ou en utilisant la formule de Sherman-Meorrison

96). on s'apercoit que la norme de Frobeinns || @74 de &' est un polyndme en n par suite
: pere i polyn b

=l .
'\!"" 1y — Ui

est un polyndme en . Cleel ctant. on s

i3 Al o A e < 1T )i e(B - MY

B MY < 108 = M

On est alors conduit a estimer |[& (/2 - MYz On a

o(B- MY o (Baw'B Buel BY — (M et M7H + M wel MY
(i3 - A Deyw B4 M e (B - MY

VA el By M eel(B - M=

si bien que ||G(8 — A2 soit <

M el B - M7

(H(:l*u;"'ijug SNy TN H’i;‘(j;f;BH-_) 4
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Par consequent en utilisant (5207
AT I, ), < r*ﬂgh'g(z\zf)||ﬂf_l||2 (5.29)

ou
Ka(M) = K (M){|Jeyu " Blls + 1M~ teyw?|lg 4 |lvel Bllz + || M~ wel||2)

Nous considérons maintenant le probléme de résoudre un systéme linéaire
Mue=y

oft M est Toeplitz et en supposant qu'on dispose de la matrice B définie par ’équation de

déplacement (5.27) et vérifiant la décomposition (5.28) et I'estimation (5.29). Posons
F =By

de sorte que

G e e WA A

Pour caleuter = H.y, on utilise évidemment la décomposition (5.28) afin d’atteindre la per-

formance O(nlogn), ce qui numériquement donne une solution approchée Z telle que

it < e 1O Tl O] Ml

11

d’on
i - :ITHQ << r:nEI\f(fo)HA’f.:I?HZ (530)
ol
WOAY - W (ADTM T Ly A 1T U IC
Dans la corpe tion de G solution o sippasons fue

ST TN IR A
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ol ¢, est la constante générique qui dépend polynémialement de n. Nous proposons alors

I'algorithme de correction suivant
Algorithme 5.2,

Méthode d’amélioration des systémes Toeplitz
Ld=y— M.zI
2. F=Bud

3.2 =%+ F

Complexité: Ofnlogr) opérinions.
Pour analyser Uerreur de cet alperithiie, appelons respectivement d, 7, & les valeurs calculées

de d, 7 et o, ¢t posons r = M- ldsibienqueaz=%+7r. Ona
el = ddjiy < endityllz + [[M1]2llll2)

oll £ = £ si la ligne 1 de lalgorithme 5.2 est réalisée en précision simple et € = 2 si la ligne 1

de Palgorithme 5.2 st réalisce on donble précision. D’apres (5.30), on a

de Al bl <€ eue (M)l
On a également
i — M7Vl < e | M H (! 2 + 1M el ll2)

de sorte qu-

e o e 4 ezl A (e + (MY alisll2)

L EE:

On a
elife < [1d = dfle + Tldii2
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En conséquence

1F =l = edlid ™ 2(yllz + IM]l2llzll2)
+ene KME(|yll2 -+ [[M]2]l2||2)

v puisque (10 o)l e ol o on obtient [l — (1 b agi{ly = ||# — ril2 sl bien que

e = {1 1 awhiie oAU AN M ]|+
M Tyl M el l2) 4

R Ml MRl ell2)
On distingue deux cas. Si la ligne 1 est eltectuée en double précision, on obtient

e it o e (1 el el

#lly + O

L
Si par contre la ligne 1 est réaliste o simple précision, on obtient

o —ally < fle - (1 +a)dlle +ell€lle

A2 |M 2|22 + O(e?)

< "a“v'l,l = Cpk

e ALY M a5l + O(E?)

Il est possible d’adopter une autre démarche consistant & corriger directement linverse

approché B de M en utilisant par exemple la méthode de Newton
Beoige = 2B — BMB (5.31)

Dans cette peispective, on obaerve que Beagige o8t une matrice structurée et vérifie I'équation

17



Tl e e e W e EEECCSELC

.

de déplacement suivante

Bcurrigézl - Z—lBt‘orrigé - QéeleB + 2BUEIB
—Beyw"BMB — Bvel BMB
~BMBew! B+ BMB'UBZB

"erwTB + B’UE;{B

En conséquence Beorige peut étre représentée grace & cette structure en utilisant un stockage
linéaire et peut étre calculée a partir de (5.27) et (5.28) en utilisant O{nlogn) opérations. Cette

performance nous encourage & realiser { 5.31) en double précision. On montre que

i Dol 7 eng (1Bl 411 Bl M) 12l Bll2)

De cette facon on peut montrer gue mayennant des hiypothéses sur la stabilité de la méthode

d'inversion de départ et sur la précision

e AU € M g+ O

Comparativein 1 ol o Gt e Jumethode de Newton est plus cofiteuse

puisque ponr catenler Hegpe ot cond it de cadendes
Wl T B M Bo, BMBey, BMBu,w' B, Bu
alors que daus Ualporithme (52} los opérations & réaliser sont

Ao A

D’autre part on voit du poink deovee numdrique dans la méthode de Newton le facteur

1L+ Bl

|M|jal| B2}

qui Pent conpros i dastitoe e st abaline mnmenque. On conclut gue Vaspect coliteux
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A Tui seul snffit de recornmander Unborithine 5.2 et déconseiller la méthode de Newton dans

l'amélioration des svetémes lindaires de Toeplitz.
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Chapter 6

Conclusion et Perspectives

Dans ce mémoire de Nagister, nous avons considéré et étudié deux thémes d'une grande im-
portance en analyse numérique. Le premier concerne l'arithmétique en virgule flottante et le
second concernie les approchos de correction. La plupart des sujets abordés icl sont rassemblés
de différents articles ¢l ouviages o prosent@s de la maniére qui convient & nosre contexte. En
tant que travail bibliographique, nous estimons que Pobjectif qui nous a été fixé est presque
atteint et ne peut guére étre atteint & canse des etforts considérables consentis dans cette direc-

tion. De par leur importance pratiquce ot ghéorique indéniable, ces thémes sont tout le temps

en plein essor.

Dans un travail de rechorele oo Libliographique, on est toujours motivé A essayer
dapporter sn coptribullen oo toniai Aochiorer tn resulial, dedonner une démonstration
plus simple ou de présenter des nitthodes plus performantes. Dans cette direction, nous préten-
dons avoir apporté quelques petites contributions pouvant ouvrir des perspectives prometteuses.

Nous les résuinens ici dune fagon suerinte.

COmuInenees < O mire Lo oo cestion (18 du thiordie 3.13 qui est a notre avis nouvelle
b 1Rt CILEe T e b b st e s iicles Clertes; clest une estimmation qui du point de vue
pratique Juporie ped e e s quielle est théoriquement intéressante. Motivés par le
théoreme de Sterbenz [47] et les Lravawx de Dekker, nous avons proposé une simple généralisation

de ce théoreme en suggérant i théortine 321 ainsi que sa démonstration. Concernant les

et
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chapitres 4 et 5, Lous PELSOIS A notre avis yue les methodes de correction proposées pour
les récurrences ou celles proposées pour les matrices Toeplitz sont nouvelles de sorte qu'un

approffondissement numérique, expérimental et rigoureux donne lieu 3 des travaux publiables.
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AbStract.- (Floating-poim Arithietic and Soreeien muibod.

In this memory we are interested to the floating-point arithietic with linite precision. We
present the different numerical aspects such as overflow, rounding and the standard model.
Then we consider the correction methods that attempl {0 gather the rounding errors
accumnulated in the different steps of the first method. It turns out, as we will sec, that such an
approach often leads to important improvements in the yel obtained computed results.

r r
Résume-
Dans ce mémoire nous nous intéressons d’abord A Piriliundlique en virgu
précision finie. Nous présentons les différents aspects ninndiques couine
les arrondis et le modéle standard. Ensuite nous considirons baméthodes de correetion qui
tentent de rassembler les erreurs d’arrondi accumulées dine les dtapes de b premicre
méthode. T s’est avéré que cette approche conduit le plus souvent & dlimportantes
améliorations dans les solutions approchées déja obtenucs.

i tlollante avee
Lo dépassements.






