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RESUME

Dans ce mémoire, nous donnons une étude compléte sur les matrices
structurées, nous nous intéressons aux matrices Toeplitz et
Vandermonde et nous présentons une structure de déplacement de type
Sylvester pour les matrices de Vandermonde confluentes qui apparaissent
comme une généralisation naturelle connue dans le cas d'un systéme de
Vandermonde simple. Notre nouveau résultat dans ce mémoire a comme
objectif la résolution d'un systéme linéaire structuré de Vandermonde
confluent par l'utilisation de la méthode d'élimination de Gauss rapide par
blocs, qui n'est rien d'autre qu'une répétition finie du complément de
Schur.

In This memory, we give a complete study on the structured matrices.
We are interested in Toeplitz and Vandermonde matrices and we present
displacement structure of the sylvester type for the confluent
Vandermonde matrices which appear as a natural generalisation well
known in the case of the simple Vandermonde system. Our new result has
as objective the resolution of a structure Vandermond's linear system
which is confluent, by the use of the rapid elimination Gauss's method by
blocks, which is a finished repetition of Schur's complement.
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Chapitre 1

Introduction générale.

L’analyse numérique est une discipline carrefour, ce qui en fait I'intérét
et la difficulté. L’étude et la résolution d’un probléme d’analyse numérique
en vraie grandeur passe par plusieurs phases.

Depuis plusieurs années, I'analyse numérique connait un sort considérable
et la plupart des facultés de sciences et de génie offrent au moins un cours d’in-
troduction & cette discipline. Les méthodes numériques fournissent un outil
extrémement performant qui permet d’aborder et de résoudre des problémes
dont la solution est inimaginable par les méthodes analytiques classiques. La
maitrise de cet outil est devenue indispensable dans la formation scientifique
en général et en particulier dans celle des ingénieurs.

Parmi les buts importants de 'analyse numérique et sur lesquels nous
nous orientons dans ce mémoire, on peut citer la résolution d’un systéme
linéaire 4 cause de leurs utilités pratiques et théoriques. Le principe de ce
but est toujours le méme : on se donne une matrice A et un vecteur b et on
cherche a trouvé des algorithmes performants permettant de déterminer le
vecteur z solution de I’équation Ax = b. Dans la plupart des cas, les méth-
odes standards de la résolution des systémes linéaires du type (n xn) cofitant
O(n®) opérations arithmétique est inapplicable lorsque n est grand. Heureuse-
ment, plusieurs équations linéaires prennent certaines structures dans ’appli-
cation, ces structures sont exploitées pour la rapidité du calcul. Par exemple
les systémes de Vandermonde linéaires peuvent étre résolus rapidement par
I'utilisation de O{n?) opérations seulement.

Les systémes d’équations linéaires de Vandermonde (en I’honneur du
mathématicien francais Alexandre Vandermonde (1735-1796)) apparaissent
naturellement lorsqu’on veut trouver un polynéme de degré n — 1 qui prend



des valeurs données ¢; en n points donnés distincts z; (polynéme d’interpo-
lation de Lagrange). On est alors amené A résoudre le systéme d’équations
linéaires.

Il est connu que les matrices du type Vandermonde deviennent trés mal
conditionnées lorsque n augmente. Ceci entraine qu’on devra éviter d’inter-
poler par des polynomes de degré é&levé.

Dans notre mémoire dont ’objet est la résolution d’un systéme linéaire
structuré, nous sommes intéressés particulidrement aux matrices de Vander-
monde confluentes. Ce sont des matrices bien connues dans la littérature
dotées de structure de déplacement convenable dans les applications.

Pour aboutir & une telle structure pour les matrices de Vandermonde
confluentes simplement, il faut aboutir une généralisation naturelle de celle
connue dans le cas d’un systéme de Vandermonde simple. La démonstration
de ce résultat tire profit d’une propriété intéressante disant, dans un sens que
nous préciserons plus loin, qu'une telle matrice est en fait plonger dans une
matrice de Vandermonde par blocs. Ce plongement n’est rien d’autre qu'une
matrice de permutation qui nous permet d’obtenir I'équation de déplacement
vérifiée par les matrices de Vandermonde confluentes 4 partir de Péquation
de déplacement vérifié par les matrices de Vandermonde par blocs.

La plupart des opérations qu’on a effectuées dans notre étude tournent
autour des opérations appliquées sur les matrices Toeplitz, parmi lesquelles,
on peut citer les deux opérations suivantes : 1) le calcul du produit matrice-
vecteur Tz, od T est Toeplitz triangulaire, et 2) le calcul du produit 277, o
T est Toeplitz triangulaire aussi, d’ou le calcul de Tz et 7T est fortement
lié aux opérations sur les polynémes a4 une variable. Alors, ces opérations
de base sont réalisées par des algorithmes rapides qu’effectuent O(dlog d)
opérations. Ces algorithmes sont numériquement stables et connues dans la
littérature sous le nom de FFT (Fast Fourier Transform). C'est pour cette
raison, nous avons présentés ce mémoire par la transformation discréte de
Fourier dans le but d’introduire les matrices Toeplitz.

Ce mémoire est réparti en cing chapitres.

Au deuxiéme chapitre, nous nous intéressons 4 la pertinence visuelle des
caractéristiques de la transformation discréte de Fourier dans les calculs,
plus particuliérement dans le calcul des polynémes. Nous présentons quelques
techniques et résultats fondamentaux satisfaits par la transformation discréte



de Fourier afin de réduire la complexité de notre algorithmes présenter dans
ce mémoire.

Nous avons consacrés le troisiéme chapitre 4 I'exposé d’une définition
formelle des matrices Toeplitz, qui prenne une forme particuliére nous permet
de trouver facilement les structures de déplacement qui les caractérisent,
puis, nous réexaminons cette classe des matrices Toeplitz d’un point de vue
algébrique et montrons leurs corrélations avec les polynomes en une variable,
lesquelles jouent un role trés important dans la réalisation du produit d’une
matrice Toeplitz par un vecteur. Dans ce cas FFT (Fast Fourier Transform)
devient un outil fondamental pour les calculs des matrices dans cette classe.

Au quatrieme chapitre, nous construisons des structures de déplacement
utiles pour les matrices de Vandermonde confluentes. L’idée principale dans
cette construction repose sur un résultat récent établi dans [34] affirmant
que les matrices de Vandermonde confluentes font partie, tout comme les
matrices de Vandermonde, de la classe des matrices structurées.

Au début, on donne 'équation de déplacement vérifiée par les matrices de
Vandermonde, de sorte qu'on peut déduire la structure de déplacement qui
caractérise les matrices de Vandermonde par blocs & partir de cette derniére.
Les résultats (4.2) et (4.3) affirment qu’une matrice de Vandermonde conflu-
ente est plongée dans une matrice de Vandermonde par blocs. L’application
de ce plongement a 'équation de déplacement des matrices de Vandermonde
par blocs donne directement 1'équation de déplacement caractérisant les ma-
trices de Vandermonde confluentes.

Dans le dernier chapitre, on présente les principaux nouveaux résultats
concernant la résolution d’un systéme linéaire structuré de Vandermonde
confluent par Papplication de la méthode d’élimination de Gauss par blocs
rapide, qu’il n’est rien d’autre qu’une répétition finie de I'opération du com-
plément de Schur. Afin de faciliter 'apprentissage, on présente 4 la premiere
section de ce chapitre un rappel sur ce dernier. On démontre la stabilité du
complément de Schur par des structures de déplacement convenables de la
forme (5.1). On voit qu’il est obligatoire de transformer la structure de dé-
placement (4.11) qui caractérisant les matrices de Vandermonde confluentes
en une structure de déplacement prenne la forme (5.1) pour le but d’appli-
quer le complément de Schur sur ces matrices. Dans ce qui suit, on utilise la
stabilité de ce dernier pour obtenir étape par étape le processus d’élimination
de Gauss par blocs, qu’on trouve apres qu'il est effectué d’une fagon itérative
basé sur des opérations par blocs des matrices structurées de complément
de Schur ayant des structures de déplacement convenables, c’est pour cela, il
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est nécessaire de présenter les deux algorithmes (5.1) et (5.2) pour effectuer
ces opérations de base, lesquels sont rapides. On termine ce chapitre par la
présentation de notre résultat principale sous forme d’un algorithme et on
étudie sa complexité.



Chapitre 2

Transformation Discréte de
Fourier.

I s’agit d’une opération numérique de base qui est fameuse et bien doc-
umentée de par sa grande utilité pratique et théorique.

Considérons la matrice du type (n x n) suivante :
F(w,n) = (w® 0), e, (2.1)

ol w est une racine n**™ principale de 'unité. C’est-a-dire que: 1,w, ..., w™™!
sont les racines de Z" — 1 = 0. A titre d’exemple :

wy = en, wl=w; =etn 2w -1 (2.2)
sont des racines n**™ principales de Punité. Ceci étant, le vecteur
y = F(w,n).x (2.3)

résultat du produit de F'(w,n) par le vecteur z, s’appelle la transformation
discréte de Fourier {en abrégé TDF) de x.

La popularité de la transformation discréte de Fourier découle notament
de l'existence d’algorithmes réalisant 'opération (2.3) en utilisant O (n log n)
opérations élémentaires seulement. Ces algorithmes rapides sont plus connus
sous le nom de FFT (pour Fast Fourier Transform). Ce qui nous a motivé
a considérer la transformation discréte de Fourier dans ce chapitre réside



d’'un c6té dans le fait que les algorithmes que nous proposons dans cette
these font appel 4 la FFT afin d’améliorer leur complexité, et d'un autre c6té
dans I'intention de bien préciser que la FFT, en plus de sa rapidité, est une
opération numériquement stable. Ce point étant ; jusque 13 ; rarement discuté
dans la littérature.

Avant de détailler cet aspect, nous jugeons utile de rappeler ; ne serait ce
que briévement ; quelques résultats fondamentaux satisfaits par la TDF.

2.1 TDF et inverse :

Soit w une racine n**™ principale de I'unité. Alors il est bien connu que
I'inverse F(w,n)™! de F(w,n) peut étre directement déterminé grace 4 la
formule suivante :

Flw,n)™' = ;F(w_l,n), (2.4)

cette formule nous permet, du reste de conclure que Pinverse de TDF est; &
une constante multiplicative prés; lui méme une TDF.
Posons par ailleurs

on peut alors vérifier que

de sorte qu'on puisse déduire que @ est unitaire. Notons par ||.|| la norme
euclidienne dans C", et rappelons que si A € C**"

4 = max A<

On peut énoncer le résultat suivant :

Théoréme 2.1 : Supposons que y = F(w,n).z. Alors
@ IFw,n)l = v
(i) flyll = Vnlizll. ©



2.2 TDF et polyndémes :

Considérons le probléme consistant a calculer le produit C (z) = A(z) -
B(z) de deux polynomes A(z) et B(z) de degré < n. En posant A(z) =

Z a;x* et Bz Z bz, il est immeédiat que

=0 =0
n—-2
-3
i=0
avec
c= Y abj. (2.5)
kbj=i

Aussi il est clair que I'approche directe pour calculer C(x) requiert au pire
des cas O(n?) opérations élémentaires. Pour améliorer cette complexité, il
convient d’abord d’interpréter le produit polyndmial aingi considéré en termes
de vecteurs. Dans ce sens, on pose a = [ag a1 ... Gp-1 0 ... 0 ]T,

=B by . Bar 0 .. 0] etc=[co e ... Camea 0] de
sorte que a,b, c € C?*.
Ensuite, on fait intervenir la TDF en se basant sur le résultat suivant :

Théoréme 2.2 : Soit w une racine (2n)*™ principale de lunité et
posons F = F(w,2n). Alors

Fe=(F.a)® (Fb) (2.6)

ol © désigne le produit ponctuel :

I n i

T T

'2 o ytz _ 2.9’2 O
Im Ym TmYm

En faisant appel a la FFT, on en déduit qu’il est possible de calculer ¢* =
Fc en utilisant O(nlogn) opérations élémentaires. Or d’aprés (2.4) on a
F(w,2n)™' = &-F(w™,2n). Par conséquent
! F(w™,2n).c*
C= — w n).c
2n ’

9



et peut ainsi étre déterminé en utilisant O(nlogn) opérations élémentaires.
Ci aprés un algorithme réalisant le produit polynomial.

Algorithme 2.1. prod (A(z), B(z)).

Données : ag a1, ..., @n_1 €t by, by, ..., bu_y.
Résultats : ¢y, €1, ..., Con2.
1. ¢" = F(w,2n).a (a: [ ay 4G ... Gpq 0 ... 0 ]T)

2. b* = F(w, 2n).b (b: [0 b o buy 0 o 0]
3. c* =a*®b* (© est le produit ponctuel)
4. c = 3-F(w™,2n).c".

Complexité : O(nlogn) opérations.

2.3 TDF et matrices circulantes :

Soit A € C™" une matrice complexe du type (n x n). On dit que A est
circulante si :

Ay =f[(j —9)[modn]} Vi, j; 1<4, j<n 2.7)

ou k {mod n] désigne le reste de la division de k sur n et est compris entre 0
et n — 1. La relation (2.7) signifie que A;; est fonction de (j — z) [modn] .

Exemple de matrices circulantes :

ag az daz @

g Oz @)
a1 Gy a3z 4z

aiy ag ag
az a1 ap a3

as a1 Qg

a3z Qa2 Q1 4ap

H est clair qu’une fois la premiére colonne d’une matrice circulante est
connue, les autres colonnes peuvent étre directement déduites. Cette obser-
vation justifie bien I'écriture C(a) pour désigner la matrice circulante dont la
premiére colonne est le vecteur a. Par exemple si a = [ 1 0 -1 2 ]T ,alors
ona:

1 2 -1 0
0 1 2 -1
Claj=| 7 o 1 2
2 -1 0 1



On sait que le produit de deux matrices circulantes est une matrice circulante.
De méme, l'inverse d’'une matrice circulante est une matrice circulante. En
fait nous pouvons, grace a la TDF, caractériser d’une facon compléte les
matrices circulantes.

Avant d’établir ce fait on adopte la notation suivante :

Notation : Soitv=[v ... v, ]T € C*, notons alors
vy O -+ 0
D, = diag (v) = 0 v
0
0 0 oy

Ceci étant, on peut énoncer le résultat suivant :

Théoréme 2.3 : Soit ¢ € C" un vecteur d’ordre n et soit a* = F(w, n)a
sa transformée discréte de Fourier. Posons F = F(w,n). Alors :

(i) F.C(a).F~! = D,
(i) F'.D,.F=Cla). O

Ce résultat affirme que toute matrice circulante est semblable 4 une ma-
trice diagonale assurant ainsi la caractérisation entiére des matrices circu-

lantes.En effet, on peut dire que ’ensemble des matrices circulantes est formé
de F~1.D,.F ot v parcourt C".

2.4 FFT itérative :

Dans cette section, on suppose que n = 29 est une puissance de 2. Si
T
a= [ag a, ... Op—1 ] o1 pose

a,[O]:[aO tdo ... Oy .9 ]T

et
a[1]=[01 as ... an_l]T.

11



D’autre part, si w est une racine n**™ principale de 'unité, on note par A,
la matrice diagonale suivante :

1 0 0
A, = 0 v (2.8)
T
0 0 wi!
10 L,
Par exemple A_; = [1], A; = 0 i (o 7% = -1).

On peut dire que Palgorithme FFT récursif de Cooley et Tukey peut étre
résumé dans la formule suivante :

[ Aw ] [ Pt 3)a
F(w,n).a = { I -A, ] ' { Fluw?, )6l |- (2:9)
En développant davantage, on obtient :
Flw,n).a =
I A . F(ut, =)ol
3 Ay z —A,2 F(w?, “)_a[ﬂl[ll
Iy —Ay . Iy A Flu*, 1) a0
I% —AwQ F(’w“i’ %)a[l]{H

I~ —A,
2
et A
In w?
A2ﬁf2®[1§ —sz}

ol ® est le produit de Kronecker. On a :

In A, J
4 0
Ay = [ I% —A2

12



D’une maniére générale, pour j =1, 2,..., g, on pose

In A i
A= Iy & [ oA ] . (2.10)

On peut alors énoncer le résultat suivant :

Théoréme 2.4 : 1l existe une matrice de permutation P qu’on peut
déterminer telle que

F(TU, TL) = A1.A2.A3 L AqP O (211)

Procédons maintenant a la construction de la matrice de permutation P évo-
quée dans le théoréme précédent. Pour cela, nous aurons besoin d’introduire
la notion de renversement binaire d’un entier compris entre 0 et n — 1. Dans
cette perspective, rappelons qu’un entier £ € {0,1,2,...,n — 1} admet la
représentation binaire unique

g—-1
k=Y k2 (ke{01}),
=0

de sorte qu’un tel entier puisse étre identifié 4 un vecteur de {0, 1}?. Ainsi,
on peut écrire :

ko
p=| M
ko 1
0 1 0
Exemple (N=8,¢q=3), 0={0],1=10]),2=1(1],
0 0 0
1 0 1 0 1
s3=11],4=]o0o},5=[0},6=[1],7=1|1
0 1 1 1 1

D’autre part, notons par J la matrice (¢ x ¢) suivante :

13



Définition : Soit k¥ un entier compris entre 0 et n — 1. Le renversement
binaire rev(k) de Dentier k est Uentier suivant :

rev(k)=J k.

Exemple : (N =8,¢=3), rev(0)=0, rev(l) =4, rev(2) = 2, rev(3) =
6, rev(4) = 1, rev(5) = 5, rev(6) = 3, rev(7) = 7.

Le résultat suivant détermine la matrice de permutation en question.
Théoréme 2.5: OnaVj=1:n
Pej = Cren(j--1)+11

(e;) désignant la base canonique [J.

Réalisation de P'opération y = A;z: Rappelons que :

IL} Ang—l
Aj = Igj—l ® 2
z _szjul
T T
et supposons que = = ( To 3 ot T Yoety=(w m - Y1) .
Posons m = =7, Alorssik=0:2"" -1, ona:
Yem Tkm
Yem+1 _ I 7 szf'-l Tem+1
: In —A s :
Y+ 1)m—1 T(k+1ym—1

Autrement dit, pourt =0: 2 —1letk=0:2""—-1 ona:

—_ t.2d =t -
Yti+km = Titrkm + W Tttkrmn+ 32 (2.12)

_ t.29—1
Yitkm+2 = Tephm — W Ttikm+10 -

14



Enfin, on peut présenter I'algorithme suivant qu’on peut nommer la méthode
FFT itérative basée sur la formule (2.11).

Algorithme 2.2 : FFT itérative. Dans cet algorithme, on suppose
qu’on dispose des n racines de 'unité : 1, w, w? ..., w™ ! stockées dans
un tableau nommé R. Par conséquent R[k] = w*~!. L'objet de cet algo-
rithme consiste & réaliser 'opération b = Fa = AjAy--- AgPa, ol ¢ =

T T
(CLO qQq - an_l) etb=(b0 b] s bn—l) .
Commentaire : calcul de Po = c.

l. pours=0:n~1

2. Cs = Urev(a)+15

3. pour j=g¢q:1

4. pour k=0:2"1_-1

5. m= 5;

6. pourt=0:% —1

7. dft+km] =clt+km] + R{t- 2 c[t+ km + 2] ;
8. dt+km+ %] =clt+km]— Rlt- 2t +km+ 2],
9. fin pour

10. fin pour

11. pours=0:n—-1

12. cls] =d|[s];

13. pour s=0:n-1

14. b(s| = cls].

Pour analyser la complexité de cet algorithme, on va compter le nombre
de multiplications et négliger celui de ’addition. Notons par *¢ une mutipli-
cation complexe. On observe qu’au niveau des lignes 7 et 8, on a 2- ¢. Avec
la boucle 6-9, on compte 2 - 7 - x¢ = 5y - *¢. On utilise donc n - ¢ dans le
segment 4-10. En conséquence, on totalise gn - *¢ = n (log, n) *c .

2.5 Analyse de ’erreur :

On suppose qu'on travaille dans un systéme de nombres en virgule flot-
tante d’unité d’erreur d’arrondi u et basé sur le modéle standard suivant :

flzopy)y=(xopy) A +e)* [¢f<u,
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ot op =+, —, %, /, .... Dans un tel systéme les opérations (2.12) devierment :

gt+km = $t+km(1 + 81) + wt'sz1$t+km+%(l -+ Ot)

Jerbmrg = Topem(l + €2) — W "y pmyn (1 4+ B)

On peut supposer que |a|, |3], |e1l, Je2] < 4u. En conséquence le calcul de
y = A;z dans ce systéme donne 7 tel que :

y=(4;+A4;)z

avec
IAA;] < 4ub;

In In
7 21
I» Ix |~

27 27

M= |Aj = Iy &

On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 2.6 : La réalisation de b = Fa par la FFT présentée par
P'algorithme précédent en utilisant le systéme adopté donne le vecteur ap-
proché b tel que :

b= (A + E)(As + E2) ... (A, + E))Pa, |Ej| < 4uM;,
ou bien

b=(A1-A; ... A;+ E)Pa, |E|<4quMM,... M, [

I vient N
b=0b+ FPa,

donc

’3 - b’ < 4(log, n)uMyM, ... M, Pa.
Par ailleurs, il n’est pas difficile de montrer que :
|Mlf=2 (Vj=1:q).
En conséquence

[ 8] < 4uq 27 0]l = (4unlogy ) Ja).
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= llall,

1
e
ou
lall = == Jol
= el
on en déduit que :
|[’B— b“ < dur/n (logyn) |B]]. (2.13)

Ce résultat permet de conclure que la FFT itérative est en norme numeérique-
ment stable. Il est bien quand méme de signaler & ce propos que nous nous
sommes accordés deux facilités. D’un c6té, on a supposé que les w’ sont
calculés au départ et d’'une maniére exacte. C’est une hypothése tout a fait
valable puisque la plupart des ordinateurs sont dotés de logiciels évaluant les
fonctions élémentaires d’une maniére trés précise. D’un autre c6té, on a sup-

posé que si [[(1+8;) =1+ 6 avec |d;] < u (Vi=1:n), on a [§| < nu, ce qui

i=1
est mathématiquement faux. Rigoureusement, on a ’'implication suivante :

nu

‘i< ) = - 5<
|0il <u(Vi=1:n)=| I_l—-nu

(2.14)

a4 condition que nu < 1. Heureusement, il a été établi que les résultats établis
sur la base de notre hypothése 4 priori erronée sont module O(u?) identiques
& ceux obtenus sur la base de I'implication (2.14). Désormais, on suppose
que ;

o8] < euto

et
b= (F+AF)a, |AF|<e. (2.15)
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Chapitre 3

Matrices Toeplitz.

Dans ce chapitre, on a comme but la présentation des matrices Toeplitz
et ses propriétés avec quelques techniques de base dans les calculs matriciels,
qu'on aura remarqué qu’elles sont fortement liées aux opérations sur des
polyndmes & une variable et qu’on peut réaliser d’une facon rapide par 1'u-
tilisation de FFT.

Définition : Une matrice T € R™*™ du type (m x n) est de Toeplitz,
si ses éléments sont de la forme :

ﬂ?j = I-;_J'

D’une autre maniére, une matrice Toeplitz est caractérisée par le fait que
ses éléments le long de chacune de ses diagonales paralléles a la diagonale
principale sont égaux.

Exemple :
1 4 0 27
3 1 4 0
-2 3 1 4
r= -5 -2 3 1 ’
7T -5 —2 3
| 5 7T -5 -2 ]

T' est une matrice Toeplitz du type (6 x 4). On observe bien que chaque ma-
trice Toeplitz est définie & partir de sa premiére ligne et sa premidre colonne,
c’est pour cela dans ce qui suit, on peut noter L{a, b) la matrice Toeplitz dont
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a représente sa premiére ligne et b sa premiére colonne, dans notre exemple
ona:

a=[13 -2 57 5]

et
b={14 0 2].

5l est vrai que la somme de deux matrices Toeplitz est une matrice Toeplitz,
il n’en est pas forcément de méme pour les autres opérations. Ainsi l'inverse
d'une matrice Toeplitz réguliére qui est souvent demandé dans les applica-
tions n’est pas en générale Toeplitz. C’est cet état de fait qui a conduit &
la construction de structures de déplacement adéquates. La section suivante
sera consacrée i cet aspect.

3.1 Structure de déplacement pour les matri-
ces Toeplitz :

La structure de déplacement associée aux matrices Toeplitz est donnée
sous la forme :

ZT ~TZ, = eyu’ 4+ vel (3.1)

o T' € R™*" est une matrice Toeplitz du type (m X n) et u € R™, v € R",
4y € R™™ et Z, € R™™ sont des matrices de déplacement élémentaires de

la forme :

00 0 t
10 0 - 0

Z,=|01 0 0. (3.2)
(00 - 1 0|

On remarque bien que chaque matrice Toeplitz est carctérisée par sa structure
de déplacement (3.1) au lieu de ses m x n é&léments (T};); 1 <i<m, 1 <
J < n dans la représentation usuelle. Alors la nouvelle représentation permet
de reduire la complexité des opérations sur ces matrices, ainsi que I'espace
mémoire utilisé.

Pour se convaincre que les matrices Toeplitz vérifient (3.1) il importe de
le prouver. Soit T une matrice Toeplitz du type (m x n), dont on peut la
représenter sous la forme :
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| tm~—1

t.y

t—n+l

t

ta
4

Gréce 4 la définition d’une matrice Toeplitz, il est clair que ses éléments sont
caractérisés par la relation suivante :

Ti; = Tig154+1

pour

t=0m—2etj=0,n—-2

(3.3)

La prémultiplication de T par la matrice de permutation Z, définie dans (3.2)

donne la matrice suivante :

i ttm—l
Lo
ZtT = :

1’:m-~2

ttm——i!
t,

to

tto
tnn+1

tq

Si on pose A = Z,T, on remarque que ses éléments sont donnés par :

Aoy =tTny
Ai’j

=T 1; pour

i=1m-—1

}pour Fj=0,n—1

Ainsi que la postmultiplication de T' par Z, définie dans (3.2), en remplacant

t par s, donne :

TZs =

L tm—2

t—n-H

i
to

St()
Stl

Stm—l

|

Si on pose maintenant : B = T'Z,, les éléments de B sont :
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B,; =T pour ij,n—Z} o
pour 1 =0,m—1.

Bin.1 =8Tp
Alors, les éléments de la matrice C = A — B sont caractérisés par :
e Pouri=120 Co,; = Aop; — By,
=1tln1; — tlojy1 pour j=0,n-2
sPouri=0etj=n—-1 Copy = Aon-1— Bopna
=tlm—1n-1— 8Tog
s Pour j=n-—1 Cin-1 =Aijn_1~Bin

=Tiana—8Lpy pour i=1,m-1

les éléments qui restent de C, (¢ = 1,m — 1) et (j = 0,n — 2) sont nuls, cest
-a~dire :

Cij =Tic1; — Tijy1 =0 (d’aprés la formule (3.3)).
Finalement la matrice C, telle que C' = Z,T — T'Z, prend la forme suivante :

[ ttm_l — t_l ttmuz — tﬁz v e tto as Sto
0 " 0 t_n+1 - Stl

0 e 0t —Stmy |

Ce qui peut s'écrire encore e;u’ + vel exactement comme dans (3.1),
ol u = [el, (tT)]T et v=(sT)e;. M

L’opérateur de Toeplitz : $(T") = Z,T — TZ, est injectif pour peu que
t # s, en conséquence, on peut définir la matrice Toeplitz directement a
partir de 'équation de déplacement (3.1) .

Pour les raisons évoquées 4 la fin de la section précédente, il convient de
définir une matrice Toeplitz comme étant toute matrice 7" qui vérifie

o(T) = Z,T ~TZ, = GH, (3.4)
ou G et H sont du types (m x 2) et (2 x n) respectivement.

Ceci étant, les matrices Toeplitz sont stables par quelques opérations
usuelles. Par exemple 1'inverse d'une matrice Toeplitz, carrée et réguliere
(inversible) est une matrice Toeplitz.
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En effet, soit 7' une matrice Toeplitz, carrée et régulidre qui vérifie la
structure de déplacement (3.1)

T
ZT —TZ,=eyu” +vel = (e1 v) ( ZT ),

par la prémultiplication et la postmultiplication de cette derniére structure
par T, on obtient la nouvelle structure de déplacement suivante :

ZI7 T Z =T (¢ “ )
8 t = 1 v ) el .

n

On observe que la matrice T~* vérifie 'opérateur de Toeplitz (3.4), o
G = [—T‘l( er v )] et H= w T!
—_ 1 ——— e‘:rl?:‘ .

Alors T est une matrice Toeplitz. W

3.2 matrices Toeplitz spéciales :

On a mentionné précédemment que I'inverse d’une matrice Toeplitz et le
produit de deux matrices Toeplitz ne sont pas en général Toeplitz. Heureuse-
ment, lorsqu’on se restreint & des matrices Toeplitz spéciales, il s’avére que ces
deux opérations deviennent stables. Dans cette section nous allons présenter
deux types de matrices spéciales.

3.2.1 Matrices Toeplitz circulantes :

Une classe trés importante de matrices Toeplitz est la classe des matrices
circulantes, laquelle on Pa déja citée dans le chapitre précédent. On peut
définir les matrices circulantes 4 1’aide de la matrice de permutation Z; de
la maniére suivante :

C W) =|v, Zy, Ziv, ..., ZF ], (3.5)

ot Z, est la matrice Z; en remplacant ¢t par 1 et v = [ Vo Vi ... Upn_1 ]T
La formule (3.5) justifie le fait que la connaissance de la premiére colonne
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d’une matrice circulante implique la connaissance des autres colonnes de cette
matrice.

A partir de la relation (¢7)} du théoréme (2.3), on conclut immédiatement
que le produit d’une matrice circulante par un vecteur b; C(a).b peut étre
réalisé par Papplication de TDF trois fois et la multiplication des vecteurs.
Alors pour calculer le produit de la forme C(a).b, on suit les étapes suivantes :

1. b* = F(w, 2n).b.

2. ¢* = F(w,2n).a.
3.y =b"0a"

4. y=xF(w™, 2n)y".

11 est nécessaire de rappeler que pour réaliser 'opération C(a).b, on utilise
O(nlogn) opérations élémentaires.

3.2.2 Matrices Toeplitz triangulaires :

La deuxiéme classe importante des matrices Toeplitz est la classe des
matrices triangulaires.

Exemples :

- =

ap 0 0 O
ay dap 0 0
as a; ap O
asg a2 a1 g

est une matrice Toeplitz triangulaire inférieure.

g ay dz asg
0 a a1 a
0 0 ap di
0 0 0 [41)

est une matrice Toeplitz triangulaire supérieure.

1] est clair que les matrices Toeplitz triangulaires inférieures sont définies
a partir de ses premiéres colonnes, de sorte que les matrices Toeplitz trian-
gulaires supérieures sont les transposées de ces derniéres. Cette observation
justifie I'écriture L (a) pour désigner la matrice triangulaire inférieure dont la
premiére colonne est le vecteur a et R(a) = L (a)” pour désigner la matrice
triangulaire supérieure. Par exemple si ¢ = [ 1 2 01 ]T ,ona:
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a*=[a0 a1 ... Qgn.y 0 ... O]T
et
B =[b by ... boy 0 ... 0],

En notant a le retournement vertical d’un vecteur a suivant :
- T
a = [ dn_1 Gp_2 ... Qg ] .

On cherche maintenant de trouver le résultat du produit d’un vecteur ligne
par une matrice Toeplitz triangulaire inférieure, ¥ .L{a) = ¢' ce qui est
équivalent au produit matriciel L(b).L{a) = L(¢), cette formule nous permet
de dire que notre vecteur ¢ est les n premiers éléments du retournement
vertical du vecteur associé au produit des deux représentations polyndmiales

r(z) et p(z) du vecteur b et o respectivement, telle que r{z) est donné par :
T('T) = b1+ bn—2$ + bn—31'2 +--e 4 b{)xn_la
c’est-a-dire que ¢ dans ce cas peut s’écrire de la maniére suivante :

é=2z[1:n], telle que

2= F " (w,20) ((F (w,2n) (b)) o (F(w,2n)a”)

() =Tts bus .. B0 .. 0]

avec le méme principe, on répéte les mémes opérations sur les matrices
Toeplitz triangulaires supérieures.

Soit F(a) une matrice Toeplitz triangulaire supérieure, le vecteur ¢ qui
représente le résultat du produit de la matrice R(a) par b, on peut le trouver
grace au produit matriciel suivant :

R{a).R(b) = R(?),

c’est-a-dire le vecteur cherché & forme les n premiers coéfficients du polynéme
produit p(z).r(z). D’'une autre maniére, le vecteur ¢ est le suivant :

c=z[1:n],on
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z = F~ ! (w,2n) ((F(w,2n)a*) ® (F (w,2n) (l;)*)) .

La derniére opération est la prémultiplication de R(a) par un vecteur ligne b7,
b".R(a) qui donne un vecteur ligne ¢, tel que ¢ est composé par les n premiers
coéflicients du polyndme ¢(x).p(z) est équivalent au vecteur suivant :

c=z[1:n}

z=F 1 (w,2n) ((F (w,2n)b*) ® (F (w, 2n) a*)).

Il est clair que le produit de deux polyndmes joue un réle extrémement im-
portant dans la prémultiplication ou la postmultiplication d’une matrice tri-
angulaire inférieure ou triangulaire supérieure par un vecteur ligne ou un
vecteur colonne. C’est pour cette raison on propose I’algorithme mult pour
effectuer le produit d’une matrice triangulaire par un vecteur.

Algorithme 3.1. mult(ab).

données : ag, a1, ..., an-y €t by, by, ..., by_y.
Résultats : d(), dl, ey dn—l-

. a* = F(w, 2n)a.

. b* = F(w,2n)b.

L =at b,

ce=5-F(w™,2n).c*

.d=c[l:n].

[SLEN -

données Réqult ats

b
[1 2 3] [—111] [ -10]"
[1 -2 4 57" (21 -3 0] [ 2 —3320]T
[112 23] |[22 -111] [[2450 2]

Tableau 1. d’exécution du programme mult.

Enfin, on se propose aussi un algorithme pour calculer 'inverse d’une matrice
Toeplitz triangulaire inférieure qui est basé sur une idée trés simple.

Soit L(a) une matrice Toeplitz triangulaire inférieure carrée de dimen-
sion (n X m) générée par sa premiére colonne a — [ G Q2 ... dy ]T, telle
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que 7 ici est une puissance de 2, ¢’est-a-dire : n = 2¢. On commence main-
tenant notre probléme d’inverser la matrice L{a) par la représentation de
cette derniére par blocs de la facon suivante :

L) 0
L{a) = : (3.6)
T Lb)
telle que b = [ ap Gz ... az ]T, o § =291 aussi est une puissance de 2

et T = L(c,d) est une matrice Toeplitz carrée de dimension (g X g) définie
par sa premiére colonne et sa premiére ligne ¢ et d , qui sont les suivantes :

c= [ Qoe-141 Qoe-149 ... Oog ]

et
d= [ Aog-141 dog-1 ... A3 ] .

Il est clair que l'inverse de la matrice L(a) représentée sous la forme (3.6) est
donné immeédiatement par :

L(a) ! = : (3.7)
~L(B)TITL(B)™ L(b)!

Alors, on remarque bien que I'inverse L{a) ! peut étre obtenu immédiatement
par une répétition finie de la formule (3.7) comme lindique Falgorithme
suivant :

Algorithme 3.2 1'algorithme PVMIT calcul Pinverse d’une matrice
Toeplitz triangulaire inférieure a.

Données : 'entier ¢ et la matrice a.
Résultat : le vecteur v qui caractérise la matrice inverse, o ! = L(v).

1. f=ua(,1)

2. W=1/ay.
pour:=0:qg—1
3.b=[f1 fa ... fgi].

Adoc=[ foyr fosz .. fon |.
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5. d= [ f21'+1 fa oo fz]
6. T = L{c,d).
V. D= -WaxTxW.
8. t={W1,1 W2i71 D1,1 Dgi’l}.
9. W = L(2).
10. v = W(;, 1).
Données Résultats
q|a v
1 0 00
2 1 00 T
2 212 10 [1 -2 5 —15]
3 -1 21
1 00 00000
110600000
111000000
11110000 T
3 11111000 [1—1000000]
11111100
11111110
11111111

Tableau 2. d’exécution du programme PVMIT.

3.3 Produit d’une matrice Toeplitz par un
vecteur :

Dans cette section on va essayer de présenter quelques méthodes qui nous
permettent d’effectuer le produit matrice Toeplitz par vecteur. La premiére
méthode que nous allons présenter est la méthode de prolongement d’une ma-
trice Toeplitz en une matrice circulante et la deuxieme est la méthode de dé-
composition d’une matrice Toeplitz en deux matrices Toeplitz triangulaires.

On sait qu’il existe une relation trés importante entre les matrices cir-
culantes, les matrices Toeplitz et le TDF et on consiste d’évaluer le produit
matrice par vecteur de la forme 7.0, ot T est une matrice Toeplitz.
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Premiérement, il est facile de résoudre notre probléme si on se base sur
l'idée clée suivante : toute matrice Toeplitz peut étre prolongée en une matrice
circulante. Par exemple, soit la matrice de Toeplitz

T =

W b
B =
P~ W Ot

une sous matrice du type 3 x 3 d’une matrice circulante C

1 45 3 2
2145 3
C=1321435
53 21 4
4 5 3 21

En général si T = (t;;) est une matrice Toeplitz du type (n x n), alors T' =
C(l:n,1:n), ou C € RZn—1xCr—Degt circulante avec :

T(1:n,1)
(1) = : (3.8)
T(,n:—-1:2)

On ajoute, qu'une fois le probléme produit matrice circulante par vecteur de
la forme Cb = y, tel que : b(n + 1 : 2n — 1) = 0 est résolu comme on a vu
précédement, notre probléme de la forme y(1 : n) = Tb(1 : n) Pest aussi.

On peut représenter toute matrice Toeplitz comme somme de deux ma-
trices Toeplitz triangulaires, la premiére inférieure et la deuxiéme supérieure.
Par exemple; Soit la matrice Toeplitz T :

O 00
o e
I e I
b2 Ut =]

qu’elle peut se représenter encore sous la forme :

1000 025 7
4100 0025
T=lgs410l%f{000 2
9 8 4 1 000 0
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D’une fagon générale, si T' = (t;;) est une matrice Toeplitz du type (n x n),
alors :

T = L{t)) + R{ts), (3.9)

telle que : les vecteur ¢; et f; sont donnés par les relations :

t =T, 1) (3.10)
ty = (0,7(1,2: n)). (3.11)

Si on se base sur cette idée, le produit d’une matrice Toeplitz par vecteur
b; Tb devient un probléme de multiplication d’une matrice Toeplitz triangu-
laire inférieure et triangulaire supérieure par le vecteur b, L(t;).b et R(t3).b
respectivement lequel on a déja énoncé dans la section précédente.

On peut dire exactement la méme chose dans le cas de la prémultiplica-
tion d'un vecteur ligne " par une matrice Toeplitz. (Pest-a-dire : le calcul
de la quantité " - T' équivalent au calcul des deux quantités b7 - L(t;); la
prémultiplication d’un vecteur ligne par une matrice Toeplitz triangulaire in-
férieure et b7 - R(t3) ; la prémultiplication d’un vecteur ligne par une matrice
Toeplitz triangulaire supérieure R(t;), qui sont faciles a calculer.

3.4 Transformation en une matrice Toeplitz :

Dans cette section on s’interessé de transformer toute matrice structurée
en une matrice Toeplitz.

Théoréme 3.1 :  Soit A une matrice structurée caractérisée par la struc-
ture de déplacement suivante :

ZWA-AZ =u-v" +w- g7 (3.12)

ou Z; et Z sont les matrices de déplacement de la méme forme que Z; en
remplacant ¢ par 1 et 0 respectivement. Alors 1a matrice :

Clu) ' AL(G)™
est une matrice Toeplitz, od C(u) est une matrice circulante définie par sa
premiére colonne u et L (g) est une matrice Toeplitz triangulaire inférieure

caractérisée par le vecteur § = [gn, gn—1,....1)]" . O
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Démonstration : Soit A une matrice structurée ayant la structure
de déplacement (3.12). Grace a la définition des matrices circulantes et les
matrices Toeplitz triangulaires inférieueres, on peut écrire :

u=Cu)-e; et ¢ =ellL(g).
Par substitution de u et g* dans ’équation (3.12) on trouve :
ZiA—AZ =Cu)-er-v" +w- el L(F).

En prémultipliant cette équation par C(u)™! et postmultipliant par L(§)™',
on obtient :

Clu) ' ZLAL(G) " — Cu) " AZL@G) ' =er v +w- €l
On rappelle que I'inverse d'une matrice circulante (resp Toeplitz triangulaire
inférieure) est une matrice circulante (resp Toeplitz triangulaire inférieure)
et le produit matriciel dans la classe des matrices circulantes (resp Toeplitz
triangulaires inférieures) est commutatif. A partir de ces propriétés, on peut
écrire aussi :

ZyC(u) TALG) T - Cu)'AL@) ' Z = ey - vT +w - €T

On remarque que la matrice C{u) 'AL(g)™! vérifie 'opérateur de Toeplitz,
alors ¢’est une matrice Toeplitz. W
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Chapitre 4

Structures de déplacement des
matrices de Vandermonde.

L’une des structures les plus utiles dans la résolution des systémes polyndmi-
aux est la structure de Vandermonde. Alors, on étudie dans ce chapitre la
structure de déplacement caractérisant les matrices de Vandermonde par
blocs dans le but d’aboutir la structure de déplacement caractérisant les
matrices de Vandermonde confluentes grace au plongement de cette derniére
dans les matrices de Vandermonde par blocs.

4.1 matrices de Vandermonde :

On commence cette section par une définition générale d’une matrice
de Vandermonde. Considérons des bases P= (Py(x), ..., P,_;1(z)) de 'espace
Cm[X] des polynomes de degré < m — 1, telle que : deg Piz) =1.

On appelle une matrice P-Vandermonde V,, toute matrice du type (m x n)
de la forme :

Vo = [f(m1)-.. fzny), (4.1)
o f(z) = (Po(z)....Pn_1(z))T et zy,...., 2, sont n nombres deux 3 deux
distincts.

Dans notre étude on s’intéresse au type des matrices P-Vandermonde
lorsqu’on prend a la place de p, la base canonique :

h=(1, z, 2%, ..., 2™ ). (4.2)
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La matrice V3 est appellée la matrice de Vandermonde et s’écrit sous la
forme :

1 1 eee ... 1
1‘1 1'2 ... PR xn
2 2 2

Vi=| o oz - x| (4.3)

On observe que les éléments de V;, sont donnés par :
(Viej=2f VO<k<m-letl<j<n,
qu’on peut carctériser aussi par la relation :
(Vider1s —2i(Va)e; =0 Yk <m —1. (4.4)

Alors, on déduit que la matrice de Vandermonde Vj, ayant la structure de
déplacement :

ZIV, — VD = e a?, (4.5)
telle que : D, = diag(zy, ..., z,) et vl = (s — 27, ., s — 2.

1l est clair que la structure (4.5) est déduite directement a partir de la
propiété vérifiée par la matrice de permutation Z7 et la formule qui carac-
térise les éléments d’une matrice de Vandermonde, de la maniére suivante -

Ona:

r -

T To e Tn
2 2 2
"L'l CL‘2 “a. xn
ZJ Vi = E '
m—1 m—1 m—1
Ty Zy Iy,
5 b
et ~ -
I g Ty
2 2 2
Ty Ty Ty
m—1 m—1 m—1
Ty Ty T,
V13 m T
L Iy Iy T |
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par conséquent

Zth—VhDI = I ’

I m
| s—z" s—zf - . s5—g

ce qui peut s’écrire encore en,.u”, ot u? = (s — 7%, ..., 8 — ') comme ex-

actement dans (4.5). W

Dans le cas oi1 les z; sont tous non nuls, la structure de déplacement de
Vi , on peut Iécrire d’une autre maniére pour éviter les calculs des puissances
z3' des nombres représentés en virgule flottante, on voit que si k> 1 :

(Va)k—15 — m;l(vh)k,j =0 (4.6)
de sorte que la structure (4.5) sera écrite de la forme suivante -

ZVy — ViD= e 07 (4.7)

1

telle que : D' = diag(a7 ", ..., 2,1} et o7 = (sz™ ' — 27!, oz =2 ).

Dans la nouvelle structure, il est clair que les puissances w;-"”‘l seront,
éliminées si s = (.

C’est exacterent de la méme maniére de Ia structure (4.5) qu'on peut
trouver la nouvelle structure de déplacement (4.7) d’une matrice de Vander-
monde.

Il est clair que :

szl szl . L gl
1 1 1
Z Vi, = ) T2 T
m—2 m—2 m—2
| Ty ‘T2 ‘Tn J
et .
-1 _ 1 i
[ x] Ty z,
1 1 1
-1
VD' = s Ty Tn ’
2 - _




alors, on conclut que :

[ sl ! —art szl D P AL b T

0 0 0

ZVy —~ VD71 = : : ’ :
i 0 0 0 |

ce qui peut représenter aussi sous la formule e;.07, ce qui & démontrer. W

Ici, on peut dire aussi que la matrice de Vandermonde Vi est définie a
partir de ses structures de déplacement (4.5) et (4.7), qui sont restées valables
méme st : Z, = Zg = Z, en remplagant s par 0.

4.2 matrices de Vandermonde par blocs :

Une matrice de Vandermonde par blocs est exactement la méme chose
qu’une matrice de Vandermonde ; mais la différence c¢’est au lieu des nombres
Tx, on considére n matrices réguliéres B, Bs, ..., B, du type (d x d) deux &
deux distinctes. Alors la matrice de Vandermonde par blocs est une matrice
du type (md x nd), telle que :

[ I, I, .. ... I, ]
B, B, -+ .. B,
Vin=| BI B} - . B2 | (4.8)
_Binfl Bp-t oo Bl

ot le symbole b dans V,; désigne I'écriture par blocs et h désigne la base
canonique.

Les matrices de Vandermonde par blocs sont caractérisées par les struc-
tures de déplacement suivantes :

(Z%) Vo — VorDp = —E UT (4.9)
Z%Won ~VouD3! = —E, UT (4.10)
avecEm=[0 .- 0 Id}T,E'lx [Id 0 --- O]T,
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U'=[Br By -+ Br)],UT=[B* B' ... B7l],
Dp = diag (By, ..., B,) et D5' = diag(B{", ..., B7Y).

Les matrices de déplacement Z¢ et (Z¢)” effectuent une permutation sur
d lignes semblable 4 la permutation effectuée par Z et (Z )T sur une seule
ligne. Alors, on construit les structures (4.9) et (4.10) directement a partir
des structures (4.5) et (4.7) respectivement, en remplacant les éléments z,
dans ces deux derniéres équations par les matrices By, et le nombre s par (.

4.3 Matrices de Vandermonde confluentes :

Dans cette section aussi on considere des bases P = (Py(x), ..., Pr1(2))
de espace Cru[z] (des polynomes de degré < m — 1, telle que degPi(z) = 7).
Parmi lesquelles en particulier la base canonique pour définir la matrice de
Vandermonde confluente. D’une fagon générale on dit qu’une matrice du type
(m x dn) est de Vandermonde P-confluente et on la note Wy, si elle est de
la forme :

Wo = [f@)f D) f4D (@) flan) FO @) - FED ()] (4.11)

avec f(z) = (po(2), ..., Pmo1(2))" et fD(z,)... fF4V(z,) sont les dérivées
successives de f(z).

Remarque : En principe, le nombre des dérivées d devrait dépendre de
Tk, C'est-d-dire d = dy ; mais en guise de simplicité, on suppose que c’est la

méme pour tout k=1, ... n.

Dans cette thése, on considére seulement la matrice de Vandermonde
confluente W, obtenue en remplacant p par k.

Exemple : La matrice suivante :

1 0 0 1 0 0
Z1 1 0 Tg 1 0
Wh _ l'z 21’1 2 .',Ug 2.'1','2 2

Ty 3.’13% 6 1 .’L‘g 3.13% 6$2
] 4z 122? zi 443 1223
z7 bzi 20z 2§ 5zi 2003

X
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¢’est une matrice de Vandermonde confluente du type 6 X 6 = 6 x 3 (2),
cest-a-direm =6et n =2

Dans la prochaine section, on donnera la structure de déplacement des
matrices de Vandermonde confluentes.

4.4 Structure de déplacement pour les matri-
ces de Vandermonde confluentes :

Maintenant, on annonce le résultat principal dans ce chapitre, qui donne
immédiatement la structure de déplacement pour les matrices de Vander-
monde confluentes.

Théoréme 4.1 : La matrice W, satisfait la structure de déplacemet
suivante :

Z"Wh — WiDp = —epy” (4.12)

telle que :
Dg = diag(By, ...., B,)

et
yT=(a:§”(m)1$’f‘_l..(m)d:c;”_d ..... i (m)izn (m)gz ). O

La démonstration de ce résultat n’est pas triviale; alors on aura besoin d’an-
noncer quelques résultats préliminaires et nécessaires, qui joueraient un role
intermédiaire dans cette démonstration.

Premiérement, on introduit le cas particulier suivant :

[z 1 0 0 ]
xr :
Bxr)=1: o . . o [, (4.13)
ood-1
| O 0 T |

avec By = B(2x) sont les éléments de base de la matrice de Vandermonde
par blocs. Ensuite, il est nécessaire de définir le comportement des puissances
de ces derniéres B(z)*.
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On note par af;, o0 0 < ¢ < j < d — 1 Pélément en position (4, j) de
B{x)F.
Pour k < d — 2, B(z)* est bande, de largeure-bande k + 1, c’est-a-dire

les éléments of ; sont définis par :

af, =0 sij—i>k+1

.7
ity k —4
afy = %(L)e M (4.14)
= et 0<i<i<itk

o, (?) = F(?klw1 (k);=k(k—1)...(k—j3+1) k>j et parconvention

O = 1.

Démonstration : On essayera de démontrer la relation (4. 14) par
récurrence. On commence par le cas initial :

® Pour k£ = 1, on a remarqué que les éléments de B (x) sont tous nuls sauf
les éléments a; ; telle que : (i = j) et (j =i+ 1), alors

o jlk! k—j+1 L
@i 5 AG—)k—5F1N~ pour 2 = 3

. ! k—j+1
= WG k=i

= "L"
les éléments dans le cas, ot j = ¢ + 1 sont donnés par :

oy ; == GFL 0

7 110!
=i+1  pourj=i4+1,

alors la relation (4.14) est vraie pour k = 1.

¢ Maintenant, on suppose que cette formule est vraie jusqu’a k — 1 et on
démontre qu’elle est vraie pour k.

(af Jocicjcire = B(z)*

!- z 1 0 0 7
0z 2 . 0
0 x 3 ~
N 0 ) (a7 Dosisjcivk,
0 . o d-1
| 00 0 z |



c'est-A-dire on a :

k k-1 ; i
af; =x-ag; + G+ Dof,;
4 (k=1 k—1-j11 , it k—1 k—1—5+i+1
= Ii! j*i):r + ('l't + 1) fit1)! j—‘i—l)$

it (k—1 k-1 i
=% ((j-i) + (j—i+1)) gt It
=4(f)sF M VO<i<j<itk B
Le résultat suivant joue un réle important dans la démonstration du théoréme
(4.1) parcequ'il forme 'idée clée dans cette derniére.

Lemme 4.2 : La premiére ligne de B(x)*est formée des éléments suiv-
ants : %, kz*~1 k(k—1)z* 2. .. Cest-a-dire z; et ses dérivées successives. [J

Démonstration : La premiére ligne est obtenue & partir de la relation
(4.14), on remplace ¢ par 0 de la maniére suivante
k _ Mk k—3+0
a5y = §i(;oe)7"

_ k! k—j
= a7

_ i k—j
= oo e

= (k)jz*~
=klk—-1)k-2)... (k—j+ 1Dz 1

Comme on a vu dans (4.8) la matrice de Vandermonde par blocs est con-
stituée par les puissances B(z)*, c’est pour cela le lemme (4.2) nous permet
de déduire que la (kd + 1) ligne de V,, est identique a la (k + 1)ime
ligne de la matrice de Vandermonde confluente Wy. Cette remarque on peut
Iinterpréter mathématiqument sous forme du résultat suivante.

Théoréme 4.3 : Soit P € R™™ yne matrice de permutation telle
que sa colonne kd + 1 soit égale a ex,; ; c’est -a-dire que :

P erap1 = €xq1.
Alors

PV = [ ”}gh } (4.15)

ou X est une matrice dont la détermination n’est pas en question dans ce
cadre. [J
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Démonstration : Puisque on a : la (kd + 1)*™* ligne de Vj 4, est iden-
tique & la, (k + 1)*™ ligne de W}, et d’aprés la relation vérifiée par la matrice
de permutation P, on remarque que la (k+1)*™* ligne de P-V}, est identique
& la (kd+ 1) ligne de Vj, ce qui nous permet de déduire immédiatement
le résultat. W

Il est possible maintenant de démontrer notre théoréme principal dans ce
chapitre.

Démonstration du théoréme 4.1 : L’idée de notre démonsrtation
est la déduction de la structure de déplacement de W, & partir de la structure
de déplacement de V,, et en s’aidant des résultats annoncés précedemment.
Tout d’abord, on considére la structure de déplacement d’une matrice de Van-
dermonde par blocs (4.9), puis on la multiplie par la matrice de permutation
P, on obtient :

PZNHT - Vop — P-VyuDy = —PE,UT

sl en tenant compte les calculs suivants :

B, By --- B,
B? B ... B? T,
P(Zd)T"/b,h,:P' .1 .2 -n :[Z *wh]’
B;’n.—l Banfl .. B:’ln*l
. —_ wh’
P Vi []
et
"ro . 07
0 [ [0 0 .. 07
0 0 . .. 0
- T
PE,, = ’ = oo — | em &
: 1 0 ... 0 [ * :l
1 0 0
0 : ¥ .
. SR
| L O 0 1] |
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on trouve la structure de déplacement suivante :
ZTWh - WhDB = —€p er{ . UT,
ou U = [BP, ..., B, alors ] - UT est 1a 1 ligne de U7, c’est -a-dire les 14

lignes des matrices B(z1)™, ..., B(z,)™, qui sont formées d’aprés le lemme

(4.2) par les éléments (:1:?1)3:H et ses dérivées successives jusqu’a la dérivée

d’ordre (d — 1), cela permet de conclure que :

ef Ut =y"
= (@ () (m)az e (m) 1z L (m) gz ),
ou, (m),; = ”’;’“—,’ Enfin on peut dire que ’équation suivante :

ZTWh — WhDB = —€m yT,

caractérisant les matrices de Vandermonde confluentes. n
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Chapitre 5

Elimination de Gauss pour les
matrices de Vandermonde
confluentes.

Ce chapitre a pour but de présenter nos activités autour de 1a résolution
d’un systéme linéaire structuré de Vandermonde confluent par 'application
de la méthode d’élimination de Gauss rapide, qu’on remarquera que ¢’est une
répétition finie du complément de Schur.

Au début, on commence par un petit rappel sur ce dernier.

Soit A € C+)x("+5) yne matrice du type (n+3) X (n+ s) qu’on peut
la représenter par blocs de la facon suivante :

A:{ﬂg J‘;} (5.1)

telle que : M est une matrice réguliere € C**, ET, F e C**" ot D ¢ Crxm,
on peut définir le complément de Schur de A comme opérateur vérifiant la
formule suivante :

S(A)=D—-EM'F, (5.2)

Si on basé sur le complément de Schar, il est facile de vérifier que la premiére
etape d’élimination de Gauss par bloes sur A est la suivante -

(5.3)

JlA:[M F J

0 S(A)
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e[ gy 2] o

—EM™ I,

désigne la premiére matrice d’élimination de Gauss par blocs et par conven-
tion, on peut écrire :

S°(A)=A  SH(A)=5(S*(A)) k=0n—2. (5.4)

Dans la prochaine section, on présente une propriété du complément de Schur
qu’elle est connue dans la littérature et trés importante dans 'application de
la méthode d’élimination de Gauss sur les matrices structurées.

5.1 Stabilité de la structure de déplacement
par le complément de Schur :

Soit la matrice structurée A définie dans (5.1) ayant la structure de dé-
placement suivante :

FA-AU=[u w][v z]7, (5.5)

ou F € Cvre)x(n+s) et bidiagonale inférieure, B € C+9)*(n+9) ogi bidi-
agonale supérieure et u, v, w, z € C™**)_ en concordance avec (5.1), il est

nécessaire de représenter les matrices F, Bet [u w |[v z ]H dans (5.5)
par blocs comme suit :

R o [B Y
P=| %R0 5]

ct
[ww]fo =)= vl 21
Us Wy Vo 2o
Le complément de Schur d’une matrice A qui constitue Popération de base

pour Pélimination de Gauss est stable par la structure de déplacement de
cetie derniére comme l'indique le théoréme suivant :

Théoréme 5.1 : Supposons que A vérifie 'équation (5.5). Alors :
BS(A) - SA)By=[u w ][v 2] (5.6)
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avec

(9 8]t wl-[pha]tm w1 e
) [3 3}:[’”2]1{—[% 2]"[L M'F]. O (58

Démonstration (voir [15]) :  Soit A la matrice structurée caractérisée par
sa structure de déplacement (5.5). Si on prémultiplie et postmultiplie cette
structure par J; et K, respectivement, ou J; est la premiére matrice d’élim-
ination de Gauss et K; est la suivante :

A1
Klm[fs MFJ’

) In

on obtient I’équation :
(MFJT) (hAK) - (MAK) (K7'BKY) = [w w][v 2" K,

En tenant compte que :
{(x) Pour le premier terme on a :
F oo M0
{ * FQ}’ JlAKl_[ 0 S(A)}

et K['BK; = [‘?)1 52}.

LFIY =

(»x) Pour le deuxiéme terme on a :

U Uy U
Jl = - ”
Ug Wo U w

et

ol



Ce qui nous permet d’écrire ;

FRIRTEE W e
et

[1?’ 3’}:[“ Z]H*[’Ul zl]H[I,, M7F].

Par des calculs simples, on trouve :

M- MB,; * * *

»

X F35(A) — S(A)By « [u W ][ 2]"
alors, on peut obtenir immédiatement le résultat, c’est-a-dire :

FS(A) - SA)By= [ o [[v 2]".

Avant d’attaquer notre but principal d’appliquer la méthode d’élimination
de Gauss basée sur le complément de Schur sur une matrice de Vandermonde
confluente, on suit quelques étapes importantes. Premiérement, on cherche
a trouver une nouvelle structure de déplacement d’une matrice de Vander-
monde confluente plus éfficace que la structure (4.11), dans ce qui suit, on
note par W la matrice de Vandermonde confluente.

5.2 Structure de déplacement de W :

On considére la matrice W définie dans (4.11), en remplacant m par nd
et la base P par la base canonique. C'est-a-dire W est du type (nd x nd)
définie comme suit :

W= [F@)fO ) FED (@) F@n)fO ) - F4 )]

telle que :
f@)=[1 2 22 ... N

et xy, ..., T, sont n nombres deux & deux distincts. W est caractérisée par la
structure de déplacement suivante :
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ZTW - WDB = —endyT, (59)

ol
Dp = diag(B(x,), B(zs), - .., B{z,))

est une matrice diagonale par blocs, telle que les matrices B (zi); k = 1, n
dans (4.13), qu'on peut les représenter encore sous la forme suivante :

B(z)=azla+ A A=[0 e 2 3e3 -~ (d—1esr ], (5.10)
et

YT = (:c;‘d (nd), z3* .. (nd) 234792 (nd), zp41.. (nd) d :cgd‘d) .

Si on prémultiplie et postmultiplie la structure (5.9) par Z et D' respec-
tivement et en tenant compte que :

T T
LZL0 = nd — €1€]

et
Zend = 0,

on trouve immédiaternent que cette structure devienne :

ZW —WD3! = e, (5.11)

. == (r(z1) -+ r(za) ); (5.12)

r(@) = (s7 =27, 2075, (- (d - 1)

c’est-a-dire r(z) composé par ™" et ses dérivées successives jusqu’a l'ordre
(d—1).

Dans Péquation de déplacement (5.11}, on observe que Z est triangulaire
inférieure et D' est triangulaire supérieure, alors le théoréme (5.1) indique
que le complément de Schur de W prend le méme type de structure. Clest
pour cette raison, on préfére la structure (5.11).

Définition (5.1) : Soit A une matrice du type (rd x rd); r =1, n. On
dit que A est matrice r structurée Vandermonde confluente, s’il existe deux
vecteurs g et i de dimension rd telle que :
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ZA— AD7L = ghT, (5.13)

ol :
Drg=diag(B(zg); k=n—-r+1n
est une matrice diagonale par blocs et z,, . .., z, sont toujours n points deux

4 deux distincts.

On a bien observé que la matrice r Vandermonde confluente A définie par
I'équation de déplacement (5.13) est caractérisée par r et les vecteurs g et h,
alors leur identification nécessite O(nd) stockages et par convension, on peut
I’écrire :

A ——[g,h]", (5.14)

laquelle on peut la représenter par blocs de la maniére suivante :

An A -+ A,
Ay Agy -+ Ay

Ao :21 .22 ‘. 2 | (5.15)
Anl An2 e Ann

ol ses éléments (A;;);4,7 = 1,7 sont des matrices du type (d x d). Tout
vecteur V' de dimension rd est représenté par blocs comme suit :

V=WV,.. V", (5.16)

ol (Vi),_15 sont des vecteurs de dimension d.

En concordance avec la représentation (5.1), A peut étre écrit comme

suit .
. A]l G
A_[H K}, (5.17)
o1l
G=[An -+ A ]
et
H={An - ar]",

Ay doit étre non singuliére. Dans ce cas, le complément de Schur de 4 ; S (A)
est définie comme suit :
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S(A) = K — HA[]G. (5.18)

Par une application directe du théoréme (5.1) sur la matrice A, on présente
le résultat suivant :

Théoréme 5.2: Soit A la matrice de Vandermonde confluente donnée
dans (5.17) et notée par (5.14); A «— [g,h]" (r > 2). Le complément de
Schur S(A) définie par (5.18) est lui méme une matrice de Vandermonde
confluente; S(A4) «— [¢', '] avec :

9% =91~ AciAflg k=Tr—1 (5.19)
Wl = hfﬂ - h?AfllAl,k+1 k=1r—-1. 0O

Dans notre étude, on s’intéresse au matrice n Vandermonde confluente qu’on
la note par :

W = [e1,v]"

ol v est le vecteur définie dans (5.12) et on la représente par blocs de la facon
suivante :

Win Wy - W
Way Way --- Wy,

W :21 :22 . .2 (5.20)
Wnl Wn2 et me

Comme On a dit précédemment que le processus d’élimination de Gauss est
une répétition finie du complément de Schur, alors on peut Iobtenir par
I'application de (5.4) sur W, c’est-a-dire :

SUW) =W, S (W) = S5(S*(w)) k=0,n-2

a laide de cette notation, on conclut d’aprés le théoréme (5.2) que S*(W);
S¥(W) - [g[k],h[K]]"* sont des matrices structurées de Vandermonde
confluentes, telle que :

gl0l=e, RO =v
gilk+1  =gin[k] - (AS"“(W))PA,1 (S’“(W));ll g1 (k] (5.21)
hilk + 107 = ot (R — b (K] (S* W), (S*(OW)),,s
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pouwri=1n—-k+1.

La décomposition de W en deux matrices carées par blocs L et U du type
(nd x nd); L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure,telle
que :

W = LU

lesquelles sont définies par :

Liskpsr = (SKOV),, (S*W));,) i=Tn—k

11

Uenjoe = (S5(W)),, j=1n—k

pour k=0,n—1.

On remarque bien que les relations de récurence (5.21) qui forment les
éléments de base dans le processus d’élimination de Gauss et les formules
(5.22) sont données en fonction des éléments de la premiére ligne et la pre-
miére colonne de complément de Schur par blocs; (S* (W), et (S*(W))y;,
donc il est obligatoire de les stocker & partir de ses structures de déplacerent.

5.3 Structures de déplacement pour les élé-
ments en blocs :

En premier lieu, on voit qu’il est obligatoire de donner quelques propriétés
sur les matrices Toeplitz qui sont nécessaires dans les démonstrations de cette
section.

Soient u, v € C? deux vecteurs de dimension d générent les matrices
Toeplitz triangulaires inférieures L(u) et L{v), telle que :

L uve€C =23 2 € C? telle que L{u) - L(v) = L(v) - L{u) = L(z)
(resp 2 2 € C? telle que R(u) - R(v) = R(v) - R(u) = R(z,)).

2 u€e Cletug #£ 0= v € C? telle que L(u)™! = L(v;) (resp
3 vy € C? telle que R(u)™! = R(vy)).

On ajoute que le produit de deux matrices Toeplitz du type (d x d) peut
étre réalisé par l'utilisation de O(dlogd) opérations et O(d) stockages. Ici,
on suppose que le produit de deux matrices Toeplitz triangulaires inférieures
du type (d x d) peut étre réalisé par I'utilisation de C(m)dlogd opérations.
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Pour inverser une matrice Toeplitz triangulaire inférieure non singuliére
du type (d x d),on a besoin d’effectuer O(dlogd) opérations. dans ce cas,
on suppose que I'inverse d'une matrice Toepliz triangulaire non singuliére du
type (d x d) peut étre réalisé par 1'utilisation de 2C (m)dlog d opérations.

Ensuite, on essaye de trouver les structures de déplacement associées aux
matrices de la premiére ligne et la premiére colonne de S* (W); k =0,n - 1.

5.3.1 Stockage de la premiére ligne de W :

On observe que la premiére ligne de W est composée des matrices :

Wi; =V(z;) pourj=TIn
telle que :
Vizgy=—[ p(z) pM(z) pP(z) --- p¥V(z) ] (5.23)

2

1 ] )

pz)=[1 z =z

Ces matrices sont structurées et on peut les transformer en matrices Toeplitz
comme l'indique le lemme suivant :

Lemme 5.3 : Soit D la matrice diagonale du type (d x d) suivante :

D = diag(1,11,21,31, ... (d— 1)!)

donc :
D7V () = L(n(z)),

2 3 Zd-1 T
T](.’E) = (l,x,a,i,...,m) .

Dautre part, si C' est une matrice carrée du type (d x d), alors C = V(z) si
et seulement si :

ol

ZC - CB{z)™ = eyu(z)7, (5.24)
telle que :

vz) ' =—[ @(z) V() ®D(z) ... ®E-V(q) 5 @) =27V
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ou B(z) est définie dans (5.10). [

Démonstration : Le premier résultat est un résultat immédiat de cal-
cul matriciel D! - v(z). Pour le deuxiéme résultat, il est facile de démontrer
que la matrice V() est caractérisée par la structure (5.24) a partir de la
représentation par blocs de la structure (5.11); la structure qui caractérise
la matrice de Vandermonde confluente W, qui est représentée par blocs dans
(5.20), on :

Z 0 0 ... 07
616?11 VA
=10 0
: S .0
| 0 - 0 el Z
et
B(l‘l)i1 0 e 0
-1
B(SE)_IZ 0 B(:I:Q)
: -, 0
0 0 JB(:I:,,,,)‘l

sont les représentations par blocs de Z et B(z) ! dans cette structure et par
des calculs simples, on peut conclure que V(z) vérifie vraiment la structure
(5.24). Inversement, si C vérifie (5.24), alors :

Z(C - V(@) - (C = V(z))B(z) ™ =0
ce qui nous permet de déduire que C' =V(z). N

5.3.2 Stockage de la premiére colonne de W :

On observe que les éléments de la premiére colonne de W ; (Wir)i—z5, on
peut les écrire en fonction de Wi, de la maniére suivante :

Wi = Wi B(z) 94 pouri =7 7.

5.3.3 Stockage de la premiére ligne de S*(W):

On considére la premiére ligne par blocs (S"(W)lj)j=m de SH(W).

Dans la section précédente, on a dit que S*(W) «+— [g[k], h [k]]* " est une
matrice n — k structurée de Vandermonde confluente.
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La matrice S*(W);; = F(z) est caractérisée par la structure de déplace-
ment suivante :

ZF(z)— F(z)B(z)™ = zu7, (5.25)

ol

T =z, et zu’ =g [k]h;[k]".
Laquelle, on peut P'obtenir 4 partir de la représentation par bloes de la struc-
ture de déplacement associée au matrice S*(W).

I est clair que les structures (5.24) et (5.25) sont semblables, on peut les
identifier par la transformation de z A e; et u 4 v. C’est-a-dire les matrices de
la. premiére ligne de S*(W), on peut les transformer sous forme des matrices
de la premieére ligne de W.

Théoréme 5.4 : Soit F(z) la matrice définie par la structure de dé-
placement (5.25). Alors :

F(z) = L(z)V(z)D 'R(q)'D (5.26)
telle que :
=Dy et L(gh' =D tu(z),
ol g = (q1, G2, .- .,q4)T est un vecteur de dimension d. [

Démonstration : Soit F(z) la matrice qui vérifie la structure (5.25),
telle que le vecteur z dans cette structure vérifie 1a relation suivante :

z = L{z)e,.

Si on prémultiplie équation (5.25) par L(z)™' et on tenant compte que
L(2)"'Z = ZL(z)™", on trouve que la structure (5.25) devienne :

Z [L(2) " F(x)] ~ [L(z) ' F(z)] B(z)™ = esu7, (5.27)

alors, on a transformé le vecteur z au vecteur e; et il reste 4 transformer
% au v. Avant de continuer notre démonstration, on a besoin de dire que
DB(z)D™! est une matrice Toeplitz triangulaire supérieure défnie comme
suit :

DB(z)D™ ! = 2I;+ 27 = R(ze; + e3) = T(z) (5.28)
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ou D = diag(1,1},21,3!,.. . (d — 1)!) et B(z) est donnée dans (5.10).
Maintenant, on peut continuer notre démonstration par une postmulti-
plication de (5.27) par D™, on obtient la structure suivante :

Z [L(z) " F(z)D™'] ~ [L{z)'F(z)D7Y| T(z) ! = es'T, o =D .
(5.29)
On introduit les vecteurs suivants :
T
oe) = [ @) T ) V) - 9() ]

= (1) g, Oz) =27

q= (QI:QZa--—,Qd)T: q: (Qd) qd--1, "'?QI)T)

ol § est la solution du systéme linéaire triangulaire supérieure suivant :
R(u)§=w(z), w= Dt
ce qui équivalent a dire que :
R(u')R(g) = R(w)

c’est-a-dire on a :
uTR(q) =vT D71,

Par la postmultiplication de (5.29) par R(g), on obtient :
Z [L(z)_lF(x)D”lR(q)] - [L(z)“lF(:c)D_lR(q)] T{z) ' = ey’ D7},

il reste a postmultiplié cette derniére structure par D pour obtenir immédi-
atement le résultat, de cette facon, on déduire que :

L(z)"'F(z)D'R(¢)D=V(z). M

5.3.4 Stockage de la premiére colonne de S*(W) :

A partir de la structure de déplacement par blocs vérifiée par les matrices
(n—k) structurée de Vandermonde cofluente S¥(W) «—— [g [k], & []]"~* pour
tout k, on observe que les matrices de sa premiére colonne (S*(W)), 5o
sont carctérisées par les structures de déplacement de la forme suivante -
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ZS* W)y — S*(W)aB(2) ™ = g; [kl [k]" — e1€5S¥(W)i 11, T = g,
(5.30)

qu’on peut P’écrire somme de deux matrices structurées, commme on va, voir
dans le théorme suivant :

Théoréme 5.5 : S¥W);, = Fy + F, telle que :
ZFy ~ FyB(z)™! = g; [k] by [K]"

et
ZF2 - FQB(J))—‘]" = —6legsk(W)i,,1,1. O

En dernier lieu, on peut dire que par I'application directe du théoréme (5.4),
les matrices S*(W),; peut-étre représentées par la somme de deux matrices
structurées qui prennent la méme forme que les matrices de la premidre ligne
de W. C'est-a-dire :

SE W)y = Fi + Fy

telle que :
Fy = L(g: [k])V(2)D™' R(¢:) ' D,

ou le vecteur ¢; est défini comme suit :
=D K", L(g)v) =D "v(z)

et

Fy=V(z)D ' R(g)"' D,
ou ¢o est le vecteur défini de la fagon suivante :
vh = D“legSk(W),;uLl, L(g)vh = D™ 'u(z).
Alors :
S*(W)a = L(g: [k})V () D' R(q1) ™' D + V(z) D" R(g;) ' D

pourt=2,n—k.



5.4 Opérations rapides sur les éléments en
blocs.

Dans cette section, on présente des opérations de base qui jouent des roles
extrémement importants dans le processus d’élimination de Gauss par blocs
du matrice W, ces opérations sont basées sur F'(z), la représentation (5.26),
comme la prémultiplication matrice par vecteur de la forme F(z)-b et la post-
multiplication d’'un vecteur ligne par matrice de forme 47 - F(z), lesquelles,
on peut les réaliser par l'utilisation de O (dlogd) opérations élémentaires
et les interpréter sous forme des deux algorithmes suivanis, mais avant de
les présenter, on sait que la matrice inverse R(g)! dans la représentation
(5.26) est une matrice Toeplitz triangulaire supérieure R{a), ou le vecteur
a = {ay,0z,...,aq4)7 peut &tre obtenu directement par la résolution du sys-
téme suivant :

R(vYa =
telle que :
v = D7 lvu(z)
et
a= (ad,..-,al)T, o == ('u.:i,...,u'l)T

Algorithme 5.1. MVP1 (2, u,z ,b +— b) cet algorithme réalise la
multiplication F(zx) - b= b, ou F(z) définie par (5.26) et représentée par les
paramétres z,u et .

Données : z,u,x,b. )

Résultats : le vecteur b.

calcul 47 :==uTD" ! ot & T = (dg, . .. L)Y

calcul ¥ :== D~ lv(z).

résolution du systéme R(0)a = 4; & = (aq,...,a1) eta = (ay, ..., aq)7.
calcul by := Db.

calcul by := R{s)b,.

calcul b3 := D~1b,.

calcul by := L(n(z))bs, ot n(z) = (1, z, %, I -(ﬂxfl—lﬁ)
calcul 55 = Dl34.

retour de b := L(2)bs.

S A B R R
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Algorithme 5.2. MVP2 (z,u,z,p—— ¢) cet algorithme est similaire
au précédent, il réalise la multiplication d’un vecteur ligne b7 par F(z) définie
par (5.26) et représenée toujours par les parametres z,u et z.

Données : z,u,z,b.

Résultats : le vecteur c.

. caleul 47 :=uT D71 00 @ = (dg, ..., 4,)7.
. caleul 9 == D to(z).
. résolution du systéme R(4)d = #';d = (ag,...,a;) et a = (ay,. .., aq)’.

1
2
3
4. calcul b7 := b7 L(z2).
9.
6
7
8
9

caleul b7 := bT D).

- caleul b := b7 L(n(z)), od n(z) = (L, 7,5, %,..., &0).
. caleul b :=bT D1,

. caleul b7 := b R(s).

. retour de ¢T := b D.

Données Résultats

d|lx|u a

3{2|[11 1] [—2 -2 —2]"
412)[-11 —22]"|[-2-24 ~4]
502][183022]" [[-2 60 —4 —4]

Tableau 3. d’exécution du programme Vect.
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Données Résultats
x|d|z u b b
1 -1 1 10
213 1 0 1 32
2 -2 1 94
1 4 -2 ~16
2 2 -1 —68
214 4 1 0 —240
-1 3 1 —-704
1 2 3 ~0.0408
1 2 3 —0.1620
215 1 2 3 1.0e + 004 | —0.5220
1 2 3 —1.5900
1 2 3 —4.7484

Tableau 4. d’exécution du programme MVP1.

Données Résultats
x|d]z u b c
1 -1 0 34
213 -1 -2 1 22
2 -3 4 20
1 -2 1 —102
1 -2 0 -~134
214 2 1 0 —280
2 1 -1 —408
1 -1 1 0.0240
1 -3 4 0.1200
215 2 -1 2 1.0e + 003 | 0.6120
3 0 1 2.1120
2 0 0 2.3040

Tableau 5. d’exécution du programme MVP2.

Dans la section précédente, l'algorithme d’élimination de Gauss par
blocs dépend itérativement par les opérations clées suivantes :

(a) HTS*W)y
(b) S*(W)ag
() elS*(W)i
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c’est pour cette raison, on présente le résultat suivant pour donner la
complexité de ces opérations.

Théoréme 5.6 : le produit matrice-vecteur ¢ = L{a) - b est réalisé
par C(m)dlogd opérations et I'inversion d’une matrice L(b) = L(a)™! est
réalisée par utilisation de 2C(m)dlogd opérations. Alors les opérations
par blocs (a), (b) et (c) précédentes peut é&tre effectuer par 'utilisation de
26C(m}dlog d+0O(d) opérations. Plus précisément, pour effectuer I'opération
(a), on a besoin de 6C(m)dlogd + O(d) opérations, pour (b), on a besoin de
11C(m)dlog d+O(d) opérations et pour (c), 9C(m)dlog d+O(d) opérations.

Démonstration : pour effectuer les opérations (a), (b) et (c), on fait
I'appel aux algorithmes (5.1) et (5.2) comme on va voir prochainement.

(%) Pour Popération (a) : on peut trouver facilement que I'opération
(a) est effectuée par I'utilisation de O(d log d) + O(d) opérations dt a Pappel
de I'algorithme MVP2 et au nombre d’opérations 3C(m)dlog d effectué a la
troisiéme ligne.

() Pour l'opération (b) : on a vu précédemment, éxactement dans le
théoréme (5.5) que S*(W);1g peut s’écrire de la maniére suivante :

S*(W)ng = Fig + Fag,

alors, le calcul de la quantité (b); S*(W);1g nécessite le calcul des deux
quantités Fig et Fpg. Donc il est obligatoire de faire 'appel & P’algorithme
MVP1, sur lequel, on peut dire que sa troisiéme ligne peut étre exécutée
par l'utilisation de 3C(m)dlog d opérations, c'est-a-dire 'opération Fig est
effectuée par 6C(m)dlogd + O(d) opérations et ce qui concerne le caleul de
Fug, il est clair que l'instruction b := L(z)65 au niveau de la neuviéme ligne
de l'algorithme (5.1) est négligeable si z = e;, comme une conséquence, la
quantité Fog est exécutée par Putilisation de 5C(m)d log d+ O(d) opérations,
ce qui nous permet de dire que pour effectuer 'opération (b), on a besoin de
11C(m)dlog d + O(d) opérations.

(**%) Pour 'opération (c) : cest exactement de la méme maniére que
(b), on peut compter le nombre d’opérations nécessaire dans Veffectation de
c). Premiérement, I'opération par blocs el S*(W);; est représentée comme
d
suit :

egsk(W)ﬁ = e?;Fl + BgFQ,
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c’est-a-dire le calcul de (c) est équivalent aux calculs de el F} et eI F.

En outre, il est clair que Vinstruction b] := b7 L(z) dans la quatri¢me ligne
de T'algorithme (5.2) est négligeable si b = 4. Donc le calcul de e F, peut
étre effectué par P'utilisation de 5C'(m)dlog d + O(d) opérations. De plus, on
a remarqué que 4C(m)dlogd + O(d) est le nombre d’opérations nécessaire
dans la réalisation de el F; tout simplement parce que les lignes 4 et 6 de
algorithme (5.2) sont négligeables lorsque b = e, et z = ¢;.

Enfin, on conclut que le nombre d’opérations nécessaire dans ce cas est
vraiment 9C(m)dlogd + O(d) opérations.

5.5 L’algorithme d’élimination de Gauss par
blocs et complexité :

Dans cette section, nous somrmes prés de présenter Palgorithme d’alimina-
tion de Gauss par blocs ayant comme but, la résolution du systéme linéaire
structuré Wa = f et il est basé sur les structures des matrices, qui sont
imvariantes par le complément de Schur. Lorsque, on a la matrice structurée
par blocs W du type (nd x nd) de sorte que ces éléments sont des matrices du
type (d x d), on trouve que I'élimination de Gauss par bloes peut étre réalisé
par l'utilisation de O(n*r(d)) opérations, ott 7{d) est le nombre d’opérations
nécessaire d’effectuer une opération par blocs dans cette matrice. On sait que
les méthodes standards pour résoudre un systéme linéaire du type (d x d)
utilisent O(d?) opérations, c’est-a-dire 7(d) = d?, dans le cas o, on utilise
Palgorithme FFT rapide, 7(d) est réduit & O(dlogd) opérations seulement.
L’algorithme d’¢limination de Gauss par blocs suivant calculera d’une fagon
implicite la factorisation LU de W ; W = LU par la transformation du sys-
téme Wa = f au systéme équivalent triangulaire supérieur suivant :

Ua = f,
ou _
f=1L"],
comme on va voir prochainement dans ’algorithme suivant.

Algorithme 5.3. L’élimination de Gauss par blocs de Wa = f.

Le processus d’élimination de Gauss par blocs, on peut le déviser en
trois étapes, la premitre est ’étape initiale qui recoit les données initiales, la
deuxiéme étape est la principale dans ce processus, elle est effectuée dune
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facon itérative pour transformer le systéme Wa = f au systéme Ua = f=
L~'f & partir d’une fonction BGE(k := 0 : (n — 2)2, dont elle recoit le
k*™ complément de Schur S¥(W) «— [g[k],h[k]]"™" de W et résulte la
(k + 1) complément de Schur S**'(W) +— gk + 1], h[k + "% de
W, de plus la méme fonction BGE(k := 0 : (n — 2)) transforme (fi [K)iz1:n
au (f; [k + 1})i=1.n. Dans la troisiéme étape, on calcule la matrice triangulaire
supérieure U et le vecteur f = (f; [k — 1])L_,., pour résoudre le systéme
Ua = f.

Données : les n nombres non nuls zy, z,, . . ., z,, et le vecteur f.
Résultats : le vecteur a, telle que Wa = f.
Etape 1 : étape initiale.

L. g1[0] = (1,0,...,0)%.

2. pouri:=1:n.

3. hi[0] == (z;%, —z7%, (- 1)2 (25, . .. (1) (d = D)z 9T
4. fil0] = fi.

5. si(i£1)g[0]=0.

Etape 2 : étape principale.

l. pour k:=0:(n—1)
2. BGE(k).

fonction BGE(k = 0 : (n — 2)) cette fonction est s’intéresse au cal-
cul de S¥Y1 (W) «— [g[k+ 1], [k +1]]"""" et (fi[k + 1])ic1n & partir de
gi[k] hilk]; i=1:n—k et (fi [k])iz1n.

1. 8wy = U161 utiliser sa structure de déplacement
Z8*(w)11 — S¥(w)11 B(x41) = g1 [K] by [R]T

v [k]" = hy (k]" % ()77
Iry fk)T := €T S*(w)ss.
z k] == S*(w)y o1 [K].
f7H k] = S*(w)y fi (k]
pouri:=1:(n—k—1)
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10.
11

12.
13.

ment

calcul S*(w);4;; utiliser sa structure de déplacement

ZSk(w)z'+1,1 - Sk(’w)z'+1,1B($k+1) = Jit1 [k] hy [k]T —eylr; [k]T

Irepn (KT = €T S*(w)igrs.

gilk + 1] == giys [k} ~ S5 (w)isr12 (K] -

filk +1] := fiyy [k] — S¥(w)ip1af 2 [K].

caleul S¥(w)y 41 := Ugyriprss  utiliser sa structure de déplace-
ZSM (w41 — S*(W) 111 B(Zxtir1) = g1 [K] hagy [K]T

hilk+ 107 := hia (K7 — 01 (K] Uk

retour de S*TH (W) «— [g[k+ 1], R [k + 1" " et (f; [k + 1]izrn

Etape 3 : étape de substitution.

L an:==U_ fi[n].
2.pourk=n-1:1

3.

4
D.
6

sum = fi [k]

pour j=(k+1):n
sum = sum — Uy;a;

ax = U sum.

Données Résultats
T n |d |f a
1 18950
-1 —15960
2 —1539.9
-2 —854.27
1 3 —1.1861
4 —5.3877
[ g ] 3 |4 5 3.2325
-3 —0.64564
8 0.0027404
7 —0.00032033
-5 0.00015134
-5 —2.5429¢ — 005




2 11T 61.42 ]
1 —41.545
-3 11.469
-9 —16.473
8 7.0024e + 013
=7 —1.2177e + 014
2 9 6.3325e + 013
-3 11 —1.1909¢ -+ 013
—4.340.8
3513.2
-1 1909.5
1 200.85
1 1.8787e ~ 013
4 1.1767e — 013
5
6

(SN~
| o=
by W

2.6397¢ ~ 014
| 21113 -015 |
[ —9.9946e + 030 |
3.3004e + 030
~6.11e + 029
3.076¢ + 029
0.00015456
—0.00011164
3.2725¢ — 005
~3.2025¢ — 005
3.3197¢ + 007
~4.4608e + 007
2.6434e + 007
—4.2172€ + 006
—2.8578¢ — 005
—~1.0917¢ — 005
1.555¢ — 006
1.0907¢ — 006
2.1514e — 025
—~2.066¢ — 025
6.6525¢ — 026
5 | —6.928¢ — 027

T WO DN
o
EEN
SV O O b i b b Q0D O D DD D) DD DD e i e

Tableau 6. d’exécution du programme programme principal.

Avant d’achever ce chapitre, il est nécessaire d’analyser la complexité en
temps de cet algorithme. On se base sur les résultats énoncés dans la section
précédente.
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Théoréme 5.7 :  Le produit matrice par vecteur ¢ = L(u)v peut étre
réalisé avec C(m)dlog d opérations et I'inversion de la matrice L(v) = L(u)™?
peut étre réalisée par P'utilisation de 2C(m)dlog d opérations. Alors la com-
plexité en temps de I’algorithme (5.3) est :

21.5C(m)n’dlog d + O(n%d) + O(ndlogd). O

Démonstration : Par I'application du théoréme (5.6), les opérations
utilisées dans les lignes 8,9,10 et 12 de la fonction BGE sont effectuées
par I'utilisation respective de 9C(m)dlogd, 11C(m)dlogd, 11C(m)dlogd et
6C(m)dlog d opérations, donc la fonction BGE utilise :

Tpee(n, d, k) = 37C(m)(n — k — 1)dlogd + O((n — k — 1)d) + O(dlog d)
opérations, on ajoute que les lignes 2,3 et 4 de la méme fonction BGE sont
réalisées par l'utilisation de O(dlogd) opérations, ce qui nous permet de
déduire que la deuxiéme étape dans I'algorithme (5.3) utilise :

Tstape 2(n, d) = 18.5C(m)(n — k - 1)dlogd + O(n’d) + O(ndlog d).

Pour effectuer la troisiéme étape, on a besoin d’utiliser le nombre d’opérations
suivant :

Tetape 3(n, d) = 3C(m)n’dlog d + O(n*d) + O{ndlogd).
Finalement, on conclut que la complexité en temps de Palgorithme (5.3) est

T = étape 1 + Tétape 2+ Téta.pe 3
= 21.5C{m)n’*dlogd + O(n?d) + O(ndlog d)

c’est exactement le résultat chercher. W
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Chapitre 6

Annexe des travaux pratiques.

Les algorithmes qu’on a présentés précédemment sont disponibles sous
forme des programmes en language Matlab,

%La multiplication de deux polyndmes basée sur la transformation
%de Fourier et son inverse.

function|c]=Mult(p1,p2);

7cd=input(’donner le dimension des vecteurs d=");
%pl=input(’donner le vecteur pl=');

%p2=input(’donner le vecteur p2=");

d=length(pl};

%On terminera chaque vecteur par les zéros jusqua l'ordre 2*d.
for i=1 :2%d

if i<=d

pu(i)=pl(i);

pd(i)=p2(i};

else

pu(i)=0;

pd(i)=0;

end

end

%La représentation des vecteurs sous forme des polynémes qui sont
Joreprésentés comme vecteurs lignes dont les composantes sont
Yordonnées par ordre des puissances décroissantes.

%Un polynome de degré n est représenté par un vecteur ligne de
Yotaille (n+1).

%Le retournement horizontal d’un vecteur ligne ce fait grice a la
Zfonction "fliple".

pv=-Aliplr(pu) ;

64



pw=Aliplr(pd};
ps=ifft(fft(pv). *ffe(pw)) ;
for i=1 :d
cl(i)=ps(2*d-i);

end

c=cl’;

end

%Un sous programme qui donne le premier vecteur d’une
Yomatrice inverse Toeplitz triangulaire inférieure.
clear

cle

function [bb]=PVMITTI({ad,nn);
7oad=input(’donner la matrice ad=");

7Le dimension de la matrice ad est de la forme n=2"q.
Zenn=input(’donner le nombre nn= *);

%La. fonction size indique le dimension d’une matrice.
%[nn nn}=size(ad) ;

g=input(’donner le nombre q=");

c=ad( :,1);

b0=1/ad(1,1);

1=0;

while i<=q-1

for j=1 :2~(i)

cl(j)=c(j);

c2(j)=c(2~ (]} ;

end;

for j=1 :2~(i)

if j==

c3(j)=c2(j) ;

else

e3(j)=c1(2(i)}-j+2);

end;

end ;

bl=toeplitz{c2,c3);

b2=-bO*b1*b0;

for j=1:2"(i)

b3(j)=b0(j,1) ;

b3(2~()+i)=b2(j,1);

end ;

65



for k=1 :2~(i+1)

if k==1
b4(k)=b3(k);

else

bd(k)=0;

end;

end;
b0=toeplitz(b3,b4) ;
i=i+41;

end;

%Le premier vecteur de la matrice inverse.
bb=b0( :,1);

end;

%Le sous programme "vect" qui recherche un vecteur aa.
function [aa]=Vect(x,u);

Yd=input(’donner la dimension des vecteurs d=");
Yox=input(’donner la valeur de x=");

You=input ("donner le vecteur u=’);

d=length(x);

%La fonction "factorial" ;factorial(n) c’est le factorielle d*un nombre n.
for i=1 :d

vu(i)=factorial(i-1) ;

end;

%L’écriture d'une matrice diagonale a I’aide le la fonction "diag".
v=diag(vu);

%La multiplication de 'inverse d’une matrice avec un vecteur.
vd=inv{v)*u;

for i=1 :d
vq((ii):((-l) ~(i))*factorial(i-1)*x " (-i) ;
end ;

ve=inv(v)*vq’;

%L écriture d'une matrice Toeplitz triangulaire supérieure nécessite la

%oconnaissance de la premiére ligne et la premiére colonne de cette ma-
trice.

for i=1:d

if i===1

vs(i)=ve(i) ;

else

vs(i)=0;



end;

end ;

r=[toeplitz(vc,vs)]’;

%La fonction flipud fait un retourenement vertical d’un vecteur.
vt==inv(r)*flipud(vd) ;

aa=flipud(vt);

end;

%Le sous programme "premult” fait la postmultiplication d’une
Yomatrice représenteé par Toeplitz avec un vecteur b.
function [p]=premult(x,z,u,b,d1);

%0n introduit les données x z u b a I'aide de la fonction ’input’.
Zox=input(’la valeur x est : ’);

%d1=input(’donner le dimension des vecteur d1=");
Y%oz=input(’le vecteur z est ;") ;

You=input(’le vecteur u est donner par :’);

%ob=input ("donner le vecteur b=");

%La fonction *factorial’ calcul le factorielle d’un nombre.
for i=1 :d1

wu(i)=factorial(i-1) ;

end

Wil ;

%Le produit ponctuel de deux vecteurs.

wd=wu’ *b;

%On fait I'appel du sous programme "Vect".
wt=Vect(x,u);

%Le retournement vertical d’un vecteur ce fait en Matlab grice a la
Yofonction flipud.

wq=flipud(wd);

pl=wt;

p2=wq;

%Le premier appel du sous programme "Mult".

we= Mult(wt,wq);

ws=flipud(wc);

for i=1 :dl

wl(i)=factorial(i-1)~(-1);

end

wi;

wl=wl’ *ws;

for i=1 :d1

67



w2(i)=x"(i-1)/factorial(i-1) ;

end

pl=w2;

p2=wl;

%Le deuxiéme appel du sous programme "Mult" .
w3= Mult(w2,wl);

wi=wu’.*w3;

pl=z;

p2=wd;

%Le troisiéme appel du sous programme "Mult" .
p=Mult(z,w4);

end

%Le sous programme "MVP2" fait la prémultiplication d’une matrice
Yreprésenteé par Toeplitz avec un vecteur ligne.
function [ff]=postmult(x,z,u,b,d1) ;

%On introduit les données.

Zox=input(’la valeur x est : *};
Yod=input(’donner le dimension des vecteur d=");
Yoz=input(’le vecteur z est :’);

You=input(’le vecteur u est donner par ’);
Zob=input(’donner le vecteur b=");
bl=flipud(b) ;

pl=bl;

p2=z;

%L’appel du sous programme "Mult’.
11=Mult(bl,z);

b2=flipud(11);

for i=1 :d1

fl{(i)=factorial(i-1) ;

end

%Le produit ponctuel de deux vecteurs.
b3=b2.*f1’;

for i=1 :d1

f2(i)=x"(i-1)/factorial(i-1) ;

end

f3=flipud(b3) ;

pl=i{3;

p2=f2;

%Deuxi¢me appel du sous programine "Mult’.
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12=Mult(f3,12) ;

b4=flipud(12) ;

for i=1 :d1

f4(i)=1/factorial(i-1) ;

end

b5=b4.*f4’ ;

%L’appel du sous programme *Vect’.
f5=Vect(x,u) ;

pl=bb;

p2=f5;

% Troisiéme appel du sous programme "Mult’,
13=Mult(b5,15) ;

b6=flipud(13) ;

fi=b6.*f1’;

end ;

7%Un Programme principal de résolution d’un systéme
Zlinéaire structuré de de Vandermonde confluent Wa=f,
clear

cle

X=input(’donner le vecteur X=");

n=input('donner la valeur n=");

n=length(X);

%d est une puissance de deux.

d=input(’donner la valeur d=");

f=input(’donner le vecteur f=');

YoPrésentation des vecteurs g et h sous forme de
Zomatrices du type (n*d).

for i=1 :d

for j=1 :n

if (i==1)&(j==1)

g(1,1)=1;

else

g(1,))=0;

end ;

h(i,j}=(-1)"(i-1)*actorial (i-1)*X (j) " (-i) ;

end;

end ;

% Présentation du vecteur f sous forme d’une matrice F.
for i=1 :n
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F( - D)=f((i-1)*d+1 :i*d);

end ;

%Les premiéres colonnes de F, on les stockées dans une
Yomatrice G.

G( :,1)=F( :,1);
s=(;

for k=0 :n-1

gl=g( :,1);

hi=h( :1);

for i=1 :d
vl{i)=factorial(i-1);
end;

%L’écriture d’une matrice diagonale ce fait & partir de
%la fonction diag.

D=diag(v1) ;

%0n fait Pappel du sous programme Vect.

x=X(k+1);

u=hl;

au=Vect(X(k+1),h1);

%L écriture d’une matrice Toeplitz triangulaire inférieure
%définie par sa premiére colonne au.

for i=1 :d

if i==1

al({i)=au(i);

else

al(i)=0;

end ;

end ;
M1=(Toeplitz(au,al})’;
sul=M1*D:

for i=1 :d
v2(i)=1/factorial(i-1) ;
end ;

Dl=diag(v2);
su2=D1*sul;

for i=1 :d
v3(i)=X(k+1)"(i-1) /factorial(i-1) ;
end ;

for i=1 :d

if i==1

va(i)=v3(i);
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else

v4(i)=0;

end:

end ;
M2=Toeplitz(v3,v4);
sud=M2%su2;
sud=D*su3;

for i=1 :d

if i==1

g2(i)=g1(i);

else

g2(i)=0;

end:

end;
M3=Toeplitz(gl,g2) ;
su=M3*su4 ;
U(k*d+1 :(k+1)*d, :)=su;
k1=D1*gl ;

for i=1 :d

if i==

k2(1)==k1(i);

else

k2(i}=0;

end;

end;
r1=(Toeplitz(k1,k2))’;
for i=1 :d
v5(i)-——(-1)‘(i)*factoria.l(i-l)*X(kJrl)"(—i) ;
end ;
q0=inv(rl)*flipud(v5’) ;
q=flipud(qQ);

for i=1 :d

if i==1

ql(i)=q(i);

else

ql(i)=0;

end ;

end;
R=(Toeplitz(q,q1))’;
ss1=D1*R ;
ss2=ss1*D;
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ad=M2;

nn=d;
bl=PVMITTI(M2,d);
for i=1 :d

if i==

b2(i)=bi(i);

else

b2(i)=0;

end ;

end;
M4=Toeplitz(b1,b2) ;
s83=552%M4 ;
ss4=s8s3*D1 ;

for i=1 :d

if i==1

g2(1)=gl(i);

else

g2(i)=0;

end ;

end ;
g3=toeplitz(gl,g2);
ad=g3;

nn=d;
b3=PVMITTI(g3,d);
for i=1 :d

if i==

b4(i)=b3(i);

else

b4(i)=0;

end;

end;
M4=Toeplitz(b3,b4) ;
ss=ssd*M4 ;
V(k*d+1 :(k+1)*d, :)=ss;
v=h1"*ss;
idd=eye(d);

il=idd( :,1);

id=idd( :,d);
x=X(k+1};

z=gl;

u=hl;



=id ;
dl=d;
Ir( :,1)=postmult(X(k+1),g1,h1,id,d) ;
zu=ss*gl;
Fl=ss*F( :,1);
hl=h(:1);
for i=1 :(n-k-1)
x1=X(k-+i+1);
T=h( :,i+1);
gi=g( 1,i+1);
B=F( 5i+1);
Iri=Ir( :3);
x=X(k+1);
z=gi;
u=hl;
b=id ;
dl=d;
Iriu=postmult(X(k+1),gi,hl,id,d);
b=zu;
giu==premult(X(k-+1),gi,hl,zu,d);
b=F1;
fiu=premult(X(k+1),gi,h1,F1,d);
z=il;
u==lri;
b=id;
Irid=postmult(X(k+1),it,Iri,id,d) ;
b=zu;
gid=-premult(X(k+1),i1,Iri,zu,d) ;
b=F1;
fid=premult(X(k-+1),iL,lri,F1,d);
Ir( :,i+1)=lriu+lrid ;
gli=giu+gid ;
g( +,i)=gi-gii;
fii=fiu+fid ;
%La i*™ colonne de la matrice F.
F( :i)=fi-fii;
G( 1 k+2)=F( :,1);
st1=M3*D;
for j==1 :d
v5(j)=x1"(j-1)*(factorial(j-1))~ (-1) ;

end;
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for j=1 :d
if j==1

v6(3)=v5(j)

else

v6(j)=0;

end;

end;

Mb5=Toeplitz(v5,v6) ;
st2=st1*M5;

st3=st2*D1 ;
vi=Vect(X(k+1),u);

for j=1 :d

if j==1

v8(j)=v7(j);

else

v8(j)=0;

end ;

end;

M6=(Toeplitz(v7,v8))’:
st4=st3*M6 ;

st=st4*D;

if k>0

s=s+(n-k)*d ;

end;

if k<=n-2

WI1((i-1)*d+1+s :i*d+s, :)=st;
end;

h( :,i)=T-(v*st)’;

end ;

end;

fsh((n-1)*d+1 :n*d)=V((n-1)*d-+1 :n*d, *G( :,n);
for k=n-1:-1:1
s=s+d-(n-k)*d;

sum=G( : k) ;

for j=(k+1) mn
sum=sum-W1((j-k-1)*d+1-+s :(j-k)}*d+s, )*sh((j-1)*d+1 :j*d)’;
end;

fsh((k-1)*d+1 :k*d)=V((k-1)*d+1 :k*d, :)*sum
end;
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a=fsh’;

%L’affichage du résultat finale.

disp(a) ;
end ;
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Conclusion

Dans ce mémoire de thése, nous avons mené une étude numeérique
sur les matrices structurées. De fait nous avons considérer en par-
ticulier les matrices Toeplitz, les matrices de Vandermonde et les
matrices de Vandermonde confluentes. La structure de déplace-
ment congue (et investie) Pour les matrices Toeplitz a, été décou-
verte par Kailath, Kung et Morf [27] en 1978. Depuit, il s’est avéré
que la construction d’une équation de déplacement caractérisant
une classe de matrices conduit directement 3 des implémentations
numériques performantes sur de telles matrices. En 1984, Heining
et Rost [25] ont fait remarquer que les matrices de Vandermonde
satisfont une équation de déplacement analogue a celle proposée
dans {27]. Dans ce contexte de motivation, Melkemi [34] a, plus
récement, démontré que les matrices de Vandermonde confluentes
font également partie de la classe des matrices structurées.

Etant donnée une matrice de Vandermonde confluente du type
(md x md) vue comme une matrice du type (m x m) dont les
éléments sont des matrices du type (d x d). Nous avons mon-
tré ici que ces éléments sont des matrices structurées et admet-
tent, en conséquance, une décomposition canonique en termes de
matrices Toeplitz triangulaires. Ce qui permet une manipulation
numérique rapide de ces éléments grace aux FFT. C'est donc pour
nous une aubaine heureuse de parler de la transformation discréte
de Fourier puisqu'il est question de s’assurer que P'algorithime que
nous proposons est entre autres numériquement stable.

La stabilité numérique de la FFT que nous avons proposé au
premier chapitre a été emprunté de ’analyse effectuée par Higham
[26]. Concernant le produit de Kronecker auquel on a fait appel
au cours de cette analyse, on est invité a voir le livre de Golub et
Van Loan [19].

Pour la programmation des algorithmes, nous avons utilisé MAT-
LAB [37], [38] qui est & notre avis un code en adéquation avec
notre souci d’introduire des opérations matricielles auxiliaires.
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