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© Estimation Empirique des MSRs.

@ Estimation Classique Des MSRs.
@ Utilisation des L-functionals.
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@ Qu’est ce qu'un risque financier ?
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Qu’est ce qu'un risque financier ?

Pour quoi mesurer le risque ?

Nécissité d'intégrer des mesures de risque dans la gestion
financiere ?

Pourquoi choisirons-nous la classe des Mesures Spectrales
Des Risques Financiers ?

o Comment trouver un estimateur asymptotiquement
normal de cette classe pour les distributions a queues
lourdes ?
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Mesures des Risques Extrémes en Finance

Définition ( Mesure De Risque)

Une mesure de risque est une application :

p: F—DR
X —p(X)

censée a quantifier le risque porté par la v.a. X définie sur
(Q, F,P).

@ Pour chaque mesure de risque, il faut spécifier trois
parametres essentiels :
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Définition ( Mesure De Risque)

Une mesure de risque est une application :

p: F—DR
X —p(X)

censée a quantifier le risque porté par la v.a. X définie sur
(Q, F,P).

@ Pour chaque mesure de risque, il faut spécifier trois
parametres essentiels :

v L'horizon de modélisation.
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Définition ( Mesure De Risque)

Une mesure de risque est une application :

p: F—DR
X —p(X)

censée a quantifier le risque porté par la v.a. X définie sur
(Q, F,P).

@ Pour chaque mesure de risque, il faut spécifier trois
parametres essentiels :

v L'horizon de modélisation.
v' Le seuil de confiance.
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Mesures des Risques Extrémes en Finance

Définition ( Mesure De Risque)

Une mesure de risque est une application :

p: F—DR
X —p(X)

censée a quantifier le risque porté par la v.a. X définie sur
(Q, F,P).

@ Pour chaque mesure de risque, il faut spécifier trois
parametres essentiels :
v" L’horizon de modélisation.

v" Le seuil de confiance.
v' La variable financiére a modéliser.
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Mesures des Risques Extrémes en Finance
VaR comme Mesure de Risque

Apres la publication du document technique de RiskMetrics en
1994, par JPMorgan. Une définition qui est souvent utilisée pour
VaR est la suivante :

Définition (La VaR)

Pour un risque X sur une :
période donnée [0, T] et \
0<a<1,laVaR est: ‘

VaR(X) =F (1 —«a) — v
an,

Fig 1. La VaR.
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Mesures des Risques Extrémes en Finance
Axiomes de Cohérence

C’est en réponse aux lacunes de VaR qu’en 1997, Artzner et al.
(1999) proposent les axiomes de cohérence :

‘Définition (Axiomes de Cohérences)

Une mesure du risque p : 7 — R est cohérente si elle vérifiée
(X, YeF):

@ Lasous additivité : p (X +Y) < p(X) +p (Y).
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Axiomes de Cohérence

C’est en réponse aux lacunes de VaR qu’en 1997, Artzner et al.
(1999) proposent les axiomes de cohérence :

Définition (Axiomes de Cohérences)

Une mesure du risque p : 7 — R est cohérente si elle vérifiée
(X, YeF):
@ Lasous additivité : p (X +Y) < p(X) +p (Y).
@ L'homogénéité positive : p (AX) < Ap (X) pour tout
AeR;.
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Axiomes de Cohérence

C’est en réponse aux lacunes de VaR qu’en 1997, Artzner et al.
(1999) proposent les axiomes de cohérence :

Définition (Axiomes de Cohérences)

Une mesure du risque p : 7 — R est cohérente si elle vérifiée
(X, YeF):
@ Lasous additivité : p (X +Y) < p(X) +p (Y).
@ L'homogénéité positive : p (AX) < Ap (X) pour tout
AeR;.
@ Lamonotonie: p (X) <p(Y) pour X>Y.
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Mesures des Risques Extrémes en Finance

Axiomes de Cohérence

C’est en réponse aux lacunes de VaR qu’en 1997, Artzner et al.
(1999) proposent les axiomes de cohérence :

Définition (Axiomes de Cohérences)

Une mesure du risque p : 7 — R est cohérente si elle vérifiée
(X, YeF):
@ Lasous additivité : p (X +Y) < p(X) +p (Y).
@ L'homogénéité positive : p (AX) < Ap (X) pour tout
AeR;.
@ Lamonotonie: p (X) <p(Y) pour X>Y.

Q L'invariace par translation: p (X +c¢) < p(X) —c pour
tout ce€ R.
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Mesures des Risques Extrémes en Finance

L'ES Comme Mesure Alternative du VaR

Des travaux récents d’Artzner et all (1999), D. Tasche (2002) et C.
Acerbi (2002) montrent les propriétés d’ES :

@ Elle tient compte du risque de queue.

Définition (L'ES)

L’ES est déterminée par un seul parametre qui est le quantile de
la distribution au-dela duquel on effectue la moyenne des
pertes :

ES(X) = 1_ /Vade_—i/

= La perte moyenne de (1 — ) mauvais cas.
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Mesures des Risques Extrémes en Finance

L'ES Comme Mesure Alternative du VaR

Des travaux récents d’Artzner et all (1999), D. Tasche (2002) et C.
Acerbi (2002) montrent les propriétés d’ES :
@ Elle tient compte du risque de queue.

@ Démontre la propriété du sous additivité qui assure sa
cohérence.

Définition (L'ES)

L’ES est déterminée par un seul parametre qui est le quantile de
la distribution au-dela duquel on effectue la moyenne des
pertes :

ES(X) = 1_ /Vade_—i/

= La perte moyenne de (1 — ) mauvais cas.
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Mesures Spectrales des Risques Financiers

Concepts des MSRs

Définition (MSRS)

Soit, un spectre admissible ¢ € £1([0,1]), la mesure de risque :

1
My (X) == [ Fx ()9 () dp,

s’appelle la MSR produite par ¢.

V' Fy (p) estla fonction de quantile pour un niveau
de probabilité p.

v ¢ s’appelle la fonction d’aversion de risque
(pondération de quantile).

L’ES est une MSR avec une fonction d’aversion
¢ (p) = 5310 (p):

Obtention du diplome de Magister en Mathématiques (Proba/Stat). Estimation Empirique De La Mesure Spectrale Des Risques Financie:


Administrateur
Définition (MSRs)

Administrateur
Exemple


Mesures Spectrales des Risques Financiers

Cohérence des MSRs

Théoréeme (Cohérence des MSRs)

Toute MSR est une mesure de risque cohérente. Réciproquement, si la
mesure My définie par :

My ()=~ [ ()5 (p)dp pour < £ (0,1),

est une mesure cohérente, alors ¢ est un spectre admissible.

@ La cohérence des MSRs vient des hypotheses faites sur le
spectre ¢. Si une hypothese est détendu, la mesure n’est
plus cohérente.
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Mesures Spectrales des Risques Financiers
L’ES Comme Exemple des MSRs

@ L'ES est la plus simple des MSRs dans son expression. Elle
correspond a un spectre constant sur une partie [0, 1] et
valant 0 partout ailleurs.

indiee du quaniile [quaniiles ondonnés)

Fig 2. L'allure du spectre d’ES.
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Valeurs Extrémes en Finance et Modélisation Stable
Distributions des Valeurs Extrémes

Théoreme (Fisher et Tippett (1928), Gnedenko (1943))

Si (X, ..., Xy) un échantillon de v.a. i.i.d., s'il existe deux suites réels
cn > 0,d, € R, et une fonction de distribution G non dégénérée tels
que :

M, —d
MLG pour n— oo,
Cn

alors G doit étre une distribution standard des valeurs extrémes. i.e.

F* (cux + dy) =5 G (x).

— Il s’avere que seulement quelques distributions G
peuvent étre considérées comme distribution
asymptotique de limite du maximum normalisé
M,,. Elles sont désignées sous le nom des "Distribution
Standard des Valeurs Extrémes'. __ _
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Valeurs Extrémes en Finance et Modélisation Stable
Distributions des Valeurs Extrémes

G est forcément d’une des trois formes suivantes :

Fréchet :
0 ,x<0
Da (x) = { exp (—x*) ,x>0
Weibull :
_ [ exp{—(—x")},x <0
Yo (x) = { 1 x>0
Gumbel :

A(x)=exp(—e ™) ,xeR.

Fig 3. Densités des distributions
Extrémes'.
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Valeurs Extrémes en Finance et Modélisation Stable
Modélisation avec les Lois Stables

Propriété (Stabilité)
Les va. Xj, ..., X;; sont indépendantes et symétriquement stables
avec le méme exposant caractéristique « si et seulement si pour
n’importe quelles constantes 4y, ..., 4, la combinaison linéaire
Y 4 a;X; est également une distribution stable.
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Valeurs Extrémes en Finance et Modélisation Stable

Modélisation avec les Lois Stables

Propriété (Queues lourdes des données financiéres)

Soit X une v.a. avec une fonction de distribution F qui
appartient a la famille S, (B, o, jt) alors :

G(x) :=Pr(|X| <x) =F(x) —F(—x), x ¢ R pour a > 1.

G change régulierement avec I'index de queue « et satisfait une
condition d’équilibre de queue sachant
limy 00 {1 —G(tx)} / {1 — G(t)} = x~* pour tout x > 0, et

o 1=F()

) i
Fei-cr ¢ SR

e R
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Valeurs Extrémes en Finance et Modélisation Stable
Modélisation avec les Lois Stables

_Définition (MDA des lois o — stable)

On dit que F appartient au MDA d’une
loi stable avec I'index de stabilité

0 < a < 2;notation : F € D(«) ; s"ils
existent deux suites réelles A, > 0 et C,
tels que :

A <2 X; — Cn> = (B0, 1),
i=1

ot Sy (B, o, u) est une distribution stable
avec les paramétres 0 < a < 2,
—-1<B<+1,0>0et —00 < pu < +oc0.

v

Fig. 4 Modélisation avec les lois
stables

Obtention du diplome de Magister en Mathématiques (Proba/Stat). Estimation Empirique De La Mesure Spectrale Des Risques Financie:


Administrateur
Fig. 4

Administrateur
Définition (L'ES)


Estimation Empirique des MSRs
Estimation Classique Des MSRs

@ Soit (X3, ..., X;) un échantillon de taille n > 1 pour la v.a. X
avec fonction de distribution F; I’estimateur de
I’échantillon M (¢) est :

M, (¢) ::—/OlF,T(s)(p(s)ds, 0<s<1, (1)

tel que F;; (s) est la fonction empirique des quantiles
correspondantes au fonction de distribution empirique.
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Estimation Classique Des MSRs

@ Soit (X3, ..., X;) un échantillon de taille n > 1 pour la v.a. X
avec fonction de distribution F; I’estimateur de
I’échantillon M (¢) est :

1
)::—/0 F,(s)¢p(s)ds, 0<s<1, (1)

tel que F;; (s) est la fonction empirique des quantiles
correspondantes au fonction de distribution empirique.
o Il est claire que M, (¢) peut étre réécrite comme :

n
- Z (Pl‘/nXi,n/ (2)
i=1
tel que ¢, , = flz/nl s (8)ds;i=1, ., net Xy, ... Xnn
représente les statlsthues d’ordre associées a ’échantillon

(X1, oo Xn).
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Estimation Classique Des MSRs

@ Le premier théoreme général sur la normalité
asymptotique de M, (¢) est établie par Chernoff et al.
(1967). Donc, nous avons :

Vi (¥ (9) - M (@) 2 N (0.2(9)),  ©

n—oo

sachant que :

o (¢) == /0 1 /O " (min (s, £) — st) p(s)p(E)dE— (s) dF (£) < oo.
4)
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Estimation Empirique des MSRs
Estimation Classique Des MSRs

@ Le premier théoreme général sur la normalité
asymptotique de M, (¢) est établie par Chernoff et al.
(1967). Donc, nous avons :

Vi (¥ (9) - M (@) 2 N (0.2(9)),  ©

n—oo

sachant que :

o (¢) == /0 1 /O " (min (s, £) — st) p(s)p(E)dE— (s) dF (£) < oo.
4)

@ Cette condition n’est plus applicable pour la classe des
distributions F ayant des variances infini.
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Estimation Empirique des MSRs

Utilisation des L-functionals

Definition (L-functionals)

Soit X une v.a. réelle avec la fonction de distribution F; Les
L-functionals correspondant sont définis par :

LO)= [ B ()]s,

ou F~ (s) :=inf{x € R: F(x) >s},0 < s < 1; estla fonction
de quantile associée a F, et | une fonction mesurable definie sur
[0,1].

@ Remarquons que les L-functionals sont des Mesures
Spectrales des Risques Financiers.
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Utilisation des L-functionals

Des travaux récents pour les L-functionals :

v" Necir, A., Rassoul, A, Zitikis, R., 2010. Estimating
the Conditional Tail Expectation in the Case of
Heavy-Tailed Losses. Journal of Probability and
Statistics.

v" Necir, A., Meraghni, D., 2010. Estimating
L-functionals for Heavy-Tailed Distributions and
Applications. Journal of Probability and Statistics
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Utilisation des L-functionals

Pour les besoins d’application, les hypotheéses de régularité sur
la fonction | sont nécessaires :

(Hy) ] est différentiable sur (0,1).

(Hz) A= hmle](l — S)/](S) < ©o0.

(H3) Les deux fonctions J(s) et J(1 — s) sont & variations

régulieres au voisinage de zéro avec un indice
commun f € R.

(Hy) Il existe une fonction a (.) ne change pas de signe
proche de zéro tel que :

x? —1

pour tout x > 0,

lim (7 (x1) /] (1) =) Ja (1) = o*

olt w < 0 est le parameétre de seconde ordre.
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Estimation Empirique des MSRs

Définition de I'Estimateur Empirique

Considérons F € D () (0?(¢) est infinie) et 0 < a < 2 et soient
k =k, et £ = {,, des suites des nombres entiers satisfaits :

l<k<n l<il<n k—oo, {—o0o0,k/n—0£/n—0, (5
avec la condition additionnelle :
l/k -0 <o quand n — oo. 6)

D’abord, nous devons noter lorsque 1 +  —1/a > 0 et lorsque
tous les deux &;, et &g sont des estimateurs consistants de «,
nous prenons pour tout 7 grand :

Pr(1+p—1/a,>0) = Pr(1+1+p—-1/ag >0) (7)
= 1+0(1).
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Définition de I'Estimateur Empirique

Observons maintenant que M (¢) peut étre diviser en trois
intégrales comme suit :

~ 1 1 ~
M@) = [ FEd)ds
k/n 1+4/n

= [TE @b+ [ TR 6)dEds

+/11 F;1 () (s) ds

+4/n

— [ML,n + MM,n 2 MR,n] . (8)
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Définition de I'Estimateur Empirique

Utilisons :

A Fi (s) et Fy (1 —s) les estimateurs de Weissman
pour F (1 —s) et F~ (s) respectivement.

A & et Ag les deux formes de I’estimateur de Hill
(1975) pour l'index de stabilité «.

Nous pouvons estimater My ,,, Mg , et M1, respectivement

par
My = mxk,n, ©)

iy, = S0y, (10)

B = [ @it = T X (D
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Définition de I'Estimateur Empirique

Alors, la formule définitive de notre estimateur est :

Miq (#) = (k/n) ¢ (k/n)

n—~¢ ¥ _
Xewt T ppXipt LAy

C1+p-—1/a i=k+1 1+p—1/ar

Un estimateur universel de M (¢) peut se résumer par :

M (9) = Mie (9) 1 (3) =} T Mn (9) L2(gy e} (12)

ou M, (gb) est I'estimateur classique.
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Estimation Empirique des MSRs

Définition de I'Estimateur Empirique

Théoréme (La normalité asymptotique)

Supposons que F € D(«) avec 0 < o < 2. Pour toute fonction
mesurable ¢ satisfaisant les hypotheses (Hy) — (Hy) avec l'index

n € Rtelquel/2 < 1/a— B <1, et pour toutes suites d’entiers k et
Ctelque:1 <k<nl<l<nk—oo,l—o0k/n—0,
{/n—0,0/k — 0 < et Vka (k/n) A (k/n) — 0, quand

n — oo, NOUSs Avons :
Vi (Mg (§) =M (9)) Jow (¢) DN (0,63),  quand 1 — oo,
avec

05 = op(xpB):=(ap+1)(2ap+2—a)
x<2a2+(ﬁzx—1)2+2a(ﬁ(x—1)+ 1a_1)+1

2(1+pB)a—1)* (1+5)
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Conclusion

Ces résultats permettent alors :

v" De construire d'une maniere efficace un intervalle
de confiance permettrait a des directeurs de risque
d’évaluer mieux la qualité de I’analytique
rapporté de risque.

v Nous avons montré la praticabilité des MSRs qui
possedent des propriétés théoriquement
intéressantes et utile pour mesurer le risque :

- La cohérence.

- Elle sont basées sur la fonction
d’aversion au risque.au lieu de
I'intervalle de confiance.

- La non négativité des poids des
MSRs et leur normalisation.
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