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Notations et conventions

0.1 Notations

Dans toute la suite de cette thése, nous utiliserons les conventions suivantes :

» les indices latins ( i, j, &, ...) varient de 1 a 3.

» les indices grecs («, 5, v, A, ,....) varient de 1 a 2.

» les composantes contravariantes d’un vecteur (ou d’un tenseur) sont notées

avec des indices supérieurs et les composantes covariantes avec indices

inférieurs. La convention de sommation sur les indices répétés est utilisée.

» uvt = sz vt

» u = (u;) vecteur de composantes ;.

»u.v = u;v; produit scalaire euclidien.

»n normale unitaire extérieure.

»uy = u.n la composante normale du déplacement.

»u = (ur,uy), ur la composante tangentielle du déplacement.

»on = (o(u)n)n la composante de la force de pression appliquée sur une section de
normale n.

»o(u)n = (or,on), or la composante tangentielle du vecteur o(u)n.

»0iu; = g—z dérivée de u; par rapport a ;.

»divo(u) = 0j0,je; divergence du tenseur o(u).

» |u| = y/u.u norme vectorielle euclidienne.

» A = (A;jp) : tenseur de rigidité d’ordre 4 .

» D(2) : I'espace des fonctions testes. {2 domaine ( ouvert borné connexe de frontiere
Lipshitzienne) de R3.

»w : domaine (ouvert borné connexe de frontiére Lipshitzienne)de R? .

» S : la surface moyenne de ).

»(ay,as,a3) : (resp. (a',a? a®)) base covariante (resp. contravariante ) associée a la
surface moyenne S.

» (g1, 92, 93) : (resp. (¢', g%, ¢°)) base covariante (resp. contravariante ) associée a (.

»a,3,b,3 1 composantes covariantes du tenseur métrique et du tenseur de courbure
associées a S.
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» gi; : (resp.g”) composantes covariantes (resp. contravariante )du tenseur métrique
associées a ).

» S désigne une surface dans I'espace Euclidien habituel.

» I') ; désignent les symboles de Christoffel.

» 'y désigne une partie de la frontiére de mesure non nulle.

» le triplet (a', a?, a®) forme la base contravariante en tout point de S.

» (' (1) espace des fonctions continues définies sur (2.

» C*(Q),k > 0 espace des fonctions continues définies sur 2, dont les

dérivées partielles d’ordres < k sont continues .

» (> (Q) : espace des fonctions indéfiniment différentiables sur ()

» D (Q) : espace des fonctions de C* (2) a support compact.

» D' : l'espace des distributions.

» —: la convergence faible.

» H* () : espace de Sobolev d’ordre s.

» b(u,v) : la forme bilinéaire d’énergie de déformation en flexion.

» a(u,v) : la forme bilinéaire d’énergie de déformation membranaire.

» ¢ : I'épaisseur ou le rapport de ’épaisseur a une autre dimension de la coque

» M3 : ensemble des matrices d’ordre 3.

M3 ={A € M?, detA > 0}.

» S? : ensemble des matrices symétriques d’ordre 3.

»S? : ensemble des matrices symétriques définie-positive d’ordre 3.

»0? : ensemble des matrices orthogonales d’ordre 3.

» 03 ={R € 0 detR = 1}.




Introduction générale

0.2 Introduction

Dans la plupart des systémes de la mécanique des structures, il existe des situations dans
les quelles un corps déformable entre en contact avec d’autres corps. La problématique du
contact est essentiellement de savoir comment les forces sont appliquées sur une structure
et comment réagissent ces structures lorsqu’elles subissent ces forces.

1l est évident que le caractére de ce contact peut jouer un réle fondamental dans le
comportement de la structure : sa déformation, son mouvement, la distribution des efforts,
etc... . Le contact unilatéral des corps solides, avec ou sans frottement, est une contrainte
mécanique souvent rencontrée en modélisation. Citons par exemple le frottement d'une
téle dans un procédé d’emboutissage, le contact d’'un pneu sur la route, le déploiement
d’un airbag. le probléme de contact unilatéral (dit de Signorini) qui est issu de la méca-
nique des structures et ou les inéquations portent sur la frontiére. La condition de contact a
été formulée par Signorini [51] en 1959. La formulation variationnnelle associée a ce type
de condition a été étudiée mathématiquement par Fichera [24] en 1964. Ensuite, viennent
les travaux de G.Duvaut et J.L.Lions [21] qui ont rajouté le frottement aux problemes de
contact et ils ont pu écrire ce probléeme sous forme d’'un probléme de minimisation de fonc-
tionnelle quadratique dans le cas d’un frottement de Tresca (i.e.avec un seuil de frottement
fixe qui ne dépend pas de la contrainte normale). Dans [21], on peut trouver aussi des
résultats d’existence et d’unicité pour le probleme dit de Signorini (sans frottement ).

Le premier résultat d’existence de solutions pour le probleme de Signorini avec frot-
tement a été établi au début des années 80. Necas, JarSek et Haslinger [43] ont prouvé
un résultat d’existence pour une barre élastique en dimension deux sous la condition d’un
coefficient de frottement assez petit. Des résultats plus généraux sont donnés ensuite par
Jarusek [32] , Kato [33] , Eck et Jarusek [23]. Récement, R. Hassani, P.Hild et I.Ionescu
[30] ont trouvé des conditions de non unicité des solutions.

Récemment, Y.Renard [45] a donné un critere d’unicité de solution pour le probleme de
contact avec frottement. Ce résultat est tres important pour la recherche de solutions mul-
tiples.

On désigne par structures minces les corps solides dont 'une des dimensions (I’épais-
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seur, le diametre) est petite devant les autres dimensions. Ce sont les plaques, les coques,
les barres, les filaments.... L'intérét pour une modélisation fine de ces structures est d’au-
tant plus grand que le nombre des applications industrielles va croissant. Une modélisation
fine doit prendre en compte la faible épaisseur ot le diametre et en déduire des simplifica-
tions au modele de départ qui est tridimensionnel. De nombreux modeéles bidimensionnels
ol unidimensionnels ont ainsi été décrits depuis plus d’un siecle. Ces cas ont été propo-
sés par Kirchhoff, Love, Novozhilov-Donnell, Donnell-Mushtari-Vlasov, Cossserat, Naghdi,
Mindlin, Reissner, Von Kdrman Marguerre-Von Karman et Koiter. Suivant quelques hypo-
theses, ils ont proposé des modeles. Parmi ces modeles les modeles de Kirchhoff-Love et
Mindlin-Reissner. Dans les quearante dernieres années, Ciarlet et Destuynder [14] et ses
collaborateurs se sont attachés a donner des justifications mathématiques a ces modeles
et a en construire de nouveaux. L’étude d’un probleme de contact unilatéral d’'une plaque
mince contre un obstacle rigide avec frottement de coulomb a été faite par Dhia [19] en
utilisant une méthode de pénalisation. En 2002 ; Paumier [40] réalise une modélisation
asymptotique d’'un probléeme de contact unilatéral d'une plaque mince encastrée, de mo-
dele de Kirchhoff-Love, contre un obstacle rigide ot il a prouvé que ce probleme tridimen-
sionnel avec frottement tend vers un probleme bidimensionnel sans frottement. Parmi les
questions posées par Paumier[40] :"is this approach valid for shells and rods".

Léger et Miara [36] et [35] ont étudié pour les coques peu profonde en élasticité linéaire
sans frottement par l'utilisation de la méthode de convergence.

La piézoélectricité peut étre considérée comme une interaction entre deux phénomenes
électromécaniques qui couplent les champs élastique et électrique . Une déformation mé-
canique du matériau génére un champ électrique, c’est I'effet direct de piézoélectricité ou
effet capteur. Inversement, 'application d'un champ électrique, ou d’'une différence de po-
tentiel, induit des déformations mécaniques, c’est l'effet inverse de piézoélectricité ou effet
actionneur. Ces phénomenes de piézoélectricité ont été découvert en 1880 par les fréres
Jacques et Pierre Curie.

Il y a beaucoup de matériaux, naturels ou synthétiques, pouvant étre polarisés pour
exhiber ces propriétés piézoélectriques, ce qui offre une diversité et une flexibilité pour
une grande variété d’application. Par exemple, la peau et les os ont de telles propriétés .

Notre systéme sensoriel au bout des doigts provoque la création d’un potentiel élec-
trique a la surface de la peau qui est transmis au cerveau par le systéme nerveux; la for-
mation des os et leur destruction sont déclenchées par les propriétés électromécanique de
'os par lesquelles le signal électrique orchestre la synthese de microstructures viables avec
les propriétés mécaniques appropriées.

Parmi les matériaux piézoélectriques les plus utilisés dans les applications, on trouve
les piézocéramiques et les piézopolymeres, dont les zirconates titanates (PZT) et les poly-
vinylidéne fluorides (PVDF) sont des exemples représentatifs . Les PZT, de par leur nature
céramique, ont des rigidités comparables, et souvent supérieure, a celles des structures
auxquelles ils sont fixés. Une de ces conséquences est un bon rendement de la conver-

8
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sion de I'énergie électrique en énergie mécanique, d’'ou un réle actionneur tres efficace,
qui, méme si les forces générées sont inférieures a celles d’autres matériaux tels que les
magnétostrictifs, s’avere suffisant pour des structures minces.




Premiere partie

ANALYSE ASYMPTOTIQUE DES COQUES
MINCES

10



Introduction

Cette premiere partie de la thése présente I'étude variationnelle et asymptotique d'un
probléme statique de contact unilatéral d'une coque mince élastique contre un obstacle
rigide avec les conditions de complémentarité dites les conditions de Signorini et ceci sur
la partie condidate au contact. Ce qui reste du bord est divisé en deux parties, une subit
une force surfacique, I'autre est encastrée. Chaque fois, on fait 'étude du probléme sans
frottement puis avec frottement.

On débute notre travail par un chapitre qui comporte I’étude variationnelle de ce pro-
bléme en supposant, en général, un corps élastique. Puis on établit un théoreme d’existence
et d’unicité dans le cas sans frottement et un théoreme d’existence dans le cas avec frot-
tement non local(loi de Tresca) puis local(loi de Coulomb). Et tout ceci dans le cadre de
’élasticité linéaire.

Dans le deuxieme chapitre on va garder la méme situation que celle du premier cha-
pitre en remplacant le corps élastique par une coque élastique mince. Ce chapitre est divisé
en trois sections. La premiere section comporte la géométrie des coques minces. Dans la
deuxieme section, on part du probleme classique formulé en coordonnées cartésiennes et
puisque les coordonnées curvilignes sont mieux adaptées pour les coques, on reformule le
probleme variationnel en coordonnées curvilignes et ceci dans le cas sans frottement. Dans
la troisieme section on fait la méme procédure pour le cas avec frottement de Coulomb.

Dans le troisieme chapitre, on garde la position du probléme du chapitre précédent
tout en proposant I'étude asymptotique des modeles bidimensionnels "membranaire" et
"couplé flexion-membrane"pour des coques dans le cadre de I'élasticté linéaire, toujours en
distinguant simultanément le cas sans frottement et le cas avec frottement de Coulomb.
Au dernier chapitre on fait I’étude de la convergence.

Enfin une conclusion qui comporte les résultats essentiels et quelques perspectives.

11



Chapitre 1
Elasticité tridimensionnelle

Soit © un ouvert borné connexe de R? de frontiére I' = 0 suffisamment réguliére et soit
Q) Padhérence de 2 dans R°. Dans tout la suite, ’'ensemble Q) représentra le volume occupé
par un solide "non déformé" et sera appelé configuration de référence. Nous noterons z un
point courant de I'ensemble (2, de composantes z; dans la base canonique {e¢;} de R?, et
0; = a% la dérivée partielle par rapport a la variable x;.

La structure est encastrée sur une partie de sa frontiere I'y C I" de 0f2- mesure non nulle

et est soumise a une disribution surfacique de force h sur I'_ de telle sorte que I'yNI'_ = (),
et de densité de force volumique f.
Les aspects mécaniques du probléme sont de deux sortes; les équations d’équilibre sont
déduites de principes mécaniques généraux ne faisant pas intervenir la nature du maté-
riau,les lois de comportement dépendent du matériau considéré et traduisent les relations
"contraintes-déformations"

1.1 Les équations d’équilibre

Nous appellerons déformation de la configuration de référence une application ¢ :

Q — R3 suffisamment réguliére, injective, et préservant 'orientation, c’est & dire vérifiant
(voir Ciarlet P.G.[8]) :

detV(z) > 0, Vo € Q. (1.1

A tout déformation ¢, nous associons un déplacement u, qui est le champ de vecteurs
u : Q) — R3 défini par la relation :

o(r) = x 4+ u(x). (1.2)

L’ensemble Q7 = () est appelé configuration déformée, sa frontiere I'* = o(T).
Notons F : Q — M;" le gradient de la déformation o, F = Vi = I3 + Vu.

Si ¢ est une déformation dérivable au point z € , le tenseur des déformations de
Cauchy-Green a droite C' = V! Vi, apparait en quantité :

lp(x + 6x) — p(z)|? = 527 V' (2)Ve(2)d(x) + o(|6x|*), x,2+ 0z € Q, (1.3)

12
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il joue un role fondamental en théorie de I'élasticité.
On dit que ¢ est une déformation rigide, si Vy(z) = Q,Vz € Q, telle que Q est une
matrice orthogonale et detQQ > 0; on a alors C' = I3 dans Q(voir théoréme 1.1.2, Ciarlet

[8D).

Lemme 1.1
Soit V' C Q un ouvert, de frontiere OV suffisamment réguliere, et soitA C OV, alors :
pour V¢ = p(V), élément de volume,

/ dx? = / |detVo(x)|dz, (1.4)
Ve v
et pour A = p(A),
/ da? = / |CofV(x)n(z)|da, (1.5)
Ag A

ou :
n : le vecteur normal extérieur unitaire le long de OV'.

Preuve
Voir([13],Theorem 1.3-1).

Théoreme 1.1
Soit T¥¢ : Q¢ — M? le champ de tenseurs, et soit T'(x) = T%(2¥)CofV(x) la transformée de
Piola, alors :

divT (x) = detVp(x)div?T? (x¥), (1.6)
avec :
div? — Z i
— Oz}’
et donc :
/ T.nda = / divTdr = / div?T?dx? = / T% n¥da”. (1.7)
v v Ve ave
Preuve

Voir ([13],Theorem 1.7-1).

Introduisons enfin le tenseur des déformations de Green-Saint-Venant E (voir Ciarlet
[13]) . |
E(u) = 5((J —I3) = 5(Vu + Vul) 4+ Vu.Vul, (1.8)

il écart entre une déformation donnée et une déformation rigide. Le tenseur E est symé-
trique £;; = Ej;.

Dans le tenseur des déformations apparait une patie linéaire (par raport au déplace-
ment u) et une partie non linéaire. La partie linéaire :

13
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1
eij(u) = 5(&% + ajui), (19)

est appelée tenseur linéarisé des déformations et intervient dans la théorie linéaire de
’élasticité ( dans le cadre des petites déformations).

Nous supposons que le corps occupant une configuration déformée Q¥ est soumis a
deux types de forces appliquées, forces appliquées de volume, correspondant a un champ
de vecteurs ¥ : Q¥ — R? et forces appliquée de surfaces définies sur une portion
'Y = p(I'_) de la frontiére I'?, correspondant a un champ de vecteurs h¥ : 'Y — R3.
Remarque 1 Pour des questions de compatibilité avec le point de vue mécanique, il est né-
cessaire que ¢ soit un difféomorphisme global de Q2 sur ¢(2) et que ¢ préserve l'orientation,
une condition a imposer est donc que :

detVo(x) > 0 pour tout = € ). (1.10)

Réciproquement, la condition detVp(z) > 0 entraine que localement, ¢ est un difféo-
morphisme qui préserve 'orientation, mais cette seule hypothése est insuffisante pour ob-
tenir un résultat d’inversibilité global ( Voir [13] theorem 1.2-2).

D’apres le théoréeme de Cauchy qui est lui-méme une conséquence de 'axiome connu
sous le nom de principe des contraintes d’Euler-Cauchy, I'état d’équilibre statique de la
configuration déformée est traduite par :

Il existe :
t9: Q" x Sy — R, (1.11)
tel que :
Pour tout A® C Q%,
ffdx? + / t?(z?,n?(z%))da? = 0, (1.12)
Av DA®
/ ¥ N ffdx? +/ ¥ NtP (¥, n?(2¥))da® = 0, (1.13)
Av DA®
t?(x¥,n?(x¥)) = h¥(x¥), (1.14)

pour 0¥ - presque partout ¥ € JA* N7, ou :

n?(z?) est le vecteur normal extérieur unitaire le long de JA¥ en z¥, (n¥(z%) existe dx¥—
presque partout, z¥ € dA%) et Sy = {v € R?; |v| =1} .

Théoreme 1.2

Si t#(.,n?) : Q7 — R? est de classe C" pour tout n¥ € S,

t9(z%,.) : Sy — R3est continue pour tout z¥ € 07, et f# : Q° — R? est continue.
Alors :

t#: Q7 x Sy —> R? est linéaire pour la deuxiéme variable.

Preuve
(Voir [13] .,theorem 2.3-1).

14



1.1. LES EQUATIONS D’EQUILIBRE

Autrement dit,il existe 7% : Q° — M? de classe C" tel que :
t9(x%,n¥) = T¥(x¥)n?, pour tout z¢ € Q° et pour tout n¥ € Sy,
T¥ est appelé tenseur des contraintes de Cauchy.

Les équations d’équilibre dans la configuration déformée O~ doivent étre satisfaites :
Théoréme 1.3

—divT?(z?) = f?(x¥) pour tout z¥ € Q¥, (1.15)
T%(2%)n?(x¥) = h?(x¥) pour tout x¥ € T?, (1.16)
T?(x?) € S* pour tout x¥ € Q7 (1.17)

Preuve
(Voir [13].,theorem 2.4-1).

Pour passer a la variable » € Q (z¥ = (7r))tout en préservant autant que possible
la forme "de divergence" des équations, on introduit la transformée de Poila du champ de
tenseurs 7% : C’est le champ de tenseurs T = (t;;) : 2 — M?.

Ona:

dx? = |detV(x)|dz, (1.18)

n¥da? = CofV(z)n(x)da, (1.19)

et on définie f: Q — R3et h: T — R3, par:
f?(z¥)dx? = f(z)dz, (1.20)

h?(z?)da* = h(z)da. (1.21)

On fera désormais ’hypothese que les forces appliquées sont "mortes", dans le sens que les
champs f#, h?, f, h sont indépendants de la déformation .

En supposant que ¢ suffisamment réguliere et utilisant le changement de variables
dans (1.12), on déduit que :
pour tout A C ,

/f(x)dx—l—/ T¢(p(z))CofVp(x)n(x)da = 0. (1.22)
A 9A

On définie T par :
T(x) = T?(o(z))CofV(x) pour tout x € €, (1.23)

il est appelé en élasticité le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff.

Donc :

/A f(x)dz + /a . T'(z)n(z)da = 0. (1.24)
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1.1. LES EQUATIONS D’EQUILIBRE

et T vérifie les équations d’équilibre dans la configuration de référence ) :

—divT' (z) = f(x) pour tout x € €, (1.25)
T(x)n(x) = h(x) pour tout x € I'_. (1.26)
Vo(x) 'T(z) € S* pour tout x € (1.27)
ou :
I CcoQetT? =p(T). (1.28)

Un inconvénient du premier tenseur de Piola-Kirchhoff est son absence de symétrie,
alors que le tenseur de Cauchy est symétique. On "récupere " cette symétrie en introduisant
le champ de tenseur X = (o;;) :Q — S* défini par :

N(z) = Vo(x) M (x) pour tout x € (). (1.29)

Le tenseur X, est appelé en élasticité le second tenseur des contraintes de Piola-
Kirchhoff, il est évidemment symétrique; on déduit en effet immédiatement de (1.25) —
(1.27) les équations suivantes, qui représentent I'autre forme des équations d’équilibre dans
la configuration de référence Q :

—div(Vp(z)X(x)) = f(x) pour tout x € Q, (1.30)
(Vo(x)X(x))n(z) = h(z) pour x € T_. (1.31)
Ye§s? pour tout x € €. (1.32)
Ce qui équivaut a :
—aj(Uij> = fz dans Q, (133)
(0ij)nj = hi sur I'_, (1.34)
en utilisant les relations :

1.1.1 Les lois de comportement

Les lois de comportement expriment les relations qui existent entre le second tenseur
de Piola-Kirchhoff o et le tenseur des déformations de Green Saint-Venant . Ces relations
dépendent de la nature du matériau.

On suppose dans toute la suite que 'ensemble ) dans la configuration de référence est
occupé par un matériau élastique.
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1.1. LES EQUATIONS D’EQUILIBRE

Définition 1.1
On dit qu’'un matériau occupant Uensemble Q0 dans la configuration initiale est élastique s’il
existe une fonction T :Q x M2 — M?, tel que :

T(x)= f(m, V(x)) pour tout x € Q, (1.36)

T : est dite loi de comportement du premier tenseur de Piola — Kirchhof f.

Ce qui équivaut &, il existe une fonction & : Q) x M3 — S?, tel que :
S(z) = S(x, V(z)) pour tout z € Q, (1.37)

S : est dite loi de comportement du second tenseur de Piola -Kirchhoff

Théoreme 1.4
Un matériau élastique satisfait le principe de Uindifférence matérielle si et seulement si :

T(z,QF) = QT (z, F) (1.38)

pour tout x € Q,Q € O3 et FF € M3
Ce qui équivaut :
S(z,QF) = S(x, F), (1.39)

pour tout z € Q,Q € O3 et F € M3.

Preuve
(Voir [13] ,Theorem 3.3.1)

De (1.39),0on déduit que :
3. dépend de F uniquement par la matrice U = (FTF)z € S3.
D’ot on en déduit que :
Sz, F) = S(z,U), (1.40)

pour tout z € Q et F = RU € M3.
Ce qui implique que, le second tenseur des contraintes de Piola - Kirchhoff > dépend
de ¢ uniquement par le tenseur métrique C = V! V.
D'ou :
S(z) = S(x, C(z)) pour tout = € 9, (1.41)

oli: ¥:0 xS? — S est définit par :

S(z,C) = S(z, C?), (1.42)
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1.1. LES EQUATIONS D’EQUILIBRE

pour toutz € Q et C € S3.

Définition 1.2

Lorsque le matériau est quelconque et ne posséde pas de symétrie élastique, il est dit anisotrope.
Un matériau anisotrope est caractérisé par 21 constantes élastiques indépendantes. C’est la
relation de comportement qui lie les contraintes aux déformations.

Définition 1.3

Un matériau est isotrope en x € ) si les propriétés du matériau "sont les mémes dans

toutes les directions"; il s’agit donc d’'une caractéristique d’'un matériau donné, mais vaisible-
ment"raisonnable" pour certains matériaux, c’est une propriété de symétrie matérielle.

Remarque 1
Un matériau occupant la configuration de référence () est isotrope s’il est isotrope en tout les
points de ().

Théoréme 1.5
Un matériau élastique occupant la configuration de référence Q) est isotrope si et seulement si :

T(z, FQ) = T(z, F)Q, (1.43)

pour tout x € Q,Q € O et F € M3.
Ce qui équivaut a :
S(x, FQ) = QTS (x, F)Q, (1.44)

pour tout z € Q,Q € 03 et F € M3.

Preuve
(Voir [13], theorem 3.4-1).

Définition 1.4
Un matériau élastique occupant la configuration de référence ) est homogéne si sa loi de
comportement est indépendante du point = € Q considéré.
Ce qui équivaut a :
ils existent; T ME — M3 et S M2 — SPtels que :

T(z,F) = T(F), (1.45)

et
Sz, F) = S(F), (1.46)

o) 3
pour tout x € Q et F' € M.
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1.2. DEFINITION DE LA SURFACE MOYENNE

La configuration de référence Q) est un état naturel (les contraintes sont libres), si
T(z,I) = 0 pour tout x € €. (1.47)

Ce qui équivaut a :
S(z, 1) = 0 pour tout z € €. (1.48)

Théoréme 1.6
Si un matériau est isotrope et satisfait le principe de Uindifférence matérielle, alor il existe des
fonctions 4 : Q2 x R? — R, telle que :

Z(az) = vo(2)I + 11 (2)C(z) + Y2(2)C?*(x) pour tout x € Q. (1.49)

Ol vi(z) = 4} (z, trC, tr(CofC), detC)

Preuve
( Voir [13], theorem 3.7-1).

1.2 Définition de la surface moyenne

Soit £3 l'espace euclidien habituel rapporté a un repere orthonormé fixe (O, ey, €9, €3),
et soit w un sous-ensemble ouvert borné du plan £?dont la frontiére est notée ~. Alors, la
surface moyenne S de la coque est 'image dans £° de ’ensemble @ (w est appelé domaine
de référence)par I'application 0 :

0: (P ewmc& =0t eSced

Notons 9S = 6(v), de telle sorte que S = S U S, et supposons 6§ et v suffisamment
réguliéres. En particulier, nous supposons que tous les points de la surface moyenne S =
0(w) sont réguliers de telle sorte que les vecteurs,

sont linéairement indépendants pour tous les points ¢ = (¢!, (?) € w. Ces deux vecteurs
définissent le plan tangent a la surface S en tout point #(¢). Le vecteur normal au plan
tangent est donné par,

a; X as

43 = |(11 X G/Q"

En désignant par |.| la norme euclidienne dans I'espace £ équipé du produit scalaire habi-
tuel (a,b) — a.b, alors , le point 0(() et les trois vecteurs a; définissent un repére local pour
la surface moyenne (voir figurel.1), i.e., la base covariante attachée au point 6(().

Nous désignerons par a.g, b,s les premiere et seconde formes fondamentales de la
surface moyenne S ; autrement dit,
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1.2. DEFINITION DE LA SURFACE MOYENNE

QB = ABa = AaAp

bag = ag.(‘)aag = —(%ag.ag = bﬁa

FIGURE 1.1 — Définition de la surface moyenne

Dans toute la suite, nous utiliserons des lettres grecques,a, 3, ..., pour des indices pre-
nant leurs valeurs dans '’ensemble{1, 2}, des lettres latines, i, j,...,pour les indices prenant
leurs valeurs dans I'ensemble {1, 2, 3}et nous adoptons la convention de sommation sur les
indices répétés haut et bas. Aux vecteurs a,, nous associons deux autres vecteurs a” du
plan tangent définis par,

ay.a” = 07,

Osia#f[

Ces vecteurs sont reliés aux vecteurs a,, par les relations,

55:{ lsia=p (1.50)

o = aaﬁaﬁ, a® = aaﬁaﬁ, a®® = a%d® = a®*,
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1.2. DEFINITION DE LA SURFACE MOYENNE

ou la matrice (a®?) est l'inverse de la matrice (a,s). Cette matrice inverse est bien définie
car tous les points de la surface moyenne S sont supposés réguliers.

L'ensemble (a!,a? a®) définit la base contravariante attachée au point 6(¢).

Pour un tenseur donné, les tenseurs métriques (a.3) et (a®®) nous permettent d’associer les
composantes covariantes, contravariantes et mixtes d'un tenseur donné. Par exemple, aux
composantes covariantes b,z de la seconde forme fondamentale, nous pouvons associer les
composantes mixtes et la contravariantes correspondantes

bg = " brg; P = a®ab,,,

et inversement,
A A
baﬂ = aa,\bﬁ = CLOC)\CLBVI) Y.

Etant donné que les bases (a1, as, a3) et (a', a®, a®) ne sont en général ni normées ni ortho-
gonales, il est commode d’introduire les symboles de Christoffel I'j, par,

5o = a"0ga, = —0ga”a, = I'y;.

Il est également commode de préciser les expressions de quelques produits vectoriels des
fonctions de base :

(o X ag = 5a5a3; a“a® = e*Pagy

\ X (1.51)

asz X ag = €p\a",; agxaﬂzeﬂ ay,

on définit

a = ajag — (a12)* # 0( points réguliers),

et on définit 'élément d’aire dS de la surface moyenne par,

dS = |ay x as|d¢td¢? = ad¢ldc?.

Remarque 2
(Liens entre a,g, bas et les courbures de la surface moyenne.)

La premiére forme fondamentale a, est attachée aux caractéristiques métriques de la sur-
face moyenne tandis que la seconde forme fondamentale bz est attachée aux caractéristiques
de courbure de cette surface moyenne. Ces formes a,s et b,z sont naturellement dépendantes
du choix de la représentation 6 choisie.
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— Chapitre 2
Modélisation asymptotique du
probleme de Signorini d’une coque
mince linéarisée

Introduction

Ce chapitre est divisé en trois sections. La premiere section comporte la géométrie des
coques minces. Dans la deuxiéme section, on part du probléme classique formulé en coor-
données cartésiennes et puisque les coordonnées curvilignes sont mieux adaptées pour les
coques, on reformule le probleme variationnel en coordonnées curvilignes et ceci dans le
cas sans frottement. Dans la troisieme section on fait la méme procédure pour le cas avec
frottement de Coulomb.

2.1 Description de la géométrie d’une coque mince

Soit (¢ = wx| — ¢, +¢[, ¢ > 0, un domaine ouvert borné de R?; tel que w est un sous-
ensemble ouvert de R?, avec une frontiére assez réguliére ~. On note la frontiére latérale
de Q par I'§ = v x [—¢, ¢] la face supérieure et la face inférieure sont notées, respectivement
par I, et . Soit ° : w — R une fonction de classe C*. La configuration de référence de
la coque est {Qs}i, oll OF = O(Q),7° = O(x7), O(a°) = (x1, T3) + z5a3(71, 75) pour tout
1° = (x1,29,25) € O et a est le vecteur unitaire normal & la surface moyenne & = ©°(w)
de la coque (voir figure 2.1) ', pour ¢ assez petit, I'application ©° : O° — ©°(Q)) est
un C*-difféomorphisme (voir [13]) et on suppose aussi qu’elle préserve l'orientation, i.e
det VeO(27) > 0,z € (0.

On suppose que 2 est occupé par un corps linéairement élastique, homogéne et isotrope
(voir chapitre 1, définition (1.1),(1.3) et(1.4) ). Dans sa configuration naturelle : une
coque d’épaisseur 2¢ dont les constantes de Lamé sont notées par A > 0,u > 0 et sont
supposées indépendantes de . On suppose que la coque en question est soumise a des

1. Cette figure et toutes les figures suivantes sont prises de[12]
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2.2. LE CAS SANS FROTTEMENT

forces volumiques de densité f¢ € (L2(Q)F))3, sa face inférieure I* = ©(I'® ) soumise & des
forces surfaciques de densité h° € (L2(T=))3 sa face latérale est encastrée uniquement sur
©%(70 % [—¢,¢]) qui est une partie non vide de I} = ©¢(I'§) représentant sa face latérale
totale. On suppose aussi que cette coque entre en contact unilatéral sur sa face supérieure

= ©°(I") contre une fondation rigide D* = {2° € R*/(z, ) € w,z§ > &}, ot (&F > 0)
est la fonction d’interstice définie sur I', et qui désigne la distance entre la face supérieure
et la fondation rigide mesurée dans la direction normale, A son coefficient de frottement.
On suppose aussi que le systeme est en état statique.

Tout au long de cette thése, les indices et exposants grecs varient dans ’ensemble {1,
2} et les indices et exposants latins varient dans 'ensemble {1, 2, 3} et la convention de
sommation d’Einstein par rapport aux indices et exposants répétés est systématiquement
utilisées, 0, = ai ,O0F = M,a& = %g,ﬁa = (ng) est la normale unitaire extérieure le long

de la frontiere de la coque Q¢. On note par l'indice T' la composante tangentielle, et par

I'indice NV la composante normale; (v,) et (7,) sont respectivement la normale unitaire ex-
térieure et le vecteur tangent unitaire tels que 77, = —1, et » = 1 le long de la frontiere de
I'ensemble w. Les opérateurs différentiels de la dérivée normale extérieure et de la dérivée
tangentielle v,0, et 7,0, long de v sont notées par 9, et J,. Dans toute la suite, on utilise
la convention de notation suivante : les notations comportant un chapeau sont exprimées
dans un systéme de coordonnées cartésiennes, celles sans chapeau étant exprimées dans
un systeme de coordonnées curvilignes, Soit u5, (respectivement Gs V) represente la compo-
sante normale du deplacement de contact (respectivement, pression) sur FE La fonction
uy (respectlvement G5 %) est la composante le long de n° (respectivement, n° ® n°) de la
trace sur Fi du champ de déplacement (respectivement, du champ de contrainte).

2.2 Le cas sans frottement

Nous utilisons une décomposition classique du vecteur de déplacement u* = (u5) et du

(2

tenseur des contraintes 6° = (o7;) sur 92 comme suit

€ EE € €

UN = un ; U/T - u - UNTZ
AE _ XESE € SE ENE SEE E ~E
N — an -n —O-Unjn T—O. n- — Nn

2.2.1 Probléme classique (P.C)

Le probleme classique de I’équilibre d'une coque linéairement élastique tridimensionnelle
2, en contact unilatéral sans frottement avec la fondation rigide sur la frontiere I' est
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formulé comme suit :

FIGURE 2.1 — Transformation du domaine

( .
Trouver u® telque :

~055%,(0°) = ff dans Q0
P?.C'{ 55, (@)nz = e sur T 2.1)
=0 sur 1§
|05 < &, G5 <0,G5 (T — d°) = 0,G5 = 0 sur T%
ou
8‘;(@5) _ A\ijlk’a/éil(ae), (22)
Atk A0SR (667 61 69%)  N¢, uf coefficients élastiques de Lamé , (2.3)
N Lo o aen . e

e;; (") = 5(8fuj + 05u;) composantes du tenseur de déformation linéarisé. (2.4)

Remarque 3

@ﬁv présente la densité de force de pression et @ET la densité des forces de frottement.
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2.2. LE CAS SANS FROTTEMENT

2.2.2 Probléme variationnel (P<.V)

Théoréme 2.1

Le probléme (P=.C) est formellement équivalent au probléme (P<.V))

Trouver (@, G5,) € K(¥) x H %(fi) telque :
PEV Q@ (@, 5) = L) + (G, By) Vo° € V()
(Gi\ By — Ty) 2 0, Vo° € K()
(2.5)
as(aa’i)\e) — / Azglksekl(/\a) ( )d
L(v) = [ Fi0; diE + /A hev; dre
Qs <
(., .)représente le produit de la dualité sur fi,
V) = {7 = (%) € H(), o =0 sur T5, },H'(F) = (H'(2))*
K() = {7°eV(X)/o5 <& sur T3}
Preuve
(Voir [21] )

Remarque 4
Le probléeme (2.5) est équivalent a l'inéquation variationnelle :

@, 0" — W) > LT — 0°)

dans K (Q) qui admet une solution unique sous les conditions ff € L2(C¥) et ﬁf e L*(T9),
cette solution réalise le minimum de la fonctionnelle :

~ 1 ~
I(v°) = 55&(@\6,@5) — LF(v°)

2.2.3 Probléme variationnel (P°.V) en coordonnées curvilignes

On note par ¢' la base canonique de R? et (¢"°(2°)) sa base contravariante au point 7=,
définie par g5 (z°) - ¢’°(2°) = &/, dont la base covariante est (g5(z°)) donnée par g (z°) =
0:0°(z°) Vz© € . On note respectivement les symboles de Christoffel et les composantes
covariantes et contravariantes du tenseur métrique par
Fff =595 - g7, 95 = 95 - g5, 9"7° = ¢'¢ - g7, I'élément de volume de ©°(C2°) est \/g7da®, ol
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2.2. LE CAS SANS FROTTEMENT

g° = det(gg;). On note aussi les composantes contravariantes des forces volumiques et surfa-
ciques respectivement par ff(7°)e" = f°(a%)gs(2°) Va© € QF, h$(T°)e’ = h*(x°)gs (af) Var €

(). Les composantes de chaque champs de vecteurs o = (3¢) € V() sont données

)

e

par 75 (2°)e = vf(2°)g™ (2°),V2* = ©°(z%) € {QF}~, et on utilise les relations vf(z%) =
05 (2°)[g5 (%)) ol [g (2)) est la j*™° composante du vecteur g;(z°). Pour plus de détails
(voir [13] et [12]) (voir figure 2.2).

Pour tout 05, € Hz(I'%) on a 05, = 07 = (v5g)(g5) = v§ € .

On défin ¢5 dans I'espace H‘%(Fi) pour tout v§ € (H%(Fi) par (¢5, v5\/9°) = (¢%,75,) pour
tout o* € (Hz(T%))?.

Soient (u$) les composantes covariantes du champs de vecteurs @5 (7°)e’ et G¢ les com-
posantes contravariantes du champs de vecteurs @f(if)@. On transforme le probléme pré-
cédent écrit en coordonnées cartésiennes z° = (75) en un probléme écrit en coordonnées
curvilignes = = (z5) mieux adaptées a I'’étude des coques est décrite par la proposition

suivante.

FIGURE 2.2 — Coordonnées curvilignes

Proposition 2.1

Soit (uf) les composantes covariantes du champ vectoriel us(z°)e' et G les composantes
contravariantes du champ vectoriel G<(%%)é; alors le probléme variationnelle (P - V) en coor-
données curvilignes est formulé sous la forme suivante :
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Trouver (uf,G*) € K(Q) x H™2(T%) telque :
(P V) as(uf,v%) = LF(v°) + (G325, 05 /gF) Vus € V() (2.6)
(G**, (v5 —u5)v/g) 20 Vo5 € K((¥)

ou
'ijle Ve z € ijkle ij,e Lkl,e ik,e jle il,e jk,e
a®(u®,v%) = [o. A Hz( )VgEda, A MGG 4 (g™t e gl + gihe gt
_ k,e
z||g< >— 2 (U + Yye)s viyy = 950 — Ly g

= Jor froviV/gFda +frf_ h¥us\/gedl
V(QE) = {v* = (vf) e H'(Q%),v* =0 on T§}
K(Q°) = {v° e V() /v < d° onl% },d° = =

Preuve
(voir [21])

2.2.4 Passage a un domaine de référence

On considere le domaine fixe 2 = wx| — 1, +1[ indépendant du parametre d’épaisseur
e. A tout point z° = (1, 29, ex3) de Q° = wx]| — ¢, +¢[, on associe le point z = (1, 2, x3) de
QQ par z{, = x, et 2§ = ex.
On définit les ensembles suivants :

Q=wx]—1,41] ainsique I" =y x [-1,41], [y =y x [-1,+1] et 'L = w x {£1}.
9

£E

On note x = () un point de et on pose 9; =
On construit I'application 7¢ bijective de { dans Q" de la facon suivante [voir figure(2.3)] :

7w = (21,29, 13) € A — 7°(x) = 2° = (21, 9, e23) € QU 2.7)
d’oli : 95 = 0, et 05 = 10s.
A toute fonction «° définie sur €2, on associe la fonction “mise a I'échelle” définie sur 2 par
kS (2°) = k(e)(z), o€, z el

On définit ainsi les fonctions :

N=XA, w=p, go@)=g(e)(@) , d(a°) =d()(z)
us (%) = u(e)(x), v5(2f) = vi(x), fo5(2°) = f'(¢)(z), pour tout 2° = 7°(z) € Q°
B (29) = Bie)(x), AUME() = AN (5)(z) pour 2° € T° etz € T
G**(2°) = eG*(e)(v) pourz® €I etw €,

efuj(vg)(xg) = ¢;|(e,v(e))(x) = e(e;v)(x), Ff](e)(x) = Ffj?g(xs), Vot e Qc etz € Q.
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Alors, le probléme variationnel P¢(€)¢) (2.6) se reformule sur le domaine fixe comme suit :

Trouver (u(e),G3(e)) € K(Q) x H™2(I';) telque :
P(e, Q) q [o AT (e)erule, ule))ey(e,v)/g(e)da = L(v) + e(G¥(e),v31/g(e)) Vv € V(Q)

(G°(e), (vs —uz(e))V/g(e)) 20 Vus € K(Q)
(2.8)
tels que :

ci(e,v) = 5 (v (€) + vjile))

v|(e,v) = 0;v; Ffj(s)vk
V(Q) ={v=(v;) e H(Q) ,v =0 sur To}
KQ)={veV(Q)/ v3<d}, d=d°

FIGURE 2.3 — Transformation en domaine indépendant de ¢.
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2.2.5 Identification d’un probleme variationnel bidimensionnel

Etude asymptotique

L’objectif de I'analyse asymptotique est de connaitre le comportement de la solution
asymptotique du probléme variationnel P(g, ().

On suppose que la solution de ce probleme admet un développement asymptotique
formel.

u(e) =u’ +elut +2u + ... avecu’ € K(Q),u? € H'(Q),q=1,2,... etu’ #0 (2.9)

G ) =e 2G> P+ 7 1GP T+ GPO + eGP + 2GR + (2.10)

avec
1

G eH 2 k=-2-1,01,2...

1 _
1
eij(e;v) = EG;H; (v) + e?Hj (v) + €€§||j (v) + SQG?HJ»(’U) +..., (2.11)

Le comportement asymptotique des fonctions g(¢) et A¥*(g) implique que (voir [12] sec-
tion 3.4)
9(e) = a+0O(e)

V() = Va+e(Va) +*(Va)? + o(e?) (2.12)
Az]klm: AZ]kl(o)\/a+EBZ]kl,l +828ijkl,2 +0(€2)’ (2.13)
ou
AYP(0) = MaPa® + pu(a®a + a?a?)
AYP33(0) = Aa*?, A*®3(0) = pa™, A333(0) = X + 2u (2.14)
Aa673(0> — Aa333(0) =0
et
-1
€as =0
e;“l?) = %831@2 (2.15)
6;“13 = J3u)
egHB = 5(9puld, + Oaul) — TG gu — bopus
Coys = 3(03ug + Oauf) + bJug (2.16)
egug = D3y
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Calp = 308 + Oaup) — Tguy — bagus + w3{bG),ug + bIbssus}
ehis = 5(03ul + Do) + bul + w37 bTud (2.17)
;||1,3(U) =0
;||13(U) = %33% (2.18)
e515(v) = Osv3
eg“ﬁ(v) %(aﬁva + 0avp) — I'305 — bapvs
egug(v) %3 v3 + v, (2.19)
eg3(v) =0
ey p(V) = 2305 ,V0 + 23700503
6(134”3(”) = x3b] b, (2.20)
eg3(v) = 0
Lemme 2.1

Soit w un ouvert de R? de frontiére v, soit Q = wx| — 1, 1|, et soit w € LP(QQ), p>1, vérifiant :
Jo wOsvdx = 0 pour tout v € C*(Q) tel que v = 0 sur v x [—1,1]. Alors w = 0

Preuve
Soit ¢ € D(Q) et v : Q — R définie par :
v(x1, 2, 3) = [ (a1, 29, T)dT pour tout (x1, s, x3) € €
alorsv € C*(Q) et v =0sury x [—-1,1];
donc [, wpdr =0 = [, wosedr = 0 ce qui entraine w = 0 p.p sur

2.2.6 Modele de coque membranaire

On se propose quelques modeles bidimensionnels de coques membranaires obtenus par
I'analyse asymptotique formelle a partir du modele tridimensionnel de coques élastiques
minces constituées d’'un matériau isotrope et homogene.

On suppose qu'il existe deux fonctions f*° € L?(Q2), A € L*(T'_) tel que

fie)(x) = fi’o(ac),Va: e (2.21)

hi(e)(z) = e, Vo € T'_ (2.22)

G**(2%) = eG*(e)(v) pourz® €I etx €, (2.23)
dle)=d
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On substitue (2.9), (2.10) , (2.12), (2.13), (2.21), (2.22) et (2.23) dans I'équation varia-

tionnel de (2.8), et on identifie les termes du méme ordre de ¢; on obtient aux ordres 2,

e~ ! et € respectivement les équations :

- {fQ A (0) ek||zez|\j( v)vadr = (G2, v31/a) Vv € V(Q) (2.24)

P [y AT (0) (el (0) + el (v)vade = (G2, vy(/a)l) + (G upr/a) Yo € V()
(2.25)

[ Jo ATH(0) (e, (0) + ebe (0) + eel; (v) Vada+

Jo BIFL0) (€5 (v Heknzezng( v))dz

+ [ B”m(())ek”lel”] = Jo [PPvin/ade + [ h"'vi/adD
+(G, v3v/a) + (GH 7 v(Va)') + (GP 72, v3(Va)?) Yo € V(Q).

De méme, on substitu (2.9),(2.10) et (2.12) dans I'inéquation variationnelle de (2.8) on

po (2.26)

obtient
1 - 1, . .
SUGE (s = ug)Va)) + - (G771, (v —ug)va) + (G, (vs — ) (Va)' — uzv/a))+
(G*, (vs — ug)va)) + (G*7, (vs — uz) (V)" — uzv/a) + (G*72, (v3 — ug)(Va)*
—u3(va)' —uzva)) +el... ]+ 20, Yoy € K(Q)
(2.27)
eEtape (a) : Le probléme de Signorini d’ordre 2
On multiplie (2.27) par €2 et on tend ¢ vers 0, on obtient
(G*72 (v3 —u3)va) =0 Yoz € K(Q), (2.28)
le probléme de Signorini d’ordre e ?est formulé comme suit
(P-2) Jo AT 0)epy ez (0)Vade = (G2, v /a) Vo € V(Q) (2.29)
© UGB (0 —ud)Va) 2 0 Yoy € K(Q)
On choisit v € V(Q2) indépendant de z3dans (2.29) (e zHJ( v) = 0), on obtient :
(G372 v3y/a) = 0,Vvg € V(w) = {n € H'(w);n =0 sur dw} (2.30)
(G2, (v — u§)V/a) 20 Yoy € K(w) = {n € V(w)in <d) '
alors
G =0 (2.31)
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eEtape (b) :

En utilisant les expressions des fonctions A¥*(0), on a :

il

/ A"jkl(O)e;Hlle’l(v)\/adm =0 YveV(Q) (2.32)
Q

donc de Tellipticité des coefficients A% (0) on déduit que

L=c ) =0 (2.33)

e =€
illy il

D’apres le théoréme (2.1) on obtient : d;u® = 0 dans . D’ou le terme principal
u® € V(Q) est indépendant de x5 et peut étre identifié avec un champ de vecteurs
¢° € H(w) satisfaisant £° = 0 sur .

D’apres l'identification des coefficients de £~2 on obtient les relations :

" € V(w) = {n=(m) € H(w);n = 0sur o}

(2.34)
ei_”;. =0 dans O

Le probléme de Signorini d’ordre ¢!

Sil’on injecte les résultats (2.31), (2.34) dans (2.25), on obtient I'équation simplifiée
LAijkl(O)egle;”}(v)ﬁdz = (G* 1 usv/a) Vv e V(Q). (2.35)

De méme, nous remplacons (2.31) dans (2.27) et nous multiplions le résultat par ¢,
nous tendons ¢ vers zéro, on obtient :

(G371 (vs —ud)va) >0 VYus € K(Q). (2.36)

Le probléme de Signorini a 'ordre ! est formulé comme suit

Ja Aijkl(o)eguz@i_”;(v)\/adw = (G>"Luv/a) Vv eV(Q)
(G371 (vg —ud)/a) =0 Vous € K(Q)

(P71 (2.37)

c

nous choisissons la fonction test v € V() indépendante de x3 dans (2.37), on
trouve :

(G371 usy/a) =0 Yug € V(w) ={n € H' (w);n =0 sur dw}
(G>7 (03 —ug)v/a) 2 0 Vug € K(w) = {n € V(w)in < d}

(2.38)

d’ou
G311 =0. (2.39)
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eEtape (c) :

Donc, de (2.14), (2.37) et (2.39) nous obtenons

/ ATE(0)eR ey (v)Vade = / (A2 (0)elys + A™(0)efys)e 5 (v) vada+
Q Q
4/ A (0) e seq(v)Vade + / (AP (0)ys + AP(0)esys)eqp(v)Vade = 0 Vo € V(Q).
Q Q
(2.40)

De (??),(2.14) et (2.18) :

/Aij (0)eryuesy; (v)Vadz _/ (217 €gy305va + (Aa™ g5 + (A + 2p1)€3) O5v3) Vadr = 0
Q

Q

Yu € V(Q). D’apres le théoreme (2.1)et (2.18) on obtient les équations :

0”3 =0 et 63”3 ma‘”egHT dans §2

Le probléme de Signorini d’ordre <°

Maintenant, nous nous intéressons a I'identification du probleme ot le terme (u", G°)
est solution.
Tout d’ abord, nous choisissons v = (0,0, v3) € V(§2) dans (2.40). On a alors

e‘;ﬁB(U) - €;||13(U) = 07 65”13(7]) = 83'1)3

et
/(A?"”‘s(())egé 4 A3333(0)eg”3)83123\/5d$ = 0. (2.41)
Q

Pour résoudre ’équation (2.41), nous utilisons le lemme (2.1) nous obtenons

A337(0) A
0 _ 0o _ 5.0
€33 = A3333(0) €l = \ - 2Ma7 €5lo- (2.42)
Deuxieément, nous choisissons v = (v, v9,0) € V(2) dans (2.40), alors
6;||16(U) = 63T||13( ) - 07 e;”lg( ) %aSUa
et

/ A¥(0)el) 30500/ adz = 0 (2.43)

Q
impliquent que
ez = 0. (2.44)

En utilisant maintenant (2.31), (2.34), (2.39), (2.42) et (2.44) , alors le probléeme
(P°) est réduit a
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Jo ATE0) (el (0) + iy (v) vada+
Jo B et (w)de = [o, fov/ade + [i hitv/adl (2.45)

+(G*Y v3y/a) Vv e V(Q).

En remplacant (2.31) et (2.39) dans (2.27) et en tendant ¢ vers zéro, on obtient

(G3’0, (vg — ug)\/a) >0 (2.46)

Nous concluons que le probléeme de Signorini a l'ordre ¥ est formulé comme suit

Jo Aijkl(O)(egllle?M (v) + eZlHje;”ll(v))\/Ed:U + /5 Bijk’legl‘lei’“}(v)dx
(P)) S = [, fiPv/ada + [k v/adl + (G0, v3\/a) Yo € V(Q) (2.47)
(G30, (vg —u)y/a) >0 Vuz € K(Q).
Si nous choisissons la fonction test dans 'équation variationnelle de (P°) indépen-
dante de x3, v = n(z, x2) Nous aurons :

62”5(0) = egnﬁ(n) = eaﬁ(n) - Fgg% — bapns
63”3(1}) = 63\\507) = %(%773 + 01,
\egna(?}) = 6§H3(n) =0.

(2.48)

Par conséquent, la premiere équation variationnelle est réduite a

/ AT (0)ey el (n)Vade = / Fov/adz + / W oi/adl + (G20, v3/a). (2.49)
Q (9] T—

En utilisant (2.42), (2.44) et (2.48) on obtient

/QAijkl(O)egz€?||j(77)\/adx:/S)Aamé(o)egwegnﬂ("?)\/adx+/QAaﬁgg(O)eg3€g||/3("7)\/5d$

:/ a7 el se s () adzdzy
(2.50)

ou

4\
aaﬂvé — 3 +'gluaaﬁa"ﬂ5 + 2/,6(61,&7@55 + aaéa,@7> (251)

les composantes contravariantes du tenseur d’élasticité bidimensionnel mis a 'échelle
de la coque.

Par conséquent, si nous choisissons la fonction test v = n(xy,z5) dans (P°) nous
concluons que le probleme de Signorini a 'ordre O, ce qui est 'approximation asymp-
totique du probleme (P(e,(2)) (2.8), est formulé comme suit :
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2.3. LE CAS AVEC FROTTEMENT DE COULOMB

Trouver(u®, G3%) € K(w) x H™ 2 (w)
Py(w) 9 [ ao‘ﬁ’Y‘;eg‘aegﬁ(n)\/deldatg = | p'mivadridzs + (G*°,n3v/a),  Vn € V(w)

(G0, (s — u)v/a) > 0 ¥y € K(w)
(2.52)
ou
K(w)={neV(w);n <d)}

1
pl = / fdxs + RV, —1).
~1

2.3 Le cas avec frottement de Coulomb

On va étudier dans cette partie, le méme probleme précédent en supposant que le
contact unilatéral est avec frottement de Coulomb.

2.3.1 Probleme classique (ﬁg.C)

Trouver u*® telque :

—055%,(W°) = fF dans QF

Jig
o5 (W)nG = hi sur I'_
POl @F =0 sur fg (2.53)

W < d°, G5y < 0,G5 (W5 — d°) =0, sur %

52| < v|55| = 65 = 0 sur T=

| [52] < v[ay] = 36 > 0,7 = —d5% sur T%
tels que :
5() = Ak, (@), (2.59
A\ijlk,s — /\aéijékl 4 Ms(éik(sjl 4 62’15jk>7 (255)
~€ 1 Dere Dere
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2.3.2 Probléme variationnel (P<.V)

Théoreme 2.2
Le probléme précédent (ﬁ‘f.C) est formellement équivalent au probléeme (138.\/)

( Trouver (@, G°) € K() x H™ 2 ( 8) tel que :

- (@5, 7%) = L*(0°) + (G5,T5) Vor e V(Qr

Py aA(u ) = LE(W") + (GF,77) o (62°) 2.57)
(G, Uy —uy) >0, Vo° € K()
(G5 Dr — T7) + (WIGR, 07 — [az) > 0, vo" € V()

F@ ) = [ A @) e
1>

(7)) = A 70, dif%—jggﬁ?@ dre

Gd) = [ G ar
5
(.,.)présente le crochet de dualité sur I'_,
V() = {7 = (@) € H(Q),7 = 0 sur T3}, H'() = (H'(X))’
0F) = {05 e V() /0y <& sur T5}
Preuve

Voir [21] .

Remarque 5

Pour u® assez régulier, alors les problémes P Cet P¢-V sont équivalents.

2.3.3 Probleme variationnel (ﬁE.V) en coordonnées curvilignes

On transforme le probléme précédent écrit en coordonnées cartésiennes z° = (75)

(2

en un probléme écrit en coordonnées curvilignes ¢ = (z5) mieux adaptées a I'étude
des coques.

Théoréme 2.3

(Trouver (uf,GF) € K(QF) x H (T %) tel que :
a®(uf, v) = LF(v°) + (G, v5/gF) V& € V()
(G2, (v5 — u5)V/g7) =2 0 Vo5 € K()

(G, (v — u) V) + (AGP, ([vg] — [uz[)V/gF) = 0 Vos € V()
(2.58)

(P-V)
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ol

( 0f) = f Aijkl,eei”l(ua)ekw( )\/_ Aijkl,a — )\gij,egk:l,a_i_M(gik,sgjl,a_i_gil,egjk,a)
5, (1) = B(vg,+us,), v8, = BFes—ThRu, N N
V() = {v° = (vf) € H(),v° = 0 sur DIf}, K() = {v° € V() /1§ <
d® surl },d® = df

)

Preuve

Voir([21] )

2.3.4 Position du probleme variationnel sur un domaine indé-
pendant de I’épaisseur

L’objectif de ’'analyse asymptotique est de connaitre le comportement de la solution
u® du probleme P<(Q2°) lorsque ctend vers zéro. Pour cela il est important que le
domaine sur lequel est posé le probléeme ne dépend pas de ¢.

On garde la méme mise a I'échelle pour les données que celle fait dans le cas sans
frottement.

On peut alors réécrire le probleme variationnel P¢(2°) (2.58) sur I'ouvert fixe €2 :

(

Trouver (u(g), G(g)) € K(Q) x (H 2(I'y))® tel que :
Jo AT E)ewu(e, ule))ei;(e,v)\/g(e)de = L(v) + (G (e), v:1/g(e)) Vv € V(Q)

P(e, Q) (G*(e), (vs — us(e)y/g(e))) = 0 Vus € K(Q)

(Gr(e), (v —ule)) — (vr —ur(e))V/g(e)) + (MG ()], (Jor| — |ur(e)])/g(€)) = 0
Yu € V(Q)

(2.59)

ou :
Z/fi(s)vi\/g(ﬁ)dvaé/r I (e)viy/g(e)dl

eqj(e, v

) = (leJ( g) + vji(e))
vig(e) = v — Th(e)vg
V(Q) = {v=(v;) € H(Q),v = 0 sur Iy}
K(Q) ={v e V(Q)/vs < d}
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2.3.5 Modele de coque membranaire

On se propose quelques modeéles bidimensionnels de coques membranaires obtenus
par I'analyse asymptotique formelle a partir du modele tridimensionnel de coques
élastiques minces constituées d’un matériau isotrope et homogene,entrant en contact
avec frottement de Coulomb contre un obstacle rigide.

On suppose qu'il existe deux fonctions f*° € L?(Q2), h' € L*(T_) tel que

fle) (@) = f(x), Vo € Q (2.60)

h'(e)(x) = eh"* Vo € T'_ (2.61)
d(e) =d

G (2°) = eG'(e)(z),Vr € Iy (2.62)

G'(e) = G +eG"! + 2G"? + . (2.63)

On substitue (2.9), (2.12), (2.13), (2.60), (2.61), (2.62) et (2.63) dans I'équation
variationnel de (2.59), et on identifie les termes du méme ordre de ¢; on obtient a

lordre 72, 7! et ° respectivement les équations :
P22y AT O (0)ad = (G2, ui/a) Yo € V(@) 264
p1 ) Jo AP O)(ERyueq(v) + euely; (v)Vade = (G2, vi(Va)') (2.65)
+HG L v/a) Yo e V(Q)
/ .. _ _
Jo ATR0)(eRye€ly (v) + exyer(0) + eqeiy; (v) vada+
po J Jo BIHO) (e (0) + eegy; (v)da (2.66)

+ /5 Bijkl’Q(O)e,:'ﬁle;H;(v)dx = [, ["vi/adx + [ h"'v;\/adD
(G, viy/@) + (G (V@) + (G2, 0(va)) Yo e V(Q)
De méme, en substituant (2.9), (2.12) et (2.63) dans I'inéquation variationnelle de
(2.59) on obtient

=GR, (05— u)V/@) + 3,0, =G, T) 2 0 Wy € K(Q)

£ (G (0 — u) — (7 — u))V/a) + (AGP), (jur] — [u])v/a)))
+ Y02 (G 75)) 2 0 Yo € K(Q)

(d>-2)

(2.67)

38



2.3. LE CAS AVEC FROTTEMENT DE COULOMB

e Etape (1) : Le probleme de Signorini d’ordre 2

On multiplie (2.67) par £? et on tend ¢ ver 0, on obtient

{ (G372, (v3 — ud) /@) = 0 Vus € K(Q)

(Gr* (v =) = (vr — up))v/a) + (MG, (|vr| = [u[)va)) > 0 Vv e K(Q)
(2.68)

2

le probléme de Signorini d’ordre ¢~ est

Jo, AUF(0) ek”leznj( v)vadr = (G"2 v/a) Vv € V(Q)
(P72 (G372, (vg —ud)/a) =0 Yous € K(Q)
(G7%, (v = u®) = (v — ug))Va) + (A|G* 2], (fvr| — [ug[)va)) = 0 Yo € V()
(2.69)
On choisit v € V() indépendant de z3, dans (2.69) ,(e zIIJ( v) = 0), on obtient :

(G"72 vi/a)y = 0,Vv; € V(w) = {n € H'(w);n = 0 sur dw}
(G272 (13 —ug)Va) 20 Vs € K(w) ={n € V(w);n<d}
(G2, (0 = ) — (o7 — W)} + AIGP2], (forl — ) ya) > 0 Vo € V(@)

(2.70)
alors
G"2=0 donc G>?2=G%2%=0 (2.71)
En utilisant les expressions des fonctions A“*(0), on a :
/AZ H(0)eger;(Vade =0 Yo € V(Q) (2.72)
Q
donc de lellipticité de A¥*(0) on déduit alors
e;”; = e;”; (u”) =0 (2.73)

D’apres le théoréme (2.1) on obtient : d;u® = 0 dans . D’ou le terme principale
u’ € V(Q) est indépendant de z3 et peut étre identifié avec un champ de vecteurs
¢% € H'(w) satisfaisant £ = 0 sur .

D’apres I'identification des coefficients de e~2 on obtient les relations :

{50 € V(w) = {n= () € H'(w);n = 0 sur 3} (2.74)

ei’”; = 0 dans Q
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e Etape (2) : Le probléme de Signorini d’ordre ¢!

Sil’on injecte les résultats (2.71), (2.73) dans (2.65), on obtient I'équation simplifiée

/ngijkl( >€k||z il Lw)adz = (G" 1 vi/a) Vv € V(Q) (2.75)

De méme, nous remplacons (2.71) dans (2.67) et nous multiplions le résultat par
et on tend ¢ vers zéro, on obtient :

{(G?’vl, (05 — ) /a@) > 0 oy € V()

(G (v — u0) = (or — u$)Va) + (AIGH], (Jor] — | ])v/a)) > 0 Vv € K(Q).
(2.76)

Le probléme de Signorini & 'ordre e~! est formulé comme suit

Jo, ATR(0) ek”leZ”]( v)vadr = (G5 v\/a)y Vv e V(Q)
(P7H (G (g —ud)va) =0 Yous € K(Q)
(Gr' (v =) = (vr — u))Va) + (AIGPY (fvr| — [uf])Va)) = 0 Yo € V(Q)
(2.77)
nous choisissons la fonction test v € V({2) indépendante de z3 dans (2.77), on
trouve :

(G" N un/a)y =0 Yy, € V(w) ={n € H (w);n =0 sur dw}
(G371 (03 —ug)v/a) 20 Vo3 € K(w) = {n € V(w);n < d}

(G (v =u®) = (v — u))Va) + (AGH 7Y, (Jur| — |uF])v/a)) =0 Yo e V(Q)
(2.78)
d’ou
G 1=0 donc G> ' =Go ! = (2.79)

Donc, de (2.14), (2.77) et (2.79) nous obtenons

/QAij (0)eRue; (v )\ka”_/(Aam(o)egw+Aaﬁgg(o)egni’»)@;lﬁ(”)\/ad”

Q
4 /Q Aa373(0)69,‘\36;||13(v)\/5dx + /Q(AB'?’V‘;(O)eg”(; + A3333(0)egu3)e§”g(v)\/ada: =0

Yo € V()
(2.80)
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de (??),(2.14) et (2.18) :

[ A o) Vads

— /Q (2Maaoeg||383va + (/\aaﬁeguﬁ + (A + 2,LL)63H3)33U3) Vadz

=0 Yv e V(Q).

D’apres le Lemme (2.1)et (2.18) on obtient les équations :

A

——— a2, dans Q
A+ 2u

0o 0o _
o3 =0 et eg3 = ollr

e Etape (3) : Le probléme de Signorini d’ordre £°

Maintenant, nous nous intéressons a I'identification du probléme ot le terme (u", G)
est solution.
Tout d’abord, nous choisissons v = (0,0, v3) € V(2) dans (2.80). On a alors

Cals(v) = eqls(v) = 0, egly(v) = Dyvy

et
/(ASS“";(O)eS(S + A3333(0)e§”3)83113\/5d56 =0 (2.81)
Q

Pour résoudre I'équation (2.81), nous avons besoin du Lemme (2.1) on a

o _ A¥P0) A
88 = 43333(0) 116 T N 2p

a’yaeg‘w (282)

Deuxiemement, nous choisis v = (vq,v2,0) € V(Q) dans (2.80), alors
cala(v) = eh(v) = 0,y (v) = $0va
et

/ Aa3”3(0)62”383va\/5d:1: =0 (2.83)
Q

ce qui implique lors de I'application du Lemme (2.1) que

En utilisant maintenant (2.71), (2.73), (2.79), (2.82) et (2.84) , alors le probleme
(P°) est réduit a

Jo AT O)(eRyedyy (v) + elyyeip)vade + fo B ey ey;(v)
= o [PPvv/ade + [, h"'vi/adD 4+ (G0, vin/a) Vv e V(Q)

(2.85)
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2.3. LE CAS AVEC FROTTEMENT DE COULOMB

En remplacant (2.71) et (2.79) dans (2.67) et en tendant ¢ vers zéro, on obtient

(GH0, (v — uY)/a) > 0

(GT, (v =) = (vr — up))Va) + (MG, (Jor — [ulz])v/a)) 2 0 Vv € V(Q)
(2.86)

Nous concluons que le probléme de Signorini de l'ordre ° est formulé comme suit

Jo AT 0) (eReq; (v )"'ezu]ekw)\/_dl’—l-fQB kl@k\\l%;( v)
= [ f"Puivade + [ h"'vi/adl + (G0, v;\/a) Yo € V(Q)
(G0 (v3 —ud)v/a) =0 Yz € K(Q)

(G, (v = u®) = (vr — ug))Va) + (MG, (Jor| — uf])va)) 2 0 Vv € V(Q)
(2.87)
Si nous choisissons la fonction test dans 'équation variationnelle de (P°) indépen-

dante de x3, v = n(z, x2) Nous aurons :

62éll/o’(v) = 63”5(77) = eaﬁ(n) - Fgg% — ba6n3
63”3(U) = 63\\507) = %(%7]3 + 091,
\€g||3(7]) = 6§H3(n) =0

(2.88)

Par conséquent, la premiere équation variationnelle est réduite a

| A ey ads = [ fouadat [ htuyadn + (G, uvE) - 289
Q Q

En utilisant (2.82), (2.84) et (2.88) on obtient

/QAW(O)GQze?uj(??)\/ad:v:/QAQW(O)€3|062||/3(77)\/561$+/QAaﬁ?’?’(O)eg363”6(77)\/56137

= / el seas (1) Vadzid,
(2.90)

ol

a®?h® = )ﬁ\—umao‘ﬂaw + 2u(a®a® + a*a?), (2.91)
sont les composantes contravariants du tenseur d’élasticité bidimensionnel mis a
’échelle de la coque.
Par conséquent, si nous choisissons la fonction test v = n(xy,z5) dans (P°) nous
constatons que le probleme de Signorini d’ordre 0, qui est 'approximation asympto-

tique du probleme (P(e,(2)) (2.59), est formulé comme suit
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2.3. LE CAS AVEC FROTTEMENT DE COULOMB

ou

(Trouver (u°, G°) € K(w) x (H~3(w))*tel que :
fw ao‘ﬁ“*ée?/ldegﬁ(n)\/adxldxg = fw p'nivadridrs + (GHO ni/a), Vn e V(w)
(G0, (n3 = &)Va) 20 Vs € K(w)

G (0= &%) = (nr — &p))v/a) + (AIGP0], (Inr| = [§7])v/@)) = 0 Vi € V(w)

(2.92)

K(w) = {n e V(wn < d)}

pl = fdxs + A, —1)
-1
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— Chapitre 3
Etude de la convergence des solutions
du probleme variationnel mis a
I’échelle P(c,)) pour une coque
elliptique membranaire.

Dans ce chapitre !, on établit un théoréme de convergence des solutions du probléme
variationnel P(e, ) d’'une coque elliptique membranaire, i.e, sa surface moyenne S = 6(w)
est elliptique qui se caractérise par la courbure Gaussienne (voir [13] ou [12, p.121]),
par exemple une partie d'un ellipsoide. On suppose aussi qu’elle est totalement encastrée.
On va prouver que sa limite est solution d’'un probléme bidimensionnel ce qui valide les
résultats obtenus par la méthode des développements asymptotiques formels (Chapitre 3).

On va étudier chaque fois le cas de contact sans frottement puis le cas de contact avec
frottement de Coulomb.

Nous énoncons maintenant quelques résultats qu’on aura besoin par la suite :

3.1 Le cas de contact sans frottement

Théoreme 3.1

On Suppose que 6 € C*(w,R3) , et on considére une famille de coques membranaires, li-
néairement élastiques et elliptiques; d’épaisseur 2¢ qui s’approche de zéro, dont la surface
moyenne S = (@) est la méme pour toutes les coques. Soit (u(), G3(¢)) la solution du pro-
bléeme Py(s,9); si 0 < € < &g, alors il existe des fonctions v}, € H'(Q) satisfaisants u}, = 0
sury x [—1,1], uj € L*(Q) et G** € L*(w) tels que :

Uo () — ul, dans H'(Q)
uz(e) — vl dans L* ()

G3(e) — G* dans L*(w)

1. La premiere section de ce chapitre est 'objet d'une communication au séminaire international TAM-
TAM’11, Sousse, Tunisie.
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3.1. LE CAS DE CONTACT SANS FROTTEMENT

quand ¢ — 0.

*

u* := (u}) est indépendante de x.

_ 1 . . \ . . . q. .
En outre la moyenne; u* := 3 [ u*dx; satisfait le probléme variationnel bidimensionnel
mis a Uéchelle Py (w) d’une coque elliptique membranaire linéairement élastique suivant :

Trouver (uj,G**) € Ky(w) x L*(w) tel que :

(Pr(w)) S [, a7 or (@) Vap(n)Vady = [, p'ni/ady +(G**,73) ¥ = () € Vr(w)
(G¥, s —a3) >0 Y 3 € Ky(w)

tels que
Ky (w) ={n=(m) € Vu(w)/ns < d};
Vi (w) = Hi(w) x Hy(w) x L*(w)
1 g
Yas(n) = 5(3677@ + Oanp) — Lane — bagns
4 u
afot - af ot ao BT at , Bo
= ot o + 2u(a*a”" + a“"a”?)
1
pi= / fides +h' et h' = h(.,—1)
-1
Preuve

La preuve de ce théoréme est divisée en huit étapes. Pour des raisons techniques la considéra-
tion des forces de surface n’est pas prise en compte .

Etapel On montre dans cette partie que les suites {uq(e)},{us(c)} et {e;;(¢)} admettent
des sous-suites notées aussi, respectivement par {u.(e)},{us(e)} et {e;;(¢)} vérifiants
les convergences faibles suivantes :

Uq(e) — ul, dans H'(Q),
uz(e) — ui dans L*(Q),
eq)i(e) — e, dans L*(Q).

En utilisant lUinégalité de Korn tridimensionnelle on obtient : 3 des constantes C); et
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3.1. LE CAS DE CONTACT SANS FROTTEMENT

C. tels que :

Cur Z|Uz oo < O (Z [ua(e)ll o + lus(e )|(2),Q>
<Z’€1HJ |OQ
SCegoz/A”k( e)exu(e)ei; (€)V/g(e)da
= €g0 </ Fui(e)/g(e)dx + (\/9(e)G?(e), us(e )
<Cua’ [ fude)/a)is

< Ce9y’ 97 {Z‘Jﬂ’gg} {ZW(@)%Q}

1
2

D’oty, il existe des constantes C, C et C3 indépendantes de ¢ telles que :

[ua(e)llie < Cu fus(e)lon < Ca et |eg;(e)|on < Cs.

On déduit que les suites {u,(c)}, {us(e)} et {e;;()} sont bornées, respectivement dans
HY(Q), L*(Q2) et L*(). Ce qui nous permet d’extraire des sous-suites toujours notées
respectivement par {uq(c)}, {us(e)} et {e;;()} qui admettent des limites faibles res-
pectivement dans H'(Q2), L*(Q) et L*(Q) qu'on note uj, uj et e, respectivement.

Etape2 On montre que les fonctions u} trouvées dans (i) sont indépendantes de x.
D’apres (i) :

D3t (g) + £04us(e) = 2e{eq3(e) + T5()us(e)} — 0 dans L*(Q);
en effet, d’aprés (i) la suite (us(e)) est bornée dans L?(Q2) et u,(g) — u’, dans H'(Q) et

['9,(g) convergent dans C°(Q) (voir [12, Thm.3.3.1]).
D’autre part, pour tout p € D() :

/E)guagpdw hm 83ua( )dz,

lim {/ e@auzz,(e)god:p} = —lim {/ eu3(5)8ag0d:p} =0
e—0 Q e—0 Q

0 = lim {/ (D3uq () 4+ €04us(€)) godx} = / Osu pdx,
Q Q

Donc :

e—0

ce qui donne Osu’, = 0 dans 2 au sens des distributions.
La partie (i)implique également que dsuz(e) = eezy3(¢) — 0 dans L*(R).
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3.1. LE CAS DE CONTACT SANS FROTTEMENT

Pour tout ¢ € D(R), de uz(e) — uj dans L*(Q) on a

/ Osuzpdr = — / uzOspdr = — lim/ ug(e)Ozpdr = lirn/ Osus(e)pdr =0
Q Q e—0 Q e—0 Q

ce qui implique Osu} = 0 dans 2 au sens des distributions.

Etape3 Les limites €l trouvées dans (i) sont indépendantes de xs3, de plus elles sont en
rapport avec la limite v* := (u}) par :
s = Yop(u") := 5 (Oattf + Opug,) = Topuy — bapui, (3.1)
* )\ af x
63”3 = —A+2MCL eaHB.

N |

(3.3)
On rappelle que

Call€) = 5 (Patis(e) + Datual)) — T25(E)u0)

D'aprés () on a eqp(e) — ey dans L*(Q), ua(e) — uf, dans H'(Q), uz(e) — uj
dans L*(Q). Et le fait que I'74(e) — T'; et T3 5(e) — bag dans C°(Q) (voir [12, Thm.
3.3-1]); on trouve que

%(3«1%(5) + Ogtta(€)) — T 5()up(e) = Yap(u”) dans L*(Q)

d’ou (3.1).

De la partie (i) on déduit que les fonctions e, ; sont indépendantes de 3 car les fonc-
tions u} sont indépendantes de z3.

Soit v = (v;) une fonction arbitraire dans Uespace

V(Q)={v=(v;) € H(Q);v=00n~ x [-1,1]}
Les relations suivantes sont des conséquences directes des définitions des e;;(e,v) :

eeq|p(e,v) — 0 dans L*(9)

1
geqs(e,v) = 583% dans L*(2)
geg|3(e,v) = Ozus

pour tout € > 0. Les équations du probléme variationnel tri-dimensionnel mis a Uéchelle
P(e,Q) nous donnent
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/Q A (e){eemp(e)en;(e,v) 1 g(e)dx
= [ A Eeatele) + AP Deaale)Hecapsle. ) o
S AR CINE) TENNERS WEE
[ LA €ento(e) + A EJeaale) Heeaple )}V oo
:gAfivi@dx+s<MG3(g),u3>. (3.4)

On choisit v3 = 0 sur le bord I, dans (4.18) ; apreés passage a la limite, on trouve
/Q {QMaO‘C’eZH?ﬁgva + ()\a”eZHT + A+ 2,LL)6§H3) dsv3 } vadz = 0.

5 . . Ve . % o " = B %
A laide des fonctions tests convenables, on déduit que e}, = 0 et e3; = s5-a"" ey, 5.

Etape4 : G?(¢) — G* dans L*(w) quand ¢ — 07
De (4.18) nous avons Yv € V(£2)

(6 ) = [ AMEea(Eleas(e 0V~ [ F0@/gEda
= AP @ersle) + AT )eapa( @ eapale,0)V5E)a
+4 /Q AT (e)ery3(e)eaps(e, v)V/ g(e)da
+ [ LA Eesle) + A (EJeapn@)eapa(e, o)V oE)da
- /Q (2 vi/g(e)da. (3.6)

Pour v € V() indépendant de x3 nous avons quand € — 0

ea|8(€,v) — Yap(v) = % (0avs + 0pvy) — [750r — bagus in L*(9),
eq|3(e, v) — %aau3 + 0w, in L2(92), (3.7)
63“3(67’0) =0.

Gardons v € V(£2) indépendant de x5 fixé en (3.6) et que ¢ — 0, nous obtenons
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3.1. LE CAS DE CONTACT SANS FROTTEMENT

2\
3 a,B T8 ar (36 ad BT *
ahmo <G 113> / {)\ 2,u + W ( a”” +aa )} 67“5’ya5(1})\/5d£€

—/fl’o(x)vi\/adx

Q

:/a"‘ﬁﬂ;*yﬂ;(u*)fya,g(v)\/adx—/fi’o(x)vi\/adx (3.8)
Q Q

de v € V() indépendant de x3 nous avons v(y, x3) = v(y) avec (y,z3) € Qetv € Hi(w) [15,
Lemma3.2], . La relation (3.8) est valable pour tous les v € V() indépendant de z3 et en
particulier pour v = (0,0, v3), nous avons donc

1
lirn0 <G3(5),v3>—/ aaﬁTéfyT(;(ﬂ;)’yaﬁ(v)\/gd:cldxg —/ (/ fB’deg) v/ adxdxs
e— w w -1
1
:—/baﬁaaﬁﬂs’}g—g(ﬂg)ﬂg\/adﬂfldl’g—/ (/ fS,de?)) @3\/5611’1(&1’2
w -1

w
L'application U5 ~ — [ baga®*™~.5(u5)vsy/adayday — [ <f_11 f3’0d$3> vsv/adwdz, est une
forme linéaire continue sur H}(w), et comme H}(w) = L?(w), nous pouvons étendre Uappli-

cation @ une forme linéaire continue sur L?*(w). Ainsi, il existe G*>* € L*(w) (sous-ensemble
dense de H~2(w)) tel que :

1
<G3’*,63> = — / bagaaﬁT6775(E§)63\/de1dx2 —/ (/ fS’deg) @3\/Ed$1dl‘2
w w -1

et
lim <G v3> = <G3’*,@3> : (3.9)

e—0

A partir de (3.8) et (3.9) (u*,G**) est la solution de la formulation variationnelle

/aaﬁré,%&(u*),yaﬁ(v)\/adm = / [ (@) vivade + (G>*,v3)
0 Q

qui peut s’écrire comme ( u* et v sont indépendants de xs3), en utilisant [15, Lemma3.2], ,

{ (@3, G**) € Vir(w) x L*(w) tel que : (3.10)

[, a0 (W5 Yap (0)/ada 1 das = | ( I fivodx;),) Uiv/adrydry + (G**,T3)

Etape5 : u} < d dans Q7
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De us(e) dans K(£2), Etapel et Etape2 la fonction us(e) vérifie quelques propriétés

us(e) <d a.e. surl'y,
uz(e) — uj dans L*(Q), (3.11)
Osuz(e) — 0 dans L?(9).

Nous notons que Uensemble K () étant convexe et faiblement fermé dans H(2) mais la limite
faible de us(e) est dans L*(Q2) et non dans H'(2).Donc on ne peut pas en déduire de cette
propriété que u} < d p.p. dans Q2. Pour cela, nous utilisons un autre argument, le raisonnement
par Uabsurde, la méme méthode que celle utilisée dans [46]. Supposons qu’il existe wy C w,
mes(wy) > 0, tel que u} > d dans ¥ = wy x [—1,1].

Soit ¢ > 0 élément de D(wy) et X,=Supp(¢) x [—1,1] C X. Définissons une fonction x dans
Y4 par x = —(1 + x3)¢, nous avons les propriétés

X =0surl_,
X < 0sur L \I'_,
X < Osurl'y,
Osx = —¢ < 0dans 2.

(3.12)

En utilisant la formule de Green, nous obtenons

Jo 05 (us(e) — d) xdz = — [, (us(e) — d) Osxdx + [, (us(e) — d) xnsdo (3.13)
- fQ (uz(e) — d) pdx + fF+ (us(e) — d) xdo ’

Passons a la limite quant ¢ — 0 dans (3.13) en considérant les relations(3.11), (3.12) et
uj > d dans X

nous déduisons que le coté droit de (3.13) converge vers une limite strictement positive. Par
contre le c6té gauche converge vers la limite O ce qui induit une contradiction. Nous en dé-
duisons donc que v < d dans (). De Etape2 nous avons uj; € L*(Q) est indépendant de
x3 alors u}(y, x3) = wi(y) € L?(w) pour presque tout (y, x3) € §). Par conséquent

u; € K(w) ={neL*(w); n<d pp. surw} (3.14)

Etape6 : (G**, (n3 —u3)) > 0 pour tout nz € Ky (w)?
Prenons dans l'inéquation de (2.8) vs = d et v3 = 2u(e)—d, nous obtenons (G3(¢g), (d — us(e))) =
0, comme d € H}(w) par conséquent

Eli_r>n0 (G*(¢), us(e)) = Eli_r}no (G*(e),d) = (G*,d). (3.15)
De plus, nous avons
(G®(e), (v3 — us(e))) > 0,Vu3 € K(Q) (3.16)
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6li_r>no <G3(5)7 (v3 — U3(5))> = €li_r>no <G3(5), U3> — Elin0 <G3(5), u3(5)>
—_ <G3*,53> . <G3*,d>
< (6% m)— (6, = (G (7).

Nous concluons que
(G*, (v3 —u3)) > 0,03 € K(w). (3.17)

A la fin, en utilisant les relations (3.10), (3.14) et (3.17) nous déduisons le probléeme varia-
tionnelle limite

Trouver (u}, G**) € Ky(w) x L?(w) tel que

fw aaﬁﬁﬁyﬂs(ag)ﬁmﬁ(ﬁ)\/adxlde = fw (f_ll fi’odl':;) Ei\/adl’ldl’g + <G3’*,53> VU € VM((JJ)
(G, (U3 —u5)) > 0,V03 € K(w)

avec Ky (w) = Hj(w) x H(w) x K(w).
Ce probléme a une solution unique d’apres le théoréeme de Stampacchia. Par conséquent, le les
convergences établies pour les sous-suites u(e), G*(¢) sont pour Uensemble des suites.

Etape7 e;j(¢) — €l dans L*()? (les convergences faibles établies a UEtape 1 sont fortes).
Soit A(e) déini par :

/Aljkl ) (exn(e) = eklll) (eans(e) lHJ) V' g(e)dx
/fzo eV g(e)dx + <G3 ), >
_/QAU/CZ( )(2614‘” _ek||l) o / £)dz.

Combinons le fait que les coefficients A¥*!(¢) sont définis positifs uniformément [12, Thm. 3.3-
2], la relation 0 < gy < g(¢), Vo € Q [12, Thm. 3.3-1], les convergences faibles de Etapel, le
comportement asymptotique de A*(g),\/g(e) (2.12), (2.13) et (3.15) nous obtenons

< Ale)

2
il (€) = €illo.

0<Co gy
,J

et

A= hmA /fzo Wadr + (G*,d) — /Aijkl(O)eZ”leZ‘j\/adx.
Q

En utilisant les expressions de AY*(0) (2.14) et e;.*”j (3.1), (4.2), (4.3) et que (u;, lHJ) sont
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3.1. LE CAS DE CONTACT SANS FROTTEMENT

indépendants de x3 (Etape2) nous avons
/QAZ‘jkl<O)ezl€;k||]\/ad$ = / aa/BTaﬁ)/‘r(S (ﬂi”t)’yaﬁ (ﬂg)\/adxldx2
1
/ [ ade = / ( fi’0d$3) ;v adzydrs
Q w -1

et par conséquent
A= {(G* d)—(G* u}) = (G*™, (d—u})) <0

ce qui signifie que e;;(¢) — e;; dans L*(9).
Etape8 : u,(¢) — u’ dans H'(Q), uz(e) — u} dans L*(2)? (les convergences faibles
établies dans Etapel sont fortes). Le preuve est identique a celle proposée dans [15, Thm.

5.1.],.
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Conclusion

On conclut de ce travail, dans le cas des coques minces, en utilisant la méthode des
développements asymptotiques formelles que dans le cas sans frottement, on trouve un
probléeme bidimensionnel de Signorini sans frottement et dans le cas avec frottement de
Coulomb, on trouve un probleme bidimensionnel de Signorini avec frottement. Donc,
dans chaque cas, on dérive un probleme bidimensionnel de méme type. Et ceci en utili-
sant I'étude asymptotique formelle. Ce qui n’est pas le cas pour les plaques et les coques
peu-profondes (shallow shells) ot on perd les forces de frottements dans le probléme bi-
dimensionnel, ce qui répond a la question de Paumier [40]. Ensuite dans le chapitre 4, on
a validé ce résultat a 'aide de la méthode de convergence et ceci pour le cas particulier :
une coque membranaire elliptique totalement encastrée et uniquement dans le cas sans
frottement. Pour le cas avec frottement, on a pas pu avoir un résultat de convergence pour
toute la suite u(e) parce qu’on dispose pas d’un résultat d’'unicité pour le probléme limite en
général. La question qui se pose, qu’est ce qui se passe pour les autres modeles de coques,
membrane généralisée, flexion, membrane-flexion, modele de Naghdi et modeéle de Koiter.
La question se pose aussi pour les modeles non linéarisés et pour les modeles dynamiques.
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Deuxieme partie

ANALYSE ASYMPTOTIQUE DES COQUES
MINCES
PIEZOELECTRIQUES
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INTRODUCTION

Un probleme de contact est décrit par un systéme d’équations aux dérivées partielles dé-
crivant le mouvement et la déformation des corps, ainsi que par des conditions aux limites
modélisant des forces de contact et de frottement. Les premiers résultats sur le sujet des
problémes de contact dans la théorie d’élasticité ont été obtenus a la fin du 19 éme siecle
par Hertz (1895) (la date se réfere a la date de publication de ses travaux). La recherche
a été effectuée en (1880) et Boussinesq (1885). Pour plus de détails sur les études menées
avant 1953 sur les problemes de contact nous nous référons a [27] . Au cours des dernieres
décennies, des problemes d’analyse de structure impliquant Les interfaces de contact ont
recu une grande importance en raison des énormes applications industrielles. Signorini
(1933, 1959) a donné une formulation générale pour les problémes de contact sans frotte-
ment. Il a énoncé des conditions aux limites et des conditions de contact prescrites pour un
corps élastique contre une fondation rigide. Les premiers résultats de ’existence de ces pro-
blemes ont été donnés par Fichera[24, 25]. L’étude du contact unilatéral sans frottement
pour une plaque élastique avec obstacle rigide a été analysé par Caffarelli et Friedman [6],
Caffarelli, Friedman et Torelli [7], Dal Maso et Paderni [39]. Dans le cas avec frottement,
Paumier [40] a étudié la modélisation asymptotique du contact unilatéral avec frottement
de Coulomb pour la plaque Kirchhof-Love contre une fondation rigide. Il a prouvé que le
probleme tridimensionnel de Signorini avec frottement converge fortement vers la solution
unique d’un probleme de plaque de Signorini bidimensionnel sans frottement. Récemment,
Léger et Miara [17] ont étudié une coque linéaire peu profonde sans fortement en utilisant
la méthode de convergence. Bensayah, Chacha et Ghezal [2] ont généralisé les résultats
de Paumier [40]a une coque peu profonde et I'étude de Léger et Miara [17] au cas de
frottement de Coulomb. Dans cette direction, nous nous référons a Ghezal et Chacha [28]
et aux références citées dans ce document pour une coque non linéaire peu profonde. La
piézoélectricité est un phénomene électromécanique qui couple les champs élastiques et
électriques. En général, un matériau piézoélectrique répond a des forces / pressions mé-
caniques et génere une charge / tension électrique. Ce phénomene s’appelle 'effet piézo-
électrique direct, il a été découvert en 1880 par Pierre et Jacques Curie. Inversement, une
charge / un champ électrique appliqué au matériau induit des contraintes ou déformations
mécaniques. Ce phénomeéne est appelé I'effet piézoélectrique inverse, avait été prédit en
1881 par Lippmann. Pour plus de détails sur la piézoélectricité, voir par exemple Ikeda
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[31] et les références citées dans celui-ci. L'une des premiéres applications de l'effet piézo-
électrique était un détecteur sous-marin a ultrasons développé pendant la premiere guerre
mondiale. Les structures minces de matériaux piézoélectriques sont généralement utilisées
sous forme de patchs ou de films minces collés ou insérés dans une structure en matériau
classique, pour détecter ou générer des déformations, appelées capteurs ou actionneurs.
Les matériaux piézoélectriques appartiennent a une classe des matériaux intelligents, qui
sont tres importants dans de nombreuses applications telles que, par exemple, la biomé-
canique, la biomédecine, la mécanique des structures, 'aéronautique, le génie civil, etc.
Le domaine des matériaux intelligents a fait 'objet de recherches intensives au cours des
derniéres décennies. De plus, les matériaux avancés tels que les matériaux composites sont
de plus en plus utilisés dans 'industrie moderne. Ils rendent les structures plus légeres et
plus rigides . Cependant, ils apportent des problémes de vibrations et de bruit. Afin de ré-
pondre a ces préoccupations, de nombreuses méthodes d’amortissement des vibrations uti-
lisant des matériaux piézoélectriques ont été développées. Les exemples les plus habituels
utilisés dans les applications aérospatiales, aéronautiques et automobiles sont les coques
élastiques minces, en particulier les structures de coques minces et peu profondes, ou la
courbure initiale de la coque est supposée faible. En particulier, les coques composites avec
capteurs et actionneurs piézoélectriques semblent combiner les avantages des coques com-
posites avec des capacités multifonctionnelles supplémentaires. En outre, le comportement
électromécanique couplé de matériaux piézoélectriques et leur disponibilité sous forme
de feuilles ont entrainé une utilisation intensive de coques composites stratifiées avec des
couches piézoélectriques dans les domaines civil, naval et aérospatial. Nous nous référons
a Rogacheva [44] , Bernadou et Haenel [4], Tzou [47] et Yang [48] pour la théorie des
coques piézoélectriques et leurs applications. Un dispositif piézoélectrique en contact avec
ou sans frottement est fourni par les commutateurs ou systémes microélectromécaniques
et le probleme de la stabilisation des vibrations dans les structures mécaniques. Il existe
actuellement un intérét considérable pour les problemes de contact avec frottement impli-
quant des matériaux piézoélectriques. Il a une importance technologique en perspective : a
titre d’exemple, le mouvement relative de deux corps peut étre détecté par un capteur pié-
zoélectrique en contact avec frottement avec eux. Cependant, il existe tres peu de résultats
mathématiques concernant les problemes de contact avec frottement pour des matériaux
piézoélectriques, voir par exemple Maceri et Bisegna [38], et Matei et Sofonea [42]. Pour
les structures piézoélectriques minces, les résultats sont limités. Nous citons les résultats
importants de Yan et Miara [49, 50] et de Figueiredo et Stadler [26]. Dans ce travail,
nous examinons le probleme de contact avec le frottement pour les coques peu profonds
piézoélectriques. Au moyen d’une analyse asymptotique, nous montrerons que la solution
du probléme tridimensionnel de Signorini avec frottement de Tresca d'une coque peu pro-
fonde piézoélectrique linéaire converge vers un probleme bidimensionnel d’'une coque peu
profonde piézoélectrique lorsque I'épaisseur de la coque tend vers zéro. Dans ce travail,
nous étendons les travaux de Yan et Miara (19) sur le probléme de Signorini au probleme
de Signorini avec frottement de Tresca. Aussi, nous généralisons le modele obtenu en (20)
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a une coque peu profonde piézoélectrique. Le plan de notre travail est le suivant : Apres
cette introduction, nous donnons dans la section 2, les équations d’équilibre mécanique et
de Maxwell-Gauss, le contact de Signorini et les conditions de frottement de Tresca. Dans
la section 3, nous étudions le probleme de I'inégalité variationnelle équivalent. Dans la
section 4, nous prouvons la convergence de la solution lorsque I'épaisseur de la coque peu
profonde tend vers zéro et établissons le probléeme limite d'une coque piézoélectrique peu
profonde en contact unilatéral avec frottement. Dans la section 5, nous donnons le modeéle
a deux dimensions. Conclusion et commentaire sont présentés dans la derniére section.
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— Chapitre 4
ANALYSE ASYMPTOTIQUE DU
PROBLEME DE CONTACT AVEC

FROTTEMENT POUR LES COQUES
PEU- PROFONDES
PIEZOELECTRIQUES

4.1 Position du probleme

Pour tout € > 0, soit Q° = wx] —e,e[, I'f = yox]| —e,e[, 'L =w x {£e} et : 0 - R
une fonction de la classe C* . On définit une application :

0 : QF = R?: ©°(2°) = (w1, 20, 0° (21, 12)) + 250521, T2).

Suivant la définition proposée par Ciarlet et Paumier [18], nous pouvons dire quune
coque est peu profonde s’il existe une fonction # € C3(w) indépendante de ¢ tel que
0% (1, xg)_: eb(zy,x9), ¥V (21, 22) € .

Soit Q¢ le domaine tridimensionel occupé par le milieu piézoélectrique, c’est-a-dire la
coque peu profonde.

On suppose que la coque peut profnde est soumise a une densité de force volumique
fe e L2(€¥) et une densité de charges électriques 0 € L2($¥) ,soumise & une densité
surfacique de force ° € L2(I' ) et soumise & des charges électriques @i € L*(T=) et soumise
a un potentiel fixe o° = 0 sur fg, et encastrée sur la partie fg de la frontiere.

On suppose aussi que cette coque entre en contact unilatéral sur sa face supérieure
fi = ©°(T%.) contre une fondation rigide D* = {2° € R*/(x1, x2) € w,x§ > 5§}, o1 (5° > 0)
est la fonction d’interstice définie sur fi et qui désigne la distance entre la face supérieure
et la fondation rigide mesurée dans la direction normale

, voir Figure 4.1.
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4.1. POSITION DU PROBLEME

\ Rigid foundation \

FIGURE 4.1 — Coque piézoélectrique linéaire peu profonde en contact avec frottement
contre une fondation rigide.

Le probléme classique a trois dimensions d’une coque peu- profonde piézoélectrique li-
néaire )¢ entre en contact unilatéral avec frottement contre une fondation rigide sur la
frontiére IA“i est formulé comme suit :

Equations d’équilibre mécanique et conditions aux limites

O = /g\s sur 1"5_’ (41)

Equations de Maxwell-Gauss et conditions aux limites électriques

divD® = p.° dans
Dfpf =5 sur I

~ ~ (4.2)
Dn® =0 sur I,
=0 sur  T%.

Equations constitutives tridimensionnelles

v

65 = Ciyu@ (@) — Py BR(¢7) dans
Di = Pk”éf](ﬁa) + dklEf((TO\E) dans Qa,

(4.3)

tels que :

C = (@jkl) est le tenseur d’ordre quatre des cofficients élastiques , P = (ﬁkij) est le
tenseur d’ordre trois des coefficients piézoélectriques, d = (c?kl) est le tenseur d’ordre deux
des coefficients diélectriques du matériau sont supposés étre indépendants du parametre ¢,

Nous supposons que les trois tenseurs du matériau piézoélectrique C, P et d vérifient
les propriétés suivantes :
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4.2. LINEGALITE VARIATIONNELLE

3

(
Cijin = Cijik = Chuij, 3¢ > 0, Cyjra Mg Mi; > ¢ Z (Mi)?, VM = (M;;), My = M,
ij=1
diy = di, 3¢ > 0, dokor > CZ on, Vo = (o) € R?,
k=1
| Pkt = Pk
conditions de contact de Signorini
U < 5,05 <0,05% (W5 — ) =0, sur . (4.5)
La loi de frotement de tresca
0% < T,
07| < ¢ = ur =0, sur 1'. (4.6)
05| = ¢ = 3¢ > 0:upr = —cor,

4.2 L’inégalité variationnelle
4.2.1 L’inégalité variationnelle dans O
Nous définissons les espaces de déplacements mécaniques admissibles

V() = {o° € HY(Q);7° = O sur T},

le cone convexe
K () = {07 e V (¥); 05 < & sur =},
et 'espace des potentiels électriques admissibles

Q° () = {¢° € H'(QF);¢° = 0 sur I3}

En utilisant la formulation de Green dans (4.1), nous obtenons

| e @ - e - | anas - andt = [ Fe - o
Qe o0Ne Qe
[ wmsE - andt = [ g - anr,

SR ¥ R ~
re re

SO ¥ A
1>

/ orns(v; —u;)dl* =0 sur I,
1—‘O

pour tout v° € IA(a(QE).
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4.2. LINEGALITE VARIATIONNELLE

Nous avons

o, (0; —u;) = or(vp —up) + oy (Vy — Uy)
= op(Up —up) + oy (vy =) — oy (uy — %),

comme o5 (uy — §°) = 0 sur 'Y, nous avons

Jo- 056,07 — @ )di® — [o. f7 (07 — 5)da — J5 G (@5 — @)dl®
— Jp (5507 — W) — 55,05 — F))dl" = 0.

Alors

/@5 &% e, (0° — ) da® fe(s —w)dzE —/

Qs

G (08 —0)dle > / oo.(05 — w5 )dle, (4.7)
piusque 75, (v5, — 5°) > 0.
A partir des conditions de contact de Signorini et de la loi de friction de Tresca, nous
obtenons

| G360 - @) + 1031 - s )as 48)

Nous définissons la fonction de frottement ;¢ par
7@ = |l (4.9)
<

En ajoutant j°(0°) — j°(@*) des deux cotés de I'équation (4.7) et en utilisant la relation
(4.8), nous obtenons

L 75 @ w4 @) -5 - [ e - ande - [ i@ - ad 2 0. @10

(913 £

En utilisant la formulation de Green dans (4.2),nous obtenons

— | DiggfdiE + | 0gfdre = /A poUEdaE (4.11)
Qs re e
pour tout 1¢ € Q({).

D’apres(4.3), (4.10) et (6.1), nous en déduisons que le probleme initial est équivalent
a I'inégalité variationnelle elliptique du second type

~

[ Trouver (&, 5%) € i(@a) <Q(
(V.P) S (@, &), (75 — T, 0)) + (0

ﬁ) tel que :
~E V) 4 ) -
W (0%, 0°) € K () x Q°(%),

F) 2 T =),




4.2. LINEGALITE VARIATIONNELLE

avec

)

Qe

(@ 7). (7.0°)) = /

5

o)

+ [ P05 7€, (0°)da® + /A Py O, (@) da®,

£

=
iy
=2
<
o
~—
Il

G5 (025, (%) d® — / 0,055 5

- [ PedEE + [ Depedle + /A frocdas + [ goosdre.
154 FE_ QE E_

En utilisant des arguments classiques [22, 34, 42] de I'inégalité variationnelle elliptique

de deuxiéme espéce, nous montrons que le probléme (V.P¢) admet une solution unique.

4.2.2 L’inégalité variationnelle dans §)°

Afin de ransformer le probleme (V.ﬁf) en un probléme posé sur un domaine cylindrique

Q°, nous utilisons I'application (©°)! et les relations suivantes a I'aide de cette transfor-

mation
dz® = 0°(a°)dx®,
AT = 5°(a) (b5, (a5 (o) } /2T,
0777 = b (1) 0505 (4°),
05" = b (°)05e" = 3,
tel que
VEO£(a7) = (9505 (7)),
0% (2°) = detVeO° (z°),
b5(%) = ({VeOr (2°)} ).
On définit

ui = u; 0 ©°,v; =1} 0 O°,07; = 7;; 0 O,
QDE:QE\EO@E,@AEZ{/J\EO@E,f{;:]&O@E,
=G 0O, pf = o0, 0 = ;0 O,
S

Ezé%o@éjq&:a\éo@é'

Aussi, nous définissons les espaces

VE(QF) = {v° € H'(Q°);v° = 0 sur T},
Q° () = {y° € H(QF);¢° =0 sur 5},

et le cone
K°(Q°) = {v° € VF(Q); vy < s sur IS .

(4.12)

(4.13)

(4.14)
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4.3. ANALYSE ASYMPTOTIQUE

En utilisant la relation (4.12) et (4.14), nous pouvons reformuler le probléme variationnel
(V.P?) au probléme équivalent suivant

Trouver (u®, ¢°) € K°(Q°) x Q°(Q°) tel que:
(VPE) b& ((,u/cf7 tpé‘)’ (,U& _ u87¢8>> +]6<U€) _ j8<u8) Z lS ((,US _ uS’wE)) )
(07, 9%) € KE(F) x Q7 (&),

avec

() (0D = [ Comeiaw)el (00 = | dg T i)

# [ PTG + [ P THO 0
> QE
l5(v€7¢8) — _/ pi¢€5sdxa +/ 0Z¢656{b§zb§z}1/2drg
Qe re
s [ gporsdet [ gro g ar,
5 re

) = [ oo s ar
ry

4.3 Analyse asymptotique

4.3.1 L’inégalité variationnelle dans 2

Dans cette section, nous transformons le probléme des coques peu profondes posé sur
2¢ en un probleme posée sur un domaine fixe €2 . D’abord, nous transformons 2 en 2, en
utilisant I'application 7* bijective de Q2 dans Q° de la facon suivante

e QF = Q

= (371,3:2,517%) — Ws(xs) = (1'1,33'2,.1'3), (4~15)
_ 1, ¢

T3 = 21'3.

On obtient ainsi
Lo=n(T%), Tx =7°(l9), Ty =w x {+1},T_ =w x {1}, 'y = v x [—1, +1]. Ensuite,
nous donnons les scalings pour les inconnues et les fonctions de test

3

us, = e%uqy(e), u§ = eus(e),

Ve, = e%v,, 05 = evs, (4.16)

o = ep(e), P = e*.

Nous supposons qu’il existe f € L*(Q), g € L*(I'_), p. € L*(Q), ¥, € L*(T_), s € L=(T',),
s>0 et indépendant de ¢, tel que :
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4.3. ANALYSE ASYMPTOTIQUE

fo=¢fa, f5 =1,

95, = €ga, g5 = €*gs,

pe = 2pe,

Ve = e39,, 4.17)
¢ = €%,

0° = &0,

s¢ = es(e).

\

Notons que la normale unitaire n° sur ['%. s’exprime sur la forme

ne = (=050° 4+ O(%), —=056° + O(%),1 + O(e?)).
Dans ce cas, un simple calcul donne

v5 = (2(vy — vgn?) + O(e), €2 (vy — v3nh + O(e?), O(?))) = vy (e),

vy = cun(e), un(e) = vgnf + O(e?),
ol n9 = (—(919, —62(9, 1)
Par suite, nous définissons les espaces
V(Q) = {v e H(Q);v = 0sur [y},
Q) ={y e H' (Q);¢ = 0sur [y},

et le cone

K(e)(Q) ={veV(Q);un(e) < s(e)sur 'y }.
Premierement nous introduisons les relations suivantes
( ) =1+ 25z, 0),
b5(2°) = bap(e) (@) = Gag + 26 4(e, 0),
(

b4 (2°) = bas(e)(z) = £(0a0 + €267 5(c, 0)), (4.18)
bis(2%) = bgs(e) () = —£(00 + by (e, 0)),
b53(2%) = bys(e)(x) = 1+ £2biy (e, 6).

Ensuite, nous avons

e55(v°) = eqp(e)(v) = e*{elg(v) + ¢ eag(E 0,v)},

€55(0%) = eas(e)(v) = e{ef3(v) + 2ef4(c, 0,0)},

Falt”) = ep(E)() = Eleka(e) + 23 (6,0,0)) (4-19)
e53(v°) = e33(e)(v) = €93(v) + €2(0a00av3 + b§3(5, 0)03v3) + ey (e, 0,v).
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4.3. ANALYSE ASYMPTOTIQUE

Les composantes du vecteur mis a I'échelle T () = (T,(¢)) données par :

{ Ta()((w)) = T (0(@)) + 05,0, v(@)) (420
Ty(e) (W) = e{T§(e(2)) + £>T5(e, 6.9 (2))},
ou
YO () = Outh — 03900,0,
{ Tg(% o *20
et les fonctions & (¢, 0), bf](s 0), e (5 0,v), eb5(c,0,v) et Tﬁ(s 6,1 (x)) sont bornées indépen-

damment de ¢ , pour plus de detalls voir [17, 50]. Enfin, remplacons(u®, ¢°) et (v°,¢°) par
leurs mis-a-1’ échelle (u(e), ¢(¢)) et(v,) dans (V.P¢),et en utilisant les hypotheses (5.2),
nous obtenons

Trouver(u(e), ¢(e)) € K(¢)(2) x Q(R2) tel que :
(V.P(e))  be)((ule), (e)), (v — u(e), ) + j(e)(v) = j(e)(ule)) = U(e) (v —u(e), ),
(v, ¥) € K(e)(€) x Q(),

ou
BE)(u(e), ), (0,) = | Comeu@)u(e))ey (€ 6E)s
— [ AT @I+ [ PuTu(E)o(e)es () ds
Q Q
e / Paoy T(0)()ess (€) ()6 0,

l(e) ((v,0)) = S/Qf.vé(e)dx—l—/ g.’U(S(E){bgj(E)bgj(E)}%dF

—< [ pevde)dn+ [ D8 by (et @)}

Ir_

J(e)(v) = /F qlvr(2)|6(2){bs;(£)bs; ()} 2d.

4.3.2 Convergence

L’objectif de cette section est d’établir la convergence du déplacement mis-a- I’échelle
et du potentiel électrique mis- a- I’ échelle .

Nous avons défini le tenseur symétrique R’(e) = (R/;(c)) € L*(2) et le tenseur mis a
Péchelle y(¢) = (i(e)) € L?(2) & l'aide des relations suivantes

B
Rg(e)(v) = Lel4(v), (4.22)




4.3. ANALYSE ASYMPTOTIQUE

X3(e) () = 2T5(¢) = 2059,

Nous donnons maintenant le résultat de convergence suivant

{ Xo(e) (W) = o), (4.23)

Théoréme 4.1
Nous supposons que

fel?Q),g e L)), p. € L*(Q),9. € L*(I'_),s € L=(T}),q € L*(T}) et 6 € C*(Q).
Soit (u(e), p(€)) est la solution de l'inégalité variationnelle (V P(¢)), alors
u(e) = uin K(Q), p(e) = p dans Q(), (4.24)

et le couple (u, @) satisfait au probléme tridimensionnel limite

(V.P) { Trouver (u, ) € K(Q) x Q(Q2) tel que :
SO (), (v = u,9)) + Gi(v) = G(u) > 1((v =, 1)), Y(0,9) € K(Q) x Q(Q),

ou
K(Q) = {v € H(Q),v =0 on Ty, vs(x,20,1) < ssur'}},

Q(Q) = {y € H'(Q),9 = 0 sur Ty},

(s ), (v,0)) = / Cosrs B ()l 5 (0)dr +2 / Casrs Rl (1)l (v)d
Q Q
+ / G Rl ()l o (0)dr + / Prasx’ (@)l p(v)de + / Pras4()e s (0)de
Q Q Q

~ [ dury(e)u(w)ds — [ dead0uhde + [ Prasd, ()L (0)da

Q

+2/Pwa3av(¢)R23(u)dx+/P73387<¢)R§3<u>d1’»
Q Q

L(0,9) = / (f0 = pe)da + / (g.0 + 0.0)dT,

jv) = / glvr|dl, vr = (v1 — v3n], va — v3nd,0).
Ly

Preuve
La démonstration est longue et technique et, pour cette raison, est divisée en trois Lemmes,
leurs preuves sont données ( [41] a Uannexe A).

Lemme 4.1
Soit (u(e), p(€)) une solution de l'inégalité variationnelle ((V.P(¢)), alors

u(e) = uwin H(Q), p(e) — ¢ dans H'(Q), (4.25)
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4.4. MODELE BIDIMENSIONNEL

et la limite u est un déplacement de Kirchhoff-Love, et la limite v est indépendante de x3.

Lemme 4.2
La limite faible (u, ) établie dans le lemme 4.1 est en faite forte :

u(e) — u dans K(Q2), p(e) — ¢ dans Q(12). (4.26)

Lemme 4.3
La limite forte (u, ) satisfait au probléme tridimensionnel limite (V.P)

4.4 Modele bidimensionnel

4.4.1 L’inégalité variationnelle dans w

Dans Lemme (4.1), nous trouvons que la limite u est un déplacement de Kirchhoff-Love,
dans le sens ou qu'il existe des fonctions ¢ = ((y, (3) € Vy(w) x K3(w), tel que :

U = Coc - 5133304C3a Uz = C37 (427)

ou (g = (¢, ), 'espace bidimensionnel V (w) et K3(w) sont définis par

Vi (w) = {ng = (na) € H' (w);ny = 0 sur yo},

Ka(w) = {113 € HAw);5 = By = 0 sur 7,75 < s dans w}.

La aussi on trouve que le potentiel électrique limite , est indépendant de 3, en ce sens que
il appartient a I'espace fonctionnel bidimensionnel

Q(w) = {v € H'(w); = 0 sur v}
Ensuite, la solution limite ({y, (3, @) résout le probléme couplé suivant

Théoréme 4.2

Trouver (Cy, (3, ) € Vy(w) x K3(w) x Q(w) tel que :

(P) < (¢ 0), (n—¢00)) +3(n) —4(Q) = L((n—¢,v)),
V(nm,m3,7) € Ve (w) X K3(w) X Qw),

S

ol

b((¢ ), (n, ) = 2 / CoorOrr((3)Oap(n3)dw + 2 / 7195(C, ) 0a00g13dw

w

2 / R4 (C. ) eapnar)deo +2 / D¢, )0,

w

/ D3N3 — $a0473 dw+/pH-anw — /(ﬁe — Je)pdw,
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4.4. MODELE BIDIMENSIONNEL

1 1
Pi(l'1,9132) :/ fidxs +9;,5a(371,372) :/ x3 fodzs +9;agf(3?17»’172) = 91(1'179527 —1)7
—1

-1

1
ﬁe(xlaxé) = / ped'xi’n
1

j(n) = / qnldw, 1= (Nm,0) = (m — x301m3 + 13010, 12 — 230213 + 13020, 0).

Les équations bidimensionnelles constitutives sont les suivantes

figﬁ(g7 90) Caﬁa’rem—(C) + P’Yaﬁa’YSD7
Dz(c, 90) = P’yaﬁeaﬁ(C) - dvﬁaﬂ%
egﬂ(C) = %(aagﬁ + aﬁCa) + %(aaeaﬁCB + 859(9&63)-

Les caractéristiques d’'une coque peu profonde piézoélectrique bidimensionnelle sont les sui-
vantes

~ Ps; P:
Caﬁfﬂ' =G, afBor : Cl 6k3AUT7 Cjk:l CUM + 35333kl7
D 1 k _ P3ijd
Piag = Plog — O/ wpras5 Plij = P i i

/ k / d;3d3;
dVﬁ o d'YIB + AP'Yk?’Aﬂ’ dU dl] d33]’

ot les valeurs de A, Al Az A?’ AL

2 3 7 . )
op DF, et AZ, sont définies dans Uannexe A .

Preuve
La preuve est donnée dans ([41] Uannexe B) .

4.4.2 Le probleme découplé

Tout d’abord, dans I'inégalité (P), on prend la fonction test électrique ¢ = 0 ensuite la
fonction test mécanique 1 = (, on obtient

;

Trouver (Cy, (3, ¢) € Vy(w) x K3(w) x Q(w) tel que :

2 [ CaporOsr(G3)0ap(ns — G)dw + 2 [ 718 5(C, 0)0abs(n3 — G3)dw
o) 2 (¢ p)eas(nm — Cr)dw + [ qlildw — [ q|Cldw >

L (p3(ns — C3) — $a0a(ns — C3))dw + [ pr-(nar — Car)dw,
V(nu,m3) € Vi (w) X Ks(w),

[ 2 [, D¢, 9)0y0dw = — [ (pe — De)vpdw, Vi € Q(w).

Dans le dernier probléme (P;), nous avons le couplage du déplacement mécanique et
. 7 . A ~0 0 J4
du potentiel €lectrique apparait dans les termes 7i,4(¢, ) et D7(C, ) . Pour le découplage
de ( et ¢, nous pouvons choisir le matériau piézoélectrique cubique, ceci est dt a Yan et
Miara [50] dans le cas d’'une coque peu profonde sans frottement, qui est caractérisée par
un systeme cubique, ayant la symétrie suivante
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( C’1111 - C12222 = 03333 - Cll)

C(1122 = C’1133 = C12233 = 0127

Cha12 = Casaz = Ci313 = Cua,

P123 = P213 = P312>

dll = d22 = d337

tous les autres termes disparaissent .

\

Dans ce cas, on obtient le probleme découplé suivant

Trouver ((y, (3, ) € Vy(w) X K3(w) X Q(w) tel que :

% fw éaﬁdfaﬁ(@)aaﬁ (s — G3)dw + 2 f naﬁ )9a805(n3 — (3)dw
B +2 [, 2l 5(C)eas(n — Ca)dw + [ gl dw — fw q|Cldw >

L (p3(ns — C3) — $a0a(n3s — C3))dw + [ pr-(nar — Car)dw,
V(nm,m3) € Vi (w) x Ks(w),

[ 2 [, D}(@)0y¢hdw = — [ (pe — Ve )dw, Vi € Q(w),

ou

P’Nfa,é’(o éaﬁchegr(O
Di(p) = (dur + 6342;)8780-

Ensuite, dans I'inégalité variationnelle du probléme (P,), le déplacement tangentiel et
trasversal ¢, et (3 sont couplés dans I'intégrale | q|¢|dw, qui représente la condition de frot-
tement. C’est pourquoi nous utilisons des multiplicateurs de Lagrange, grace a Figueiredo
et Stadler[26] dans le cas d'une plaque. Il découle de la théorie de dualité et des régularités
supposées de ( et o, qu'il existe deux variables(\, ) € (H?*(w)) x (L?*(w))?, telles que :

2 ~
g/CaﬂUTaOT<C3>aa5<n3)dw+2/

w w

7 (¢, ) 0a00smads + 2 / (€ ) cap ) ds

—|—/ Anzdw +/,u.77Hdw = /(pgng — 540,73 dw + /pH.anw,‘v’(nH,ng) € Vy(w) x K3(w),

w

ou \ et 4 satisfaisant les conditions de contact et de frottement suivantes

(3 <5,A<0,A(¢—s) =0,
ul < q,

| <q¢= Cu =0,

|l =q=Fc>0:(y = —cp,

dans w. (4.28)

Pour découpler la condition de frottement dans (4.28), on prend d’abord la fonction test
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4.4. MODELE BIDIMENSIONNEL

n = (0,0,n3) avec n3 # 0 ensuite n = (ny,0) avec ny # 0, on obtient

2

3 | ComrdurlGIOws () +2 [ 75(¢, 90u00ms

+/ Ansdw + / Po(—2300m3 + 130,0)dw = /(p3773 — 5,0,73)dw, V3 € K3(w), (4.29)

w

et
Q/ﬁgﬂ(QSD)@aﬁ(??H)dw—f—/MWHdw Z/pH.anW,VﬁH € Vy(w). (4.30)

Nous notons que, le déplacement mécanique ( et le potentiel électrique ¢ dans (4.29)
et(4.30) sont découplés dans le cas de matériaux piézoélectriques cubiques.

4.4.3 La formulation forte dans w

Une intégration par parties montre que les problémes variationnels bidimensionnels
(4.29) et (4.30) sent équivants aux problémes aux limites bidimensionnels suivants : pro-
bléme aux limites de coque peu-profonde en flexion et probleme aux limites de coque
peu-profonde membranaire

20050a5(C3) — 205(f 5(C. ©)0ab) + A + 230afta + Ol = p3 + Da, dans w,
(F.E) —§8a6a5(gg)u5 — %87(&a5(cg)l/a75) + 275,‘36((, ©)0a0V5 — T3fiaVe = —Sale SUTL Yo,
G0s(C3)Vavs = 0 sur 7y,

ou 5ag((3) = OaﬂaTaoT(Cfi)'

~9 .
gy ] ~2057s(C9) + tta = po dans o
naﬁ(C7 @)Vﬁ =0 survyy.

De méme, on obtient le probleme aux limites diélectrique suivant

~ 0 .
(D.E) 2~00’YD7(C7 SO) = Pe /196 dans w,
DE(¢, )vy = 0 sur .

On note également que, le déplacement mécanique ( et le potentiel électrique ¢ en (F.E),
(M.E) et (D.E) sont découplés dans le cas d'un matériau piézoélectrique cubique. Enfin,
pour revenir au cadre physique, nous présentons des problémes aux limites analogues aux
problemes précédents. (F.E), (M.E) et (D.E), mais en termes d’inconnues de-scaling
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20050%5(C5) — 205(R05 (C5, 9°)0ab?) + X° + 250a/, + 0a0° = p§ + 0a5%, dans w,

(F.E) ¢ —20,055(C5)vs — 30:(655(85)vats) + Qﬁi’;(CE, ©°)0n0° Vg — TGS Ve = —55,V, SULY,

05,5(C5)varp = 0 sur g,

(M.E?) —zaﬂﬁZ’E(CE, %) + ui, = p, dans w,
ﬁi’;((‘f, ¢°)vg = 0 sur 7,

2 978 (o) £ __ e &
(DEE) 2~8978D7€ (Csa ¥ ) = Pe 796 dans w,
DIE(C5, ¢ )vy = 0 sur 7,

C(i = 52C0m Cg = 5(37 SOE = 52907 A = 54)‘a ,UE = 83,M, 0° = 597
6:5(G5) = £°CaporOor(G3), g5 (C7, F) = el (7, %),
DI#(C5,9%) = eDY(C5 %)% = [7_ fedas + g7,

55 = [ i fidas + g5, Pl xa) = [ pidas,

dans @.

4.5 Conclusion et commentaire

1. L’application des techniques d’analyse asymptotique au probleme de Signorini avec frot-

tement de Tresca pour les coques peu-profondes piézoélectriques linéaires tridimension-
nels , montre que la solution du probléme tridimensionnel converge vers la solution
d’'une inéquation variationnelle bidimensionnelle. Ensuite, nous utilisons les multipli-
cateurs de Lagrange pour découpler les déplacements tangentiels et transversaux, qui
apparaissent dans le terme de frottement, et nous donnons trois équations piézoélas-
tiques : I’équation de coque peu-profonde en flexion, I’équation de coque peu-profonde
membranaire et ’équation diélectrique.

. Si nous négligeons le frottement et nous ne prenons en compte que les conditions de
contact de Signorini, le modele précédent se réduit au modeéle de contact sans frotte-
ment d’'une coque peu-profonde piézoélectrique linéaire , qui a été étudié dans [50],
pour le probléme d’obstacle.

. Si la fonction § = 0 en w , la coque peu profonde devient une plaque. Ensuite, nous

retrouvons le probléeme de frottement pour les plaques piézoélectriques, et le modele
bidimensionnel peut s’écrire sous la forme
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Trouver (Cy, (3, ¢) € Vy(w) x K3(w) x Q(w) tel que :

3 [, CosorDor(C3)Oas (s — Ca)dw + 2 [ 71 (Crr, 9)as (i — )

+2 [, Dy (Car, 9)0y¢0d + [, qloldew — [, lColdew

> fw(p3(773 - CB) - 5aaa(773 - C3))dw + fw pH'(nH - CH)dw - fUJ(ﬁe - ﬁe)iﬂdw,
| V(nm,m3,%) € Vi (w) x K3(w) x Q(w),

ou

ﬁfvb’(CHa p) = ?aﬁareaT(CH) +~15yaﬁ&y%0>

D,(Cu ) = Pyageas(Cn) — dyp0sp,

eaﬁ(CH) = %(aagﬁ + aﬁca)a

7(mo) = [, alioldw, 7o = (7lo,rr,0) = (1 — 230173, M2 — 30273, 0).

De plus, nous avons nécessairement les formulations fortes associées

gaaﬁa-aﬁ«,}i) + A + x38a/~La =P3 + aasa in W,
—§3a5aﬁ(ﬁ3)’//3 - §67(5a5(C3)VaT5) — T3lhaVa = —SalVo SUT 7,
604,3(63)7/01’/5 = 0 sur e

—208705(Cr, @) + o = Do dans w,
Tl (Cor, )V = 0 sur 7,

287D7(<H7 90) = ﬁe - 196 dans W,
D.(Cu,p)vy, =0 sur v.

Ce modele représente le quatriéme choix de la condition aux limites électriques dans
[26], qui n’a pas été étudié. De plus, il généralise le modele obtenu en [49] pour le
probleme d’obstacle au probleme de Signorini avec frottement de Tresca.

. Pour nos futur travaux, nous envisageons d’étudier le probléme Signorini avec frotte-
ment de Coulomb, pour les coques peu-profondes piézoélectriques, et nous étendrons
notre étude aux coque piézoélectriques.
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— Chapitre 5
Probleme de Signorini pour les
coques pi€zoélectriques
tridimensionnelles

5.1 Géomeétrie différentielle tridimensionnelle

5.1.1 Cadre physique

On suppose que les variations de température et le champ magnétique sont négli-
geables. Cette hypothese, qui est raisonnable pour les matériaux piézoélectriques (céra-
miques, polymeres et composites) utilisés habituellement, entraine que 'on a seulement
un couplage électromécanique. On se place dans le cadre de la piézoélectricité linéaire en
petites déformations, et on choisit de formuler le probleme en déplacement mécanique et
potentiel électrique. En ce qui concerne l'inconnue électrique, ce choix est motivé par les
conditions aux limites qui sont imposées sur le potentiel.

5.1.2 Description de la géométrie et des efforts envisagés

Soit Q le domaine de R3, occupé par le milieu piézoélectrique, c’est-a-dire la coque.
On suppose qu’il peut étre décrit par un systeme de coordonnées curvilignes, c’est-a-dire
qu’il existe un domaine de référence tridimensionnel €2 et une application © définie sur
Q) a valeurs dans & tels que O(Q) = Q. On suppose que le domaine () et 'application ©
vérifient les propriétés suivantes :

-  est un ouvert borné simplement connexe de frontieére I" continue de classe C? et Q2 est
situé localement d’un seul c6té de I';

- © € C¥HQ,R).
Les hypothéses sur €2, I' et © donnent un sens aux différentes définitions de géométrie
différentielle introduites précédemment. L’hypothése de simple connexité du domaine 2

et la régularité de sa frontiere I', nous permettent par la suite d’écrire le champ électrique
comme le gradient d'un potentiel scalaire.
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On considere les deux décompositions suivantes de la frontiere I' de (2, correspondant
respectivement aux conditions aux limites mécaniques (indiquées par un exposant )et
aux conditions aux limites électriques (indiquées par un exposant ) :

=Ty urf avecTY NI =0; ¥ =Tyul', UT_

[ =TFUTY avec TY NTT = 0);
On suppose que la coque est :
i) soumise a une densité de force volumique f = f'g; dans Q;
ii) encastrée sur la partie T'}! de sa frontiére ;

iii) soumise a une densité surfacique de force h = h'g; agissant sur la partie I, de la
frontiere.

iv) soumise a un potentiel fixe ¢4 sur la partie '} de la frontiere;
v) libre de charges électriques dans le milieu et sur la partie I'’ de la frontiére.

vi) On suppose aussi que cette coque entre en contact unilatéral sur sa face inférieure I"_
contre une fondation rigide ® = {x € R/(z1,22) € w,x3 > d}, ou d(> 0) est la
fonction d’interstice définie sur I'_ et qui désigne la distance entre la face inférieure et
la fondation rigide mesurée dans la direction normal,

5.1.3 Formulation du probléme
On définit les quantités suivantes :
o =0"g;®g; :Tenseur des contraintes;

e=e;;9'®¢g’ : Tenseur des déformations;

G = G'g; : Représente la densité de force de pression et de frottement.

U =1U'g; :Vecteur déplacement mécanique;
D = D'g; :Vecteur déplacement électrique ;
E = E;¢' : Vecteur champ électrique ;

¢ : Potentiel scalaire électrique.

Equation d’équilibre :

—dive = f dans (, (5.1
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U=0 sur I}, (5.2)
on=h sur I',. (5.3)
Equations de Maxwell-Gauss :
divD = 0 dans (), (5.4)
Dn=0 sur I'F (5.5)

0 =g sur TY.
oll n = n;g" est la normale unitaire extérieure a I'. Les différentes inconnues sont reliées

par les lois de comportement des matériaux piézoélectriques suivantes :

Lois constitutives :

(5.6)
Conditions de contact de Signorini

UNSS, GNSO, GN(UN—S):O et GTZO sur I'_ (57)
ou :

- C = CMg, ® g; ® gr ® g; est le tenseur d’ordre quatre des coefficients élastiques qui
vérifie les propriétés suivantes :

oL c Loo(Q),
Cz‘jkl — Cjz‘kl _ C«kzlij’ (5.8)
3 Cm > 0 constante, Cijkl(g)Xinkl > CmXinij7 \Vlg € Q, VXU = in S R,

- 6 =, eMg; @ gr ® g est le tenseur d’ordre trois des coefficients piézoélectriques qui
vérifie :

ikl 0o ()
pe € L2(9), (5.9)

- d = d*g; ® g, est le tenseur d’ordre deux des coefficients diélectriques qui vérifie les
propriétés suivantes :
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d* € L>(Q),
4t — ki, (5.10)
Jdey > 0 constante, d*w,wy > cqwyw;, VE € Q, Yw,; € R.

Le probleme aux limites se formule donc de la facon suivante :

Trouver un déplacement mécanique U
et un potentiel électrique ¢
et une densité de force de pression Gy vérifiant :

Dj, =0 dans Q
Ul=0 sur I,
on; =h' sur T'y,
¢ =pq sur I, : (5.11)
Din; =0 sur T'F,
ol = Cikle (U) —p ekl By (o),
D' =, eMeyu(U) + d7Ej(p),
e (U) = 5(Uis + Uspa),
Ei(p) = —pp = —0,.
on; =G" sur I'_,
| Uv <5, Gy <0, Gy(Uy—5)=0 dans Gp =0 sur I'_

5.2 Existence et unicité d’une solution

5.2.1 Deux formulations variationnelles du probleme

On définit les espaces suivants :

Vu(Q)={ve (H"Y v=0surT})}; (5.12)
K(Q) = {U S VM[(Q)/UN < s sur F_} (513)
Vi, (Q) = {v € H' ¢ = pysur ¥} Vo, € H2 (L), (5.14)
avec en particulier
Vi, (Q) = {o € H', ¢ = 0 sur 'Y}, (5.15)

On munit les espaces V,(Q2) et Vg, (£2)des normes suivantes :

3
[vl[var0) = (Z ||U¢H?,sz> Yo € Vi (Q); (5.16)

[Pllvey @ = 1¥lle V¢ € V. (5.17)
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On suppose que les données du probleme (5.11) sont suffisamment régulieres par exemple
fie L2(), hi e LX) et o4 € H2(TE), et que (U, ¢, Gy) est une solution suffisam-
ment réguliere de ce probléme. Soit v un élément de V,,(2). En multipliant chacune des
équations (5.11); par les composantes covariantes v; de v et en intégrant sur (2, on obtient

/—aﬁévidx:/fividx.
Q Q

En appliquant la formule de Green , on a

/Uijvi”jdm—/aijvinjdfz/fividx.
Q r Q

Or v € V(Q), donc v = 0 sur I'}! et, d’apres (5.11)411,12, 09n; = h' sur I'; et o¥n; = G,
Gr =0surI'_ . Donc on a, par symétrie du tenseur des contraintes,

Jooea;(0)de = [y fvida + [, hodD + (G, vx)

5.18
(Gn,oy —Uy) >0 ( )

ot e;(v) = 5 (viy; + vjjia).
De méme, soit ¢ un élément de Vg, (€2). En multipliant '’équation (5.11), par ¢ et en

/ Dﬁiwdx =0
Q

En appliquant la formule de Green, on a

/ D'ydx = / D'ypn;dr.
Q r

Or ¢ € Vg, (Q), donc ¢ = 0 sur T'¥ et, d’apres (5.11)g, D'n; = 0 sur I'F. Dot

intégrant sur {2, on obtient-

/ D'E;(y)dx = 0, (5.19)
Q

ou E;(y) = —v; = —v,;. En additionnant les équations (5.18) et (5.19), on obtient le
probleme variationnel suivant :

Trouver (U, ¢, Gy) € Vi (©2) X Vg, (Q2) X H~2(I'_) tel que
a[(U, @), (v,9)] = f(v), V(v,9) € V() x Vi, () (5.20)
<GN,UN — UN> >0 Vv e K(Q)

avec, en utilisant les expressions (5.11); et (5.11)g des o et D",

ar[(U, ), (v,0)] = JAICep(U) —p e Er(¢)]ei; (v)

i ) 5.21
Mo (U) + & En(@)| By (1) }da 2D
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ﬂ@z/f%%+/ﬁMwF+@mmﬁ (5.22)
Q r,
En soustrayant les deux équations (5.18)et (5.19) on obtient un second probléme varia-
tionnel :
Trouver (U, p,Gy) € V() X Vg, () x H~2(I'_) tel que
az[(U, ), (v,¥)] = f(v), V(v,¢) € Vu(Q) X Vg, (Q) (5.23)
<GN,’UN — UN> >0 Vv e K(Q)

avec

az[(U, @), (v, )] = J{[CMex(U) —p €9 Ei ()]s (v)

_[peiklek”l(U) A% B () B (¥) Y da (5.24)

Proposition 5.1
Les probléemes variationnels (5.20) et (5.23) sont équivalents.

Preuve
Soit (Uy, @1, Gn) une solution de (5.20). Puisque pour tout ¢ dans Vg, (2), — € Vg, (), on

a
ar[(Ur, 1), (v, =) = f(v), V(v,¥) € Vu(Q) x Vi, (Q)
<GN,UN — UN> >0 Yo e K(Q)

Or pour tout (v,1)) € Vpy(Q) x Vg, (Q), a1[(Uy, 1), (v, =) = aa|[(Ur,¢1), (v,)]. Donc
(U, p1, Gn) est aussi solution de (5.23). De méme, on montre que toute solution (Us, ps, Gy)
de (5.23) est aussi solution de (5.20).

(5.25)

5.2.2 Probleme homogeéne

Pour démontrer I'existence et I'unicité de la solution du probleme variationnel (5.20), il
est intéressant de considérer le probléme homogene correspondant.
Lemme 5.1
Si g est un élément de Hz(T'E), il existe un relévement $ de ¢4 dans H'(S2), Cest-a-dire une
fonction ¢ € H'(Q) telle que |rr = ¢4

On pose alors

Gep—3 (5.26)

ce qui conduit a la proposition suivante :

Proposition 5.2

La solution (U, ¢, Gx) du probléeme (5.20) est donnée par ¢ = ¢ + p avec (U, ¢, G y) solution
du probléme suivant :

Trouver (U, 3, Gx) € Var(Q) x Vg, (Q) x H™2(I'_) tel que
arl[(U, @), (v,¢)] = Li(v,7), Y(v,9) € Vi (Q) X Vg, () (5.27)
<GN,UN — UN> >0 Yv e K(Q)
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ot ay[.,.| est définie en (5.21) et Ly(v,1)) est définie par

Li(v,v) = [, frude + fF+ hiv;dl + (G, vy) (5.28)
+ Jolpe™ Er(P)eij(v) — d* B (@) Ei(¥) .

Preuve

Ona

a[(U, ), (v,9)] = ar[(U, & + @), (v, ¥)], ¥(v,9) € V() x Vg, ().

Or
Eilp)=—vr=—(0+ @)k = —0kp — Oxp = Ex(0) + Er(D).

Donc en remplacant Ey(y) par E(p) dans (5.20) on a
a[(U, @), (v,9)] = f(v) = ar[(U, @), (v, )] = La(v,4),¥(v,9) € V() x Vg, ().

5.2.3 Théoréme d’existence et d’unicité

Avant d’énoncer le théoreme d’existence et d’unicité de la solution du probleme varia-
tionnel (5.27), on rappelle deux lemmes nécessaires pour sa démonstration, et on énonce
quelques propriétés des formes linéaire L, (.) et bilinéaire a ., .] définies en (5.28) et (5.21).
Lemme 5.2
Lemme du mouvement rigide en coordonnées curvilignes

SimesT)! > 0, v e Vi (Q) et e;;(v) = 0, alors v=0.

Lemme 5.3
Inégalité de Korn en coordonnées curvilignes. Si © € C%(Q,R) et mesI'} > 0, alors il existe
une constante ¢>0 tel que

2

(Z ||€i||j(v)||3,9> 2> cl|v]lva@), Vo € V().
i

Lemme 5.4

Si fle L*(Q), h' € L*(T'y) et G € L*(T'_), alors la forme linéaire L,(.,.) est continue sur
V() x Vg, (Q).

Preuve

Par hypotheése f' € L*(Q), h € L*(T,) et G* € L*(T_) et, d’'apreés le lemme (5.1), § €
H'(Q). Donc, puisque les coefficients ,e* et d* sont dans L>((2), d’aprés Uinégalité de Cauchy-
Schwarg, il existe une constante C >0 telle que

1 . .
L1 (v, )] < g (If lo.cllvillog + 1B lory lvillory + 1Gnllor_llunllor.)

+Cg (S Iallon) (S leas@)loe + S IE@)los) (5.29)
V(v,9) € Vi (Q) x Vg, (2),
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De plus, il existe une constante Cy > 0 telle que

Zu% Mo < ColloRuier et SIEWIa < Col vl

Donc, d’aprés les propriétés d’injection continues (H'(2))3 — (L*(Q2))3, il existe une constant
C>0 telle que

L3 0] < C (IVINa@ + 1¥llva@ ) Yo, 8) € Var(Q) x Vi, (5).

Lemme 5.5
Si mesT') > 0 et mes TE¥ > 0, alors la forme bilinéaire a:[(.,.), (.,.)] est continue et elliptique
sur Vi (2) x Vg, ().

Preuve

Continuité : Puisque les coefficients CU*, e™* et d'* sont dans L>(Q), d’aprés Uinégalité de
Cauchy-Schwarz et Uinégalité (0 < gy < g(x) < g1,Vx € Q), il existe une constante C>0 telle
que

axf(0,9), (10,0l < C (S lewn(@llon + S 1B (@) llon) (S5 leas(@llog + 3 1Ei(6) o)

< C (Illlvaer + 1 lvey @) (lellvie + 1Bllveo)
V(v,9) € V() X Vg (2),¥(w,0) € V() X Vg, ().
(5.30)
Ellipticité :
Pour tout (v, w) dans Uespace V 1(2) x Vg, (), a1[(v, ), (v,9)] = ap(v,v) + ap(, ),

avec ay (v, v) = [, Cey(v)ey;(v)de et ap(y,v) = [ d*E(¥)E;(y)d.
D’apres la propriété (5.8) d’ellipticité du tenseur des coefficients élastiques C, il existe une
constante C>0 telle que

(v,0) = CZ leq; (v ||0 o Vv e Vu(Q),

et puisque mesT} > 0, d’aprés Uinégalité de Korn (lemme (5.3)) et le lemme du mouvement
rigide (lemme (5.2)), il existe une constante C>0 tel que

ay(v,v) > CHUH%;M(Q), Yv € V().

De méme d’aprés la propriété (5.10) d’ellipticité du tenseur des coefficients diélectriques d* , il
existe une constante C>0 telle que

ap(i, ) >OZIIE ME o Ve € Vi, (Q),

80
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et puisque mesU'Y > 0, d’aprés Uinégalité de Poincaré, il existe une constante C>0 telle que

ap(,¥) = ClYI,, @) V¥ € Vi (Q).

D’ou

arl(©,0), (0,0)] = C (03,0 + 113, ) ) - ¥, 8) € Var(Q) x Vi (©).

Théoréme 5.1
Si mesTY > 0 et mesTE > 0, si f* € L*(Q) et h' € L*(T',),G* € L*(T_), alors le probléme
variationnel (5.27) admet une solution unique.

Preuve

On a vu avec les lemmes (5.5) et (5.4) que la forme bilinéaire a4]., .| est continue et elliptique
et que la forme linéaire L,(.) est continue sur V ,;(Q2) x Vg, (Q2). Donc, en appliquant le lemme
de Lax Milgram, on obtient Uexistence et l'unicité de la solution du probléme.

Remarque 6
SimesT'y = 0 alors le probléme (5.27) a une solution unique dans Uespace V 3;(Q) < (V g, () /R),
c’est-a-dire que le potentiel électrique est déterminé a une constante pres.

Si mesTM > 0 et mesTE > 0, si fi € L2(Q), b € L2(T}) et G € L2(T_) , w4 € H2(TE),
alors le probleme variationnel (5.20) admet une solution unique.
Preuve

C’est une conséquence immédiate de la proposition (5.2) avec le lemme (5.1) et du théoréme

(5.1)
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— Chapitre 6
Modélisation asymptotique du
probleme de Signorini d’une coque
mince piézoélectriques

6.1 Préliminaires aux méthodes asymptotiques

Soit Q¢ le domaine tridimensionnel occupé par la coque piézoélectrique, Q° = wx|—¢, €|
ol w est une surface de R? représentant la surface moyenne et £ désigne la demi-épaisseur
de la coque. Dans ce qui suit, on indique par un exposant  les quantités qui dépendent
de ce parametre. En particulier, le déplacement mécanique et le potentiel électrique tridi-
mensionnels sont notés respectivement u° et ¢°. On rappelle le probléme tridimensionnel
formulé dans le sixeme chapitre (cf.probléme homogene (5.27) )pour une coque piézoélec-
trique occupant le domaine ¢, encastrée sur une partie Iy de sa frontiére, soumise a des
forces de volume f© dans Q¢ et de surface h° sur la faces I'Y_ et soumise a un potentiel ¢,
sur une partie I'y“de sa frontiére dont on a considéré une fonction de relévement @ dans
Q¢ (cf.Lemme (5.1)) , et 'on suppose que la face "inférieure" I'* est susceptible d’entrer en
contact (6.1)
0;g" |3 > —®F|3 — e sur I'° . (6.1)

avec le plan horizontal situé a la cote —e. Les conditions de contact unilatéral entre la
coque et ce plan sont alors exprimées par les conditions (6.2),

vig"tls > =3 — ¢,
—[(G")gflls = 0, (6.2)
(vig"®ls + @[3 + £)[(G*)g;lls = 0.
ce qui conduit classiquement au fait que I'équilibre est donné par I'unique solution
u® = (uf) du probleme (6.3)
posé dans un cadre fonctionnel qui est le cone convexe (6.7).
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6.2. LE CAS DE CONTACT SANS FROTTEMENT

6.2 Le cas de contact sans frottement

Trouver (uf,¢%,G%) € K§5,(€%) x V& () x H~2(I*) telque :
Jo 1O 25 (1) —p 9= B (¢7)] €5 (v)
+peees (uf) + dMF B (0°)) Ef (¢) }gFdas
= Joe Frroi/gda® + [r heuilgf x g51dD* + (G, ow)
+ Jo: o™= ER (&) €y (v) — A B (GF) EE () g das, ¥ (v, 4) € Vi (QF) x Vi, ().
(G, On — Ufy) >0, Vv € K()

\

(6.3)
tel que :
(G™*,v;) signifie le crochet de la dualité
(G, ow) = ((G™)gi]ls, vig™ls) (6.4)
= (G, v3) (6.5)
ol les espaces fonctionnels sont définis par :
V() = {v e (HYD))3, v =0 sur Ty}, (6.6)
K3 (9°) : ={v e Vi (),v3 > —=°|3 —e sur I'_}; (6.7)
VE () = {¢ € HY(Q), ¢ = 0 sur T}, (6.8)

avec

Lo =7 x [e,¢];

Iy =Ty Ul ULy uTe™,
5™ =5 x [~e,e);

D0V = wy x {£e};

T2 = wy x {+e);

FOES’{-: = w3 X {—5},

et

1
ef”j = E(afvj + (’3;%) — Ffka’ Vo € <H1<Q€)>3;
E; () = =05, Vi € H' ()
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6.2. LE CAS DE CONTACT SANS FROTTEMENT

6.2.1 Passage a un domaine de référence

On considére le domaine fixe 2 = wx| — 1, 1] indépendant du parametre d’épaisseur .
A tout point z° = (z,,25) de Q° = wx]| — ¢, +¢|, on associe le point z = (z,,z3) de {2 par
x5, = x, et x5 = exs. A toute fonction k° définie sur €)%, on associe la fonction k(c) définie
sur Q2 par k*(2°) = k(e)(x), Vo € Q. On définit les espaces suivants :

Var(Q) = {v e (HY(Q))?,v = 0 sur T)'}; (6.9
K () : = {v € Var(Q),vig"%|s > —0s + eas|s — e} (6.10)
Vi, (Q) = {op € HY(Q),¢ = 0 sur T} (6.11)
avec
o' =" = [-1,1], Tf =Tg°Ulg* Ulg* UTG®,
DPo =8 x [—1,1], T9 =w, x {£1}, T =w, x {+1}, T'§® =wy x {~1}.
On pose :

le(,UlX]—l,l[; QQIMQX]—l,l[; ngng]—l,l[;
Qo =02 —(QUQUQ) =wex] —1,1[; avec wy = w — (w1 Uws Uws). Avec les fonctions
us, v, o°, PF, fhe R CURE e €l 9% Ge > €t d° nous associons les fonctions correspon-

dantes définies sur () a travers les relations :

ui(2%) = wile)(2), vi(2%) = vil), ¢° = p(e), ¥° =1(e), f(2°) = f'(e)(2)
he(a®) = hi(e)(x), CVM(a%) = CVM(e)(x), €5y (v7)(a°) = €z||J(€ v)()

7 (@) = ge)(x), (Gy(a%), on) = e(G(e)(x), vs), T (2%) = Tfj(e) (),
d*(zf) = d(e)(x) =d+ O(e)

Alors, le probléme variationnel (6.3) se reformule sur le domaine fixe {2 comme suit :

1

Trouver (u(e), 3(e), Gn(€)) € Kp(Q) x Vi, (Q) x H-2(Q) tel que :
e JotlC7¥ (e)ewp(e) (ule)) —p € () E (a)(@(a))]%( e)(v)
+[pe (e )%u(é?)( u(e ))+d““( ) i () (@()Ei(e) () }/g()d
= Jo ['(E)viv/g(e)dz + [ h'()vilgi(e) x ga(e)|dl ( *(e), vs) (6.12)
+e Jo{pe"(e) (e )( B(e))ei(2)(v) — d*(2) Ex(2)(9) () Bi(e) () }/ g (e) dxr,
V(v,9) € Vi (Q) x Vg, (Q).
(G3(g),v3 —uz(e)) > 0 Vg € K(Q)

\

tel que :
(G'(),v;) signifie le crochet de la dualité

Le tenseur des déformations et le vecteur champ électrique mis a I’échelle sont définis
par :
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6.2. LE CAS DE CONTACT SANS FROTTEMENT

ea)p(€)(v) = 3(Vap + Vs.a) — Thgle)v
Vo€ (HYQ)* 4 ea(e)(v) = H(Evas + v50) — Thy()uy (6.13)

es3(e)(v) = tvgs — Ths(e)vr

Fale)($) = s Bs(€)9) = —=vs Vo € H'(S).

Par analogie avec les définitions (5.11)7 s du tenseur des contraintes 0%/ () et du vecteur
déplacement électrique D’(¢) du probléme tridimensionnel non homogene, c’est-a-dire qui
dépendent des inconnues u(e) et ¢(c) par les relations

{ 0 () = CM (&) eru(e) (u(e)) —p €5 () Er(e) (0(e)),
Di(e) =, eM(&)eru(e) (u(e)) + d(e) By(e) (o(e)),

on définit le tenseur des contraintes et le vecteur déplacement électrique relatifs au pro-
bleme homogene (c’est-a-dire aux inconnues u(c) et ¢(c)) par

0V(e) = CM(e)exy(e)(u(e)) —p €7 () Ei(€)(p(e)), 6
{ D(E) = M (E)expl2)(u(e) + 44 () F(0). .
et qui vérifient, puisque (cf.(5.26) ) ¢(c) = @(e) + p(e),
7(e) = 0%(e) +p € () Er () (B(e))
{ Di(e) = Di(e) — d*(2) Byle) (3(e)). (1%
Le probleme (6.12) se réécrit avec (6.14) comme suit :
([ Trouver (u(e),@(e), G3(g)) € Ky (Q )>< VEO(Q) x H=2(Q) tel que :
EfQ{UZJ e)ei;(€)(v) + Di(e) Ei(e)(¥)}/ g(e)dx
= ¢ [, fi(e)vin/g(e)dx + fr hi(e vz|g1 X ga(e )\dF—l—g(Gg( ), v ) (6.16)
+e Jolpe™ (e) Ei(e )(@( e))ei;(€)(v) — d*(e) Ew(e)(@(e) )3V g(e)dz,
V(v,1) € V() x Vi, (92),
L <G3(5),03—U3(€>> > Ova € K(Q)

6.2.2 Méthode des développements asymptotiques

On applique la méthode de développements asymptotiques pour les coques élastiques.
La solution (u(e), ¢(¢), Gn(e)) du probleme (6.12)(ou (6.16))posé sur le domaine fixe (2
dépend du petit parametre . On suppose donc que u(e) et ¢(¢) admettent un dévelop-
pement asymptotique formel en ¢, et puisque le probléeme est linéire, on commence ce
développement a 'ordre 0, i.e.

(6.17)

u(e) = u® +eu! + 2w + ..
p(e) = @ +ep' +€°0° + .5
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6.2. LE CAS DE CONTACT SANS FROTTEMENT

les termes des développements (6.17) étant a priori cherchés dans les espaces V;,(£2) et
Vi, (2), i.e. u® € Vi (Q) et ° € Vg, () pour tout s > 0, ce qui impose en particulier que

@* =0sur'? Vs> 0. (6.18)

Les différentes quantités intervenant dans le probléeme (tenseurs des coefficients C¥* (¢)),
pe"(e) et d’*(e), symboles de Christoffel I'};(¢), ...) dépendent également de e. Elles ad-
mettent donc un développement au voisinage de x3 = 0 (qui correspond a la surface

moyenne) :
([ gu(e) = an + sxd(ga)l + stg(ga)Q + ..
g(g) = a+ ex3g" + e2x29% + ..
T((e) = TF + ezl + e 2Fk S 6.19
ijkl _ zgkl zgkl 1 2.2 vijkl,2 ( : )
C (5)—0 + ex3C +5mC + ..
p€"(e) =p € 4 ewgy et 4 205 M 2...;
\ dzk(E) zk + ex4 dzkl +82x2dzk2 .

Les termes a,, a, Fﬁ‘j sont des éléments de géométrie différentielle de la surface moyenne
définis au paragraphe (1.2), et les coefficients C¥*, e/ et d'* sont respectivement
les coefficients des tenseurs C¥*(g), ,e"(c) et d*(e) écrits dans la base (a;). D’aprés
(6.19), on peut également écrire :

Cijkl(g)m _ Cijkl\/a+€éijkl,l _|_€2€«z‘jkl,2 .
pe(e)\/g(e) =p €M \/a 4 e, @M 4 2ekh2 4 (6.20)
dik(€>\/@: dik\/a+€d”ik,1 +62Jik,2 +
En combinant les développements (6.17)et (6.19), on a les développements suivants

des tenseurs des déformations et des vecteurs champs électriques (6.13) :
-pour les inconnues :

{ e (€)(u(e)) = Le ZHJ( )+ €9 (u) + el (u) + €22 (u) + .. 6.21)
Ei(e)(@(e)) = 1E7H(@) + EY () + B} (p) + B (@) + .5

-pour les fonctions tests :

{ einj(€)(v) = zeg;(v) + € (0) + eegy; (v) + % (V) + o (6.22)

Ei(e)() = tE7 (¥) + E)(¥) + e BN () + 2B} (¢) + ..
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avec :
eqip(w) =0,
a||13( ) = %OSUSU
63\\3( u) = Ozus
eg”ﬁ(u) = 5(Dau + dpuld) — Fkﬂum
eoa(1) = 3(0aug + O5ug) — Togup, (6.23)
egug(u) = Osuy,
631\\6(“) = %@a“}ﬁ + Opuy,) — Fkﬁuk xsrgﬁl“g,
eiH:g(u) = %(aocu:l), + O5u?) — Pp3u — mgfgu%,

e§||3< u) = Oguf — w355 uy

_Hlﬁ(v> = 07
a||13< ) %agUa,

63”3( ) = 63’03

(6.24)
egllﬁ(v) = 1(0avs + Opva) — Fiﬂvk,
62\\3(“) = 50.v3 — T30y,
\ eq3(v) =0,
E;N@) =0,E5'(p) = —05p
EQ(p) = —0a9°, E3(p) = —05p", (6.25)
EL(p) = 00", E3(p) = 0557,
-1 _ -1 _
an(w) - 07E3 <w3 - 83¢ (626)
Ea(¢) - - aqu)?Eé(l/)) =0
m _ _mrmkm
Vim > 1 iy (v) = a5l v, (6.27)
EM(1) =0

Remarque 7

Les inconnues u(c) et ¢(e) et les fonctions tests v et 1) n'ont pas le méme réle puisqu’on ne
considere qu’un développement asymptotique des premieéres. C’est pourquoi les termes des dé-
veloppements des tenseurs des déformations et des vecteurs champs électriques (6.21)et (6.22)
sont différents pour chacune.

Avec les expressions (6.14) du tenseur des contraintes et du vecteur déplacement élec-
trique du probléme homogene, et avec les développement (6.20) et (6.21), on a

5.ij(€> 9(5): %7, 1+01]0+801]1+€2 Z]2 .

1—4

20
_ € 6.28
D'(e)\/g(e) = %D 14 DO 4 gDV 4 2D 4 ( )
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avec, pour tout s > —1

g = (CMep ) (u) +y TEN(@))Va+ 3, e S (CFmeR (u) +, "I ER(9)),
D = (pe™eqy (u) + d*Ey(@))va + Zm+n:sm>l,n>_l (pe™ ey () + dPER (@),
- (6.29)

On prend pour les forces mécaniques appliquées f(¢) et h(e) ainsi que pour le champ
électrique imposé E(c)(P(c)) et G(e), des ordres de grandeur en ¢ arbitraires, c’est-a-dire
que 'on pose :

=D Ef5 he) =) _eht B @) = Y E(P): (Gle),o) =) (G, 0)

s>a s>b s>c s>d
(6.30)

ot f5(s > a), h*(s > b) et E*($)(s > ¢) G*(s > d) sont indépendants de < et,a,b , c et d
(qui sont des entiers relatifs) sont des ordres de grandeur que 'on déterminera plus tard.
Remarque 8
Les composantes du champ électrique n’interviennent pas toutes au méme ordre (cf.(6.13)).
C’est pourquoi dans (6.30) on a considéré une décomposition du champ électrique E(c)(p(e))
plutoét que de p(e). On rappelle que @(¢) est la fonction de relévement du potentiel électrique.
Elle peut -étre construite soit affine, soit constante en x3 en fonction des conditions aux limites.
Ce qui implique que

E°(p) est indépendant de x3,

et, en particulier,

ES(p si §(e) est constante en x3.

De plus, dans €y, elle est nécessairement affine puisque le potentiel est appliqué sur w; X
{£1}, et donc

{ Ec(gﬁ) 0 si @(e) est affine en z3,
p) =

E(p)=0 Vs> cdans Q.

On remplace, dans le probléme (6.16) posé sur le domaine fixe 2, 5 (¢) et D(¢) par
leurs expressions (6.28), les ¢;;(¢)(v) et E;(¢)(¢) par (6.22) et les seconds membres par
(6.30). On obtient ainsi la formulation variationnelle suivante :

(

o X2 Lorame, ., (797l (0) + DIER () da
=¢Jq {‘3aL7”"aUz'\/a + D esa 58];i’kv'} dz + fr { "Rtua+ Y, 55%1‘,1@%} dr
e {eUGH, vg) + F0s e (Gl iw) |
+e fQ ZsZc—l e’ {mzc,nz—l Zm+n:s pe E/T(‘P)ei”j (v) — dlkEm(A)En(IP)) \/5} dx

| oo Lot @ { et Dsmincs (s B (@)el, (0) — M EP(B)EP (1)) Vada | da
(6.31)
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6.2. LE CAS DE CONTACT SANS FROTTEMENT

£ {€d<G3’d, (v3 — u3)va) + Zés(é”f\,, N — u%}} >0 Vo € Ky (Q) (6.32)

s>d

la méthode des développements asymptotiques consiste a identifier les coefficients des
mémes puissances de ¢ dans (6.31), en cherchant les ordres de grandeur des seconds
membres (c’est -a-dire a, b, c et d dans (6.30)) jusqu’a ce que I'on obtienne un probléme
bidimensionnel dont les premiers termes u° , @° et G des développements (6.17) et (6.30)
de u(e) , @(c) et G(e) soient solutions, sans avoir de restrictions (c’est-a-dire de relations
de compatibilités) sur les chargements mécaniques et électriques appliqués.

Remarque 9
-Le probléme est linéaire. C’est ce qui nous permet de partir de Uordre O pour les développements
de u(c) et p(e), et de déterminer les ordres de grandeur des seconds membres qui conviennent
a ces développements, c’est-a-dire a, b, cetd;

-Puisque le membre de gauche du probléeme (6.31) commence a Uordre -1, on a nécessaire-
menta > —2,b> —1,etc> —1,d> —2dans (6.30).

On énonce deux lemmes qui serviront dans les développements ultérieurs.

Lemme 6.1
Soit w une fonction de L?(Q)(avec Q = wx| — 1, +1[) tel que :

/ wdzvdr = 0,Yv € C(Q), v =0 sur dw x [—1,1].
Q

Alors w =0

Remarque 10
On appliquera le lemme (6.1) en utilisant le fait que;

{v e C®(Q),v=0 sur dwx [~1,+1])} C Vy(Q) = {v e H'(Q),v =0 sur T}'}.

Lemme 6.2

1. Soit w une fonction de L*(Q) (avec Q) = w;x] — 1, +1]) tel que :
Jo, wosvdr = 0,Yv € C>®(Q),v =0 sur dw; x [-1,+1]Uw; x {1}
Alors w est indépendante de x3 dans €);.

2. Soit w une fonction de L*(€)) (avec Qy = wyx| — 1, +1[) tel que :
Jo, wOsvdx = 0,Vv € C>®(Qy), v =0 sur Qws x [—1,+1] Uws x {+1}.
Alors w = 0 dans Qs.

3. Soit w une fonction de L?(Q3) (avec Q3 = wsx] — 1, +1][) tel que :
Jo, wosvdr = 0,Yv € C>®(Q3), v =0 sur Ows x [—1,+1] Uws x {—1}.

Alors w = 0 dans Q.
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Preuve
Pour plus de détails voir [29, Lemme (3.1.2)]

Remarque 11
On rappelle que Q) = Qo U Qq U Qy U Q3, avec Q; = w;x| — 1, +1]
pour i=0,...3, et que toute fonction 1 dans Vg, vérifie :
P =0surv&¥ x [-1,+1] Uw; X {£1} Uwy X {+1} Uws x {—1}.
On appliquera le lemme (6.2) en utilisant le fait que [, wdsy =0, Yo € Vi, (), implique
que pour i=0,...3, on a
w; X {£1} sii=1;
sz’ wdsp =0, Vip € C®(), ¥ =0 sur dw; x [—1,+1] U w; x {+1} sii=2;
w; X {—1} sii=3;
et donc
w = C, C indépendante de x3, dans §2;;
w = 0dans Q5 UQs;
w = 0 dans Qo (d’'apres le lemme (6.1)).

On utilise la notation tensorielle suivante qui a toute paire d’indices ou d’exposants
pouvant étre interchangés associe un entier selon le schéma suivant :
11—1; 22—2; 33—3; 23—4; 31 —5; 12— 6.0n pose

Cim [CJ](zl Ct [C@] (i,§=3,4 5)
mt—[CJ](z 1,2,6)(j=3,4,5), Ctm [ ](z 3,4,5)(j=1,2,6),
A, A
Soit A la matrice A = ou
Atm At
it i1t
Cn = [Pe)\*} (i=1,2,6) Cout — € ](z:1,2,6)
Am - b Amt =
aj a\ aj ad
[pe l] (j=1,2,6) [d } [p@ l] (j=3,4,5) [d°]
it it
Com  — [pek’] (i=3,4,)° G - [peg’]5g:3,4,5o
A = , A= La matrice A est celle
3j 3 33
[pe l} (j=1,2,6) [dg)\} [Pe J] (j=3,4,5) [d ]

de loi de comportement des matériaux piézoélectriques qui relie le tenseur des contraintes
o et le vecteur déplacement électrique D avec le tenseur des déformations ¢ et le vecteur
champ électrique E, ou on a réordonné les composantes pour séparer celles dans le plan
des autres. Elle exprime que
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e\ T
[ (0% =1,2,6) ] 2eq)2
. D] Y | B
[ (0% =3,4,5) | ) A Ay [ [ ey \
. ] 2ex3

L B J

Proposition 6.1

Les matrices C,,, C;, A,, et A, sont inversibles, C,,; = C},, et A,y = AL .

Preuve

Les tenseurs C*, el et d'* sont les tenseurs C*!(g), ,e'*!(¢) et d’*(e) pris en x3 = 0. Les

résultats de la proposition (6.1) découlent donc directement des propriétés d’ellipticité et de

symétrie (5.8)-(5.10) de ces tenseurs.

Analyse asymptotique

Pour chacun des problemes bidimensionnels obtenus par la méthode des développe-

ments asymptotiques, on montre que la moyenne dans 1’épaisseur de la solution du pro-

bleme tridimensionnel converge vers leurs solutions dans des espaces fonctionnels appro-

priés. On énonce dans le lemme suivant quelque résultats nécessaires pour la suite.

Lemme 6.3

1. Soit v € L*(Q), Q = wx]| — 1, +1[. On définit sa moyenne dans Uépaisseur; que Uon note v,

pour presque tout y dans w par

+1
o) =5 [ olwrdes

-1

La fonction v est bien définie pour presque tout y € w et
9 1
v€ Li(w) et ulow < 5lvllog.
2. Il existe une constante C' > 0 telle que :
l9(e) — allo,0 < Cie.

3. Il existe des constantes gy et g; tells que :

0<go<ygle)y) < g1, Ve €]0,e]; Yy e Q.

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)
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On énonce maintenant quelques propriétés des tenseurs C* (e), ,e*(e) et di*(e).
Lemme 6.4
1. Propriétés L>(QQ).

Il existe des constantes C > 0 telles que :

IC7¥ () — C*(0) [lp 00 < Ce
™ (e) —p € (0)llo 000 < Cs (6.37)
1d¥ (g) = d7(0)[|o,c00 < Ce.
2. Propriétés d’uniforme ellipticité.

Il existe des constantes C>0 telles que, pour tout ¢ €|0, ] ;

Cikl (E)WU > Cltytij, Yty =t € R 6.38)

dii(e)t;t; > Ctit;, Vi; € R.

Preuve

1. Les propriétés (6.37) viennent du fait que les tenseurs C'*!(g), ,e™™ (e) et d(e) sont écrits
dans la base covariante tridimensionnelle (g;(c)), et les tenseurs C7*(0), ,e™*(0) et d/(0)
sont écrits dans la base covariante (a;) attachée a la surface moyenne. Or on a les relations
suivantes :

9a(€) = aq + ex30,a3 = aq + O(e) et g3(e) = as.

2. Pour tout £ > 0, le tenseur C*(¢) est défini positif uniformément par rapport a x € ),
i.e. il existe des constantes C'(c) > 0 tel que :

Cijkl<€>($)tkltij Z C<€>t1‘jtij, YV € Q, Vtw = tﬂ
De plus, il existe une constante C > 0 telle que :

CIM(0) () tpts; > Cutijtij, Vtij =ty

Or lapplication (z,t;;) € Q x S; — C*(e)(z)tts;, ol

Sy = {matrices t;; symétriques d'ordre 3 telles que t;;jt;; = 1} étant continue, il existe

une constante C>0 telle que, pour tout ¢ €]0, g}, pour tout x € Q, et pour tout t;; = t;,
Cijkl(é‘f) (x)tkltz] Z Ct”t”

On démontre de la méme fagon qu'’il existe une constante C>0 telle que, pour tout £ €]0, &¢],
pour tout x € (), et pour tout t;,
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6.2.3 Le probleme membranaire

Construction du probléeme membranaire par les développements asymptotiques

On va construire le probleme membranaire par la méthode des développements asymp-

1

totiques. Pour cela, on va identifier les coefficients des termes ¢ 71, £° et £! dans ’équation

(6.31). On commence par les résultats obtenus a chaque étape.

Identification des coefficients des termes en ¢!

Le probléme variationnel s’écrit alors, en identifiant les termes en ¢! dans (6.31),
Jolo" e i(w) + DYTUET (@) Ya = [ foPui/ade + Jo, BT riv/adl + (G*7%, vs/a) +

Jolpe™ E 7 ()ey;(v) — d™EH (@) E (V) }ade, Y(v,v) € Var(Q) x Vi, ().
et d’apres les définitions (6.24), (6.26) des ¢;’(v) et ;' (¢), on a

Joda® M0y — D> W g}de = [, fo-2u/ade + [ b vp/adl + (G372, v3/a)
+ Jo e B (@)vis + dFECH (@)Y s} ada, Y(v, ) € Vi (Q) x Vi, (Q).

(6.39)
Le probléme de Signorini d’ordre !
On multiplie (6.32) par ¢ et on tend ¢ ver 0 on obtient
(G*72 (v3 — u3)va) > Vs € K(Q) (6.40)

le probléme de Signorini a 'ordre ¢! est formulé comme suit

Jo {6 v 3 — D¥ W stde = [, fo%v/ads + fF+ R 1u;y/adl + (G>72 v3+/a)
P! + [l B (B)vig + dPFE ()Y s} adx, (v, ¥) € V() X Vi, (),
(G2, (03 — u)/@) > Voy € K(Q)
(6.41)
En prenant des fonctions tests v indépendantes de x3 et v nulle, on obtient la relation
de compatibilité suivante sur les données mécaniques :

Jo F7 20/ + fo W o JadT + (G52, g3 /a) = 0,0 € Vag(9),
(v indépendant de x3). (6.42)
(G372, (v3 — u§)V/a) = Vs € K(Q)

Donc pour que les forces soient les plus générales possible, on impose f~2 =0 et h~! = 0,
iea > —1etb>0dans (6.30) on a donc

(6.43)

(G372 v3y/a) = 0,Yv € V;(Q), v indépendant de z3.
(G2, (v3 — ug)V/a) > Vs € K(Q)
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on obtient :
G¥2=0;ie.d>—1 (6.44)

En appliquant le lemme (6.1) avec la remarque (10) et le lemme (6.2) avec la remarque
(11), on obtient respectivement :

g3l =, MBS E -1 ($)y/a dans ;
—d3kEI_(1 ((75)\/5 dans QO U Ql U Qg, (645)
~d*E 1 (P)y/a+ C~!, C~! indépendante de x3, dans ;.

D3,71 —

avec d’apres (6.29),

7 = O ey () + O e (u) = By (7)) Va,

D> = (25" 5 (u) +p ePegps(u) + AP B (@) Va.
D'ot, avec la notation (6.2.2), (e;3(u), E5 ' (¢)) vérifie le systéme suivant :

(

ki
(p€(§:3,4,5))
e5(1) E;Y(p) dans Q —Qy;
_dk3
Ay 26;\||13<u) = | (6.46)
(pef;:3,4,5)) 0
Eg'(@) EJN(®) + dans Q.
—dk3 -1

\

Donc, puisque d’apres la proposition (6.1) la matrice A; est inversible, on peut, dans

) — , exprimer eiué(u) et E;'(¢) en fonction des E, () & l'aide du systéme (6.46),
c’est-a-dire :

e33(t) ]
(pegzs 4 5))
2e55(w) )| = AT E7'(7) dans Q— 0. (6.47)
_dk3
E;'(9)

Dans (2, d’apres le systeme (6.46), puisque la matrice A,;, £, 1(@) (cf. remarque (8)) et
C~" sont indépendants de 3, E;'(p) et e;
—039" et, d’aprés (6.18), @° = 0 sur w; x {&1}. Donc on a nécessairement

(u) sont aussi indépendants de x3. Or E; () =

E;Yp) =0 et ¢° =0 dans €, (6.48)

C’est-a-dire que, dans 2;, C~! est tel que F;'(¢) = 0. On a donc en utilisant respectivement
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les seconde et premiére équations de (6.45) :
cl= (21763/\36,\\\3( u) +p ey (1) + dPESN (@) Va )

63_”13(u) dans Q;. (6.49)
= Cgl(p€?§:3,4,5))E??1(@>
26;”13( ) y,

Identification des coefficients des termes en <"

En égalant les coefficients en £° dans I'équation (6.31), on obtient le probléme varia-

tionnel

Jo {5160, (v) + DFLEN(w) + 589 (v) + DB () }da

lHJ
= Jo I oade 4 fi BOvn/adl + (G5 v /a)
+ Jalp B Beqy(v) - d*EYP)E; (1)} ade (6.50)

+ Jo o B (P)e Z”]( v) — dMES (@) B (v)}ada
+ Jo o™ E N (@)eg);(v) — AP BN Q) E) () Wade, ¥ (v,9) € Var(2) x Vi ().

Le probléme de Signorini d’ordre &°

De méme, nous remplagons (6.44) dans (6.32) et nous multiplions le résultat par &,
nous tendons ¢ vers zéro, on obtient :

(G*1 ) (v3 —ul)va) > 0 VYus € K(Q). (6.51)

Le probléme de Signorini a 'ordre <° est formulé comme suit

Jo{o¥ el (v) + DY IEY (W) + 6% 5 (v) + DYET () b
= Jo [P oivadz + [ h*Pv/adl + (GP 7 vz /a)
. L BN @) (v) — d*EY(@) BT (0)}ads
’ + Joloe* P BN (S )ZHJ( v) = dMEH (@) ET (¥) b
+ Jolpe™ B ()€l (v) — d*EH Q) EY (W) }Wade, ¥ (v,9) € Var(Q) X Vi, (Q).
(G3 (vg —ud)/a) =0 Vg € K(Q)

\

(6.52)
En prenant des fonctions tests v et 1 indépendantes de x3, donc ¢» = 0 dans Q2 — €
(car ¢y = 0 sur wy x {#1} Uwy x {+1} Uws x {~1}), ¢;5(v) et By (¢) sont nuls, et le
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probléme variationnel (6.52) devient

( Jo 97l (w)de + [ DY TTED () da

= Jo " 1v2\/_dx+fr+ hiOv;/adl + (G>~1 vg\/a)
PP+ JoGo)" ES (@)l (v)Vade — [o d¥EN@)E) (V)yadz, ¥ (v,9) € Var(Q) x Vi, (),
v et ¢ indépendantes de 3.

(G371 (v3 —ud)va) =20 Yz € K(Q)

\

(6.53)
D’aprés (6.29) 5™ " et D*~! ne dépendent que des ¢; H3( u) et B3 (), donc, d’aprés (6.47),
(6.48) et (6.49) des E, (gp) Le probleme (6.53) ne fait donc pas intervenir les inconnues
u(e) et p(e), mais seulement les chargements mécaniques et électriques appliqués, f~!,h°,

E;(3) et{GP 1, vy /a).

Donc, pour ne pas avoir de condition sur les chargements appliqués, on suppose que

f1=0, B°=0, E.'(p)=0et (G ' ugv/a) =0, ie. a>0, b>1, et ¢>0, (6.54)

D’ou, d’apres (6.53) et (6.54)

(G ugv/a) =0 Vg € V(w) ={ne H (w); n=0on dw} 6.55)
(G571 (v —ud)v/a) 2 0 Yoz € K(w) = {n € V(w); n < ed} |
on obtient respectivement :
G 1=0,ie.d>0 (6.56)
D’ou, d’apres (6.47),(6.48) et (6.49),
e = 0et Byt =0, (6.57)
et d’apres (6.23) , (6.25) et (6.18)
uO_ et ¢ sont i_ndépendants de s, (6.58)
¢" =0et E%(p) = 0 dans Q — Qg
et d’apres (6.29)
gt =0, D"1=0 (6.59)

Le probleme variationnel (6.50) s’écrit donc, en tenant compte de (6.59) et des définitions
(6.24), (6.26) des e} (v) et des E; ' (v)),

il

/ (60,5 DP0 5} do / (P B (@) v+ B h/ade, Y(u, ) € Var(Q) x Vi ().
Q Q

En utilisant le lemme (6.1) avec la remarque (10) et le lemme (6.2) avec la remarque (11)
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on obtient respectivement :

53,0 =, eklgEg(@)\/a dans ;

—d3kE2(@)\/5 dans QO @) QQ U Q3, (660)
D30 —
—d*EX(p)v/a+ C°, C° indépendante de x3 dans ;

avec, d’apres (6.29)
780 = (C™Me (u) —p FPEP)Va+ (CH el () —, ¥ B (5)),

DB,O — (p€3klegl|l<u> + dkBE}S(@))\/E—F <p€3kl,1el;”1l(u) + dk?”lEI;l(@)).

Or, d’apres (6.23) , (6.25) et (6.57), e,;Hll(u) =0et E,'(¢) = 0. Donc

70 = (CPMeR (u) —p "B (P))Va:

_ A (6.61)
D0 = (pegklegnz(u) +dPE)(7))va.

On cherche un probléme dont les premiers termes v’ , ¢° et G%, des développements
(6.17) et (6.30) de u(e) , p(e) et G(¢) soient solutions.

Or dans le systéme (6.60) avec les relations (6.61), les termes egug(u) et E2(p) font
apparaitre (cf. (6.23) et (6.25) ) les termes d’ordre un, u! et @', de ces développements.
On utilise donc ce systéme pour les exprimer en fonction des autres.

Avec la notation (6.2.2), le systéme (6.60) avec (6.61) peut s’écrire

egug(u) egua(u)
ki
(pe(£:3,4,5)) 0
A 2€53(w) = —Aun 26(1)”2(“) + EX(®) + ;
_dk3 CO
E5(9) EX(9)
(6.62)

ou C° = 0 dans Q — €, et est indépendante de z3 dans ;. Donc, puisque d’aprés la
proposition (6.1) la matrice .A; est inversible, on peut, dans Q2 —Q;, exprimer ¢fj(u)et E3(p)
en fonction des €] ;(u), EX (), E}(®), Cest-a-dire, en remarquant que

(pel(?:g,zl,g))) 0 0
EQ(P) = Aum + A, B (6.63)
—d* E(?) EY(Q)
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on a, d’apres (6.62)

es(w) Coa(t)
0
2@3”3(u) = —A Ay 2@‘1)”2(u) + , dans Q—Q,. (6.64)
E3(?)
) EX (@) + EX(9)

Dans ), d’apres le systeme (6.62), puisque A;, A, EX(P) (cf. remarque (8) ) et (cf.(6.58)
) ea” 5 et EX (u) sont indépendants de 3, E3(p) est aussi indépendant de x3. Or E3 () = 05p'
et, d’aprées (6.18), ¢' = 0 sur w; x {&1}. Donc on a nécessairement

EY(p) =0, @' =0 et E%(p) =0dans €; (6.65)

et C” est telle que EY(p) = 0. On a donc en utilisant respectivement les seconde et premiére
équations de (6.60) avec (6.61), et en tenant compte de (6.58),

0 = (pegklegnz( u) + d¥E3(9))va

15 (1) N €90 (1) dans Q. (6.66)
=Cy (pe(£:374,5))E??(90) — Cim
26%\3(“) 26(1)”2(“) J

Identification des coefficients des termes en ¢!

En égalant les coefficients en ¢! dans I'équation (6.31), on obtient le probléme varia-
tionnel

fﬂ{az] -1 1 )—i—Di’_lEZ-l(l/J) g 060H ( )—i—Di’OEZQ—F&U’le;”;(U) —i—Di’lE;l(lD)}dx

zIIJ

+ [ [HPv/adx + fm hlvi/adl + (G0, v3+/a)

+ Jo Lo ER()ef; (v) — A ER(P) B (V) }adr + [ {pe™ EY(B)ey;(v) — ™ ER(P) By () Y

+ Jo o B (@)ey;(v) — A EL(P)E; (¥) M adz, V(v,¥) € Var(Q) x Vi, ().
(6.67)

Le probléme de Signorini d’ordre ¢!

En remplacant (6.56) dans (6.32) et en multiplie le résultat par ¢, et on tend ¢ ver O on
obtient

(G3Y (v3 — ug)\/a> >0 (6.68)

Nous concluons que le probléme de Signorini a 'ordre ¢! est formulé comme suit
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[ Jofot el (v) + DL () + 6106 (v) + DWED + 0y i (v) + DYE; (1) b
+ Jo [Pviv/ade + [ hPluiy/adD + (G, vsy/a)
o ] Il @S, (0) — d* ENRE)}ade
T+ Jalee k”lEO(SO) e;;(v) — AP YR B () b
+ Jolpe" T By (@)e;;(v) — d* B Q) B 1( )}adz, ¥(v,4) € Var(€) X Vi, (Q);
[ (G, (v3 — ug)v/a) > 0 Yz € Ky (Q)

(6.69)

En ne prenant que des fonctions tests v et i) indépendantes de x3, donc » = 0 dans

Q2 —Qp, on a eZ”]( v) = 0 et E;'(¢) = 0. Dot en utilisant (6.59) et (6.60), le probléme
variationnel (6.69) devient

Jo, 7770 eoyp(V)dr + [o D*OES(Y)dx = [, [ Ovi/adz + fl“+ hitv/adl 4+ (G30 vy /a)
pr ) Lk ) EN@)eqs(v)Vade — fo d*EY(@)Eq(¥)Vadz,
V(v,1) € Vi (Q) x Vg, (Q),v et ¢ indépendantes de x3;

<G:]3\}0, (’03 U3)\/_> > 0 V'Ug < K]V[(Q)
(6.70)

avec, d’apres (6.29) en utilisant (6.57),

g0 = (Caﬁwezu (u) —p €“PE(@))Va,

_ (6.71)
D0 = (el (u) + dEY())/a.

Les relations (6.71) s’écrivent avec la notation (6.2.2), en rappelant que d’apres (6.65)
E?(p) = 0 dans Q,

_i0 eg”"‘(w egus(u)
(U( 126)>
= | An 265 () + A 2¢53(w) Va dans Q—Q,
Da,O
EX(?) EX(¢)
et
. egHa(u) eg”3(u)
(63217276)) =1 Cm + Cont Vva dans ;.
26(1]”2(”) 26()]\”3(“)
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On a donc

0 0 ]
Cafa(t) €33(1) dans Q—,

= A, 26‘1)”2(u) + A Qegllg(u) + A Va
EJ(P)

et

—1,0 3 PR
(0@:1,2,6)> B (Pe(gsz,ﬁ))Eg(SO)\/a

Coa(t) efj3(w) dans ;.
= |Cm + Cont + Am[1,2]EA(?) | Va
26 (u) 2¢53(w)

Soit, en utilisant les relations (6.64), (6.66),

~1,0 ki
<0(1:1,2,6)) “pCi=1,2,6)
+ E)(@)Va
Dmo dak:

0
eal\a(u) dans © — Qy, (6.72)

= (Am — AmtAt_lAtm) 26(1)“2(1,&) \/a

EX(P) + EX(P)

et

<5a0:172,6)) _( €(i= 126))E0< NG
egua(u)

= [(Con — CortC; " Cim) dans €, (6.73)
26?||2(U)
H(Ame[1,2] = CouC AL 2 ES(D)]Va
On définit les coefficients C2/2, erof et 4% par :

ij i
[ n;(zy 126)] o {Pevﬁ@zlﬂ,ﬁ)]t

s . ] @ =A, — A A Ay, dans Q — Qy; (6.74)
m(j=1,2,6 m
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(Crismr26) = Con = ConsCi'Ca

dans ;. (6.75)
(v :(g 126)) Ami(1,2] —Cth;lAt[LQ] } !

Remarque 12
Les coefficients CoP M emM et d*? correspondent aux composantes des tenseurs des coefficients
mécaniques, piézoélectriques et diélectriques modifiés par les hypotheéses suivantes :

e dans Q2 — Q, les contraintes transverses sont nulles et le déplacement électrique transverse
est constant dans Uépaisseur; i.e. 0> = 0 et 93D% = 0;

e dans ), seules les contraintes transverses sont nulles,i.e. 0> = 0, et donc C = (M
et ,e3M =, &M o1l les tenseurs C*PM et &3 sont ceux obtenus pour le probléme bidimen-
sionnel établi au chapitre 2 (cf.(2.3.10)).

Avec les relations (6.72), (6.73), et avec le tenseur C,,, défini en (6.75), le probléme varia-
tionnel (6.70) s’écrit, en rappelant que d’apres (6.58) @° = 0 dans Q — ),

( fgo{[C%”“eﬁnu(U) —p Q%QBES(@]@&\Q(U) + [peﬁf“egnu + Ay EX(P) o (v) }ada
+ Jaa, CoM R (Weqys(v)vadz
= fQ fi’ovi\/_dl’—i—fr hi’lvi\/adf—i— <G3’0,U3\/a>
+f90{p en P ER(D)e aHB( v) — dy* ES(P)EQ (1)} adz, (6.76)

+f92u93 /\QB)EO( ) aIIB \/_dx—i—le 3a'B EO( ) a||,3( )\/_dx
V(v,) € V() x Vg, (), v et ¢ 1ndependantes de z3;
<G30(U — Ug)\/_> > 0 \V/U3 € K]\/[(Q)

Les fonctions tests v et ) sont prises indépendantes de x3, donc, d’apres (6.24) et (6.26),
eqys(v) et EQ (1)) sont indépendants de x3. Et d’aprés (6.23) , (6.25) et (6.48), e ,(u) et
EY(p) sont aussi indépendants de z3. En intégrant sur 'épaisseur, le probleme variationnel
(6.76) peut étre considéré comme un probléme bidimensionnel formulé sur w. On pose

1
Yap(v) = 5(6av5 + Dgva) — Tk gur, (6.77)

et on rappelle que
Eo(¥) = —0a¥.
On a ainsi
eguu(u) = au(u’) et €3||5(U) = Yap(v),

EX(@) = Ex(¢°) et EQ(1) = Eqa(¥).
D’ou le théoréme suivant :

Théoréme 6.1

Si les deux premiers termes u, ¢° et u!, @' et le terme G3° des développements (6.17),(6.30)
des inconnues u(c) et ¢(e), G*() existent, et si les forces mécaniques appliquée sont de la
forme
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fle) = f2 € (LA(Q))3, h(e) =ch' € (LAT))?, G*(e) =G> +eG* 4 ../G*0 ¢ H e,
et le champ électrique appliqué est de la forme

= EFQ), E%() € (L*(Q))%, E{($) sont indépendants de w3,

k>0

alors
u® et @° sont indépendants de x,

@° = 0 dans Q — €,

et (u’, p°, G30) peut étre identifié a la solution bidimensionnelle (¢°,0°, G3Y) définie sur & des
équations bidimensionnelles membranaires de coques piézoélectriques suivant :

Trouver (C°,0°,G3%) € Vs mem(w) X Vigmem(w) X (H2)(w) tel que
2 [ ALCHM 91 (C°) —p en P Ex(0)]7ap(0) + e vau(C) + di E(6°)] Ea ()} ady
+2 [, Co 1 (C0) s (n)Vady

LT o ady + [, h*'ni/adl + (G50, n3/a)

+2 [ et EX@)vas(n) — d(“EA( 0)Ea(¥)}ady

+2f2Uw3 (e ®)ER (D) vap(m)vady + 2 [, (peie?) B (@) Vap(n)v/ady,
V(1,%) € Vrmem (W) X Vig mem(w)

(G*0 m3v/a) > Oz K (w)

ou

Vitmem(w) = {n € H'(w) x H'(Q) x L*(w), 14 = 0sur '}
Kyw)={ne VM,mem(w)/ng <dsurl_}

V gymem(w) = {1 € HY(w), ¥ =0dans w — wy, ¥ = 0sur +&};
Yap(v) = %(aavﬂ + Jpva) — 5vka
Ea(lb) = _aa¢;

et otl les tenseurs CoP M ekab et doX sont définis en (6.75)
(6.78)

6.3 Conclusion

L’analyse asymptotique du probleme piézoélectrique tridimensionnel effectuée dans ce
chapitre conduit au probléme de coques piézoélectriques membranaires dans le cas d’'une
coque uniformément elliptique encastrée sur partie de sa frontiére latérale.

On a ensuite justifié le modele bidimensionnel. Pour cela, en utilisant la méthode des
développements asymptotiques formelles que dans le cas sans frottement, on trouve un
probléeme bidimensionnel de Signorini sans frottement.
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