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RESUME

L'objectif principal de ce travail en premier lieu, est de développer et d’évaluer deux éléments
secteurs basés sur l'approche en déformation pour l'analyse des problémes des structures a

contour circulaire.

Le premier est un ¢élément secteur tridimensionnel a huit nceuds nommé SBS3D (Strain Based
Sector three-Dimensional), pour l'analyse linéaire des structures circulaires. Cet ¢élément
possede seulement trois degrés de liberté externes essentiels (U;, Vg et W) a chacun des huit
nceuds du coin. Le présent élément SBS3D a ét¢ formulé en utilisant le champ de déplacement

de I'élément hexaédrique simple a huit nceuds SBHS.

Le deuxieéme est un élément secteur triangulaire a quatre nceuds nommé SBST4 (Strain Based
Sector Triangulare 4-node), dont chaque nceud posséde deux degrés de liberté externes
essentiels (U, Vy). Cet élément est formulé en utilisant le champ de déplacement de I’élément

rectangulaire SBRIE.

La formulation des ¢léments SBS3D et SBST4 est obtenue en transformant le champ de
déplacement des ¢éléments SBHS et SBRIE en coordonnés cylindriques (r, 6 et z) et en
coordonnés polaires (r, 0), respectivement. En remplagant x et y par r et 6, respectivement
(x =r et y = 0) pour obtenir les champs des déplacements des éléments développé, tout en
vérifiant les équations de compatibilité. Les performances de ces éléments sont évaluées en
analyse linéaire a travers une série de tests séveres relatifs a 'analyse liné€aire des structures
circulaires. Les résultats obtenus comparés aux résultats analytiques et aux autres éléments,

ont montré la rapidité de convergence et la bonne performance de ces éléments.

La seconde partie de ce travail consiste a la formulation et la validation de trois éléments
membranaires a champ de déformation SBRIE (élément membranaire rectangulaire a 4 nceuds
et 2 ddl/nceud), SBTIEIR (élément membranaire triangulaire avec rotation dans le plan a 3
nceuds et 3 ddl/nceud) et R4BM (élément membranaire rectangulaire a 5 nceuds avec un
nceuds interne et 2ddl/nceud) en axisymétrie. Les performances de ces éléments sont évaluées
a travers une série de tests liée aux problémes axisymétriques. Les résultats obtenus comparés
aux résultats analytiques et aux résultats des autres ¢léments, ont montré la haute performance

de ces ¢léments dans ce type de probléme.

Mots Clés: Elément secteur, approche en déformation, élément fini membranaire, rotation

dans le plan.



ABSTRACT

The main objective of this work in the first is to developed and evaluates two strain based

sector elements for the analysis of elasticity problems with circular contour.

The first is a three-dimensional sector element with eight nodes called SBS3D (Strain Based
Sector three-Dimensional) for the linear analysis of circular structures. This element has only
three essential external degrees of freedom (three translations) at each of the eight corner
nodes (U;, Vo and W). This element (SBS3D) has been formulated using the displacement
field of the simple eight-node hexahedral element SBHS8

The second is a triangular sector element with four nodes named SBST4 (triangular Strain
Based sector4 -nodes), which has two essential external degrees of freedom (U,, Vy) at each of
the four nodes. This element is formulated using the same displacement field of the

rectangular element SBRIE.

The formulation of SBS3D and SBST4 elements is obtained by transforming the displacement
field of SBH8 and SBRIE elements into cylindrical coordinates (r, 8 and z) and polar
coordinates (r, 0), respectively. By replacing x and y by r and 0, respectively (x =r and y = 0)
to obtain the fields of displacements of the developed elements, while checking the
compatibility equations. The performances of these elements are evaluated in linear analysis
through a series of severe tests relating to the linear analysis of circular structures. The results
obtained compared with the analytical results and with the other elements, showed the speed

of convergence and the good performance of these elements.

The second part of this work deals with the formulation and the validation of three membrane
elements with strain field SBRIE (rectangular membrane element with 4 nodes and 2 dof /
node), SBTIEIR (triangular membrane element with rotation in the plane at 3 nodes and 3 dof
/ node) and R4BM (rectangular membrane element with 5 nodes with an internal nodes and
20F / node) in axisymmetry. The performances of these elements are evaluated through a
series of tests related to axisymmetric problems. The results obtained compared to the
analytical results and to the results of the other elements, have shown the high performance of

these elements in this type of problem.

Keywords: Sector Element, Strain approach, Membrane finite element, Drilling rotation.
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NOTATIONS

Matrice de rigidité élémentaire
Matrice de rigidité globale

Matrice de déformation

Matrice de rigidité

Degrés de liberté

Matrice Jacobéenne

Matrice des fonctions de forme

Densité de masse du matériau

Matrice d’élasticité
Intégrale

Matrice
Matrice transposée
Matrice inverse

Coordonnées cartésiennes du repere global.

Déplacements suivant les directions x, y et z respectivement.
Rotation dans le plan.

Déformations directes suivant x et y et z respectivement.

Déformations tangentielle suivant x et y et z respectivement.

Contraintes tangentielle.

Contraintes normales suivant les directions x et y et z respectivement.

Déplacements suivant les directions r , 0 et z respectivement
Déformations directes suivant r et 0 et z respectivement.

Déformation tangentielle (déformation circonférentielles).

iv



G,,0,4,0, Contraintes normales suivant les directions r et 0 et z respectivement.

hetp Les constantes de Lamé
v Coefficient de Poisson
E Module de Young
MCR Modes de corps rigides
CT Cisaillement transverse
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INTRODUCTION GENERALE

Les progres technologiques modernes obligent les ingénieurs a réaliser des projets de plus en
plus complexes, coliteux, soumis a de strictes contraintes de fiabilité¢ et de sécurité. Pour
mener a bien un projet technique, 1'ingénieur doit concevoir et dimensionner l'ouvrage de
maniére a fournir a 'entreprise exécutante les plans nécessaires a sa réalisation. Trés souvent,
celui-ci utilisera un outil de calcul basé sur la méthode dite des éléments finis dont 'utilisation

s'est généralisée dans l'industrie depuis une cinquantaine d'années.

Cette méthode, qui n'est pas uniquement dédiée aux problémes de structures, lui permettra de
résoudre un éventail trés large de problémes: structurels, thermiques, €lectromagnétiques,

fluidiques, avec des aspects linéaires ou non linéaires, stationnaires ou transitoires.

La méthode des ¢léments finis est utilisée pour résoudre des problémes physiques en analyse
et en conception techniques. Le probléme physique implique généralement une structure ou
un composant structurel réel soumis a certaines charges. L'idéalisation du probléme physique
a un modele mathématique nécessite certaines hypothéses qui conduisent ensemble a des
¢quations différentielles régissant le modéle mathématique. L'analyse par éléments finis
résout ce modéle mathématique. Etant donné que la technique de la solution par éléments finis
est une procédure numérique, il est nécessaire d'évaluer la précision de la solution. Si les
critéres de précision ne sont pas remplis, la solution numérique (c'est-a-dire les éléments finis)
doit étre répétée avec des parametres de solution raffinés (telles que des mailles plus fines)

jusqu'a ce qu'une précision suffisante soit atteinte.

Les idées de base de la méthode des éléments finis, telles qu’elles sont connues aujourd'hui,
ont été présentées dans Turner, Clough, Martin et Topp [Tur.56] et Argyris et Kelsey
[Arg.60]. Le nom élément fini a ét¢ inventé par Clough [Clo.60]. La référence [Tur.56]
présente l'application d'é¢léments finis simples (barre articulé et plaque triangulaire avec des
charges planes) pour l'analyse de la structure des aéronefs et elle a été considérée comme I'une
des principales contributions au développement de la méthode des éléments finis. L'ordinateur
numérique a fourni un moyen rapide pour effectuer de nombreux calculs impliqués dans
I'analyse par éléments finis et a rendu la méthode pratiquement viable. Parallélement au
développement d'ordinateurs numériques a haute vitesse, l'application de la méthode des
¢léments finis a également progressé a un rythme trés impressionnant. Le livre de
Przemieniecki [Prz.68] présente la méthode des éléments finis appliquée a la résolution des

problémes d'analyse des contraintes. Zienkiewicz et Cheung [Zie.67] ont présenté
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l'interprétation large de la méthode et son applicabilit¢ a de nombreux types de probléme.
Avec cette interprétation large de la méthode des ¢léments finis, il a été constaté que les
équations des éléments finis peuvent également étre dérivées en utilisant une méthode
résiduelle pondérée telle que la méthode de Galerkin ou I'approche des moindres carrés. Cela
a conduit a un large intérét chez les mathématiciens a appliquer la méthode des éléments finis
pour la résolution d'équations différentielles linéaires et non linéaires. Au fil des années,

plusieurs articles, actes de conférence et livres ont été publiés sur cette méthode.

L'analyse des structures tridimensionnelles complexes (3D) est devenue une tache essentielle
ces dernicres années dans plusieurs domaines. La principale préoccupation des chercheurs du
domaine industriel est d’établir un modéle d’élément fini simple, fiable et efficace, pour
une bonne représentation du cisaillement transversal (CT) (éviter le comportement de

verrouillage de cisaillement transversal).

L’approche en déformation a largement attiré l'attention des chercheurs pour le
développement de nouveaux éléments tridimensionnels avec une grande précision.
Contrairement au modele de déplacement classique dont les ¢léments 3D d'ordre peu élevé
rencontrent de nombreuses difficultés numériques. La principale caractéristique de cette
approche est que les composantes résultantes du déplacement peuvent étre enrichies par des
termes d'ordre supérieur sans qu'il soit nécessaire d'introduire des degrés de liberté non
essentiels. Cela peut mener a avoir des éléments avec une meilleure précision sur ces
grandeurs et sur les contraintes et les déplacements. De plus, les résultats obtenus de ces
¢léments ont une convergence plus rapide par rapport aux éléments basés sur le modele en
déplacement correspondants ayant les mémes degrés de liberté. Plusieurs travaux ont été
orientés aux ¢éléments tridimensionnels pour les plaques épaisses en flexion [Gal.76] et
[Cha.90]. Cependant, ces éléments ont tendance a provoquer des phénomenes de blocage de
cisaillement indésirables lorsqu’ils traitent le cas des plaques minces. Ce qui a attirée de
nombreux chercheurs a développer des éléments tridimensionnels robustes [Ven.96],
[Bas.00a], [Bas.00b], [Lem.00], [Lo.00], [Sze.01], [001.04], [Che.04], [Fre.07], [Trin.09] et
[Trin.11], qui permettent d’éviter le phénomene de verrouillage par cisaillement transverse

pour les plaques minces.

L’utilisation de I’approche en déformation joue un réle clé dans la construction d’éléments
finis robustes et efficaces, elle permet également d’avoir une meilleure précision sur les

déplacements, les déformations et les contraintes ou le champ des déplacements est obtenu en

2
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intégrant des déformations supposées, contrairement a la formulation classique ou les
déformations sont obtenues par dérivation du champ des déplacements [Ash.71a], [Sab.83],

[Sab.83a], [Sab.95], [Sab.97], [Bela.97], [Belo.08], [Belo.17].

La vogue de l'approche en la déformation appliquée aux problémes de 1'¢lasticité plane, a
exhorté les chercheurs a étendre leur travail aux autres types de structures de formes

arbitraires et aux structures a contours circulaires.

Dans la plupart des cas de modélisation de ces types de structures par ¢léments secteurs, les
résultats sont directement comparés aux solutions analytiques. Dans la littérature de
I’approche en déformation, ce domaine n’est pas suffisamment couvert. Ce qui a aspirée

plusieurs chercheurs a formulé des éléments secteurs [Der.84] [Raj.73], et [Agh.07], [Khi.17].

Les avantages de la formulation d'é¢léments finis basée sur I’approche en déformation ont été
rapportés par de nombreux chercheurs [Sab.72], [Belo.16], [Bul.84], [Bela.98], [Djo.03],
[For.16], [Reb.13], [Belo.11], [Belo.A.17a]. Cette approche permet de découpler les
différentes composantes de la déformation et d'enrichir le champ de déplacements par des
termes d'ordre élevé sans l'introduction des nceuds intermédiaires; ce qui permet de résoudre

les problémes de verrouillage [Yua.88], [Kat.15], [Belo.A.17].
Objectifs de la thése

L’objectif de cette thése est de développer d’une part un nouvel élément secteur 3D en
cordonnées cylindriques a partir d’'un ¢lément hexaédrique [Bela.99] en cordonnées
cartésiennes, basé sur I’approche en déformation pour la modélisation et 1’analyse linéaire des
structures a contours circulaires. L’élément propos¢ nommé SBS3D (Strain Based Sector
three-Dimensional), posséde huit nceuds et trois translations (U, V, W) pour chaque nceud.
D’autre part, 1’évaluation de ’approche en déformation aux problémes axisymétriques par un

solide de révolution, appelé élément axisymétrique, sera aussi le but de notre travail.

Nous avons aussi présenté la formulation d’un élément secteur triangulaire a quatre noeuds
basé sur I’approche en déformation nommé SBST4 (Strain Based Secteur Triangulaire 4-
node). Cet ¢lément est formulé en se basant sur I'¢lément rectangulaire SBRIE (Sabir et al.

1985) pour les problémes d’¢élasticité plane
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Plan de la theése
La thése est composée de quatre chapitres:

Le premier chapitre est consacré a une synthése bibliographique dans laquelle on donne un
contexte historique sur les ¢léments finis-courbes formulés par les différentes approches et
notamment sur les €éléments finis basés sur I’approche en déformation ainsi que certaines

équations de base utilisées.

Le deuxiéme chapitre expose la formulation d'un nouvel élément secteur tridimensionnel
nomm¢é SBS3D (Strain Based Sector three-Dimensional), bas¢ sur 1I’approche en déformation.

Cet ¢lément est présenté pour 1'analyse statique linéaire des structures circulaires.

Le troisiéme chapitre est dédi¢ a la formulation et a la validation numérique d’un élément
secteur membranaire a quatre nceuds basé sur le modele en déformation. Cet élément sera
examiné et comparé avec d'autres éléments a travers une série de tests, afin de confirmer la

bonne performance de I'approche en déformation.

Le quatriéme chapitre est réservé a la formulation et a la validation des éléments finis
membranaires & champ de déformation (SBRIE, SBTIEIR, R4BM) en axisymétrie, les
performances de ces €léments seront évaluées a travers des cas tests liés a ce type de

probléme.
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Chapitre 1

Etude bibliographique

Dans ce chapitre, nous proposons, en premier lieu, un apergu sur 1’étude bibliographique des
¢léments finis courbes formulés par les différentes approches. En second lieu, nous présentons
un rappel sur les éléments de membrane, de plaque en flexion et de coque qui sont formulés a
la base de I’approche en déformation, ainsi que les équations de base nécessaires utilisées
dans le présent travail, tel que les équations de mouvement, les lois de comportement et les

relations de déformation-déplacement qui sont brievement décrites.

1.1. Etude bibliographique sur les éléments finis courbes

La description des structures courbes peut étre exprimée en coordonnées polaires,
cylindriques ou sphériques. Ces types de coordonnées peuvent étre utilisés dans la
formulation des éléments finis courbes. De tels éléments sont utilisés, dans certaines
applications particulieres ou ils s’adaptent bien a la géométrie du probléme ; comme les buses,
les tunnels enterrés et les plaques circulaires trouées. Les plaques secteurs et annulaires sont
largement utilisées dans divers domaines de conception structurelle tels que les tabliers des
ponts incurvés, les structures océaniques et marines et les structures aéronautiques et
spatiales. Leur conception nécessite une détermination précise de leurs fréquences naturelles
et de leurs formes de mode. Puisqu'il n'existe aucune solution de forme fermée pour des
plaques d'épaisseur non uniforme, il faut utiliser des méthodes d'approximation ainsi qu'une
analyse numérique. De nombreuses études ont €té faites sur les vibrations libres des plaques
secteurs et annulaires par des méthodes analytiques [Ram.73] et [Ram.77] et par des méthodes
numériques telles que la méthode Rayleigh-Ritz [Kam.74] et [Kim.89], la méthode de
I'équation intégrale [Sri.85], la méthode des bandes finies [Cheun.71] et [Gea.90] et la

méthode des ¢léments splines [Miz.91] et [Miz.92] basée sur la théorie des plaques minces.

En 1970, Olson et Lindberg [Ols.70] ont développé deux éléments finis en coordonnées
polaires pour les problemes de flexion des plaques. Ces ¢léments peuvent étre assemblés dans
diverses combinaisons avec des éléments rectangulaires pour s’adapter a un grand nombre de

conditions aux limites, ces €léments sont basés sur le modele en déplacement, le premier
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¢lément se présente sous la forme d’une plaque circulaire, possédant neuf degrés de liberté,
répartis sur chacun des trois nceuds. Tandis que le second se présente sous la forme d’une
plaque annulaire avec douze degrés de liberté et quatre nceuds. Un peu plus tard, Sawko et
Merriman [Saw.71] ont développé un €lément secteur bas¢ sur le modéle en déplacement, cet
¢lément possede quatre degrés de liberté au niveau de chacun des quatre nceuds de coin.

L’¢élément développé est adapté a I'analyse de la flexion des plaques annulaires.

Une année apres, Kirkhope et Wilson [Kir.72] ont développé deux éléments pour la flexion
des plaques de géométrie circulaire et annulaire, ces éléments conviennent particulierement a
l'analyse dynamique des plaques circulaires d'épaisseur variable dans le sens radial. L'élément
annulaire a quatre degrés de liberté, tandis que 1'élément circulaire n'en a que trois degrés de

liberté.

Deux ¢lément finis de forme circulaire et annulaire basés sur la théorie des plaques épaisses
de Reissner [Rei.45] ont été développés par Bapu rao et al [Bap.77] pour l'analyse de la
flexion des plaques annulaires et secteurs. Le premier ¢lément développé pour la flexion des
plaques annulaires ne contient que trois degrés de liberté essentiels (w, ¢ et ;) a chaque
nceud. Tandis que I’élément secteur possede vingt degrés de liberté, cinq ddl (w, ¢, ¢, v, et
Yo) & chacun des quatre nceuds. Le champ de déplacement, qui est représenté par les rotations
de déplacement latéral et de cisaillement, est exprimé en termes de fonctions polynomiales

d'interpolation des coordonnées polaires r, 0.

Afin d'analyser les plaques circulaires modérément épaisses en flexion et en vibration,
Guruswamy et Yang [Gur.79] ont proposé un ¢lément secteur a vingt-quatre degrés de liberté
basé sur la théorie des plaques épaisses de Reissner. La polyvalence de cet ¢lément a été
démontrée en effectuant une analyse de vibration libre d'un exemple d’une plaque secteur

encastrée avec différentes épaisseurs et différents angles sectoriels

La méthode des ¢léments finis a été étendue pour 'analyse de vibration libre des plaques
€paisses stratifiées avec des limites courbes. Deux éléments ont été présentés par Cheung et
Kwok [Cheu.75], basés sur la théorie des plaques épaisses de Mindlin [Min.51] dans laquelle
les effets de la déformation de cisaillement en épaisseur et d'inertie rotative sont inclus. Les
deux éléments sont dérivés en coordonnées polaires et peuvent étre assemblés pour traiter les
problémes de plaques anisotropes laminées annulaires et circulaires. Des éléments finis
annulaires ont été utilisés par Srinivasa et Ramachandra [Sri.89] pour 1’analyse linéaire des
grands déplacements des plaques annulaires et circulaires soumises a une charge latérale

axisymétrique.
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Un certain nombre d'études ayant utilisé des coordonnées polaires [Buc.91], [Cook.88] et
cylindriques [Mac.90],[Mac.92] pour le développement des éléments solides, [Cook.88] a
montré que des prédictions précises pour l'analyse de structures de forme circulaire peuvent
étre obtenues avec un nombre réduit d'éléments, si la formulation utilise des coordonnées
polaires au lieu de coordonnées cartésiennes. De sa part, MacGregor [90, 92] a développé un
¢lément fini tridimensionnel & vingt nceuds en coordonnées cylindriques, pour les équations
de Navier-Stokes incompressibles visqueuses et 1'a appliqué a l'interaction stator / rotor dans
un étage d’une turbomachine. L’utilisation des coordonnées cylindriques avait pour but de
simplifier la description des conditions aux limites de 1’¢lément. Des éléments solides,
développés également en coordonnées cylindriques par [Kem.92], sont appliqués a
I'¢lectromagnétisme et a l'analyse des contraintes linéaires autour des trous circulaires
[Tia.90]. Dans les refs [Vai.73] et [Kiri.73], des é&quations des ¢léments finis
tridimensionnelles développées en coordonnées curvilignes sont présentées pour les
problémes de mécanique des solides linéaires et non linéaires et sont appliquées a l'analyse
des structures coques cylindriques.

Les ¢léments finis développés en coordonnées curvilignes, utilisant des fonctions de forme
polynomiales, n'incluent pas explicitement la représentation exacte de tous les modes des
corps rigides [Jon.66]. Cependant, avec un raffinement suffisant du maillage, ces ¢léments
peuvent représenter correctement les mouvements de corps rigides de sorte que 1’intégralité
soit assurée [Hai.67], [Meb.71]. Lorsque les modes de corps rigides sont significatifs par
rapport aux modes de déformation, ils peuvent étre explicitement incorporés par 1’utilisation
de degrés de liberté supplémentaires ou par des relations de transformation modifiant les
matrices de rigidité élémentaire [Can.69], [Fon.73].

Dans une étude récente, Danielson et Noor [Dan.96] ont utilis¢ des ¢éléments tridimensionnels
développés en coordonnées cylindriques pour I'analyse non linéaire des pneumatiques. Cette
¢tude a démontré l'efficacité de I'utilisation des systemes de coordonnées curvilignes pour
l'analyse des pneumatiques par la méthode des éléments finis. Les besoins de I’industrie
exigent ’utilisation des modeles tridimensionnels, qui nécessitent généralement une grande
quantité de ressources informatiques. Alors que la formulation de coordonnées cylindriques
¢tait motivée par le souhait de réaliser une analyse plus efficace des pneus, la procédure peut
étre appliquée efficacement a diverses structures communes.

Une formulation pour l'analyse non linéaire par des éléments finis tridimensionnels en
coordonnées cylindriques a été présentée par Danielson et Noor [Dan.97]. Les ¢léments

utilisés sont isoparamétriques avec les mémes fonctions d'interpolation utilisées pour

7
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représenter la géométrie et les composantes de déplacement physique. Ces ¢léments peuvent
étre utilisés pour une analyse tridimensionnelle générale, mais ils sont plus efficaces dans les
cas ou la géométrie est mieux décrite en coordonnées cylindriques. Contrairement aux
formulations en coordonnées cartésiennes, la formulation précédente permet la représentation

exacte d'une forme circulaire.

En 1990, Singh et Dey [Sin.90] ont appliqué la méthode des différences finies pour I’analyse
de vibration libre des plaques secteurs orthotropes en coordonnées polaires avec différentes
conditions aux limites. La méthode des différences finies a été introduite par Houbolt
[Hou.58] pour l'analyse statique de poutres et de plaques. Plus tard, elle a été appliquée a

différents types de structures par Bushnell [Bus.70], [Bus.73].

Un ¢lément secteur solide hiérarchique a huit nceuds a été présenté par [Houm.04], cet
¢lément a été appliqué a l'analyse tridimensionnelle de vibration libre des plaques secteurs et
annulaire. Les déplacements de I'élément sont exprimés en termes d'un nombre fixe de
fonctions de forme polynomiales lin€aires. Les résultats obtenus pour les fréquences sont
trouvés pour des plaques secteurs annulaires avec deux bords droits simplement appuyés et

des comparaisons sont faites avec celles obtenues par la méthode des prismes finis.

Le développement des polynomes du champ de déplacement par I'utilisation de I'approche en
déformation a été appliqué pour la premiére fois a des structures courbes. Il a é&té montré, pour
obtenir des résultats satisfaisants et convergents par l'utilisation des ¢léments finis basés sur le
modele en déplacement a des structures courbes, que cela exige un grand nombre d’éléments.
Ceci a motivé les chercheurs pour développer des éléments basés sur 1’approche en

déformation afin de pallier ce type de problemes.

Ashwell, Sabir et Roberts [Ash.72] et [Ash.71] ont montré que pour une analyse par des
¢léments courbes sur des arcs circulaires simples avec différents rapports, lorsque les
polynomes du champ de déplacement utilisés sont découplés, la structure doit étre divisée en

un grand nombre d'éléments afin d'obtenir des résultats convergents et satisfaisants.

Un peu plus tard, I’approche en déformation a été utilisée pour une étude concernant une
comparaison d’élément fini type poutre courbe quand elle est utilisée dans les problémes de
vibration [Sab.71]. Les travaux antérieurs sur les fonctions de forme des éléments finis utilisés
pour les structures courbes, comme les arcs, sont prolongés de la statique a des problémes de
vibrations. Dans cette étude, les vibrations libres d'un anneau sont prises en considération et

quatre fonctions de forme sont utilisées. La convergence trouvée est plus rapide.
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Un élément courbe a été également développé par Sabir et Lock [Sab.73] pour I'analyse de la
non linéarité géométrique des arcs circulaires. La supériorité de cet ¢lément a été¢ démontrée.
Le travail a été étendu par Sabir [Sab.75] pour développer un élément d'arc se déformant aussi

bien hors plan de courbure que dans le plan.

Un autre élément fini courbe, basé sur 1’approche en déformation et la théorie des coques peu
profonde, été présenté par Sabir et Ramadanh [Sab.85], I’efficacité de cet élément a été testée
en I'utilisant dans I’analyse des problémes cylindriques [Sab.85a], sphériques [Sab.87] et pour
des coques paraboliques ou il a donné un degré de précision élevé. Plus tard, Sabir [Sab.88]
avait développé un élément fini coque conique courbe pour l'analyse de la flexion des coques
coniques. Cet ¢lément est simple et posseéde 20 degrés de liberté et satisfait les besoins de

déplacement du corps rigide.

L'approche en déformation a également été utilisée pour le développement de plusieurs
¢léments de coque €laborés par Mousa, A. [Mou.94] et [Mou.01]. Ces ¢éléments comprennent
des ¢éléments coniques, cylindriques et sphériques. En outre, deux groupes d'é¢léments
triangulaires a double courbure ont été développés, le premier groupe comprend deux
¢léments qui ont six degrés de libert¢ a chaque nceud, tandis que le second contient trois
¢léments avec cinq degrés de liberté a chaque nceud. Ces ¢léments présentent une grande

précision en termes de déplacements et de contraintes pour 1'analyse des structures complexes.

1.2. Historique sur les ¢léments a champ de déformation

L'approche en déformation a été¢ introduite dans une nouvelle famille des ¢léments finis pour
les problemes d’¢lasticité plane. Sabir [Sab.85a] a développé des €éléments en coordonnées
cartésiennes a deux degrés de liberté par nceud (un é€lément rectangulaire et un autre
triangulaire) qui sont basés sur le modele en déformation avec rotation dans le plan comme
ddl additionnel.

Des éléments triangulaires et rectangulaires, basés sur le modele en déformation, sont
développés par Sabir et Sfendji [Sab.95] pour les problémes d'élasticité plane. L'élément
triangulaire posséde les deux degrés de liberté essentiels a chacun des trois nceuds de coin et
au nceud intermédiaire. L'élément rectangulaire a les mémes degrés de liberté pour chacun des
quatre nceuds de coin ainsi que pour le nceud interne, dont le nceud interne est éliminé par la
condensation statique. Un nouvel élément fini membranaire rectangulaire avec un nceud
interne a été formulé par Belarbi et Maalam [Bela.05] pour l'analyse des problémes d'¢lasticité
linéaire plane, cet ¢lément possede deux degrés de liberté aux quatre nceuds du sommet ainsi

qu'au nceud interne. Certaines variations dans le champ de déformation sont suggérées afin
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d'améliorer 1'¢lément de Sabir [Sab.85a]. Ces variations reposent sur 1'évitement d'une telle
liaison entre les déformations et sur un équilibre satisfaisant, ce qui conduit finalement a un
¢lément triangulaire nommé SBT2V, avec trois degrés de liberté par nceuds (deux translations

et une rotation) [Bela.05a].

Récemment, Rebiai et Belounar [Reb.13] ont formulé un élément rectangulaire possédant
trois degrés de liberté au niveau de chacun des quatre nceuds de coin (les deux translations et
la rotation dans le plan), cet ¢lément était développé pour 1’analyse linéaire et non linéaire des
structures membranaires. RezaieePajand et Yaghoobi ont proposé un élément triangulaire a
cinq nceuds avec un champ de déformation linéaire complet [Rez.14a]. Pour proposer un
nouvel élément fini, ils ont utilis¢ le champ de déformation linéaire complet de 1'étude
précédente [Rez.14a], mais avec un élément de géométrie différente [Rez.14b]. Dans un autre
travail de recherche, Rebiai et Belounar ont suggéré une variante de leur élément précédent
[Reb.14]. IIs ont considéré le champ de déformation de leur étude précédente [Reb.13], mais
en ajoutant un nouveau terme linéaire a la déformation de cisaillement et en changeant le
terme dépendant des déformations normales. Afin de développer des éléments basés sur le
modele en déformations de second ordre, Rezaiee-Pajand et Yaghoobi ont proposé deux

¢léments quadrilatéraux a sept et neuf nceuds [Rez.15].

Belounar.A. [Belo.A.19] a présenté la formulation théorique et la validation numérique d’un
nouvel élément fini quadrilatére membranaire avec rotation dans le plan, basé sur 1’approche
en déformation, destiné a 1’analyse statique et en vibration libre des structures. Cet ¢lément
possede les quatre nceuds de coin et le nceud central, ce dernier contient seulement les deux
translations (U et V) tandis que les autres nceuds de coin ont une rotation dans le plan
(drilling) comme ddl additionnel (U, V et 8,). La technique de condensation statique est
utilisée pour 1’élimination du cinquiéme nceud interne. Une solution numérique, en utilisant
un ¢lément fini quadrilatére, a été présentée par Bouzidi et al. [Bouz.19] pour I’analyse du
comportement statique et dynamique des structures membranaires. Cet élément possede deux
degrés de liberté (u et v) aux quatre nceuds d'angle ainsi qu'au nceud central. Les trois
composantes des déformations ont une variation linéaire satisfaisant 1'équation de

compatibilité.

Plus récemment, un nouvel élément membranaire triangulaire, avec rotation dans le plan, a été
développé par Fortas et al. [For.19] pour 1’analyse statique et la vibration libre. L'élément

proposé, ayant trois degrés de libert¢ a chacun des trois nceuds de coin, et basé sur des
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fonctions de déformation supposées satisfaisant a la fois les équations de compatibilité et
d'équilibre.

Une extension de 1’approche en déformation pour I’analyse des plaques minces et épaisses a
I’aide d’un ¢élément fini rectangulaire a quatre nceuds basé sur le modele en déformation a été
présentée par Belounar et Guenfoud [Belo.05]. L'¢lément développé destiné a I'analyse
linéaire de la flexion des plaques avec effet de cisaillement transverse, possédant les trois

degrés de liberté essentiels (W, Bxet Py) en chacun des quatre nceuds de coin.

Belounar et al [Belo.A.20] et [Belo.A.20a] ont développé des €léments de plaque basés
I'approche par déformation et en utilisant la théorie des plaques de Reissner / Mindlin. Le
premier élément nommé SBTMP (Strain Based Triangular Mindlin Plate) possede trois degrés
de liberté (W, Bx et By) aux trois nceuds d'angle, destiné pour ’analyse statique et en vibration
libre de la flexion des plaques isotrope. Le deuxiéme est un quadrilatére a quatre nceuds
appelé SBQMP (plaque Mindlin quadrilatére basée sur la déformation) est formulé pour
surmonter le verrouillage par cisaillement des plaques trés minces et pour améliorer la
précision des plaques aux formes régulieres et déformées. . L'élément SBQMP qui contient
trois degrés de libert¢ (W, bx, par) par nceud est appliqué a I'analyse en vibration libre de
diverses structures de la flexion des plaques.

Sabir et Ashwell [Ash.72] ont formulé le premier élément fini de coque cylindrique basé sur
I’approche en déformation et la théorie des coques profondes en conditions statiques. La
méthode propose de former des fonctions de forme d’élément fini courbe a partir des
fonctions de déformations indépendantes simples appliquées a un ¢élément coque
rectangulaire. Cet élément a quatre nceuds ayant cing degrés de liberté par nceud (trois
déplacements et deux rotations) satisfaisant les conditions de déplacements de corps rigide et
de déformation constante. La supériorité de cet €lément est particuliérement marquée quand il
est appliqué aux coques minces. De sa part Sabir [Sab.72] a développé un élément coque
cylindrique courbe pour ’analyse linéaire. Cet élément est une forme simplifiée de 1’élément
coque de Cantin [Can.68], et il est présenté en réduisant la taille de sa matrice de rigidité de
(24%24) a (20%x20). Les deux €léments sont comparés pour résoudre des problemes complexes.
Le nouvel élément a I'avantage sur celui de “’Cantin et de Clough’ et sur tous les autres
¢léments finis qui ont des fonctions de déplacement de degrés €levés.

Sabir et Charchafchi [Sab.82] ont utilisé 1'approche en déformation pour développer un

¢lément de coque quadrilatere, et Sabir a utilis¢é cet ¢lément pour le probléme de

11
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concentration de contraintes dans des cylindres avec des trous circulaires et elliptiques

[Sab.79], ainsi que le probléme d'intersection droit des cylindres [Sab.83b].

Des ¢éléments coques cylindriques peu profonds basés sur le modéle en déformation ont été
développés par Djoudi et Bahai. Ces éléments de forme rectangulaire possedent seulement les
cinq degrés de liberté essentiels a chaque nceud d'angle. Le premier élément [Djo, 03] a été
développé pour l'analyse linéaire et non linéaire géométrique des coques cylindriques et les
différents problémes d'ingénierie. Tandis que le deuxiéme élément [Djo.04] est destiné pour le
calcul des fréquences naturelles des panneaux cylindriques ainsi que des cylindres complets.
Le troisieme ¢lément [Djo.04a] a été utilis€ pour étudier la vibration libre des panneaux

cylindriques avec des ouvertures.

D’autres contributions proposées par Mousa [Mou.15], dont lesquelles un élément fini
triangulaire cylindrique n'a que cinq degrés de liberté essentiels dans chacun des trois nceuds
de coin. Cet élément a été utilisé pour l'analyse d’une coque cylindrique soumise a une charge
uniformément répartie sur sa longueur, en plus des charges de bord sinusoidales symétriques
présentes le long de ses limites longitudinales. En outre, deux éléments finis sont développés,
le premier est un ¢lément triangulaire sphérique basé sur la formation des coques peu
profondes [Mou.15a], a ét¢ développé pour l'analyse linéaire et non lin€aire des coques
sphériques. L’¢lément développé ne possede que cinq degrés de liberté essentiels a chaque
nceud de coin. Une solution par éléments finis est présentée au probléme de vibration d'une
coque cylindrique circulaire a extrémité oblique en utilisant un nouvel ¢élément fini
cylindrique triangulaire a champ de déformation [Mou.15b], I’élément proposé ne possede

que cinq degrés de liberté essentiels a chaque nceud de coin.

Plus récemment, Un ¢élément fini rectangulaire a quatre nceuds nommé SBRS basé sur
I’approche par facettes planes a été présenté par Belounar.A [Belo.A.19] pour I’analyse
statique des coques cylindriques isotropes. L’¢lément formulé est obtenu par la superposition
de I’élément quadrilatére plaque Mindlin SBQP [Belo.A.19a] et I’élément membranaire
SBRIE [Sab.83a]. Cet élément est simple a formuler et contient seulement les six degrés de
liberté essentiels par nceud (U, V, W, 0, 0y et 0,). Les exemples numériques montrent que
I’¢lément SBRS ne présente aucun blocage en CT et atteint une bonne précision par rapport

aux quelques ¢léments de coque a facette plane existants.

Une extension de 1’approche en déformation a été établie par Belarbi et Charif [Bela.99] pour
les problémes d’¢lasticité tridimensionnelle, afin d’éviter 1’utilisation des ¢éléments
tridimensionnels d’ordre ¢levé basés sur le modele en déplacement (hexaédrique et

12
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prismatique), ils ont proposé un €lément hexaédrique simple a huit nceuds et trois degrés de
libert¢ par nceud nommé SBHS (Strain Based Hexahedron 8-node). Dans 1’ordre de la
représentation exacte du comportement réel des plaques en flexion (minces et épaisses), la loi
de comportement a ét¢ modifiée par I’introduction des constantes de contraintes planes et un
coefficient correctif du cisaillement transversal. Plus tard, un autre élément fini a été
développé par Hamadi et Maalem [Ham.10] pour la flexion des plaques minces et épaisses,

c’est un élément parallélépipédique formulé par l'utilisation de la condensation statique.

Récemment, deux nouveaux ¢léments brique tridimensionnels basés sur 1’approche en
déformation ont été formulés par Belounar et Guerraiche [Belo.14] et [Guer.18] pour
I’analyse linéaire des plaques minces et épaisses. Le premier élément développé est un
¢lément fini tridimensionnel avec une matrice d’¢élasticité modifiée nommée SBB (Strain
Based Brick) et qui posséde huit nceuds de coin ainsi que le nceud central avec les trois degrés
de liberté essentiels (U, V et W) a chaque nceud. En développant cet élément, la technique de
condensation statique a été utilisée. Le deuxieme ¢lément formulé SBBEE (Strain Based
Brick Equilibrium Element) contient seulement les 3 degrés de liberté essentiels (u, v et w)
dans chacun des nceuds de coin. En imposant un champ de déformations qui satisfait les

équations d’équilibre comme condition supplémentaire [Belo.06].

Ensuite, Messai et al [Mes.19] ont proposé un nouvel élément tridimensionnel basé sur
I’approche en déformation. Cet élément possede neuf noeuds et trois degrés de liberté (U, V et
W) par nceud. L'élément formulé est implémenté dans le code de calcul ABAQUS; et il est
validé a travers une série de tests de la flexion des poutres, plaques minces et épaisses en

statique et en vibration libre.

1.3. Etude bibliographique sur les éléments secteurs a champ de déformation

Le succes de I’approche en déformation aux problémes d’élasticité¢ plane a encouragé les
chercheurs a 1’application de cette approche pour le développement des éléments secteurs en
coordonnées polaires. Sabir et Salhi [Sab.86] ont utilisé la méthode de transformation des
coordonnées pour le développement d'un élément secteur a deux degrés de liberté par nceud.
La mise en ceuvre réussie de I'approche en déformation pour le développement des ¢léments
secteurs membranaires [Sab.86] a motivé la formulation des ¢éléments secteurs en
coordonnées polaires avec une rotation dans le plan 6z comme degré de liberté additionnel.
Ces ¢léments peuvent étre utilisés dans des applications spécifiques ou ils s'adaptent bien a la
géométrie de certains problémes et a des structures complexes (telles que des buses ou des

tunnels souterrains).
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En 1987 Bouzerira [Bou.87] a développé un élément secteur basé sur le modele en
déformation avec une rotation dans le plan comme degré de liberté supplémentaire.
Cependant les résultats obtenus en analysant quelques problémes d'élasticité plane (cas de
flexion pure) étaient non concluants a cause du choix inappropri¢ du champ de déformations.
Djoudi [Djo.90] a présenté apreés deux éléments secteurs qui améliorent la qualité des résultats

mais ils restent sensibles au rapport d'aspect.

Ensuite, Belarbi et Charif [Bela.98] ont présenté un élément secteur membranaire a quatre
noeuds et trois degrés de liberté par nceud, y compris la rotation dans le plan comme degré de
liberté¢ additionnel. Cet élément est destiné a la résolution des problémes d'¢lasticité plane
ayant un contour circulaire. Bouzrira et al. [Bou.05] ont utilisé 1’approche en déformation
pour le développement d'un élément secteur a trois degrés de liberté par nceud, qui admet une
rotation dans le plan comme degré de liberté additionnel (deux translations et une rotation
dans le plan autour de l'axe z). Hamadi [Ham.06] a développé un nouvel €¢lément secteur avec
quatre nceuds d'angle et un nceud central, chaque nceud a deux degrés de liberté, en utilisant la
technique de condensation statique. Les résultats obtenus sont en accord avec la solution

analytique et avec les résultats donnés par d’autres €léments.

Bouzriba et Bouzrira [Bou.15] ont développé récemment un élément secteur a quatre noeuds
et trois degrés de liberté, qui contient la rotation dans le plan comme ddl additionnel (U, V et
0z). Les performances de cet ¢lément ont été testées par 'analyse de cylindres épais exposés a
la pression interne et au changement de température. L'efficacité de 1'élément a été établie et
la convergence des résultats pour les contraintes et les déplacements de cet élément s'est
avérée plus rapide que d'autres ¢léments. L’approche en déformation a été également utilisée
par Bourezane [Bour.17] pour le développement d’un élément secteur avec quatre noeuds de
coin et un nceud central, chaque noeud posséde deux degrés de liberté, cet élément a été testé
en l'appliquant a une variét¢ de probléemes d'élasticit¢ bidimensionnelle des plaques
circulaires. Les résultats numériques démontrent clairement I'efficacité du modéele en
déformation en utilisant les coordonnées polaires.

1.4. Différentes approches utilisées pour le développement des éléments secteurs

Le développement des éléments secteurs basés sur le modele en déformation peut étre réalisé

en utilisant trois approches distinctes:

La premicre méthode «approche directe ou approche de Raju» consiste a utiliser les
champs de déplacement obtenus en coordonnées cartésiennes et en remplacant x et y par r et 0

(coordonnées polaires).
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La deuxiéme méthode «intégration directe» consiste a dériver les €léments basés sur
I’approche en déformation en coordonnées polaires, c'est-a-dire les relations déformation-
déplacement exprimées en coordonnées polaires, en intégrant le champ des déformations pour
obtenir les fonctions de déplacement. Cette méthode a ¢été utilisée par Sabir et Bouzerira

[Bou.87].

La troisieme méthode «transformation de coordonnées» consiste a utiliser le champ de
déplacement obtenu en coordonnées cartésiennes (X,y), puis le convertir en systeéme de

coordonnées polaires. Cette méthode a été utilisée par Sabir et Slahi [Sab.86].

1.4.1. Quelques éléments secteurs développés précédemment

Les ¢léments secteurs suivants sont développés en utilisant les différentes approches

1.4.1.1. Raju and Rao Element [Raj.69]
L'un des ¢léments finis les plus utilisés pour les problémes d'élasticité plane en coordonnées
cartésiennes est I'¢lément quadratique bilin€aire, ou les fonctions de déplacement sont

données par :

U=a +ayx+ay+a,xy

(1.1)
V=a,+ax+ay+axy
Raju et al ont développé un élément secteur basé sur les fonctions ci-dessus en remplagant x
et y par r et 0; d'ou le champ de déplacement serait
U=a, +a,r+a0+a,ré

(1.2)
V=a,+ar+a,0+ar0

1.4.1.2. Elément Sabir and Salhi [Sab.86]

Sabir et Salhi ont utilisé la troisiéme approche et ont développé un élément secteur basé sur

I’approche en déformations qui contient deux degrés de liberté pour chaque nceud. Les

systemes des coordonnées et les déplacements sont indiqués sur la Fig.1.1.

Les fonctions de déplacement sont données par les équations suivantes :

= oy

U=a -a,y+tax+axy—a,~—+ag—
2 2 (1.3)

= x? X
V—az+a3x—a57+a6y+a7xy+a85
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Y

Figure 1.1 : systéeme de coordonnées et les déplacements de 1'élément secteur.

Pour convertir les deux équations ci-dessus en termes de systeme de coordonnées polaires, on
utilise les expressions suivantes :
X =r sind

(1.4)
y=rcosd—R
Ou R est le rayon de courbure de la ligne circonférentielle centrale de 1'¢élément et les
coordonnées polaires r et O sont représentées sur la figure 1.1 (a).

U et V sont les déplacements en translation donnés par : "Fig.1.1 (b)"

U= Esinﬁ + ;cosﬁ

_ B (1.5)

V =Ucos@ —Vsinf

Les fonctions de déplacement final sont données en coordonnées polaires comme suit:

U = a,sind+ a,cos0+ a,Rsind+ a,rsin’ 0+ arsin’ 0 rcos®/ 2 — R) + a,cos0(rcos@—R)
+a7sim9( r’cos’0- R’ ) / 2+aysind(rcos@—R/2) (1.6)

V =acosO—a,sind+a, ( Reos6—r) +a,rsinbcos6+ asrsinﬁ( reos’ O+ rsin’ 6/ 2)
+asind( R—rcos) -a, (rzcas*30—R2 cos@+ 2r2sin26?casé’—2rR) / 2+a, (cos26—Reos6) / 2

1.4.1.3. Elément de Belarbi SBS4 [Bela.98]

Soit le champ de déplacement en coordonnées cartésiennes propos¢ par [Bela.98] :

2
Yy 2 2 2.3
U=a1—a3y+a4x+a5y+a6xy+a87+a9y +a,xy” +a,x"y

2
_ X 2 2.3 2
V=a,+a,x+a,x+a BN +a,y+agxy—a Xx'y—a,y x +a,x (1.7)

2.2
0. =a,—a,y—2a,,xy—-3a,,x"y" +a,x
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En remplacant x et y par r et 8; le champ de déplacement serait:

2
_ 2 2 23
U —al—a3¢9+a4r+a549+a6r49+a87+a9«9 +a,,r0" +a,r 60

r

2
r 2 2.3 2
V, =a, +a3r+a5r+a67+ a,0 +agr@ —a,,r 0—a,0°r +a,r (1.8)

0. =a, —a,0 —2a,,r0 —3a, 1’0" +a,r

z

1.4.1.4. Elément de Bouzrira [Bou.05]
Bouzerira et al [Bou.05] ont développé un élément secteur a douze degrés de liberté basé sur

l'approche en déformation, le champ de déformation proposé est:

g . =a, +a0+a,r

g, =a,+a0+ay/r+asr (1.9)

_ 0 r
Vg = Qo T @ —ta,pr+ag
r 2

1.4.1.5. Elément de Bouzriba [Bou.15]
Bouzriba et bouzrira ont utilis¢ la méthode de I’intégration directe pour développer un
¢lément secteur basé sur l'approche en déformation. Il possede trois degrés de liberté dans

chaque nceud. Le champ des déformations en coordonnées polaires proposé est le suivant:

— 2
g, =a, +2ra;+0a,, +3r7a,,

7
3

£, =a, +ra, ——a, +0a, +r'a (1.10)
4 5 6 3 8 9 11

0 0’
Vo = a7t 7‘16 -

ag + 76110 - 2ra,,

1.4.1.6. Elément de Bourezane [Bour.17]

Soit le champ de déformation proposé par [Bour.17]

g =a, +a,0+agr
r

g€=a7+a8/r+€a9+a65 (1.11)

Vo = Q1o

1.5. Les équations fondamentales d’élasticité en coordonnées cartésiennes
La théorie d’¢lasticité permet d’étudier le comportement des solides sous 1’effet de différentes

forces appliquées, soit la force de volume ou de surface.
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Les équations de la théorie de 1’¢lasticité qui définissent les relations entre contraintes et
déformations se simplifient considérablement dans le cas particulier fréquent ou tous les
vecteurs contraintes sont paralléles a un méme plan. Ce cas se rencontre dans deux types de

problémes nettement distincts, que nous allons présenter :
» Etat plan des contraintes

Considérons (figure 1.2) un disque mince d’épaisseur constante, sollicit¢ par des forces
appliquées sur son contour. La condition de contrainte plane est caractérisée par le fait que la
dimension suivant la direction z est trés petite par rapport aux deux autres dimensions, ainsi
que les contraintes 6, , T , Ty sont nulles sur les deux faces du disque.

II est certain que les trois composantes non nulles o , 6y , Ty, ne dépendent pas de z , c'est-a-

dire qu’elles restent constantes sur toute 1’épaisseur du disque

o= =X (fZ+
r. i
|
i
E

i i
1 vy
Figure 1.2 : Disque en état plan des contraintes

» Etat plan de déformation

Considérons un tunnel ou un puits de mine (figure 1.3-a-) de trés grande étendue selon la
direction z ayant des composantes nulles suivant z (hypothése &, = 0). Si les sections
perpendiculaires a I’axe z sont toutes identiques, deux sections distantes de dz se déforment
de fagon identique. Sur la figure b est représentée une tole en sortie de laminoir. Dans la
direction transversale (DT), il n’y a pas de déformation a cause du frottement entre les
cylindres du laminoir et la tdle. Les deux exemples de la figure 1.3 rentrent dans le cadre des

déformations planes.
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-a- -b-
Figure 1.3 : Exemples de structures en déformation plane : puits de mine (a)
et tole en laminage (b)

1.5.1. Equations de base d’élasticité pour le cas général (tridimensionnel)

1.5.1.1. Equations d’équilibre

Les équations d'équilibre décrivent la relation entre la contrainte et une force externe et
peuvent étre dérivées en considérant 1'équilibre d'un petit élément solide, comme indiqué sur

la Fig. 1.4.

Zh
Oz

T=x

Tx=

Tzv
Txw O
= Tz [0 ¥ ,EI____hﬂk
I e B
Ty
Tvx Ty=z
Txz

v ¥

Figure 1.4 : Composantes des contraintes.

Les équations d'équilibre pour le cas général tridimensionnel sont :

0
oo, N T, N or,, FF. =0
Ox oy oz

(1.12)

ot oo ot
T —2+ L4+ F =0
0x oy 0z 4

OuFy, Fy et F, sont les forces de volume respectivement dans les directions X,Y et Z.
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1.5.1.2. Equations déformations-déplacements

Les déformations pour le cas tridimensionnel sont :

¥4 —a_u :a—u—}—a—v
* = ox Yo =3y " ox
- y =2V, ow (1.13)
T dy 0z Oy
o _ow _Ou  Ow
0z’ Vaz 0z Ox

Ou g, &y, &, sont les déformations directes suivant les directions x et y et z respectivement, et

Yxy» Vyz» Yxz SONt les déformations de cisaillement.
1.5.1.3. Equations contraintes-déformations

La premiére équation constitutive (loi constitutive) a été développée par Robert Hooke et est
connue sous le nom de loi de Hooke. Il traite du cas des matériaux é€lastiques linéaires. Suite a
cette découverte, ce type d’équation, souvent appelé¢ "relation contraintes-déformations"

comme dans cet exemple, on a les relations d’¢lasticité (loi de Hooke) suivantes :

1

gx=f[ax—v(ay+az)], J’x}:TG'

g, = %.[oy ~v(o, +3.)]. V. = TCX; (1.14)
1 B

£, :E-[O'Z_V(UerUy)]a 7y :TG

En considérant toujours ces mémes équations généralisées, on peut exprimer les contraintes,

Ox Oy €t 0, en fonction des déformations, on obtient alors la relation sous la forme matricielle

suivante :
o, [2.G + A A A 0 0 0]fe,
o, 2 2.G + 2 ) 0 0 0/|e,
o.| 2 2 2G+4 0 0 0/|]e. (1.15)
. 0 0 0 G 0 0|y,
T, 0 0 0 0 G 0||r.
r.] | 0 0 0 0 0 G||7,
A et G sont les constantes de Lamé.
E E

A

N ()
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1.5.1.4. Equation de compatibilité

Pour une analyse linéaire tridimensionnelle les six équations de compatibilité sont données

par:

828x n algy _ az7/xy
oyr  ox? Ox0y

625y 0’e. aZyyZ

+ =
oz oyt 0Oyoz

o’c. 0%s. 0%y,

z X

—+ =
Ox? 0z 0z0x

(1.16)

azyzx _ 827/yz + 827/)‘)’ _ 2 82‘9)(
oxoy  ox* 0z0x 0y0z

azyyz 0%y .. azyxy P azgy
— —+ =
oxdy  oy*  0Oyoz 0x0z

2 2
aj/yz 67/xy+827/zx_2825

_ Zz

oxdz  9z°  dybz  OxOy

1.5.2. Equations de base d’élasticité pour le cas (bidimensionnel)

Aprés avoir traité le probléme en trois dimensions, maintenant on va le ramener a un

probléme dans le plan.
1.5.2.1. Equations d’équilibre

Pour le cas d’¢lasticité plane, en tenant compte du fait que les composantes de contraintes sont

indépendantes de z, donc d’aprés 1'équation (1.12), les équations d’équilibre pour le cas

bidimensionnel deviennent :

or
aG)‘+ L+ F =0
Ox oy |

(1.17)

or,, 0o,
L+ —2L 4+ F =0
0x Oy 7

Ou oy, oy et 7, sont les seules composantes de contraintes non nulles et Fy, Fy sont les forces

de volume respectivement dans les directions X et Y.
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1.5.2.2. Equations déformations-déplacements

Les déformations en un point quelconque dans le domaine de 1'élément 2D sont exprimées en

termes de déplacements nodaux comme suit:

_ ou ;
c ox
c=le, |= g_; (1.18)
Vs ou Ov
_+_
| 0y Ox |

1.5.2.3. Equations contraintes-déformations

Dans ce cas on considére les deux types de problémes de 1'¢lasticité plane.

Pour le cas contrainte plane ou la dimension suivant Z est négligeable, 6,=0, 7, =0,7, =0

>V xz

Ceci nous donne :

o, = =) .(gx + v.gy)
0, = (e, 4 ve,) (1.19)
7, =Gy,

L’équation 1.18 peut étre écrite sous la forme matricielle suivante :

1 v 0
O-)C E gX
o, (= T v 1 0 g, (1.20)
J— V -
X —_ 7/XV
v 0 0 1-v
L 2]

1-v % 0
(o &
’ E ' (1.21)
= 1- 0
DD ' ;y
y 0 0 1—22v )
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1.5.2.4. Equation de compatibilité
En élasticité 2D, les six équations de compatibilités en élasticité 3D se réduisent en une seule
équation :

2 2 2
0 & 0 gy 0 yxy =0 (122)

+
oy* ox? 0x0y

1.6. Formulation variationnelle faible

Le champ de déplacement peut étre exprimé sous forme matricielle comme suit :

Wi=[rli4; (1.23)
Les déformations {8} peuvent étre données sous forme matricielle comme suit :
{e}=[0]i4} (1.24)

Considérons le vecteur suivant {q.} des déplacements nodaux total en un domaine

¢lémentaire générique Q. d’un élément brique a huit nceuds:
T
{q.} ={U. V.. W, ....... U,V W b (1.25)

Le vecteur {q.} est exprimé en fonction des parametres constants {A} comme suit :

{0} =[C1{4} (126
D’ou la matrice de transformation [C] de dimension 24x24 reliant les déplacements nodaux
¢lémentaires aux vingt-quatre constantes {a}' = {a,,dy,.......,d, }

Les fonctions de déplacement et le vecteur de déformation {€} sont exprimés a partir du

vecteur des degrés de liberté {q.} © comme suit :

wi=1rlcT a.} (127)
{eb=[2)[c] {a.} (128)
Sachant que :

{o}=[P][¢] (1.29)
La forme standard faible pour le cas statique peut étre exprimée comme suit:

[6{c) {oyav = [s{U} {1, }av (1.30)
En substituant les équations (1.27), (1.28) et (1.29) dans I’équation (1.30) nous obtenons :
J{oa.} [T [o] [PNQICT Ha.}av = [ {oa.} [CTT[P] {syav (13D
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D’ou la matrice de rigidité élémentaire ([K.]) est :

[K.{q}=[F] (1.32)

Qe

[K.]=[c]’ { [lel [pllelav |[cT' =[c]"[k,][c] (1.33)

Le vecteur forces nodales dii a la force volumique {f,} est :

(Fy=[cT" [[P] /. }av (1.34)
Ve

1.7. Equations fondamentales en coordonnées cylindriques

Les relations cartésiennes a trois dimensions sont refondues en coordonnées cylindrique.

1.7.1.Les Equations d'équilibre en coordonnées cylindriques

Les contraintes agissant sur un petit élément de matériau dans le systetme de coordonnées
cylindriques sont représentées comme indiqué sur la figure 1.5 (Les contraintes normales et

les contraintes de cisaillement).

Figure 1.5 : Contraintes en coordonnées cylindriques

Les équations d’équilibre en coordonnées cylindriques sont comme suit :

do, 107, N or,. o,—-0,

+ +X, =0
or r 06 0z r

0T +180'9 + 9y, +37r€ +Y,=0 (1.35)
or r 06 0z

0
o, +1%%: +802 +lrrz +Z,=0
or r o060 0z r
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1.7.2. Relation Déformation —déplacement en coordonnées cylindriques
Pour une analyse lin€aire tridimensionnelle les six composantes de la déformation sont

données par:

o = ou,
" Or
_ U, v,
0= T 100
.o
Cooz (1.36)
_6ur+@
7/”_82 or
ou, , 0
Yrz =g, +a_;"

_Ou,  O0vy vy
Yo =50 ar

_ ow | Ov,
Yo: =750 " oz

1.7.3. Equation de compatibilité

Les équations de compatibilité sont données comme suit:

o’e, 0’c. 0y,

r 4

+ =
0z° or? oroz

¢, 10%. 10oe. 10]0y,.
> T T | Tap TV
0z r° 06 r or r 0z

1 628}’ + 1i|:}"2 850:|_ a‘C"r 1 62 (r]/rg)

r 00°  ror or or r 0roé
o° 0* 16 o°

Vo _, Yoo |_107. _ £ (1.37)
Oz oroz| r r 060z oro@| r

orlr 2| 9roz | oro@\ r ¥ 000z

or|r Or r

6{1MJL[62(”2%9)1 52 [h]:_;azg,

or

0%y,. 0 (r7e:) 0°(r7.e) AP 0(res)
00? orof 060z oz| "

Ou U,, Vy et W sont les déplacements dans les directions r, 0 et z, respectivement, alors que &;,

€p et &, sont les déformations directes et vy, Yo, €t ¥ r, sont les déformations de cisaillement.
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1.7.4. Relation contraintes-déformations (équations constitutives)

g, = —.(ar -v.(o, + az))

1
gy = E.(ag -v.(o, +0, ))
1

g, = r .(O'Z —v.(ar + 0o, ))

2.(1+v
}/rﬁ = (T)'Trﬁ
2.(1
yrz = ( +V) Trz
E
2.(1+v
76’2 = ( )'ng
E
Ce qui implique :

~

(1.38)

o =G v)fl_zv).[(l—v)gr wv(e, +e.)]

o=t V)’fl_zv).[(l_v)gg sv(e, +6.)]

]

E
“aozy -

__E
e 2(1+v)'y“9

T :L

rz 2(1+V)'7rz
= E

0z 2(1+v)'7n9z

v)e. +v(e,

+&, )]
(1.39)

1.8. Equation de base d’élasticité plane en coordonnées polaire

1.8.1. Les équations d'équilibre en coordonnées polaires

Une maniere d'exprimer les équations d'équilibre en coordonnées polaires consiste a appliquer

un changement de coordonnées directement a la version cartésienne 2D, en considérant un

¢lément de matériau soumis a des contraintes oy, G;, €t 7,,, comme le montre la Figure 1.6.
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Gﬁ@ dr
ar

Figure 1.6 : Distribution des contraintes dans un ¢lément secteur.

Les équations d’équilibre en coordonnées polaires sont :

r

0o +lar"9 +l(o,, —0,)+F, =0
r

or r 06 (1.40)
or,, +l@o'g N 27, FF, =0
or r 06 r
1.8.2. Relations de déformation-déplacement et loi de Hooke
Les relations déformation-déplacement en coordonnées polaires sont définies par:
ou
£, =—
or
gy =Ly (1.41)
“r rod '
y, oL Y
o0 or r
Les équations de HOOKE sont comme suit :
Contrainte plane :
£, = L.(Gr -v.o,)
E
b = )
0 = G0 VO, (1.42)
1%
&, = —E.(O'r + O-H)
2.(1+v
}/ra = M'ﬁ&

E
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Déformation plane :

£ =% .((l—v)ar—v.ag)
1+

Ey = Ev.(—v.ar + (I—V)O'g) (1.43)
2.(1+v

Ve :%'TrH

1.8.3.Equation de compatibilité

L’équation de compatibilité en coordonnées polaires est donnée comme suit :

'y, 10% g 5

——r— o, +ag +l.—87"9
orod r 06 or or or r 00

r

=0 (1.44)
1.9. Conclusion

En conclusion, Ce chapitre est constitué¢ d’une synthese bibliographique sur les éléments finis
courbes formulés par les différentes approches, notamment les techniques de formulation des
modeles d'éléments finis secteur. Plusieurs éléments finis courbes ont été proposés pour

faciliter I’analyse des nouveaux phénomenes et d’améliorer les méthodes existantes.

Cette partie est écrite aussi pour fournir les équations de base nécessaires utilisées dans le
présent travail, ou ces équations facilitent la formulation des éléments et la conception du
programme. Pendant les quatre derniéres décennies, des progres considérables ont été réalisés
dans le développement d’¢éléments secteurs bas¢ sur le modele en déformation pour résoudre
les problémes de la mécanique des milieux continus et pour la modélisation des structures
courbe, mais ne cache pas le fait qu’aucune extension de cette approche aux développement

des éléments secteurs tridimensionnel a été entamé.
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Chapitre 2

Développement d’un nouvel élément secteur
3D a 8 neeuds

2.1. Introduction

En pratique, les ingénieurs préferent modéliser leurs structures avec des éléments finis
simples, tels que des quadrilatéres a quatre nceuds, des triangles a trois noeuds et des briques
3D a huit nceuds. Ces derniéres années, l'analyse des structures tridimensionnelles a fait des
progres considérables dans plusieurs domaines. De nombreux travaux de recherche ont été
orientés vers des ¢léments tridimensionnels en utilisant différentes approches. Pour le modé¢le
de déplacement classique, les €léments 3D de faible ordre souffrent de nombreuses difficultés
numériques, tandis que 1'utilisation d'éléments quadratiques 3D améliore considérablement la
précision des résultats mais le temps de calcul devient beaucoup plus €levé. Pour ces raisons,
de nombreux chercheurs ont ét¢ motivés pour formuler des €léments simples et robustes tel
que I'¢lément solide a vingt nceuds pour l'analyse de coque développé par Kim et al.
[Kim.90]. 1l existe également d'autres travaux de recherches consacrés aux éléments
tridimensionnels pour les plaques épaisses en flexion [Cha.90] et [Trin.09]. Ayad et al.
[Aya.13] ont proposé un ¢lément fini hexaédrique 3D nommé SFRS basé sur le concept SFR
(Space Fiber Rotation) ou le temps de calcul est réduit par rapport a 1'¢lément hexaédrique
quadratique classique a 20 nceuds. D'autre part, de nombreux éléments solides 3D, en
coordonnées cartésiennes, basés sur I'approche en déformation ont été développés [Belo.14a],
[Bela.99], [Bouz.17], [Guer.18], pour l'analyse de la flexion de plaque. Ces éléments qui
contiennent trois degrés de liberté¢ (U, V et W) par nceud ont été utilisés avec une matrice
d'élasticité modifiée en introduisant des constantes de contraintes planes et un coefficient
correcteur de cisaillement transversal. L'élément basé sur le modele déformation développé

par Messai et al. [Mes.19] a été étendu pour une analyse de vibration libre.

La mod¢lisation des structures circulaires planes en coordonnées polaires dont le
comportement est membrane et basé sur I'approche en déformation a fait 1'objet de plusieurs
travaux de recherche [Bela.98], [Sab.86] et [Bou.15]. Le premier élément secteur développé

par Sabir et Salhi [Sab.86] contient deux translations (U, et Vy) par nceud, tandis que les
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¢léments secteur formulés par Belarbi et Charif [Bela.98] et Bouzriba et Bouzrira [Bou.15]
possedent deux translations et une rotation dans le plan (drilling) par nceud. Aucune étude n'a
été trouvée dans la littérature, a ce jour, sur les éléments secteurs 3D basés sur I'approche en
déformation. Cela a incité les auteurs a formuler un nouvel €lément secteur brique basé sur le

modéle en déformation.

Dans cette étude, la formulation d'un nouvel élément secteur tridimensionnel basé sur
l'approche en déformation est présenté pour l'analyse statique linéaire des structures
circulaires. Cet ¢lément appelé SBS3D (Strain Based Sector three-Dimensional), possede les
trois degrés de liberté essentiels (U, Vg et W) a chacun des huit nceuds de coin. Le champ de
déplacement de ce présent élément est bas¢ sur des fonctions assumées pour les différentes
composantes de déformations satisfaisant les équations de compatibilité. L’efficacité¢ du
présent €lément est évaluée a travers une série de tests relatifs a I'analyse linéaire des
structures circulaires. Les résultats de 1'élément sont comparés aux solutions analytiques et a
d’autres éléments finis donnés dans la littérature. Les résultats obtenus pour I’élément SBS3D
montrent que 1’élément proposé est caractérisé par une trés bonne performance. Il s'est avéré
que le nouvel ¢élément secteur tridimensionnel est plus précis et efficace que 1'élément

classique tridimensionnel basé sur le modele en déplacement BS.

2.2. Formulation de I’élément SBS3D

Le présent ¢lément SBS3D [Khi.20] a été formulé en utilisant le champ de déplacement de
I'élément hexaédrique 3D a huit nceuds basé sur 1’approche en déformation développé par
Belarbi et Charif [Bela.99]. Les fonctions de déplacement de cet ¢lément en termes de

coordonnées cartésiennes X, y, z sont données comme suit [Bela.99]:

2 2 2
U=a +ay+az+ax+axy+axz+ay,xyz—05a,y" +05a,yz-05a,z

~0.5a,12" +0.5a,y +0.5a, 1z —0.5a,,yz +0.5a,,z +0.5a,, 12

2 2 2
V=a -ax—az-05ax +05axz+ay+a,xy+a,yz+a,xz—-05a,z

2.1)

—0.5a, vz + 0.5a,x+0.5a, xz +0.5a, z +0.5a,,xz — 0.5a,, xz

W=a, +a,y—ax-05ax" —0.5a,x’y—05a,y" —0.5a,%° +a.z+axz

+a,yztaxyz —0.5a,xy +0.5a, y +0.5a,,xy +0.5a,,x +0.5a,,xy
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La formulation de 1'élément SBS3D représenté sur la figure (2.1) est obtenue en transformant
le champ de déplacement de 1'équation (2.1) en coordonnés cylindriques (r, 6 et z). En
remplagant x et y par r et 0, respectivement (x = r et y = 0) pour obtenir le champ des
déplacements U;, Vo et W, respectivement, dans les directions radiale, circonférentielle et

axiale :

2 2 2
U.=a +ab0+az+ar+arf+ayrz+a,r0z—0.5a,0" +0.5a,0z—-0.5a,z

-0.5a,,0z" +0.5a,0 +0.5a,,0z — 0.5a,,0z + 0.5a,,z + 0.5a,,0z

Vy=a,—ar-az-05ar +05a,7r z+a 0+a,r0+a.0z+a,r0z
(2.2)
-0.5a,z" —0.5a,0z" +0.5a,r +0.5a, 7z + 0.5a, z + 0.5a,,rz — 0.5a,,rz

W=a,+a-ar-0.5ar —05a,°0-05a.0" —-0.5a,r0" +a.z+a,rz
+a,0z +a,r0z-0.5a,r0 +0.5a,0 + 0.5a,,r0 + 0.5a,,r + 0.5a,,r0

Cette procédure de transformation, des coordonnées cartésiennes (X, y, z) aux coordonnées

cylindriques (r, 0, z), a été utilisée par Raju et Rao [Raj.69] et Belarbi et Charif [Bela.98].

L'¢lément SBS3D avec trois degrés de liberté (U;, Vg et W) au niveau de chacun des huit
nceuds de coin est montré sur la figure (2.1) , ou r; et r, correspondent respectivement aux

rayons interne et externe.

""""J_:rlur)

Figure 2.1 : Elément secteur SBS3D avec trois translations U,, Vg et W par nceuds.

En coordonnés cylindriques r, 0 et z, les relations contraintes-déplacements et les équations

de compatibilité sont respectivement données par les équations (1.36), (1.37) (chapitrel) :

Le champ de déformation peut étre obtenu en substituant 1’équation (2.2) dans 1’équation

(1.36) (chapitrel) :
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& =a, +as0+ayz+a,,z0

1 17 z 1 6> z
Eg=—a,+—a, +—as+a, +a0+ayz+a,,z0+—a,, +|1-—|a, +—a
r r r r 2r
+ +—Z6’2 a ! z’a ! z%0a +9a +Zea Zea + 2 q +29a
z _ = - Z Y, _= “ v
o |he T ) 6" 5 18T 5 e T T 5 ) a3 s
e, =a;s+a0+a,z+a,z0 (2.3)

1 1 z 1 1 zr 0 0 z6
7@9“7"1"‘;“4"‘7“5"‘ 57 ag + Z+7 o =74~ T T 7

2
z0 z z
+—a;,*

a a Za Za +Za
r 2r V7 2p 2p 20 2p 2l 0 722 0 9y 24

1 I 1 0 z
7/92:(7—1}15+(E—§Jalo+[6—7jal3+(r¢9—¢9)a14+(?—zja17
+(z—zr)a; + SLENN S S 6 ORI PO L S O NI N SO S
B l2r 2) 7% 2 2r) % 2r 2 ) %2 2 2 24
Vrz =y +ay,0

Les fonctions de déformation obtenues données par I’équation (2.3) pour I'¢lément SBS3D

satisfont les équations de compatibilité (équation (1.37)).

Les déplacements et les fonctions de déformation donnés dans les équations (2.2) et (2.3)

sont respectivement donnés sous forme matricielle:

Vo r=[PHA} 2.4)

S t=[o{A} (2.5)
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Ou:
2 2
10006 0 zr r6 rz MWz O —JG 0 JGZ 0 _J; 0 —g 9 e—z —e—Z z e—Z
2 2 2 2 2 2 22
m:0104—200—}r2 0 220 0 e w0 0o -2 L2 L1 L1 1
2 2 2 2 2.2 2 2 2 (2 6)
2 2 2 2 )
0010000 = "% o 20 . @ e o 008N
| 2 2 2 2 22 2 2 2|
0000 O O1 6 =z = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 0 0
2 2
P00 0 216 - 1(1-ez)f(z+zez)oz o 28, =D
r r r r r 2r 2r 2r 2r 2r 2r 2r
0000 O 0O O O 0 0 0 0 0 1 r 0 M 0 0 0 0 0
[Q|:0 101 z 0011 Olz(+2) 0 0 0 0 0 0 Fa Fa 1 =z z z 0 z
- - =z — “Ar = = = z - - - £ = il
r ror 2 2 r r r r 2r 2r  2r 2r 2r 2r 2r (2 . 7)
1 r 0 z rl 1 r1 1r
0000 |- 00 0 0 —(r1) 0 0 —(rl 1) 0 0 —(rl ) 0 —— —(rH) — 0 ——
(r ) Z(r ) r(r ) q ) r( ) Z( ) 22 Zr(rJr) 24r2 22
_0 000 O 0O O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o 1 6

et {Al=[a,a,,a,,a,,a,a,4a,,aq,...dy,]

La matrice de rigidité pour 1'é1ément de secteur 3D est obtenue par I'expression habituelle

de T méthode des éléments finis
[k [(87 [D1[BJar e
(& ]=[c T [[ll[et-0.2)] [PI[0(r0.2)]raravuz [
[ [&[c]

(2.9)

Ou:
[B]:[Q][C—‘] (2.10)
Avec:

1+1+1

[KO]:[C—IT ” [r[o] [D][0]det[J] dedn dg |[C'] 2.11)

Ou [Q], [D] et [J] sont respectivement les matrices de déformation, d'élasticité et le Jacobien.
La matrice [K¢] donnée par l'équation (2.11) est numériquement évaluée [Smi.04]. Les

matrices [C] et [Ko] sont données en annexe.
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Pour un matériau isotrope la matrice [D] s’écrit [Smi.04]:

f-v) v v 0 0 0
v (1-v) v 0 0 0
v v (1-v) 0 0 0 (2.12)
_ E 0 0 o La-a 0 0
[P]= (1-v)(1-2v) 2
0 0 0 0 %(1—2\/) 0
0 0 0 0 0 %(1—2@

2.3. Validation numérique

Le but de cette partie est de montrer 1’intérét du modéle en déformation pour le calcul de
structures a contours circulaires. Pour évaluer les performances du présent ¢lément SBS3D,

plusieurs exemples numériques seront traités. .

2.3.1.Cylindre épais soumis a une pression interne

Le premier probléme considéré est celui d'un cylindre épais soumis a une pression interne
uniforme, dont les caractéristiques géométriques et mécaniques sont présentées sur la figure
(2.2) et vu les conditions de symétrie, seul un quart du cylindre est modélis¢. Les résultats
obtenus pour le déplacement radial au point E (r = 30 mm) sont montrés sur le tableau (2.1) et
sur la figure (2.3), ce qui confirme la haute précision obtenue par 1'¢élément secteur 3D

SBS3D. Par exemple, pour un maillage 2x2 ¢éléments, l'erreur est égale a 1,63 % de la solution

analytique.
- E= 200 KN/mm?®
v=03
P= | KN/mm?
n
D m _"‘\uﬁ’
A |B

Figure 2.2 : Cylindre €pais sous pression uniforme interne.

La solution analytique proposée par Timoshenko [Tim.51] pour un cylindre épais soumis a

une pression interne est donnée par :

2 212
PR R S P UL S (2.13)
r (b —a)
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2 212
o o P9 _pab 1 (2.14)

2 2 12 2 2
" b —a’ b -ar

p.a’ pa’b’ 1
Oy :bz_az +b2—a2r_2 (2.15)

Tableau 2.1: Les déplacements radiaux pour un cylindre €pais sous une pression interne

uniforme
maillage SBS3D B8
2x2 0.1481 0.1470
4x4 0.14960 0.1486
6x6 0.15015 0.1493
8x8 0.15032 0.1498
10x10 0.15055 0.1501
Solution analytique 0.15055
0.160
£ 0.155 |
E
©
E Ref solution = 0.15055mm
20150 . : ————
c Y *
0]
: /’//””*’“"
0] [
O
@
8
0 0.145 |-
0140 n | " 1 L 1

4 28 52 76 100
Nombres des éléments

Figure 2.3 : Convergence du déplacement radial (U,) en E (r = 30mm) pour un cylindre sous

une pression interne

En outre, les résultats obtenus pour les contraintes radiales et transversales au point E (r = 30
mm) présentés sur le tableau (2.2) et (2.3) et sur les figures (2.4) et (2.5), sont satisfaisants et

convergent vers la solution théorique a mesure que le nombre d'éléments augmente.
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Tableau 2.2: Les contraintes radiales pour un cylindre épais sous une pression interne

uniforme
Maillage SBS3D B8

2x2 -0.27250 -0.28115
4x4 - 0.27140 -0.2764
6x6 - 0.26455 -0.27253
8x8 - 0.26225 -0.2682

10x10 - 0.26005 -0.2662

Solution exacte - 0.259259

Nombres des éléments

4 28 52 76 100
-0.20 : . ; : : I :

o
N
)]
1

Ref solution = -0.259259 KN/mm2

—eo— B8
—s— SBS3D
—-—- Ref solution

-0.30

Contrainte radiale ar (KN/mmz2)

-0.35

Figure 2.4 : Convergence de la contrainte radiale (o;) en E (r = 30mm) pour un cylindre sous

une pression interne

Tableau 2.3: Les contraintes transversales pour un cylindre épais sous une pression interne

uniforme
Maillage SBS3D B8
2x2 0.93792 0.94092
4x4 0.93785 0.93785
6x6 0.93100 0.9343
8x8 0.92875 0.93205
10x10 0.92650 0.9298
Solution exacte 0.92590
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0.960

0.920

0.900

Cotrainte transversale oy (KN/mm2))

0.940 \\\

——B8

—=— SBS3D

—-—- Ref solution

Ref solution = 0.9259KN/mm?2

0.880
4

28

52

76

Number of elements

100

Figure 2.5 : Convergence de la contrainte transversale (o) en E (r = 30mm) pour un cylindre

sous une pression interne

Les variations du déplacement radial (U;), des contraintes radiale (c;) et transversale (cp) sur

une section (m, n) sont montrées sur les tableaux (2.4), (2.5) et (2.6) et sur les figures (2.6),

(2.7) et (2.8). Les valeurs obtenues par 1'¢lément développé SBS3D sont comparées a la

solution analytique.

Tableau 2.4: déplacement radial U; le long d’une section droite (m, n) avec un maillage

(10x10)

Rayon (mm) SBS3D Solution exacte
20 0.1953 0.1966
22.5 0.1788 0.18032
25 0.1660 0.1678
27.5 0.1570 0.1581
30 0.1505 0.15055
325 0.1436 0.1446
35 0.1388 0.1399
37.5 0.1355 0.1362
40 0.1330 0.1333
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0.20
—=—SBS3D
g 018 - -~ Ref solution
=
S
o
o
£ 018
(]
=
Q
O
n
o
S04t
0.12 : | L | " 1 L
20 25 30 35 40

Rayon r[mm]

Figure 2.6 : Variation du déplacement radial le long d'une section droite 'mn' pour un

cylindre sous une pression interne

Tableau 2.5: Variation de la contrainte radiale G, le long d’une section droite (m, n) avec un

maillage (10x10)
Rayon(mm) SBS3D Solution exacte
20 -0.9079 -1
22.5 -0.73 -0.7202
25 -0.5263 -0.52
27.5 -0.37615 -0.3719
30 -0.26225 -0.25925
325 -0.17375 -0.1716
35 -0.10365 -0.10204
37.5 -0.047175 -0.045926
40 -0.02185 0
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Rayon r [mm]

20 25 30 35 40
0.0 v T v T :

—s— SBS3D
—-—- Ref solution

Contrainte radiale o (KN/mm?)

-1.0

Figure 2.7 : Variation de la contrainte radiale o, le long d’une section droite (m, n) pour un

cylindre sous une pression interne.

Tableau 2.6: Variation de la contrainte transversale Gg le long d’une section droite (m, n)

avec un maillage (10x10)

Rayon (mm) SBS3D Solution exacte
20 1.576 1.667
22.5 1.345 1.3868
25 1.1935 1.18667
27.5 1.0427 1.03857
30 0.92875 0.925925
32.5 0.8401 0.838264
35 0.76985 0.768707
37.5 0.71325 0.7126
40 0.6879 0.6667
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-
[*)]

-
N
1

—=—SBS3D
—-—- Ref solution

-
N
|

o
o
|

Contrainte transversale o, (KN/mm2))
& 5
| |

o
»

T L T ™ T L
25 30 35 40
Rayon r[mm]
Figure 2.8: Variation de la contrainte transversale oy le long d'une section droite 'mn' pour un

N
o

cylindre sous une pression interne
2.3.2.Cylindre épais soumis a une pression externe

Les propriétés mécaniques sont les mémes que celles qui ont été prises pour 1’élément
SBS3D au (chapitre 2). La solution analytique pour un cylindre épais soumis a une pression

externe est donnée comme suit [Tim.51] :

r B
u =—|(l1-v)4+(l+v)— 2.15
=S ] @19
Avec :
peRez 2
A:—m 5 B:A.Ri (216)
o, =A-3 2.17)
r
o= A+ D (2.18)
r

Les convergences du déplacement radial (U;), des contraintes radiales (o;) et transversales (cg)

au point E (r = 30 mm), sont présentées sur les figures (2.9), (2.10) et (2.11) pour différents

maillages.
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Nombre des éléments

4 28 52 76 100
-0.260 . : : : : [ :

-0.255 F ‘ : E———

-0.250

-0.245

-0.240

—— Ref solution
—s=— SBS3D
——B38

-0.235

-0.230

Déplacement radial U, (mm)

-0.225 -

-0.220

Figure 2.9 : Convergence du déplacement radial (U,) en E (r = 30mm) pour un cylindre sous

une pression externe

-0.800

-0.750 Ref solution =-0.74074KN/mm?2
& e . —

—o— B8
—=— SBS3D
—— Ref solution

-0.700

-0.650

Contrainte radiale o, (KN/mmz2))

-0.600 - L : l - : :
4 28 52 76 100

Nombres des éléments

Figure 2.10 : Convergence de la contrainte radiale (o;) en E (r = 30mm) pour un cylindre

Sous unc pression externe
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-2.000
]
_E_ Ref solution = -1.925925 KN/mm2
pd - =
X
~2-1.900
o
Q
)
= .
8) —— Ref solution
5 —s=— SBS3D
“ 1
i 800 -— B8
=
©
c
o
(@)

-1.700 . | N 1 s 1 N

4 28 52 76 100

Nombre des éléments

Figure 2.11 : Convergence de la contrainte transversale (o) en E (r = 30mm) pour un

cylindre sous une pression externe

Rayon r

20 25 30 35 40
-0.24 : : : : : :

025

-0.26

-0.27 -

—— Analytique
—=—SBS3D

-0.28

Déplacement radial U, (mm

-0.29

-0.30

Figure 2.12 : Variation du déplacement radial le long d'une section droite 'mn' pour un

cylindre sous une pression externe avec un maillage (10x10)

42



Chapitre 2 Deéveloppement d’'un nouvel élement secteur 3D a 8 nceuds

Rayon r (mm)

20 25 30 35 40
0.0 . : : : : : :

—— Analytique
—=— SBS3D

Contrainte radiale o, (KN/mm2)
o
()]

-1.0

Figure 2.13 : Variation de la contrainte radiale G; le long d’une section droite (m ,n) pour un

cylindre sous une pression externe avec un maillage (10x10)

Rayon r (mm)

20 25 30 35 40
-1.6 T T T T ¥ ] T

-1.8

—— Analytique
—=— SBS3D

2.4

contrainte tangentielle oy (KN/mm2)
ro
N

-2.8

Figure 2.14: Variation de la contrainte transversale o4 le long d'une section droite 'mn' pour

un cylindre sous une pression externe avec un maillage (10x10)
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Le probléme du cylindre épais soumis a des différent cas de chargements est I’'un des
problémes les plus instructifs pour les structures a contour circulaire, les résultats obtenus
pour les déplacements radiaux au point E (r = 30 mm) sont présentés sur le tableau (2.1) et

sur la figure (2.3), ils montrent :

La bonne convergence vers la solution théorique du probléme considéré et confirment
la bonne performance de I'¢lément secteur SBS3D par rapport a 1'élément classique basé
sur l'approche en déplacement B8 qui donne des résultats acceptables et s’améliore avec
un maillage raffiné, la variation du déplacement radial est trés proche avec la solution
analytique, par exemple pour un maillage 2x2 ¢éléments, 'erreur est égale a 1,63 % de la

solution analytique.

Pour les contraintes radiales et transversales, les résultats obtenus sont montrés sur les
tableaux (2.2) et (2.3) et sur les figures (2.4) et (2.5), I’élément SBS3D donne des valeurs
presque identiques a la solution théorique, contrairement a I’élément B8 qui donne des

résultats moins satisfaisants mais qui peuvent étre améliorés si on raffine le maillage.

On a étudié aussi les variations des contraintes radiales et transversales le long d’une
section (m, n) pour 1’¢lément SBS3D ou les résultats sont comparés avec la solution
exacte, ces résultats montrent un accord assez proche avec la solution analytique pour les

différentes composantes de contraintes.

2.3.3.Plaque annulaire soumise a une charge ponctuelle latérale

Le probléme considéré ici est celui d’une plaque annulaire encastrée le long du bord
intérieur (r; = b) [Ols.70], soumise a une force latérale (direction z) au niveau du bord
extérieur (r, =a) (voir Figure 2.15), par raison de la symétrie, seule la moiti¢ de la plaque
sera analysée. La solution analytique pour ce cas est donnée par Timoshenko et
Woinowsky-Kieger [Tim.59] avec les propriétés géométriques et mécaniques suivantes :
a=1,0;b=1,5etv=0,3. Les résultats obtenus pour le déplacement latéral (w) sous la
charge concentrée, sont donnés dans le tableau (2.7) et la courbe de convergence est

présentée sur la figure (2.16).
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a=10
b=13 :
‘u" DEI e -

' Unit Point Load

Figure 2.15 : Plaque annulaire soumise a une charge ponctuelle latérale.

Tableau 2.7: Le déplacement latéral W sous la charge ponctuelle.

Maillage Olson’s élément SBS3D
[Ols.70]

1x6 0.050896 0.02707

2x8 0.051456 0.04204

2x12 0.051372 0.04562

3x12 0.051372 0.04823

3x18 0.051027 0.05067

Solution analytique 0.0507180

0.06

0.05

Déplacement latéral (Wmax)

0.04 +
—-—- Ref solution
—e— QOlson's element
0.03 —s— SBS3D
002 L 1 i 1 " 1 " 1 " 1 " 1 " 1 "
6 12 18 24 30 36 42 48 54

Nombres des éléments

Figure 2.16 : Courbe de convergence du déplacement W sous la charge ponctuelle pour la

plaque annulaire en console
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D’apres les résultats obtenus (voir le tableau 2.7), il convient de noter que lors de 1’analyse de
ce probleme avec un maillage (3x12) pour les deux éléments, I’erreur est environ de 1,29 %
pour I’élément d’Olson et de 4,81 % pour le présent élément (SBS3D). Cependant, pour un
maillage (3x18), le présent ¢lément (SBS3D) présente une trés bonne performance, I’erreur
étant réduite a 0,095 % et 1’élément d’Olson, a 0,61%. La figure (2.16) montre que 1'élément
d’Olson converge rapidement vers la solution analytique méme pour un maillage grossier,
contrairement a I’élément présenté, mais lorsqu’on raffine le maillage le présent élément
donne un bon résultat, a titre d’exemple pour un maillage de 54 éléments, I’erreur est moins

de 0,095%.

2.3.4.Cylindre a paroi épaisse soumis a une pression interne

Pour étudier le comportement de I’élément présenté pour 1’analyse des matériaux presque
incompressibles, un cylindre a paroi épaisse soumis a une pression interne, trait¢é par Choi
[Cho.06] et Cheung [Cheu.00], sera examiné. Ce test permet également d'étudier le phénomene
de verrouillage des éléments. Les caractéristiques mécaniques et géométriques sont présentées
dans la figure (2.17). En raison de la symétrie, seul un quart du cylindre sera analysé en
considérant le probléme en déformation plane. La valeur du coefficient de Poisson est prise
égale a 0,3; 0,49 ; 0,499 et 0,4999. Les résultats obtenus pour le déplacement radial de la
paroi interne présentée dans le tableau (2.8) montrent que 1’élément développé est libre de
tous verrouillages de Poisson, contrairement aux autres ¢léments (B8 et Q4) qui souffrent de

ce type de blocage.

Ri=19.0

e
Ri= 3.0

Figure 2.17 : Cylindre a paroi épaisse soumis a une pression interne.
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Tableau 2.8: Déplacement vertical normalisé d’un cylindre épais sous pression interne.

Coefficient B8 Q4 SBS3D Exact(1 0~ )
de Poisson

0.3 0.987 0.978 0.9909 4.5825
0.49 0.877 0.738 0.996 5.0399
0.499 0.796 0.224 0.997 5.0602
0.4999 0.532 0.028 0.997 5.0623

2.3.5.Plaque annulaire soumise a une force de cisaillement

Soit une plaque annulaire semi-circulaire, de module de Young E=200 et de coefficient de
Poisson v=0.3, représentée sur la figure (2.18) soumise a deux forces de cisaillement
appliquées a Dextrémité libre dans la direction radiale. Les forces sont supposées
uniformément réparties le long des deux lignes radiales horizontales. Les résultats du
déplacement radial obtenus sont présentés pour un nombre différent de rapportsb/a=3; 2 et
1,3. En raison de la symétrie, seule la moiti¢ de la plaque est analysée. Les résultats du
déplacement radial, ainsi que les contraintes, peuvent étre comparés a la solution analytique
d'¢lasticité donnée par Timoshenko et Goodier [Tim.51] et a 1'élément classique basé sur le

modele en déplacement BS.

La solution analytique donnant le déplacement radial est donnée par Timoshenko et al

[Tim.51] :

u, = (2.19)

E= 200 KN/mm?

Figure 2.18 : Plaque annulaire soumise au cisaillement radial.
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Les figures (2

.19), (2.20) et (2.21) montrent la convergence pour le déplacement radial au

point «A» pour b / a = 3; 2 et 1,3, respectivement. Ces courbes sont obtenues lorsque le

méme nombre d'éléments est utilisé dans la direction radiale et circonférentielle. A partir des

résultats obtenus, on peut noter que les résultats donnés par le présent ¢lément (SBS3D)

convergent rapidement vers la solution analytique a partir d’un maillage de 16 éléments et

reste stable jusqu'a un maillage de 100 éléments (en pourcentage 1.001). La figure (2.22)

montre la convergence des contraintes radiales au point "F" (voir la Fig. 1.18) dans le cas ou

b /a = 2. On a constaté que cet ¢lément donnait de meilleurs résultats pour les contraintes

radiales méme lorsqu'un maillage grossier est utilisé.

Tableau 2.9: Les déplacements radiaux (U, pour la plaque annulaire soumis au cisaillement

radial pour les différents rapports b/a=3,2 et 1,3.

b/a=3 b/a=2 b/a=1.3
Maillage SBS3D B8 SBS3D B8 SBS3D B8
2x2 0.04555 0.04351 0.1456 0.1363 2.314 2.125
4x4 0.05006 0.04819 0.1603 0.1538 2.432 2.333
6x6 0.05154 0.04976 0.1633 0.1570 2.548 2.426
8x8 0.05225 0.05165 0.1668 0.1623 2.591 2.519
10x10 0.05258 0.05185 0.1679 0.1637 2.632 2.592
Solution exacte 0.05260 0.1686 2.681
0.060
b=80 mm

e A=26.67 mm

E 0.055 |-

~ Ref solution = 0.0526 mm

4]

3

©

+2 0.050

(b

=

3

g —e— B8

2 0.045 —=—SBS3D

—-—- Ref solution
0040 L 1 M 1 M 1 N
4 28 52 76 100

Nombres des éléments

Figure 2.19 : Convergence du déplacement radial au point A pour b/a=3.
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0.20

0.19 }

a=40 mm
Eo1s} b=80 mm
E
=L Rt A . Ref solution =0.1686 mm _
©
©
+0.16
(]
GE>0 15
& ——B8
§0_14 —— SBS3D
---—- Ref solution
013 }
012 1 1 M | L | L
4 28 52 76 100

Nombres des éléments

Figure 2.20 : Convergence du déplacement radial (U;) au point A pour b/a = 2.

3.0
b=80 mm
2.8 a=61.54 mm
’E Ref solution = 2.681 mm
E.5-
S
©
©
€244
(]
=
(b}
(]
®© 2.2
o
NO)
=) .
—-—- Ref solution
2.0
1.8 . . : , . : .
4 28 52 76 100

Nombres des éléments

Figure 2.21 : Convergence du déplacement radial au point A pour b/a=1,3.
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0.006
0.003

=
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0.021
0.018 i
0.015
0.012 -
0.009 |

Ref solution = 0.0249 mm

1

—e— B8
—s— SBS3D
—-—- Ref solution

1 1 1 " 1

28 52 76 100
Nombres des éléments

Figure 2.22 : Convergence de la contrainte radiale (o) au point F pour b/a=2.

2.3.6.Cylindre en béton non armé sous une pression d’eau externe

Le présent élément est également testé dans un cylindre en béton non armé soumis a une

pression d'eau externe (figure 2.23). Le cylindre analysé faisait partie d’un programme

d’essais expérimental mené au laboratoire de génie civil naval, Californie, ou 15 cylindres en

béton non armé ont été placés dans un navire sous pression externe jusqu'a explosion. Les

résultats expérimentaux ont été rapportés par Runge et Haynes [Run.78]. Les caractéristiques

géométriques et mécaniques sont présentées a la figure (2.23).

EEEE s R

Rigid disc

E = 25250 MPA
V=019

3226 cm

Figure 2.23: Cylindre non renforcé sous pression d'eau externe.
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Les résultats pour le déplacement radial a mi-longueur du cylindre sont présentés sur la figure
(2.24). Des incréments de charge de pression externe de 0,172 MPa ont été utilisés dans
l'analyse. La figure (2.24) montre les résultats obtenus par Chen et al. [Chen.80], Rule et
Rowlands [Rul.86], [Rul.89], les valeurs expérimentales publiées par Runge et Haynes
[Run.78] et celles obtenues dans cette étude. La pression d'implosion moyenne de
I'échantillon, déterminée expérimentalement, était de 3,79 MPa. La plus grande charge que le
cylindre pourrait supporter comme prévu par le programme des éléments finis est de 4,14
MPa. Cette valeur est & moins de dix pour cent de la moyenne mesurée. C'est une précision
acceptable a des fins d'ingénierie. L’élément SBS3D produit des valeurs acceptables vis-a-vis

les valeurs expérimentales et d’autres valeurs utilisé par les ingénieurs.

5
/-\4 B
<C
o |
=
L3k
=3
n
(7] L
o
= Experimental
L —+— Chen et al
oL Rule and Rownalds
0 ; Lineare
SBS3D
0 N 1 2 1 M 1 N 1 M
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Radial displacements (cm)

Figure 2.24 : Pression appliquée en fonction des déplacements radiaux a mi-longueur avec un

maillage (2x2).
2.3.7.Poutre console circulaire épaisse sous une force de cisaillement

Ce test concerne une poutre circulaire épaisse soumise a une force de cisaillement F a son
extrémité libre (figure 2.25) et modélisée avec différents types de maillage [Zou.16]. Les
résultats du déplacement vertical au point A sont illustrés sur la figure (2.26) et comparés
avec 1’¢lément B8 a champ de déplacement. Pour un maillage grossier les deux éléments sont
loin de la solution analytique, mais, lorsqu’on raffine le maillage leurs résultats s’améliorent

mais I’élément proposé donne des résultats meilleurs que 1’¢lément B8
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| (8}
N

v+

A A F

v

b

Figure 2.25: Poutre console circulaire épaisse modélisée avec (4x1) éléments.

100
Ref solution = 90.1

90 v v v v
_ 80}
©
O
T 7ol
>
E 60
=
(4]
(]
& 50 —eo— B8
o
8 —s— SBS3D

40 + :

—— Ref solution
30 +
20 " 1 " 1 M 1 i L i L
4 8 12 16 20 24

Nombres des éléments

Figure 2.26: Convergence du déplacement vertical au point A d’une poutre console

circulaire épaisse.

52



Chapitre 2 Développement d’un nouvel élement secteur 3D a 8 nceeuds

2.4. Conclusions

Dans ce chapitre, un nouvel élément secteur tridimensionnel (SBS3D), basé¢ sur 1'approche en
déformation avec huit nceuds et trois degrés de liberté par nceud (U;, Vg, W), est proposé pour
I’analyse linéaire des structures circulaires, la matrice de rigidit¢ a été obtenue
numériquement. Une série d'exemples numériques a été étudiée pour évaluer l'efficacité de
I'élément proposé. Les résultats numériques de cet élément sont comparés a des solutions
théoriques et a d'autres solutions numériques. Le présent ¢élément (SBS3D) a montré de
bonnes performances et une convergence rapide vers les solutions théoriques pour tous les
tests proposés. De plus, on peut constater que le présent élément est libre de tous verrouillages
par Poisson contrairement a 1’é¢lément classique B8 basé sur le modele en déplacement qui

souffre de ce type de blocage.
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Chapitre 3

Formulation d’un élément secteur membranaire
a 4 noeeuds

3.1. INTRODUCTION

En 1972 Ashwell et Sabir [Ash.72] ont appliqué 1’approche en déformation pour le
développement de champ de déplacement pour une nouvelle classe d’éléments finis pour les
problémes d’¢lasticité plane. Plusieurs de ces éléments rectangulaires ont été développés,
notamment 1’élément rectangulaire basé sur la variation linéaire des déformations directes et
une déformation a cisaillement constant [Sab.83a]. Cet ¢élément posseéde uniquement les deux
degrés de liberté essentiels a chacun des quatre nceuds de coin (U, V), et il a ét¢ démontré
qu'il produisait des résultats convergents lorsqu'il était appliqué a plusieurs problémes sans
faire appel a un grand nombre d'éléments. Cet élément est appelé SBRIE (Strain Based

Rectangular In-plane Element).

Il a été¢ démontré que la deuxieme version du dernier élément, appelée SBRIEE (Strain Based
Rectangular In-plane Element with Equilibrium), satisfaisant 1’équilibre au niveau des
¢léments, s’est avéré produire une convergence encore plus rapide. Plusieurs variantes du
SBRIE suggérées également par Sabir et Sfendji [Sab.95] ont été utilisées sous les noms
(SBRIE1) et (SBRIE2) pour apporter des solutions aux problémes généraux d'élasticité plane.
Ces variations sont basées sur la satisfaction de 1'équilibre au niveau des éléments et

l'utilisation de la condensation statique.

Le succes de 1’application de 1’approche en déformation pour les problémes d’élasticité plane
dans les coordonnées cartésiennes a incité 1’extension des travaux au développement des
¢léments secteurs basés sur le modéle en déformation dans un systeme de coordonnées
polaires ; Sabir et Salhi [Sab.86] ont développé un élément secteur utilisant I’approche

directe.

Dans cette partie, un élément secteur triangulaire a quatre nceuds basé sur 1’approche en
déformation nommé SBST4 (Strain Based Secteur Triangulaire 4-node) est formulé en se

basant sur I'élément rectangulaire SBRIE [Sab.83a], en utilisant le méme champ de
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déplacement. Cet ¢lément sera examiné et comparé avec d'autres éléments a travers des séries

de tests, afin de confirmer la bonne performance de 'approche en déformation.
3.2. Formulation de I’élément développé SBST4

Pour les problémes d’¢lasticité plane dans un systéme de coordonnées polaires (r, 0), lorsque
les déplacements de translation sont U et V, les trois déformations planes (€, €¢ €t Y;g) qui

correspondent aux premieres dérivées des déplacements, sont données par :

ou
g, =—
or
gy = Ly (3.1)
100 '
_Ou Ov v

}/ e
00 or r
Ou g,et €y sont les déformations directes suivant r, © respectivement et Y, est la déformation

transversale.

Le présent ¢lément SBST4 a été formulé en utilisant le champ de déplacement de I'¢lément
SBRIE a quatre nceuds basé sur 1’approche en déformation développé par Sabir et Salhi
[Sab.86]. Les fonctions de déplacement de cet élément en termes de coordonnées cartésiennes

X, y sont données comme suit [Sab.86]:

2
U=aq —a3y+a4x+asxy—a7y—JratgZ
2 2 (3.2)

B x° x
V=a, +a3x—a5?+a6y+a7xy+a8§

Figure 3.1: Géométrie de 1'élément secteur SBST4.
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La figure (3.1) présente un élément secteur membranaire a quatre nceuds possédant deux

degrés de liberté (U; et V) par nceud suivant les deux directions r et 6 respectivement.

La formulation de SBST4 représenté sur la figure (3.1) est obtenu en utilisant la méme
approche appliquée dans le développement de I'¢lément SBS3D (l'approche directe), en
transformant le champ de déplacement de 1'équation (3.2) en coordonnés polaires (r, 6) pour
obtenir le champ de déplacement U,, Vj, respectivement, dans les directions radiale et
circonférentielle:

o’ 0

U =aq —a39+a4r+a5r¢9—a7?+a85

r

(3.3)

2
r r
V,=a,+a;r —a;,—+a0+a,r0+a,—
2 2

Pour convertir le champ de déplacement donné par I’équation (3.2) en coordonnées polaires
on fait des interpolations similaires sur les variables r et 6 comme 1’a effectué Raju et Rao
[RAJ.69]. Cette procédure est justifiée car elle ne viole pas la vérification de 1'équation de

compatibilité (équation (3.4)):

0’y,, 1 0% O s

——r— %, +ag‘ +l.87"0
orold r 00 or or or r 00

7

=0 (3.4)
Le champ de déformation peut étre obtenu en substituant I’équation (3.3) dans 1’équation
(3.1), on obtient :

& =a, +a56?

1 0 1 0’ 0
g, =a,——a,—+a,+af+—a +|1-—la, +—a (3.5)

0 8
r r r 2r 2r

1 1 r 17 17 1
y,=——a, ——a, +|1-—la, ——a, ——a, + —a,
r r 2 r r 2r

Sous forme matricielle les fonctions de déplacement et le champ de déformation de I'¢é1ément

(SBRIE), donnés dans les équations (3.3) et (3.5), sont respectivement comme suit :
UI"
{V }=[P]{A} (3.6)
0
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g}"
gg 1 =[Q{A} (3.7)
7/}’6’
Ou:
, _
1 0 -0 r ré 0 —92 Z—
[P]= 5 (3.8)
0 1 r 0 _ I 0 ro r
2 2
0 0 0 1 o 0 0 0
[0]-= L 0 _ 9 1 0 L [1_9 J o (3.9)
r r r 2r 2r
o L X 4 . _0 _ 9 1
L r r 2 r r 2r_

La matrice de rigidité ¢lémentaire de SBST4 est donnée par I’expression suivante [Zie.89] :

[k<]=[[B] [p][B]dQ
(x<]=[c'T [ (l[etro)] [D][Q(r,e)]rdrde}[c*]

(3.10)
ek

Ou:
[B]=[0][c] 3.11)
Et:
[K,]=[[[o(r.0)] [P][Q(r.0)]rdrdo (3.12)
Ou [C] et [D] sont respectivement les matrices de transformation et d’¢élasticité.
[[drao = ﬂldet[J] d& dn (3.13)

—1-1

On utilise la quadrature de Gauss afin d'évaluer, d'une manieére numérique, I'équation (3.13)
[Smi.04].

Avec :

+1+1

[Kg]:[c-lﬂjjr[g]f [D][0] det[J]dédn}[C_lJ (3.14)

-1-1
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Pour le cas de problémes de contrainte plane la matrice d’¢élasticité s’écrit :

I v 0
E .t
O O I;V

La matrice [C] est détaillée en annexe.

3.3. Validation de I’élément SBST4
3.3.1.Cylindre épais soumis a des différents cas de chargement

Considérons dans ce probléme, un cylindre soumis a différents cas de chargement et dont les
caractéristiques géométriques et mécaniques sont présentées sur la figure (3.2). Les
différentes conditions aux limites et les solutions de référence sont les mémes que celles qui

ont été prises pour 1’é¢lément SBS3D [Khi.20] (présenté au chapitre 2).

410 |'|1:||}‘ T
E= 200 KN/mm? . J :
- V=03 /

g - ; P= 1KN/mm’ . ¥ -

' N / . LI LDy
b J 20 mm

- B
- w/

¥ ' bt

B

Figure 3.2 : Cylindre €pais sous une pression uniforme interne.

3.3.1.1. Casl: Cylindre épais soumis a une pression interne

Les convergences du déplacement radial (U;), du contrainte radiale (c;) et transversale (o) au
point M (r = 30 mm) sont montrées sur les figures (3.4), (3.5) et (3.6) pour différents
maillages (figure 3.3). Ces résultats montrent la bonne convergence de 1’¢1ément SBST4 vers

les solutions de référence pour le cylindre épais soumis a une pression interne.
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Figure 3.3 : Maillage 4x2 et forces nodales

0.16
E
E Solution de référence=0.15055 mm

— =

o
®
oy I —a— Solution de référence
o —»—SBST4
= —+— SEBRIE
8 014 Q4
0
Q.
)
()

0.13 . 1 . ! . 1 )

4 28 52 76 100

Nombres des éléments

Figure 3.4 : Convergence du déplacement radial (U;) en M (r = 30mm) pour un cylindre

SOus une pression interne
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Nombre des éléments

4 28 52 76 100
-0.20 : . : : . , .

-0.25 - Solution de référence = -0.25925 KN/mm2
/
—=— Solution de référence
—eo— SBST4
-0.30 —s— SBRIE

—— Q4

Contrainte radiale o, (KN/mm2)

-0.35

Figure 3.5 : Convergence de la contrainte radiale (c;) en M (r = 30 mm) pour un cylindre

SOus une pression interne

0.980

0.960 —=— Solution de référence
—e— SBST4
—a— SBRIE

0.940 | —v— Q4

— Z
-

Solution de réference = 0.9259KN/mm2

o

©

%}

(=}
I

0.900

Contrainte tangentielle oy (KN/mm2))

0.880 ' ' - 1 ' . *
4 28 52 76 100

Nombre of éléments

Figure 3.6 : Convergence de la contrainte transversale (cy) en M (r = 30mm) pour un cylindre

sous une pression interne
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3.3.1.2. Cas 2 : cylindre épais soumis a une pression externe

Les convergences du déplacement radial (U;), des contraintes radiales (O;) et transversale (Gg)
au point M, sont présentées sur les figures (3.7) a (3.9) pour différents maillages. La solution

de référence est la méme que celle qui a été prise pour 1’élément SBS3D au (chapitre 2).

Nombre des éléments

4 28 52 76 100
-0.260 T T T
-0.258 -
T -0.256 B . Solution de réfe‘rence=-0.2555 mm
§: -0.254 | v ———
- -
© -0.252
® 0250 | —=— Solution de référence
= I —e— SBST4
g -0.248 | —— SBRIE
2 ' L
© -0.246
& i
5 -0.244
-0.242
-0.240

Figure 3.7 : Convergence du déplacement radial (U;) en M (r = 30 mm) pour un cylindre sous

une pression externe

-0.760

Solution de référence =-0.74074KN/mm2

-0.740

Contrainte radiale o, (KN/mm2))

Solution de référence
728 —«— SBST4
—+— SBRIE
—v— Q4
-0.700
-0.680 : L : 1 . !
4 28 52 76 100

Nombre des éléments

Figure 3.8 : Convergence de la contrainte radiale (o) en M (r = 30 mm) pour un cylindre

Sous unc pression externe
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-2.100
—=— Solution de référence
—e— SBST4

-2.000 —— SBRIE

Contrainte tangentielle o, (KN/mmz2))

-1.900 F Solution de référence = -1.925925 KN/mm2
-1.800 |
-1.700 : ! - ! - L -
4 28 52 76 100

Nombre des élements

Figure 3.9 : Convergence de la contrainte transversale (cg) en M (r = 30 mm) pour un

cylindre sous une pression externe

L’analyse des résultats montrés sur les figures (3.4) et (3.7) pour le déplacement radial au
point M (r = 30 mm) au milieu de la section radiale, illustre la haute performance de I’élément

secteur SBST4.

Les résultats sont tres satisfaisants, a titre d’exemple, dans le cas de la sous pression interne et

pour une maille 10x10 éléments, 1’erreur est de 0,07 % pour SBST4.

Les résultats obtenus pour les contraintes radiales et transversale au milieu de la section droite
(r =30 mm), présentés sur les figures (3.5), (3.6) pour le cas d’un cylindre sous une pression
interne, et sur les figures (3.8), (3.9) pour le cas d’un cylindre sous une pression externe,
montrent la bonne convergence des résultats vers la solution de référence, par exemple pour
une maille de 10x10 éléments, 1’erreur est de 0,04 % pour la contrainte radiale et pour la

contrainte transversale elle est de 0,09 % dans le cas du cylindre sous une pression interne.

3.3.2.Cylindre en béton non armé sous une pression d’eau externe

Ce test de cylindre en béton non armé sous une pression d’eau externe figure (3.10), déja
trait¢ pour I'élément SBS3D (présenté au chapitre 2), est proposé pour évaluer I'¢lément

SBST4.
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PAaded bt dbbedbde vaddyd

Figure 3.10: Cylindre non renforcé sous une pression d'eau externe.

Les résultats pour le déplacement radial a mi-longueur du cylindre sont représentés sur la
figure (3.11), celle-ci montre les résultats obtenus par Chen et al. [Chen.80], les valeurs
expérimentales publiées par Runge et Haynes [Run.78] et celles obtenues par le présent

¢lément. La pression d'implosion moyenne de [’échantillon déterminée de manicre

6em

E. 2
E=25230 MPA : o
+v=0.10 = "\
'Irl": 1272 em \'ll'l'
| 1 ,u'l '
II.\‘?“. ;’Ill
f'; iy '_d_--' ‘\\
e

expérimentale, était de 3,97 MPa avec un écart type de 0.17 MPa.

5

N w S
T I T

Préssion externe (Mpa)

-
I

| s 1

—=— Experimental
—e— Chen et al

4 linéaire

<« SBST4

0.00

Figure 3.11 : Pression appliquée en fonction des déplacements radiaux a mi-longueur avec un

0.05

0.10

0.156

0.20

Déplacement radial (cm)

maillage (2x4).
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3.3.3. Poutre console circulaire épaisse sous une force latérale

Ce test concerne une poutre circulaire épaisse soumise a une force de cisaillement P a son
extrémité libre (figure 3.12) et modélisée avec différent type de maillages [Zou.16]. Les
résultats du déplacement vertical au point A sont montrés sur la figure (3.13) et comparés

avec d’autre solutions numériques. L’¢lément proposé est plus précis que les éléments

SEBRIE et Q4.

600
Uniformly
distributed

E=1000.0
£=0.0
r=1.0

ST
2 | 10 | 5 |
| T |

Figure 3.12: Poutre console circulaire épaisse modélisée avec (2x1) éléments.

100
Ref solution = 90.1
90
80}
®
O
5 T0F
>
5 60 +
% Ly
8 50  / —=— Solution de référence
=1 —e— SBST4
o |—— SBRIE
O 40+
Q4
30
20 i | i | i | i | i | i | i 1 i |

6 12 18 24 30 36 42 48 54 60
Nombre des éléments

Figure 3.13: Convergence du déplacement vertical au point A d’une poutre console circulaire
épaisse.
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3.3.4.Plaque annulaire semi-circulaire sous une charge de cisaillement

Ce test a été traité par plusieurs auteurs pour 1’étude d’une plaque annulaire soumise a deux
forces de cisaillement radial. Pour obtenir un ensemble de résultats complets, une gamme
considérable de valeurs de b/a = 3; 2 et 1,3 est considérée. Les résultats obtenus sont
comparés aux solutions analytiques d'¢lasticité bidimensionnelle données par Timoshenko et

Goodier [Tim.59], 1’équation (2.21) du (chapitre 2).

v=023
E = 200KNmm2

— —

Figure 3.14 : Plaque annulaire soumise au cisaillement radial.

Les figures (3.15), (3.16) et (3.17) montrent la convergence pour le déplacement radial au
point «A» pour b /a = 3; 2 et 1,3 respectivement. Ces courbes sont obtenues lorsque le méme
nombre d'éléments est utilisé dans la direction radiale et circonférentielle. A partir des
résultats obtenus, on peut noter que les résultats donnés par le présent élément (SBST4)
convergent rapidement vers la solution analytique a partir d’un maillage de 16 éléments et

reste stable jusqu'a un maillage de 100 éléments.

Tableau 3.1: Les déplacements radiaux (U;) pour une plaque annulaire soumise au

cisaillement radial pour les différents rapports b /a=3; 2 et 1,3.

b/a=3 b/a=2 b/a=1.3
Maillage SBST4 SBRIE SBST4 SBRIE SBST4 SBRIE
2x2 0.04635 0.04529 0.1454 0.1436 2.291 2.23
4x4 0.05026 0.04951 0.1599 0.1585 2.379 2.362
6x6 0.05079 0.05045 0.1649 0.1635 2.508 2.482
8x8 0.05139 0.05112 0.1668 0.1657 2.566 2.541
10x10 0.05172 0.05152 0.1675 0.1668 2.627 2.595
12x12 0.05247 0.0521 0.1680 0.1674 2.664 2.626
Solution exacte 0.05260 0.1686 2.681
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0.060
b=80 mm
o A=26.67 mm
E 0.055 |
%’ Solution de référence = 0.0526 mm
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+= 0.050
()
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Q —e— SBST4
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O e —a— SBRIE
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0040 " 1 N 1 " 1 ! | N 1 N 1
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Figure 3.15 : Convergence du déplacement radial (Ur) au point A pour b/a=3

0.20
019
a=40 mm

£018 b=80 mm
E
TO017 E Solution de référence = 0.1686 mm
3
o
= 0.16
()
E
®©0.15 -
8 —=— Solution de référence
i —— SBST4
° [ —e— SBRIE

013

012 L " I 1 1 1L 1 " 1 L L I 1 L
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Nombre des éléments

Figure 3.16 : Convergence du déplacement radial (U;) au point A pour b/a=2.
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3.0

b=80 mm
a=61.54 mm
Solution de référence = 2.681 mm

I
o
1

ha
[e))
|
b

/ —— Solution de référence
—e— SBST4
—a— SBRIE

Q4

Déplacement radial (mm)
N N
N N

N
o
1

1.8 y T g T T | T T ' T ¥ T "
4 24 44 64 84 104 124 144
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Figure 3.17 : Convergence du déplacement radial (U;) au point A pour b/a=1,3.

3.4. Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un ¢élément secteur (SBST4) pour I’analyse linéaire
des structures membranaires. L’élément formulé basé sur I’approche en déformation posséde
deux degrés de liberté U, et Vg a chaque nceud. La performance de 1’élément formulé a été
testée a travers une série d'exemples numériques prise de la littérature. Les résultats
numériques obtenus en utilisant le présent ¢lément (SBST4) montrent qu’il est trés performant
en termes de précision et de convergence, les résultats correspondants sont globalement plus

précis que les autres ¢léments pour les types de problémes étudiés.
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Chapitre 4

Formulation et validation des éléments axisymétriques a
champ de déformation.

4.1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous considérons un élément spécial a deux dimensions appelé élément
axisymétrique. Un solide axisymétrique de révolution est défini comme un corps 3D qui est
généré par la rotation d'un plan et décrit plus facilement en coordonnées cylindriques, ou Z est
I’axe de symétrie. Cet €lément est tres utile lorsque la géométrie, les charges et les propriétés
du matériau sont toutes axisymétriques (toutes sont indépendantes de 0), alors le probléme
peut étre modélisé en un modele bidimensionnel. En réduisant un modele 3D a un modele
2D, le temps de calcul ainsi que la taille du probléme peuvent étre considérablement réduits.
Seule une section transversale radiale typique doit €tre analysée et subdivisée en éléments

plans et le systétme de coordonnées cylindriques est adopté (Figure 4.1).

Dans ce chapitre, trois ¢léments a champ de déformation (SBRIE) [Sab.83a],
(SBTIEIR) [Sab.85a] et (R4BM) [Bela.05] seront formulés et évalués en axisymétrie, a

travers trois tests liés a ce type de probléme.

uniform axial pressure

internal
pressine

" >
.-"'--1
— i - |1
- — 8
- . | P WP,
-~ -
- M Filn)

La)y (B}

Figure 4.1 : (a)Cylindre sous une pression axiale et radiale. (b) Systéme de coordonnées

cylindriques.
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4.2. Considérations théoriques

Dans les problémes axisymétriques en raison de la symétrie autour de 'axe z, les contraintes
sont indépendantes de la coordonnée ©. Par conséquent, toutes les dérivées par rapport a 6
disparaissent, et la composante de déplacement v (tangente a la direction 0), ainsi que les
déformations de cisaillement y.5 et vyg,, €t les contraintes de cisaillement T, €t Tg, sont tous
nulles. Les figures (4.2) et (4.3) montrent un ¢lément axisymétrique et sa section transversale
représentant I'état général de déformation pour un probléme axisymétrique ainsi que les

déplacements des lignes de 1'¢élément dans le plan r-z, respectivement.

]

[} C
A D
B
dz
E F
r dr
do
a
L
(b}

& ru
Figure 4.3 : Déplacements et rotations des lignes de I'élément dans le plan r-z [Dar.07]

Les déformations non nulles
gl’
&

{gx } = 7/2 4.1
€9
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Ou:
Vo =Vo: =0 (4.2)

La relation déformations — déplacements s’écrit comme suit :

2
or
&
r 0 i
€ _ oz | U (4.3)
v o o[l
&y 0z Or
LI
-

La relation contraintes-déformations pour les problémes axisymétriques s'exprime par :

{ey=1[p1l{e]

o, &,
(o2 &
“l=[p] " (4.4)
T}‘Z }/I‘Z
% €

D] £ 4.5)

T+ v)d-2v)

1-2v
0 0 3 0

4.2.1.Forces nodales équivalentes pour un élément axisymétrique

4.2.1.1 Force de volume
Soit une charge repartie de volume {f,} répartie a I'intérieur de 1’élément suivant les

différentes directions (x, y,z)

S,

{fv } - (4.6)

Vy

.
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Le vecteur de forces nodales, lorsqu'il est intégré sur un radian s’écrit:

S,
A= [ILIN Gy2)] 1 f, pav (4.7)
Iy,

Jv,

Pourle cas d’un élément rectangulaire axisymétrique {/, } ={ }, de la relation précédente on

VZ

aura :

=LV (r2)] {;: }rdrdz

= h”S[N]T {j::r }rdrdz

Les forces de volume reparties peuvent étre :

(4.8)

» Force de gravité dans la direction de I'axe z, ou
» Forces centrifuges dans les piéces en rotation dues a la rotation autour de 1'axe r (comme la

montre la figure (4.4).

L J
 J

Figure 4.4 : Elément axisymétrique avec des forces volumiques

Les forces nodales équivalentes s’écrivent comme suit :

{f,}=2x[[ [N] {Z}rdrdz (4.9)

Ou:

{b”} = {w pr} (4.10)
bz —PE

o : la vitesse angulaire autour de l'axe z
p : la densité¢ de masse du matériau
r : la coordonnée radiale

b, .la force de volume due a la force de gravité
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Pour un cas ou on a seulement les forces centrifuges dues a la rotation (I'effet du poids

propre est négligé), onapourunh=1:
r (b,
{£,}=2x[[ [N] o [z (4.11)

(r23 =31’ +7’r, +r1r22)
0

3 3,2 2
(r2 =3 +nKn +nn )

_ per 0
A= i
0
(3’”23 —1 =1’n _”1’”22)
0

Ou r; et 1, sont respectivement le rayon interne et le rayon externe de 1'¢lément (Figure 4.5),

4.2.1.2. Forces surfaciques

Pour les forces surfaciques, le vecteur forces nodales équivalentes est donné par :
T
(s} =[]IN] [7)as (4.13)
S

Ou ds représente la surface ¢lémentaire de I'¢élément, et [N] désigne la matrice des fonctions
de forme évaluée le long de la surface de 1’élément. L’équation (4.13) est intégrée sur un
¢lément linéaire, les forces nodales équivalentes sont représentées sur la figure (4.5), nous

avons :

Uy =]IvT {Z }rdrdz (4.14)

z

Le chargement axisymétrique sur un radian est décrit pour le cas d’un élément rectangulaire
avec quatre nceuds (figure 4.5).

Les forces nodales équivalentes sont données par :

F =r1;r° (2r, +17)

F =r1;r0 (r, +2r)

2
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Fi F>

| 3

To

ry, ——

Figure 4.5: Force nodale équivalente pour un élément rectangulaire.
4.3. Formulation des éléments axisymétrique a champ de déformation

4.3.1. Formulation de I’élément (SBTIEIR) [Sab.85a]

Le champ de déformation de I'élément est donné par:

& . =a,+asy+a,x

£, =a,ta,x+asy (4.15)
Yy =g +a, (x+y)

Le champ de déplacement est le suivant:

(" -»7) y ., oy

U =a1—a3y+a4x+a5xy+a7T+a8—+a9 5
2 _ 2
y -Xx 2
V=a2+a3x+a5(—2)+a6y+a7xy+a8§+a9% (4.16)
(x-»)

¢p=a,y—ax+a,y+a, 5

Sous forme matricielle le champ de déplacement de 1'é1ément (SBTIEIR) est comme suit:

U
MG @17)
{A} = [al’az’as’aMas’as’a7’as""’a24]T
i 2y oy Y]
1 0 - 0 2 2
Y * v 2 2 2
[P( )] O 1 X 0 y2 'X2 X xz (4 1 8)
x,y)|= =z .
v > y Xy 5 5
0 0 y 0 —x 0 y 0 x—zy
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L'¢lément axisymétrique a deux degrés de liberté (u, v) par nceud, I'un radial et l'autre dans

les directions axiales, 1'équation (4.18) est de la forme:

I"Z—Zz zZ 22

1 0 z r vz 0 — —

2 2 2

2 .2 2

P(r,z)| = 0 1 r 0 il z 7z r L
[P(2)] : -
0 0 z 0 _r 0 z 0 F—ZZ

Ou u et v sont respectivement les déplacements dans les directions r et z.

La matrice de rigidité est obtenue par 1’expression suivante :

[k<]=[[8] [D][B]aV

(& J=[e T [[fleten] [ple(xn)ar [c]
[T &[]

ov-[8]=[2][ "]

Ei:[K,]=[]lo] [Pl[o]av

Ou [C] et [D], sont respectivement les matrices de transformation et d'élasticité.

Pour le cas axisymétrique 1’expression précédente devient :

[K ] 27z”.[ rdrdz

La matrice [Ko] donnée par I’équation (4.23) est intégrée numériquement, on a :

+1+1

([ draz= j j det[J] d&dn

[x)-[c T[n (OJeels] azn [

[K,]=27[ [ [0] [D][Q]det[J]rd&dn
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Les matrices [C] et [Q] sont respectivement données par:

1 0
[c]= 0 1
0 0

Ou 1j et z; sont les coordonnées des quatre nceuds i (i = 1, 4).

0 0
0 0
[2]=
0 0
L 0
L r

4.3.2. Formulation de I’élément R4BM [Bela.05]

Le champ de déformation de I'¢lément est donné par:

E.=a,+asy+ayx

£, =0ag+a;x+a,y

yxy = dg

Le champ de déplacement est le suivant:

U=a —a,y+a,x+a,xy—a,

B X X y
V—az+a3x—a57+a6y+a7xy+a85+a10—

0

1

0

z

74-618—4-619—

Sous forme matricielle le champ de déplacement de 1'élément (R4BM) est comme suit:

[P(x2)]=

, i (4.27)
O
- 0 r-z,
2 .
r 0 0 |
) ) ) (4.28)
_ 1
z 2 z
2r Z ; ]
(4.29)
(4.30)
Yy oo,
2 (4.31)
x o, 2
2 2

L'¢lément axisymétrique a deux degrés de liberté (u, v) par nceud, I'un radial et l'autre dans

les directions axiales, 1'équation (4.31) est de la forme:

IS NN

2
— 0
2
0

2
z
2

(4.32)
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La matrice de rigidité¢ ¢lémentaire [Ke] peut étre obtenue comme précédemment, les

matrices [Q] et [C] sont respectivement données par:

0 0 0 1 z 0 0 0 r 0
0 0 0 0 0 1 r 0 0 z (4.33)
[o]- 1
0 0 -1 0 r 0 -z — 0 0
2
2
Lo 220 2 0 2Ly
L r r 2r  2r 2 J
2 2
1 0 -z r vz, 0 - % R 0
[C]= i 2 2 2 (4.34)
0 1 v 0o -L z, Iz A 0o
2 2 2

4.4. VALIDATION NUMERIQUE :

Pour valider les performances et l'efficacité de calcul obtenu avec les éléments étudiés, plusieurs

exemples distincts pour les problémes axisymétriques sont présentés.
4.4.1.Plaque circulaire soumise a une charge concentrée

Considérons une plaque de forme circulaire d’épaisseur h = 1, simplement appuyée,
soumise a une charge concentrée q=10 au centre de la plaque (r = 10). Soit E=1000 et v =0.33
les caractéristiques ¢lastiques du matériau.

La solution analytique pour ce probléme est €galement donnée par Timoshenko et
Woinowsky-Krieger [Tim.59], la géométrie et le maillage utilisé pour ce probléme sont

montrés sur la figure (4.6)

Figure 4.6 : Plaque circulaire en appui simple soumise a une charge ponctuelle [Guer.14]
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La solution exacte [Tim.59] des moments de flexion et des contraintes associées est donnée

par:
b
M =i(1+v)hl(—j (4.35)
4r a
q b
M, =(—(1+v)1n(—j+1—vJ (4.36)
4r a
12M =z
o =T (4.37)
12Mz
% =75 (4.38)

Le déplacement radial est donné par :

qg [3+v a
U =——|—-1-2In|— ||z 4.39
8&nD [ I+v (bD (439)
Ou p = _ER représente la rigidité de la plaque
12(1-v?)
Rayonr
0 2 4 6 8 10
0.0 T T T T T I

01 F
©
=02} ‘
[= #
e -03F
3
C_QU_ —s— Analytique
R A ——Q4

B —— SEBRIE
05 e —— SBTIEIR
—+— R4BM
-0.6

Figure 4.7 : Déplacement radial U, d’une plaque circulaire simplement appuyée sous

une charge concentrée (maillage 2x4).
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7
. —=— Analytique
i s
—— SBRIE
i —— SBTIEIR
S —+— R4BM
o
© 4
2
c
sl
E
o)
Q2L
1
0 | | | | | | | | 1

Rayon r

Figure 4.8 : Contrainte radiale o, calculée au centre des éléments pour une plaque circulaire

simplement appuyée sous une charge concentrée (maillage 2x4).

16

14 L —=— Analytique

12 + —— SBRIE
—v— SBTIEIR

10 | —+— R4BM

Contrainte tangentielle
oo
I

Rayon r

Figure 4.9 : Contrainte tangentielle oy calculée au centre des éléments pour une plaque

circulaire simplement appuyée sous une charge concentrée (maillage 2x4).
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Rayon r

—s=— Analytique
—+— SBRIE
—+— SBTIEIR
—— R4BM

Déplacement radial
S
w
T

Figure 4.10 : Déplacement radial U; d'une plaque circulaire simplement appuyée sous une

charge concentrée (maillage 2x8).

12

—=— Analytique
10 | —— Q4

—— SBRIE

—— SBTIEIR
&1 —— R4BM

Contrainte radiale
(6)}
I

Rayon r

Figure 4.11 : Contrainte radiale o, calculée au centre des éléments pour une plaque circulaire

simplement appuyée sous une charge concentrée (maillage 2x8).
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18
16 i —s=— Analytique
I —e— Q4
14 —+— SBRIE
% : —— SBTIEIR
g T —— R4BM
=
=190 |-
8 |
L 8t
=
s |
2 6F
8 L
a4l
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0 1 1 1 |
0 2 4 6 8 10

Rayonr
Figure 4.12 : Contrainte tangentielle oy calculée au centre des éléments pour une plaque

circulaire simplement appuyée sous une charge concentrée (maillage 2x8).

Les figures (4.7 a 4.12) donnent les résultats obtenus pour les déplacements radiaux et les
contraintes radiales et tangentielles des éléments étudi€s. A travers ces résultats on constate
que les éléments étudiés donnent de bons résultats. Par contre, I’élément Q4 pour un maillage
grossier, la précision est largement insuffisante, il est sensible au phénoméene de blocage en
cisaillement. Lorsqu'on raffine le maillage ses résultats s'améliorent mais il reste moins
performant par rapport aux €léments basés sur 1’approche en déformations. Les résultats
obtenus des contraintes radiales pour les €léments basés sur 1’approche en déformations sont
en accord avec ceux des solutions analytiques méme pour un maillage grossier, tandis que
I'élément Q4 classique donne de trés mauvais résultats. Pour les contraintes tangentielles les
résultats montrent que les ¢léments a champ de déformation donnent des résultats acceptables
uniquement pour des rayons supérieurs a 6, I'élément Q4 reste loin de la solution. Lorsqu'on
raffine le maillage, la distribution de la contrainte pres du centre de 1’élément est sensiblement

améliorée pour un rayon supérieur a 3.
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4.4.2. Cylindre a parois épaisse sous une pression interne

Considérons un cylindre, a paroi épaisse de rayon interne r; = a = 4 et de rayon externe
r, = b =10, soumis a une pression interne P = 10, comme indiqué sur la figure (4.13), ayant les
caractéristiques mécaniques suivant : module de Young E=1000 et coefficient de poisson
v =0.3. Le cylindre se prolonge indéfiniment le long de I'axe z, il est en état de déformation
plane le long de cette direction. Nous présentons une section rectangulaire dans le plan (r,
z) discrétisée en utilisant quatre éléments annulaires quadrilatéraux au long de la radiale r et

un ¢lément le long de la direction axiale z comme le montre la figure (4.13).

._.l“
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\/\
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>
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\

\
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I

/

Figure 4.13: Cylindre épais soumis a une pression interne

Les résultats obtenus sont comparés a la solution analytique proposée par Timoshenko

[Tim 51], qui est donnée par :

2 [ 2]
a b
O, = pm_l—r—z_ (440)
a’ b
Oy _pb2 e _1+r—2_ (4.41)
2a’y

Et Pour le déplacement radial elle est donnée par :

~ pa’ (b2 +7? (l—2v))
u, = Z (bz—az)r (1+v) (4.43)

Les figures (4.14 a 4.19) montrent la variation du déplacement radial suivant la direction r et

les contraintes radiales et tangentielles pour les éléments formulés.
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Figure 4.14: Déplacement radial d’un cylindre épais sous une pression interne (maillage 1x4).
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Figure 4.15: Contrainte radiale calculée au centre des éléments d’un cylindre épais sous une

pression interne (maillage 1x4).
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Figure 4.16: Contrainte tangentielle calculée au centre des ¢léments d’un cylindre épais sous

une pression interne (maillage 1x4).
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Figure 4.17 : Déplacement radial calculé au centre des éléments d’un cylindre épais sous une

pression interne (maillage 1x8).
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Figure 4.18: Contrainte radiale calculée au centre des éléments d’un cylindre épais sous une

pression interne (maillage 1x8)
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Figure 4.19: Contrainte tangentielle calculée au centre des ¢léments d’un cylindre épais sous

une pression interne (maillage 1x8)
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Les résultats des déplacements radiaux et des contraintes radiales et tangentielles
représentés sur les Figures (4.14 a 4.19) montrent une bonne compatibilité¢ avec la solution

analytique proposée par Timoshenko [Tim.51] pour tous les éléments.

4.4.3. Disque annulaire en rotation

Le but de ce probléme est de déterminer les déplacements radiaux et les contraintes
radiales et tangentielles d’un disque creux axisymétrique tournant autour de 1’axe z avec une
vitesse angulaire ®=0.5 supposée constante. Une "tranche" d'épaisseur h = 1 est extraite et
discrétisée dans le plan (r, z) de rayon intérieur R; = a = 4 et de rayon extérieur Ry =b =10
comme le montre la figure (4.20), le disque est soumis a une force de volume (pw’r) sur le
long du rayon. Le module de Young et le coefficient de Poisson sont pris respectivement

¢gale a E =1000, v=0.33, et la densité de masse est p = 3.

| -h
BEEEEE.
i 44 3 i

,-—1-—.-— —
Il
=
'

r=b ———

Figure 4.20 : Géométrie et maillage d'un disque annulaire en rotation [Guer.14]

Les résultats obtenus sont comparés a la solution analytique donnée par Timoshenko [Tim.51]
3 (R Y *(RY
o 3V e [_j il [L] . (_j ] (4.44)
8 R, R, r
3 (R RY 1+3 ’
8 R, r 3+v | R,
2 2 2
Ur:wpwz&zr[l{&] J”[&j _1+V(L] } (4.46)
8E R, l-v\r 3+vIR,

La convergence du déplacement radial (U,) aux nceuds, des contraintes radiales (o) et

tangentielles (o) au centre des éléments, est montrée sur les figures (4.21) a (4.23) pour un
maillage 1x4 (quatre ¢léments dans la direction radiale, un seul élément dans le sens axial).
Les résultats montrés dans les figures (4.21 a 4.23) indiquent, en générale, la bonne

convergence des ¢léments étudiés vers la solution analytique pour les déplacements radiaux et
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les contraintes radiales contrairement aux contraintes tangentielles qui sont moins

satisfaisantes pour ce maillage.
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Figure 4.21: Disque en rotation; déplacement radial (maillage 1x4)
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Figure 4.22 : Disque en rotation; contrainte radiale calculée au centre des éléments (maillage 1x4)
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Figure 4.23 : Disque en rotation; contrainte tangentielle calculée au centre des éléments

(Maillage 1x4)

4.5.Conclusion

Les éléments basés sur 1’approche en déformation SBRIE, SBTIEIR et R4BM formulés en
axisymétrie sont présentés dans ce chapitre, la matrice de rigidité est établie grace a une
intégration numérique. Les performances des éléments formulés sont évaluées a travers une
série de tests, les résultats correspondant sont comparables aux solutions analytiques et a
I’¢lément Q4, les résultats obtenus montrent clairement les avantages que présente le modele
en déformation par rapport au modele en déplacement. Les ¢léments axisymétriques basés sur
I’approche en déformation donnent quasiment la solution analytique méme pour un maillage
réduit ainsi que pour I’élément Q4 mais pas dans le cas des plaques ou la flexion est
dominante.

L’¢lément Q4 a une insuffisance dans le cas des plaques contrairement aux éléments a champ
de déformation qui donnent de bons résultats soit pour les déplacements radiaux ou pour les
contraintes radiales et tangentielles. En conclusion, les résultats reportés dans ce chapitre
confirment la supériorité des éléments a champ de déformation par rapport a 1’élément Q4, en

effet cette supériorité est vérifiée pour tous les cas de tests.
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Conclusion générale

Au cours de ce travail, une recherche bibliographique sur les éléments finis basés sur le
mode¢le en déformation existant dans la littérature a été effectuée, ainsi qu’un apercgu sur les

¢léments finis courbes formulés par d’autres approches.

Dans le présent travail deux types d’éléments secteurs basés sur l'approche en déformation

(tridimensionnel, membranaire) ont été¢ développé.

Le premier élément développé est nommé SBS3D (Strain Based Sector three-Dimensional),
destiné a l'analyse linéaire des structures circulaires. Nous avons utilisé I’intégration
numérique et analytique dans la construction de la matrice de rigidité élémentaire de I’élément
développé SBS3D, apres satisfaction des conditions de compatibilité. Le présent élément
SBS3D a été formulé en utilisant le champ de déplacement de 1'élément hexaédrique simple a
huit nceuds SBH8 basé sur I’approche en déformation développé par Belarbi et Charif
[Bela.99] (en remplacant x et y par r et 0). Cet élément posséde trois degrés de liberté
essentiels (Uy, Vg et W) a chacun des huit nceuds de coins. En effet, les résultats numériques
obtenus en utilisant cet ¢lément sont en bon accord avec les résultats analytiques, et montrent
qu'il est libres de tout verrouillages numériques lorsqu'on modélise un cylindre a paroi
épaisse, et convergent vers les solutions analytique proposé, contrairement a I'¢lément 3D

basé sur 'approche en déplacement BS.

Le deuxiéme élément baptis€ SBST4 (Strain Based Secteur Triangulaire 4-node), basé sur
I’approche en déformation, est unélément secteur triangulaire a quatre nceuds, chaque nceud
contient seulement les deux translations (U; et V). Nous avons utilisé I’intégration numérique
a la place de I’intégration analytique dans la construction de la matrice de rigidité élémentaire
de I’élément développé. Cet élément est formulé en se basant sur 1'élément rectangulaire a
quatre nceuds basé sur 1’approche en déformation (SBRIE) développé par Sabir et Salhi
[Sab.83a], en utilisant I'approche dite directe (consiste a interpoler sur les variables polaires r
et O de la méme maniere qu'on le fait sur les variables cartésiennes x et y tout en vérifiant
I'équation de compatibilité exprimée en coordonnées polaires). Nous avons essayé d’améliorer
le comportement en membrane des structures a travers ce nouvel élément. En effet, ce sont les
coordonnées cartésiennes, utilisées dans les fonctions de forme de 1'¢élément SBRIE qui ont
été transformées en coordonnées polaires. Pour la validation, 1’élément développé est passé
sur plusieurs tests numériques et les résultats obtenus sont en bon accord avec les résultats

analytiques confirmant sa bonne performance.
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Finalement, nous avons formulé et examiné des éléments membranaires basés sur I'approche
en déformation dans le cas des structures axisymétriques. Les éléments formulés et testés sont
les ¢éléments de Sabir [Sab.85a] (SBRIE : Strain Based Rectangular In-plane Element),
[Sab.83a] (SBTIEIR : Strain Based Triangular In-plane Element with In-plane Rotation) et
I’¢lément de Belarbi [Bela.05] (R4BM ) dont le premier est un €lément rectangulaire avec
deux degrés de liberté par nceud (U, V), par contre le deuxiéme est un élément triangulaire qui
admet une rotation dans le plan comme degré de liberté additionnel (deux translations et une
rotation autour de I'axe z) et le troisieme est un élément rectangulaire a cinq nceuds avec un
neeud central et possédants deux degrés de liberté par nceud (U, V). L’intégration numérique a
été utilisée pour l'obtention de la matrice de rigidité. Les résultats ont montré que les ¢léments

a champ de déformation donnent de bons résultats et surtout lorsque la flexion est dominante.

En conclusion, nous pouvons dire que les nombreuses applications numériques étudiées
prouvent la validité et I’efficacité de 1'approche en déformation pour I’analyse des structures a

contour circulaire et axisymétriques.

Les résultats des éléments basés sur l'approche en déformation sont forts encourageants et

permettent de prévoir les possibilités de proposer des extensions possibles de notre travail:

- Une perspective du travail consiste a examiner cet ¢lément dans 1'é¢tude dynamique libre et

forcée et sur la non linéarité matérielle et géométrique.

- L'implémentation de I’élément formulé dans le code de calcul ABAQUS, et le valider a
travers une série de tests de la flexion des poutres, plaques minces et épaisses en statique et en

vibration libre et forcée.
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Annexe

Annexe A

La matrice de transformation [C] (24x24) pour 1'¢1ément SBS3D est la suivante:

Ou la matrice 3x24 de I'équation (7) est donnée comme suit: [1)(,’, 0.2 )J -

1

~.

1.2 15 z.2 0.z. 0z. z. Oz
1006 0 z ~ 0 rz Mz 0 -0 0 -0z 0-——-2z" 0 L L LA A i 1
1 1 11 11 111 1 2[ 1 1 2 2 2 2 2 2
12 2 12 2 1 1 1 1
010+ —= 0 0 ——r 0 ——rz 0. r 0z Mz 0 0 ——z% —rz —r. -1z. —z. -rz. 0 ——rz.
2ll 1 11 11 2[ 2ll 21 2ll 21 2ll 2!1
i
2 2 2 2
7. r. 6. 0. 0. 0. 6. 0. r b
001086 +0 0 - -tto o L L , 47 @z 0z o0 AL L 1L 1 1L
1 2 2 2 2 1 11l 11 111 2 2 2 2 2
et 0;, z; sont les coordonnées des huit nceuds i (i=1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8)
Pour un matériau isotrope, la matrice d'élasticité [D] s'écrit:
[a-v) v v 0 0 0 |
v (1-v) v 0 0 0
v v (1-v) 0 0 0
1
[p]-—2L | 0 0 0 Sa-2v 0 0
(I=v)(1-2v)
0 0 0 0 %(1-%) 0
1
0 0 0 0 0 Z -2
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Composantes de La matrice [Ky]

H H 0

0

0

0 H H, H,

0

0

HB

(=]

8 o

Hy Hy Hy,
0

0 0
0 0

0
0

0
Hys Hy

0
0

=)

Hl S
S H2
oS O

oS O

Hy Hy,

0

0

D

(=) H3

[Ya)

0
0 Hy Hy

0
0

(e

H, H, Hy

0

0

Symétrique

OOOOHmHmHDO Hm_

OOOOOOOHB

OOOOH&H@Hﬂ
f of

0 0
Hy Hy Hy 0 0
Hy Hy, 0 0
H, 0 0

[&0]

D, =D(1-v);

D=E/((1+v)(1-2v));

D,, =vD;

Dss =D,y

=D;

D33

D,;

D13

O.SxD(l—Zv);

D, =

E, = (rzz _’”12)3

=(r,—1);

Eg=(r+1);

2.
+17);

7

o

—(,3 5.
E9_(r2 +n )a

(44
Es_(rz +h )a

3 3.
( +7);

— 5 _ 5.
Elo_(rz ’”1):

E7
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$=(rrr): S=(Pen)elevn) s=(e)
S, =(r13x r22)+(r23x rlz); S4=(r24x r1)+(rl4x rz); S, =(r23x r1)+(rl3x rz);
H, =4.chD,.L; H, =4.c.E h(D,+D,);
H, =4chD, L: H, = %.c.h.z)n.(4.E1 L)

2 5
H, = —g.c.h .D,,.L; H,=4.chD,.L
H, =-4.chD,,.L H, =ch.D,.L(E,-4.E)
H, = —%.c.h3.D44 L H, = %.c.h3.D44 L
H, =-2chD,.L H, = 4.h.L.c.e.D11 o+ DMJ

1 2
H, = g.c.h.El.(.°s.D44.(4 ~E)+4c (D, +D,)) H, = 5.c.h3.D44 L

2 s (1, 2 >

Hys = =3¢l =.*.Dy + D, Hyg =2.chL|2.D;,.C"+ Dy |4.19
H, = %.c.h.Ez.(?a.DM +2.C*.D, +2.C°.D,, ) H,, =—4.cE.hD,

4 8 3
Hyy =3¢ EyhD, Hy =3¢ EyhD,

4 5 8
Hyy =5 By hD, Hyy =3¢ EyhDy

4 4 3
Hy =5ch’ Dy L Hyy =3B (D, +D,)
H, = ic.h3.DH.L

3

2 3 1 2 2 3
H,, =§.c.h .D,.L.| 2.E — g.c L H,, :;c.h .D,,.L
H, =4chE, (D, +D,) H,, =4.chE (D, +D,)

2 2 2 3
H,, = E.c.h.El.(D“ +D,,).(3.E,.-¢*) Hyy == ch E.(D,, +D,)
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H, = CngEl .[D44.((24.E6)—16.E4 +3.E, +3.5,-16.8)+16(D,, + D,, ) .c* .E6]

1
H, = —g.c.h3.D44.(E2 —4E,))

1
H,, = —§.<:.h3.El.(4.c2.(D11 +D,,)+D,,.(12-3.E,))

Hy = é.c.h.El.(4.cz.(DH +D,)+D,,.(12-3.E,))

4 4

H, = E.c.h3.E2.(D11 + D12) Hy; = E-C-hS-Er(Dll + DIZ)
2 2
Hy = och' (D + D, )(c?.E, +3.E,) Hyy =7 ch*.(Dy + Dy, ).E,9.23
H, :‘ﬁg—'?.(l)M I (120+80.E, +15.E,) + Dy;.(45.E, = 72.E, +30.E,) +80.c° i’ (D,, + D, )

H, = ;—O.c.h.El.(DM h*.(60+15.E )+ Dy,.(30.E, —45.E, +18.E, )+ 20.c’.h* (D, + D,, ))
H, = —%.c.h.El.(ZDM h* (4+E,)+3.Dys.(2.E, - E, ))

H, = —%.c.h.El.(DM h*.(60+15.E, )+ Dy.(30.E, —=18.E, )+ 20.c>.h* (D,, + D), ))

H, = ;—O.c.h.El.(D44.h2.(6O +15.E, )+ Dy;.(45.E; - 30.E, —=18.E,) +20.c>.h* (D,, + D,, ))

H45 =4.ch.L (%.Cz -D44 + Dll)

H, = %.c.h.(6.E1 Dy, + (cz.L.(2.D44 -D, )))

H, = —%.c.h3.D“.L

2 4 2
Hy=c .h.L.(%.DM 3Dy [+ 26hDy | By =2,

1 2
H49 = C.h3.D11.(§.CZ L _E'Elj
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= %.c.h(cz Dys.(3.E, —12.E, +6.L)+6.h° L.D,, + 2.’ h*.L.D,,)

= %.c.h.(cz.DSS.(2.E3 ~6.E, +6.E,)+(6.1°.E,.D, -’ i L.(2.D,, - D,,)))

= g.c.h3.D“.L
3

=M (2 D (30E, —40E, +15E.)+ D, > (30E, + 20.6*.E, +3.¢°L) +20.°h°D,, L
45 55 2 3 5 11 2 1 44

= l.DH.L.c3h3 + E.E1 Dy, .c.h’
9 3

=2.c.h.E,.D;,

= %.c.h.E3 .D.,

1
=ch.E,.D,, + g.c.h.s D,,.L

- %.c.h.(thSS (10.E, —40.E, +20.L) +10.C°E,.Dy; +3.4* L.D,,)

= %.c.h (h*.Dy; (20.E, + 60.E, - 60.E, ) +20.c* E,.Dy, = 9.h* L.D,, )

|
=—ch’.D,.L
3 44

= %.c.h(hz.Dss (30.E, —40.E, +15.E,)+15.’.E;.Dy, +9.h* L.D,, +3.¢*h* D, L)

1 1
=—ch’ L(g c D, + §D44 j
1,
=c.h.L. g.c .D, +D,,
= %-C.h (Dss (18-E2 —24.E, +9.E; ) +4.n°.L (3'D44 +c D, ))

= %.c.h (3.Dss.E, — Dys.E; + 1* LD, )

_ —31—6.c.h(D55.(18.E2 ~9.E,)+ 4> L(3.D,, +¢*.D,,))
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H, = %.c.h(DSS.(M.E% ~18.E, =9.E,.Dy, )+ 4> L(3.D,, + D, ))

= %.c.h (12.D,.E, + 6Dy L +3.E,.Dy; + 2.h* LD, )9
H, = %.c.h(&El Dys +3.E,.Dys + E;.Dys +h*.D,,.L)

- _%'c~h(E3 Ds; —3.E,.Dss + hz'D44'L)

H, = %.c.h(DSS.(l&Ez +24.E, +9.E,.Dy; )+ 41" L(3.D,, +¢*.D,, )

H, = —%.c.h(Dss.(QEs ~18.E,)+4.h*.L(3.D,, +c*.D, ))

H.,, =2.chE,.Dy + %.c.h3.D“.L
1 2 2 2
= g.c.h(DSS.(l&Ez ~24.E, = 9.E, + 24" E,)+ 41’ L(3.D,, + D, ))

Annexe B

La matrice C est donnée comme suit:

2
1 0 -6 r r8 O —% g
[C] - P r
o1 r»r 0 — 6 r6 —
2 2

Annexe ¢

Présentation des différentes étapes du programme
a) Etape 1: Lecture et organisation des données
b) Etape 2: Construction de la matrice et du vecteur globaux [k] et {f} et résolution du
systeme des équations [K] {U}= {F}
Cette étape est la plus importante du programme, car on y effectue toutes les opérations
nécessaires pour aboutir a la solution finale du probléme.

» Evaluation de la matrice de rigidité élémentaire

» Calcul des vecteurs ¢lémentaires des forces

» Calcul des déplacements aux nceuds: [K] {U}= {F}

» Calcul des contraintes et déformations (SIGMA, EPS)
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ORGANIGRAMME DETAILLEE DU PROGRAMME

-Lecture des données et initialisation des tableaux et vecteurs

SR

-Réservation de I’espace pour les tableaux de dimension fixes et Vecteurﬂ

\/

[Pour chaque élément]

\/

[ Trouver les coordonnées nodales et le vecteur de direction G ]

\/

[ Pour chaque point d’intégration ]

~_
/—Calculer les fonctions de formes et leurs dérivées DER et DER1 en coordonnées locale;

XL, ETA, ZETA
-Calculer la matrice jacobienne JAC
-Calculer des dérivées en coordonnées globales DERIV
-Formuler la matrice de déformation-déplacement, BEE
kForrner le produit B'DB et calculer la matrice de rigidité élémentaire KM /

\/

[ Assembler les matrices de rigidités élémentaires dans le systeme global]

~.
-Réduction des matrices de rigidité globales
-Lire des charges

~.

[Pour chaque élément ]

\/

-Former les coordonnées COORD et le vecteur de direction G
-Récupérer des ¢léments les déplacements nodaux

\/

[Pour chaque point d’intégration]

v
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-Calculer les fonctions de formes et leurs dérivées DER et DER1 en coordonnées locales

XL, ETA, ZETA
-Calculer la matrice jacobienne JAC
-Calculer des dérivées en coordonnées globales DERIV
Formuler la matrice de déformation-déplacement, BEE

Iy

-Calculer des contraintes SIGMA
-Calculer des déformations EPS

Iy

[ L’impression des résultats ]
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