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Résumé

Sur Dexistence de solutions de certaines classes d’équa-

tions différentielles d’ordre fractionnaire

Les équations différentielles fractionnaires ont fait I’objet de plusieurs travaux. L’objectif
de cette thése est de contribuer au développement de la théorie d’existence des solutions de
certaines classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire. Les résultats obtenus dans
ce travail sont basés sur la technique de combinaison de la théorie du point fixe et la théo-
rie des familles résolvantes, en donnant des conditions suffisantes qui assurent l'existence
de solutions faibles d’équations différentielles d’évolutions impulsives fractionnaires d’ordre
0 < a < 1 dans les espaces de Banach separable. L’étude de ces équations est faite sous
conditions locales et non locales avec un retard fini.

En suite; on s’intéresse a ’étude de la controlabilité de ces équations. Des exemples illus-
tratifs sont donnés pour chaque cas.
Mots-clés : Equation différentielle d’ordre fractionnaire, solution faible, controlabilité, théo-

réeme de point fixe, famille résolvante.



Abstract

The existence of solutions of certain classes of fractional

differential equation

Fractional differential equations have been the subject of several studies. The objective of
this thesis is to contribute to the development of the theory of existence of the solutions of
some classes of differential equations and inclusions of fractional order. The results in this
work are obtained by combining the fived point theory and the resolvent families, provide
sufficient conditions to ensure the existence of weak solutions for some impulsive evolution
fractional differential equation of order 0 < a < 1, the considered equation are with local
and non local conditions and finite delay.

Also; We are interested by the controllability of these equations, and we project this study
to inclusion. Some examples are given to illustrate previous results.
Key word : Fractional differential equation, weak solution, controllability, fixed point theo-

rem, resolvent family.
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Introduction générale

Les origines de la théorie de la dérivation fractionnaire remontent a la fin du 17-iéme
siécle, I’époque ot Newton et Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel
et intégral. La premiére question qui a conduit au calcul fractionnaire était : Est ce que la
dérivée d’ordre entier Z;—L,{c peut étre étendue a un ordre fractionnaire 7 question a laquelle la
réponse était affirmative.

S.F.Lacroix a développé facilement un exercice mathématique simple généralisé & partir
d’un cas d’ordre entier, en commengant par f(z) = 2™, la dérivée n-iéme

d"f m!

clac”:(m—n)!aj 2 7

Grace a 'utilisation du symbole de Legendre pour la factorielle généralisée ( la fonction de

Gamma), il a obtenu

IS T
den T(m—n+1) T

La premiére conférence sur le théme de la dérivée fractionnaire a été organisée en
juin 1974 par B.Ross intitulée " First conference on fractional calculus And its application "
a I'université de New Haven. Pour la premiére monographie le mérite revient & K.B.Oldham
et J. Spanier, qui ont publié un livre [12] consacré au calcul fractionnaire en 1974 aprés un

travail de collaboration entamé en 1968. Cet ouvrage est le premier du genre qui rassemble
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les divers résultats sur le calcul fractionnaire. Une synthése théorique a été proposée dans
le livre de K. S. Miller et B. Ross [11] ot certains aspects algébriques des équations diffé-
rentielles d’ordres fractionnaires sont substantiellement développés. Aussi, on cite 'ouvrage
russe de S.G.Samko et al [19] paru en 1987, ce livre regroupe un ensemble de résultats et
d’applications des dérivées d’ordre fractionnaire. Sans oublier le livvre de I.Podlubny [11]

qui fait ’étude générale des équations différentielles fractionnaires.

Le sujet des équations différentielles fractionnaires a fait 1’objet d’investigation im-
portant avec un intéret croissant. En effet, on peut trouver de nombreuses études dans divers
domaines des sciences et d’ingénierie voir les monographies [4],[23],[32],[36],[53]-

En outre, les problémes d’existence, de singularité et d’autres propriétés qualitatives de la
solution des équations différentielles semi-linéaires dans les espaces de Banach ont été étu-
diées dans la littérature voir par exemple [1], [12], [17], [18] , [20],[22], [38].

D’autre part, la littérature consacrée aux équations differentielles impulsives, nous mention-

nons, par exemple [5], [9], [14], [15], [33], [37], [50].

Motivés par les travaux des chercheurs M.Benchohra, H. Hammouche, N.Abada, K.Aissani,
dans cette thése, nous sommes préocupées par l'existence de solutions faibles de certains
classes d’ordre fractionnaire d’équations differentielles semi-linéaires impulsives avec condi-
tions locales et non locales lorsque le retard est fini dans un espace de Banach séparable.
Ainsi, On va proposer un ensemble de résultats contribuant au développement de cette thé-
matique. On commence ’étude par 'existence de solutions faibles de certaines équations

différentielles fonctionnelles d’évolutions d’ordre fractionnaire 0 < o < 1 avec impulsion im-
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pliquant une condition de Lipschitz sur le terme . Aussi, on traite principalement ce genre
d’équations avec conditions non locales en utilisant des théorémes du point fixe : Burton et
kirk, krasnoselskii et d’autre théorémes, combinés avec la théorie des familles résolvantes.
On traite également la question de la controlabilité de ces équations. Cette thése se compose
de quatre chapitres :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, on présente quelques outils de base : la fonction spécifique
Gamma, définition des dérivées et intégrales fractionnaire au sens de Riemann- Liouville,
et Caputo et quelques propriétés complémentaire, On présente quelque théorémes de points
fixes et les familles résolvantes, on cite des définitions utiles tout au long de la thése .
Chapitre 2 : Ce chapitre est consacré a I'étude de I'existence de solutions faibles pour cer-
taines équations différentielles fractionnaires fonctionnelles, on s’appuiera sur le théoréme
du point fixe pour la somme des opérateurs de type complétement continue et contraction
dus a Burton et Kirk.

Chapitre 3 : Le chapitre a pour but d’étudier ’existence de solutions faibles d’équation
differentielle fractionnaire avec condition non local en utilisant le théoréme de krasnoselskii.
Chapitre 4 : Ce chapitre est dédié a la controlabilité d’équation différentielle fractionnaire

semi linéaire impulsive avec une condition non local dans les espaces de Banach .
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Chapitre 1

Preliminaires

1.1 Fonction spécifique

1.1.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma a été introduite par le mathématicien suisse Leonhard Euler
(1707-1783) dans son objectif de généraliser la factorielle des valeurs non entiéres. Plus tard,
en raison de sa grande importance, elle a été étudiée par d’autres mathématiciens comme
Adrien Marie Legendre (1752-1833), Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Christoph Guder-
mann (1798-1852), Joseph Liouville (1809-1882), Karl Weierstrass (1815-1897), Charles
Hermite (1822-1901) et beaucoup d’autres. Elle apparait également dans divers domaines,
comme les séries asymptotiques, série hypergéométrique, fonction zéta de Riemann, théorie

des nombres..., Pour plus de détails sur cette fonction (voir [8] ,[27]).

Définition 1.1 Pour z € C tel que Re(z) >0
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Fonction spécifique 13

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe.

1.1.2 Quelque propriétés

» Une propriété important de I'(z) est la relation de récurrence suivante
[(z+1) =2z xTI(2),

» En particulier

Ve N*:T'(n+ 1) =n! (La fonction gamma s’appelle aussi fonction factorielle généralisée).

» La fonction Gamma peut étre représentée aussi par la limite
nln?

['(z) = nl_{ffoo 2(z+1)...(z+n)

» Dans de nombreux cas il est plus commode d’employer la fonction Béta au lieu d’une

certaine combainaison des valeurs de la fonction Gamma.

la fonction Béta est définie par :

Bleg) = [ 0 oan
0
qui peut étre liée avec la fonction gamma I'(2) par la relation suivante :

[(z) xT(y)

Ble.y) = I'(z +y)

» La fonction exponentielle exp(z), joue un role trés important dans la théorie des équations

différentielles d’ordre entier. La fonction Mittag-Leffler a un seul paramétre qui généralise la
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Intégrales et dérivées fractionnaires 14

fonction exponentielle a été introduite par Mittag-Leffler en 1993 et désignée par la fonction

suivante :

k

Z _ pour Z € C tel que Re(Z) > 0,

Ealz) T(ak + 1)

En particulier, si @« = 1 on trouve la fonction exponentielle

Ei(z) =€~

La fonction Mittag-Leffler & deux paramétres, a été introduite par Agarwal et Erdelyi et
elle est définie par un développement en serie suivant :

k

Eap(z)=Y m (@>0,8>0).

1.2 Intégrales et dérivées fractionnaires

1.2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liouville

L’approche de Riemann-Liouville relative & la définition de I'intégrale fractionnaire
s’appuie sur la formule de Cauchy pour le calcul de 'intégrale répétée n fois qui est donnée
par

1

JIf(t) = m/(t —5)" 1 f(s)ds; t > a et n € N*, (1.2.1)

En généralisant cette formule & un ordre « réel positif et en remplagant la fonction factorielle

par la fonction Gamma on aura la définition suivante :

Définition 1.2 L%ntégrale fractionnaire a gauche au sens de Riemann-Liouville d’ordre

a € RY dune fonction f: ]a,b] = R ou C, —0o < a < b < +00, est formellement définie
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Intégrales et dérivées fractionnaires 15

par

TOf () = ﬁ /t(t _ ) f(s)ds, a<t<b.

1.2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3 Pour a > 0 et n = [o] + 1, la dérivée fractionnaire & gauche au sens de

Riemann-Liouville d’ordre o d’une fonction f : [a,b] — R ou C est formellement définie par

1 ar

gc?f(t) = gnjan—af(t) = F(n _ Oé)%

/t(t —8)"*  f(s)ds, a <t <b,

N n _ d"
ol P" = 4.

On va présenter maintenant quelques propriétés de 'opérateur de dérivation au sens de

Riemann-Liouville.

Lemme 1.1 Soient o > 0 et n = [o] + 1. Si f € AC"([a, b)), alors la dérivée fractionnaire

D2 f existe presque partout sur [a,b]; en plus, elle est donnée par

i ®) (q Cu 1 M (s)ds
200 =X iy 0 g L g

Ou AC™([a,b]) := {f : [a,b] — R; (D™ f)(2) € ACa, b]}

Remarque 1.1 Une fonction possédant une dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

n’est pas nécessairement continue.

La dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est linéaire comme c’est le cas

de la dérivation usuelle.

UNIVERSITE BISKRA 2020-2021 M.LEMKEDDEM



Intégrales et dérivées fractionnaires 16

Théoréme 1.1 Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouville existe. Alors pour tous A\, € R, Z%(\f + ug) existe, et l'on a

DM () + png(t) = AZ. f () + nZ;g(t).

Théoréme 1.2 Soient a, 3 > 0 tels quen—1<a<n, m—1<f <m (n,m &€ N*), alors

on a

1. Sia> B3>0, alors pour tout f € L'[a,b] la relation
DU(ILF) () = T3 f (1),

est vraie presque partout sur |a,b).

2. Si B> a >0, et sila dérivée fractionnaire 95~ emiste, alors on a
DI ) = D7 f (1)

3. Si f € LYa,b] et I f € AC™|a,b], alors I’égalité

i anon
MNa—k+1)

Ta Do f(t) = [(t) -

. )a—k7

k=1

est vraie presque partout sur |a,b|. En particulier, pour 0 < o < 1

090 5(0) = 1) - L= p10p(a), pp. t€ [ah

[la) "
4. Pour a >0, k € N*, si les dérivées fractionnaires D°f et DT f existent, alors

DH(DEf(t)) = DETf(t), pour tout t € [a,b)].

5. Pour f € L[a,b], si P f € AC™[a,b] et a+ B < n, alors on a

gt (a)
I'l—a—k)

(t—a)~*=*, pour tout t € [a,b).

g5 (9210) = (727F) (-3

k=1
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Intégrales et dérivées fractionnaires 17

La définition de la différentiation fractionnaire du type Riemann-Liouville a joué un role im-
portant dans le développement de la théorie des dérivées et intégrales fractionnaires et pour
son application dans les mathématiques pures (solutions des équations différentielles d’ordre
entier, définition de nouvelles classes de fonctions, sommation des séries...).Cependant, les
problémes appliqués demandent des définitions de dérivées fractionnaires autorisant 1'utilisa-
tion des conditions initiales interprétables physiquement, lesquelles contiennent f(a), f (a),

etc... .

1.2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Beaucoup de problémes concrets utilisent les dérivés fractionnaires assujetties a des
conditions initiales plus au moins naturelles. Malheureusement, 1’approche de Riemann-
Liouville méne a des conditions initiales contenant des valeurs limites de dérivées fraction-
naires au sens de Riemann-Liouville en la borne inférieure t = a. Malgré la possibilité de
résoudre mathématiquement avec de telles conditions initiales, leurs solutions ne sont pas
encore bien comprises, puisque il n’y a pas d’interprétation physique adéquate de tel type
de conditions initiales.

En 1967 M. Caputo [19] proposa un concept modifié de la dérivation fractionnaire, qui
prévoit la formulation des conditions initiales sous forme qui fait apparaitre seulement les
valeurs limites des dérivées d’ordre entier en la borne inférieure (l'instant initial) ¢ = a

comme f(a), f (a), f (a), ....

La définition formelle de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est donnée par :
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Théorémes de points fixes 18

Définition 1.4 La dérivée fractionnaire a gauche au sens de Caputo d’ordre o > 0 d’une

fonction f : |a,b] — C est donnée par

CGIE) = s [ s, <<t

avec

n=la]+1sia¢N;, n=apour aecN.

La relation entre la dérivée fractionnaire de Caputo et celle de Riemann-Liouville sur

I'intervalle [a,b] est décrite par le théoréme suivant :

Théoréme 1.3 Soit « > 0, n = [a] + 1. Si f posséde n-1 dérivées en a et si DSf existe,

alors

n—1 (k) a
o) =72 |1 - S - at],

presque partout sur [a,b].

Remarque 1.2 On constate que la dérivée au sens de Caputo n’est définie que si celle de

Riemann-Liouville existe et que la fonction est (n-1) fois dérivable au sens ordinaire.

Pour plus de détails du calcul fractinnaire, on renvoie le lecteur interessé a |2, 3, 36, 40, 44,

, 0]

1.3 Théorémes de points fixes

Les théorémes de points fixes sont des outils trés utiles en mathématique et particulié-
rement dans la résolution des équations différentielles et intégrales.
En effet, ces théorémes fournissent des conditions suffisantes pour lesquelles une fonction

donnée admet un point fixe, ainsi on assure I'existence de la solution d’un probléme donné

UNIVERSITE BISKRA 2020-2021 M.LEMKEDDEM



Théorémes de points fixes 19

en le transformant en un probléme de point fixe, et on détermine éventuellement ces points
fixes qui sont les solutions du probléme posé.

On commence par la définition d’un point fixe

Définition 1.5 Soit f une application d’une ensemble E dans lui méme. On appelle point

fize de f tout point u € E tel que

f(u) = u.

En 1922, Stefan Banach prouva son fameux résultat dit "principe d’application contractante
de Banach", ce théoréme est le résultat le plus utilisé puisqu’il n’assure pas seulement
I'existence d’un point fixe mais aussi son unicité.

Le théoréme de point fixe de Banach repose essentiellement sur les définitions suivantes :

Définition 1.6 Soit (E,d) un espace métrique. Une application f : E — E est dite Lip-

schitzienne de constante L > 0 si elle vérifier
Vu,v € E, d(f(u), f(v)) < Ld(u,v).

Définition 1.7 L’application Lipschitzienne f est dite une application contractante si L =

1. Dans le cas ou L € (0,1), f est dite une application strictement contractante.

Théoréme 1.4 (Principe d’application contractante de Banach) Soit (E,d) un espace mé-
trique complet et soit f : E — E une application strictement contractante, alors f admet

unique point fize.

Le deuxiéme résultat de point fixe est le théoréme de point fixe de Burton et Kirk [16]

Théoréme 1.5 Soit X un espace de Banach et A, B : X — X deux opérateurs satisfaisant :

i) A est une application contractante, et
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Définitions et théorémes 20

ii) B est complétement continu
Alors, non plus :
a) Uéquation de lopérateur y = A(y) + B(y) admet une solution, ou

b) Uensemble T = {u € X : NA(%) + AB(u) = u, A € (0,1)} est non borné.

Voici enfin le théoréme de point fixe de Krasnoselskii

Théoréme 1.6 (Théoréme du point fire de Krasnoselskii) Soit X un espace de Ba-
nach, et soit D un sous-ensemble de X borné, conver el fermé, et A, B sont deuz applications
de D dans X telsque Az + By € D pour tout (x,y) € D. Si A est une contraction et B est

complétement continu, Alors I'equation Ax + Bx = x admet une solution x sur D.

1.4 Définitions et théorémes

1.4.1 Intégrales au sens de Bochner

Soient E un espace de Banach muni de la norme || . ||, (a,b) un intervalle de R et u
une mesure sur (a,b) donnée par du(t) = w(t)dt ot w est une fonction positive continue sur
(a,b). {Aq, ..., Ax} est une collection finie de sous-ensembles mutuellement disjoints de (a,b)

avec mesures finies p et {x1, ..., 21} est un ensemble d’éléments de F.
Définition 1.8 Une fonction ¢ définie par
O(t) =D Xa(t)z;, a<t<b (1.4.1)
i=1

est appelée une fonction simple.
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Définitions et théorémes 21

On définit lintégrale de ¢ par rapport a la mesure p sur (a,b) par

n

/¢ )du(t) /ZXA )aidp(t) Z(/ w(t)dt)x;. (1.4.2)

i=1 YA

ot Xa, la fonction caractéristique de A;.

Définition 1.9 Une fonction f : (a,b) — E est dite mesurable s’il existe une suite de

fonctions simples {¢,} de supports inclus dans (a,b) tel que

lim | 7= 6(8) = 0, pp- dans (a.b)

Définition 1.10 Une fonction f : (a,b) — E est intégrable au sens de Bochner s’il eziste
une suite de fonctions simples {¢,} telles que || f — ¢, || est intégrable au sens de Lebesgue

pour tout n, et
tim [0~ 600 1l an(t) =0,

dans ce cas l'intégrale de Bochner sur (a,b) est définie par

[ rtautt) = tim [ o.0)dute

L'[J, E] 'espace de Banach des fonctions mesurables u : J — E qui sont integrable au

b
lull = / (b)) dt

1.4.2 Familles Résolvantes

sens de Bochner avec la norme

Les références de cette sous-section sont prises de [25, 26, 43]
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Définitions et théorémes 22

Définition 1.11 La famille (S, (t))i>0 C I(X) des opérateurs linéaires bornés dans X est
appelé un a-famille résolvante d’opérateurs engendré par A si les conditions suivantes sont
satisfaites :

a) (Sa(t))sq est fortement continu sur Ry et S,(0) =1 ;

b) Sa(t)D(A) C D(A) et AS,(t)x = Su(t)Ax pour tout x € D(A) et t >0;

¢) Pour tout x € X, I?S,(t)x € D(A) et

Sa(t)x =x+ AL*S,()x, t

WV
o

d) € D(A) et Az =y siet seulement si

Sa(t)zr =2+ AL*S,(t)y, t

WV
o

e) A dense et fermé.

Le générateur A de (S,(t)),5, est définit par :

Sa(t)r —x
D(A) ={zx e X : im —%—— exists
(4) { 10t Pay1(t) J
et
Ar = li Salt)e — r € D(A).

tO‘_l

ol Yy (t) = oy pour ¢ > 0 et Po(t) =0 for t <0 et ,(t) — d(t) comme o — 0,

ot la fonction delta est définit par :
0a: D) = Ry ¢ — o(a)

et

D(Q) ={pcC>®(Q); suppp CQ iscompact}
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Théoréme 1.7 Soit A engendre (T'(t)),5, un semi-groupe analytique et compact, Alors

pour tout o € (0,1), il engendre également une famille résolvante analytique et compact

(Sa(t))z0-

Lemme 1.2 On suppose que la famille résolvante d’opérateur a-FOR (Su(t)),>, est compact
pour t > 0 et analytique de type (wo,y). Alors les affirmations suivantes sont vrais :

(i) 1 [1Salt + 1) = Sa()l| =0, pour 1> 0

(i) lm [|Su(t+ h) — Sa(h)Sa(t)|| =0, pour ¢>0.
h—0+

Définition 1.12 Une a-FOR (S4(t)),, est dite ezponentiellement bornée s’il existe des

constantes M > 1, w > 0 tels que :
|Sa(t)|| < Me** pourt >0,
dans ce cas, on écrit A € Cp(M,w).

Proposition 1.1 Soit « > 0, A € C,(M,w) si et seulement si (w*,00) C p(A) et il existe

une fonction fortement continue S, : Ry — B(X) tel que || Sy ()| < Me*t | t >0, et
/ Me™MS,(Hadt = N PR\, A, A>w etzeX
0
En outre, (Su(t)),>, est un a-FOR engendré par 'operateur A.

B(z) I'algébre de Banach des opérateurs linéaires bornés dans X ;
p(A) = {\ € C/AI — A est inversible dans B(X)} I'ensemble résolvant de A € B(X);
R(.,A): p(A) = B(X) telque R(\, A) = (A — A)~! la résolvante de 'opérateur linéaire A.

Pour plus de détails sur la théorie de a-FOR, on référe Uintéressé a Pazy [13].
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1.4.3 Définitions complémentaires
Définition 1.13 Une application f :[0,b] x D — E est dite carathéodory si les conditions
sutvantes sont vérifices

1) La fonction t — f(t,x) est mesurable pour chaque x € D ;

2) La fonction x — f(t, ) est continu pour presque tous t € Jy, := (tg, tri1], k = 0,1, ..m.

Définition 1.14 Soit (E,d) et (E,d') deuz espaces métriques et H une partie de C(E, F).
On dira que H est équicontinue en xq Si :

Pour tout € > 0, il existe § > 0, tel que d(x, ) < 0 = d'(f(z), f(z0)) < €, pour tout f € H.

On rappelle la version du théoréme d’Arzéla-Ascoli :

Théoréme 1.8 Soit K un espace métrique compact et F' un espace métrique complet. Soit
H une partie de C(K, F). Alors, H est relativement compacte dans C(K, F) si et seulement
si H est équicontinue et pour tout x € K, H(z) = {f(x); f € H} est relativement compacte

dans F.

Puisque dans R ou C, les parties relativement compacte sont des parties bornées, on a :

Corollaire 1 Soit K un espace métrique compact et H une partie de C(K). Alors H est
relativement compacte dans C(K) si et seulement si H est équicontinue et pour chaque

re K, H(x)={f(x); f € H} est bornée.
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Chapitre 2

Equation différentielle fonctionelle
fractionnaire impulsive avec conditions

locales et retard fini

2.1 Introduction

Il est reconnu que la théorie des systémes impulsifs présente un cadre naturel pour la
modélisation mathématique de beaucoup de phénomeénes réels. Par exemple en technologie

chimique [21], en biotechnologie [31], en économie [24] etc.

Un systéme impulsif est en fait une combinaison d’un processus continu décrit par une
équation différentielle et une équation aux différences qui représente les sauts instantanés

de I’état dit "impulsions".

UNIVERSITE BISKRA 2020-2021 M.LEMKEDDEM



Introduction 26

La théorie des équations différentielles ordinaires impulsives a été initiée en 1960 par V.
Milman et A. Myshkis et elle a été développée durant la période de 1960-1975 par certains
chercheurs ukraniens et russes. Ensuite, de 1975 a 1990, le mérite du développement de cette
théorie et de sa popularisation revient au mathématicien américain V.Lakshmikantham. A
partir de 1991, en plus de Lakshmikantham, d’autres mathématiciens comme L.Byszewski,
D. Bainov contribuaient & ’enrichissement de la théorie des équations différentielles impul-
sives ot ils lancérent différentes études sur ce sujet et beaucoup de résultats ont été obtenus

dés lors.

Récemment, beaucoup de chercheurs ont étudié les équations différentielles fractionnaires
impulsives [7, 11, 12, 20] et les références dedans. Aussi la diversité des travaux étudiés a eu
un impact considérable sur I'apparition de divers concepts de solution |13, 15, 29, 39].
Cette théorie a connu un développement considérable en utilisant différentes techniques.
Voir Abbas et al. 1] et les papiers de Hammouche et al. [29], Wang et al. [55], Balachandran

et al. [12], Shu et et al. [71] et leurs références.

Le but de ce chapitre est d’étudier I'existence de solutions faibles de certaines équations

différentielles fonctionnelles fractionnaires semi-linéaires de la forme :

‘Diy(t) — Ay(t) = f(t,y), t€ Jp:= (tp,teg1),k=0,1,.m, (2.1.1)
AYly—y, = L(y(ty)), k=1,...,m, (2.1.2)
y(t) = o(t),t € [—r,0], (2.1.3)
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Oul0<a<l,f:[0,b] xU — FE est une fonction donnée, I, : E — E (k=0,1,2,...,m)
0=ty <t1 < .oo. <t <lmip1 =0, Ayly—y, = y(t5) —y(ty ), ou y(tf) = hl.iféi y(ty + h) et
y(ty) = hligh y(ty, — h) représentent les limites droites et gauches de y quand ¢ = ty,
U={¢:[-r0 — E, 9 continu partout sauf pour un nombre fini de points aux quels
P(s7) et P(sT) existent et ¥(s7) = ()}, ¢ € U,

A:D(A) C E — E est le générateur d’'une a— famille résolvante analytique d’opérateur
(a-FOR ) S, , pour toute fonction continue y définie sur [—r, b]\{t1, s, ..., t;n} et tout ¢t €

J =0, b], on définit histoire de I’état de ¢ — r jusqu’au présent état par

w(0) =y(t+0), 0 €[—r0.

PC([—r,b,E) ={y:[-rb — E : y(t) est partout continu sauf pour certains ¢ aux quels
y(ty) et y(th), k= 1,..m existent et y(t;) = y(tx)}

qui est un espace Banach équipé de la norme

lyll = sup{ly(2)] - ¢ € [=r, b]},

On suppose comme dans la théorie des équations différentielles impulsives que la solution

de (2.1.1) — (2.1.3) est telle qu’au point de discontinuité ¢, elle satisfait y(tx) = y(t, ).

2.2 Resultats!

Commencons par donner le sens de la solution faible du probléme (2.1.1) — (2.1.3).

1. Hadda Hammouche, Mouna Lemkeddem, Kaddour Guerbati, Khalil Ezzinbi, Ezxistance results for
some impulsive partial functional fractional differential equation, Asian-European Journal of Mathematics,

Vol. 12, No.1 (2019) 2050074 (23 pages)
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Définition 2.1 Une fonction y € PC([—r,b], E) est une solution faible de (2.1.1) — (2.1.3)
siy(t) = ¢(t), pour tout t € [—r,0] , Ayly=y, = L(y(ty)), k=1,.....,m et telque y satisfait

[’équation intégrale suivante :

(

0) + Jy Sa (s,y(s))ds i t€0,t];
Sa(t — tk) H Sa(ti —t;-1)0(0)

+th Salt — 1) HS (tj+1 — t5)Sa(ts — 5)f (s, y(s))ds

[ Salt = 5) f(s,y(s))ds + zlsa@ 1) T Sultyn — )EG(E) s 1€ (bt
\ i=
Le résultat de notre travail se base sur le théoréme 1.5 de point fixe de Burton et Kirk.
Pour atteindre notre objectif, on introduit les hypothéses suivantes :
(H1) A engendre (Su(t)),5, a-FOR compact et analytique qui est exponentiellement

borné c’est a dire il existe une constante M > 1, w > 0 tel que :
[Sa(®)]l < Me™', ¢ > 0;

(Hy) Les fonctions I, : E — E sont Lipschitz, ie il existe My > 0, pour k =

1,2,3,....,m tel que
Ik (y) — Ix(2)|| < My|ly — x|| pour tout y,z € E

et

k
1 — ZMkf’iJrlew(bfti)Mi > O7

i=1

(Hs) La fonction f : J x U — E est Carathéodory;

(Hy) Tl existe une fonction p € L'(J,R,) et une fonction continue non décroissante
¥ :[0,00) — [0,00) tel que [ f(t,y)| < p()Y(lyllv), pp t € J, pour tout y € U

o d o d
avec fCOWZ):OO et fC3WZ):OO,
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ou

CO = Mewb|’¢<0)” Cg = m’in(C’l, CQ),

k
Mk+1€wb]‘¢(0)]‘ + ZMk_i"'lew(b_ti)

k . .
L(0)] + ;M koitzeulbatin) [Bemwsp(s)(p(s))ds

k
1 — 5" Mb—itlewb—t) M,

=1

M wb
Cy = ¢

- :
1 — S0 Me—ittewlb—t) N,

=1

Théoréme 2.1 Suppose que (H;)-(Hy) sont satisfaites. Alors le probléme (2.1.1) — (2.1.3)

admet au moins une solution faible sur [—r,b].

Preuve : On transforme le probléme (2.2.1) — (2.2.3) en un probléme de point fixe. On

considére les deux opérateurs :
A, B: PC([-rb],E) — PC([—r,b], E)

défini par

o(t), site[-r0];
Sa(t)$(0), sit e 0,t];

Sa(t — tk)illfllSa(ti —ti—1)p(0)+

k k—1
+;Sa(t = ti) W Saltyr =) 1i(y(7))

site (tk,tk+1).
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et
0, site[-r0];

[ Salt — ) f(s,y(s))ds, si te[0,ty;

k _
; S Salt — i) x jl}jsa(tjﬂ — 1) Sa(ti — 5)f(s,y(s))ds

+ fttk Sa(t —s)f(s,y(s))ds sit € (th,tri1).

Alors trouver la solution du (2.1.1) — (2.1.3) revient a trouver la solution de l'équation

\

opérationelle A(y)(t) + B(y)(t) = y(t), t € [-r,b], on doit montrer que les opérateurs A et
B satisfont toutes les conditions du théoréme 1.5. On donne la preuve en plusieurs étapes.
Etape 1 B est continu

Soit (yn),>o une suite telle que y, — y dans PC([—r,b], E). Alors

i) Pour ¢t € [0,%1], on a

By (1) — Bw)(t)] = | / St — 5) (5, yu(5))ds — / Sult — 5)f (s, y(s))ds]
< / 1Salt — $)[||/ (5, () — F(5.5(s)]ds

< Me / ) F (5, yn(5)) — F(5y(s))|ds —s 0

puisque f est continu et y,, — y

11) Pour t € [tk,tk—&-l] k>1

B O =BOO] = [3 [ Salt =) T Saltyen = )50t = ) (5.3 (5)) = f(s.(:))lds

+ / Salt = )[f (5, 3(5)) — £(5,y(s))]ds|

(22
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93y A CX GRS EXCREA [EXCER] (HEPAE)

C fs,y(s))|ds + / 1Salt — $)[|| (52 () — F(5.5(s)]ds

IN

k ti k—1
Z/ Mevt=t) T pew(tini=t) ppew(ti=s) ’f(S, Yn(8)) — f(s, y(s))}ds
i=1 Vti-1 =

+ /t Mew(tfs) X }f(S,yn(S» - f(S,y(S))‘dS

IN

k t
Z/ Mew(t*tk)[Mew(tiJrl*ti)Mew(ti+2*ti+1)Mew(ti+3*ti+2) >
i=1 Yti-1
X ... X Mew(t’“_t’“—l)]Mew(ti_s)|f(s,yn(s)) — f(s,y(s))’ds

+ /tMew(t—s)|f(5,?/n(8))—f(S,y(s))‘dS

IN

Zl/tl Mewt[Mk—l—i—‘rl]Me_ws‘f(s,yn(8>) — f(s,y(s))|ds

L Me™ / | (5, (5)) — F(s,(s))|ds

ty
k

ZMk—z‘+2ewt /t i e_wS}f(s,yn(S)) — f(s7y(s)){ds

=1

IN

©oMe / | £ (5,9 (5)) — F (s, y(s)]ds — 0

puisque f continu et y, — v,
done [|B(yn) = B(Y)lloo — 0 quand n — o0,
ce qui montre B est continu.

Etape2 B borné dans PC([—r,b], E).

L’opérateur linéaire B : PC(|—r,b], E) — PC(|—r,b], E) est borné si seulement si il

transforme un ensemble borné en ensemble borné ; ¢’est a dire il suffit de montrer que pour
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tout ¢ > 0 il existe des constantes positives ;£ = 1,.., m. tel que pour tous y € B, = {y €
PC([=r 0], E) : |yl < q} on a [|B(y)| < .

Soit y € B,,. alors,

Jo ISat = $)11f (s, y(s))Ids, site[0,4];

N

B(y)(#)] Zf 1St = tr) I

IEHSa(th — ) lllSalti = IS (s, y(s))lds + [, [Salt = )l (s, y(s))lds,

site (tkathrl)-

\

Puisque [|Sa(t)]| < Me*" et | f(t,y)] < p(t)¢(|lyllv) on a :

¢

Jo Me==)p(s)ib(q)ds, site(0,h);
B(y)()] < S St ettt
) S ; j;‘i—1 e X

k—1
w(t;pr1—t; w(t;—s t wlt—s

jl;Iz‘Me (tj+1—t5) Nfew(t )p(sw(q)ds_,_ftk Met=9)p(s)(q)ds,

sit€ (tr,trr1)
\
Qui donne
(
Metip(q) [ e*p(s)ds = I, site 0]

k
IB(y)(t)] < ZMew(t—tk) [Mew(ti-‘rl—ti)Mew(t7;+2—ti+1) '''' Mew(tk71—tk72)Mew(tk—tk—l)]MeWti

i=1

q) ftt,l p(s)e “sds + Me“'1)(q) ft Je~ds,

site (tk,tk+1>.
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Alors

Me“"4)(q) f(f e “*p(s)ds =, site|0,t];

k
ZMk_i+2ew(t_tk+ti+l_ti+ti+2_ti+1+“~+tk71_tk72+tk_tk71+ti)
=1

| xd(a) [ pls)e @ ds + Me*Oy(q) [, p(s)e*Ods,  sit € (ty, tia).

En utilisant la caractéristique de la fonction exponentielle, on obtient

;

Me“"1)(q) fot e~ p(s)ds = Iy, sitef0,t];

k
ZMkfz#Zew(tftk,l) %

=1

| ¥(a) [ p(s)em=3ds + Meyp(q) [, p(s)e™*ds, sit € (ty,tp).

Finalement, on obtient

Me“tp(q) [ emp(s)ds = L, site0,h);
k
1B(y)(t)] < ZMk7i+2€w(tk+1*tk71) %
=1

W(g) [ pls)em ds + Me*sr1y(q) [, p(s)e™ds = Iy, k=2,.,m,

site (tkythrl)'

\

Etape3 B transforme un ensemble borné en un ensemble équicontinu dans PC([—7,b], E).
Soient 71,72 € J\{t1, 12, ..., tm } avec 71 < 7o, B, 'ensemble borné dans PC([—r, b], £') donné
dans I'étape2, et soit y € B,.

e Si Ty, To € [O,tl] on a :

T2

B(y(r2)) = Bly(r))| = || Salre—s)f(s,y(s))ds

0

- / " Su(n — 8) (s, y(s))ds|
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En utilisant la linéarité de 'opérateur intégral et 'hypothése Hy, on obtient :

Blur) = B = | [ Sulra = )f(s.(s))ds
# [ Sutm = (e pnds = [ it = 5o u(s)is
= 1] (Sulm = 5) = Sulr = 9) Fsvas)ds
+ [ Sutm = )y
[ 107 = 9) = Sulr = 915, (sl
+ [ 1utm = s

wq[ﬁ&m—w—&me@mw$
Me"™(q) / ; e *p(s)ds

T1

IN

IN

Si 7 = 0, la partie droite de I'inégalité précédente tend uniformément a zéro quand 7 — 0
pour y € PC.

Si0 <7 <7y pour € >0 avec € < 7y < 7o, on obtient :

B(y(m)) — Bly(n))| < A”7WAm—@—San—@MﬂaMme
4 [ 8ulra = 5) = Sulr = o)l (s. ()l ds
+ [ 18t = )G p(s)) s

T1

IA

0@ [ 15u(n = 5) = Sulm = s)lp(s)ds
000) [ 1840 =) = Sl = 5) (o)
Me"™(q) / ; e "p(s)ds.

T1
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D’aprés lemme 1.2, S, () étant uniformément continu pour ¢t € [e, 1], et comme € arbitraire,

on faisant tendre 7, — 71, on peut conclure que

lim [B(y(7)) ~ Bly(n))| = 0.

[Tl TQ}*)O

Ainsi 'opérateur B est équicontinu on (0, ¢1].

e Si T, T2 € [tkytk+l] :

B(y(72)) — Bly(r))]

Alors

1B(y(72)) — B(y(m))|

Qui donne

1B(y(72)) = Bly(n))|

IN

HZ / (72 = ) T Salter — 1)Sults = )1 (5, (5))ds
—Z / (1= ) TLSulter = 1)Sults = ) (s, (5))ds
" / Sl = ) (s.)ds = [ Sulri = ) (s

k ti k-1
> [ Satr = ta) = Salm = ) T Sultses = 1)
i=1 Jti-1 a

T1

X|[Sa(ti = s)lI1f(s,y(s))lds + || [ Salra —5)f(s,y(s))ds

T / " Su(m — 5)f (s, y(s))ds — / " S — 5)f (s, y(s))ds]

k ti k-1
Z/ 15 (2 = t) = Salm = )| IL{ISa(tjvr = 45)ll
i=1 Vti-1 B

<8t = I sssDlds + [ 1802 = 5) = Sulr =)

tk

<l uslds + [ 1Sa(r = s) s, ().

T1
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Sous I’hypothése (Hy), on obtient

k

Bu(r) = Blur)l < 3o00) [ 15a( = t) = Salr = 0l TLSalty0 = 1)

=1

1S4 (t; — ) Ip(s)ds + (q) / S — 5) — Salm — 5)[Ip(s)ds

173

000) [ 18a(r2 = 5) = Sul = 5)Ip(s)ds + Mlg)er
X /T2 e " p(s)ds

T1

Comme 71 — 75 et € devient suffisamment petit, la partie droite de I'inégalité ci-dessus
tend & zéro, car S, est un opérateur analytique et la compacité de S, (t) pour ¢ > 0 implique
la continuité dans la topologie uniforme d’opérateur |25, 26]. Cela prouve ’équicontinuité
dans le casout #t;,i =1,....m+ 1.

Reste maintenant & examiner ’équicontinuité quand ¢ = ¢;. On a pour certains y € B, et

pour chaque t € J.

On prouve d’abord I'équicontinuité quand ¢ =¢; :
On fixe 51 > 0 tel que {tk,k’ 7é l} N [tl - 51,tl + 51] = @
Pour 0 < h < é; on a :

e Sil=1clestadiret; —h,t; €0,t]:

ti—h
[B(y)(tr — h) = B(y)(t1)| < ¢(Q)/O [Sa(ts = s) = Salty — h — s)||lp(s)ds

+Me""4)(q) / /1 e "*p(s)ds,

t1—h

qui tend vers zéro comme h — 0 puisque S, (t) est un opérateur uniformément continu pour

t € [0,t], ainsi I'opérateur B est equicontinu quand ¢t = ¢,
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e Sit,—h,t € [tk;tk—H] :

Alors :

k t;
1B(y)(t — h) — B(y) ()| Z / [Sa(ti — tk) = Sa(ti — h — t&) ||
XjEiHSa(th — t)I[[Salti — s)lIp(s)ds

lg) / " 11Sa(t — 5) = Salt — h — 5)[p(s)ds

(27
1

Mg [ e vp(s)ds

—h
La partie droite de I'inégalité précédente devient nulle quand A — 0,
alors 'operateur B est equicontinu en ¢; .

Maintenant, on définit :

Bo(y)(t) = B(y)(t), si t€[0,4]

et

g B(y)(t), st te (ti,thrl],
Bi(y)(t) =
B(y)(t}), si t=t,.
Ensuite, on prouve I'équicontinuité a t = ¢;.
On fixe d; > 0 tel que {tg, k # i} N [t; — 0o, t; + 52] = 0.

Tout d’abord, on étudie I’équicontinuité a ¢t = 0%.

Site[0,t],0ona:

. B(y)(t), si tel0,t
B = | BOO s tebn]
0, si t=0.
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Pour 0 < h < 45, on a :

[Bo(y)(h) — Bo()(0)] = ()]

1B(y)
= [ Sl = G5
< [ 5= 9liss. s
< (g /0 he‘“”p(S)dS-

Le coté droit tend vers zéro quand h — 0.
Maintenent, on étudie I'équicontinuité a ¢t ,....., ;7 ( ¢’est a dire a 7,1 <1 < m)

Pour 0 < h < d9, on a :

k

B+ 1) =B < Yov) [ 1520 = SOl TLISaltrn = )10t = 9]

i=1 i—

tl—‘rh
xp(s)ds + M (q)e? / e *p(s)ds.

t

Il est clair que le coté droit tend vers zéro quand h — 0.

Alors B est équicontinu a ¢, (1 <1 < m)

I’équicontinuité pour les cas 71 < 75 < 0 et 74 < 0 < 79 découle de la continuité uniforme de
¢ sur Uintervalle [—r, 0], En conséquence des étapes 1 et 3 avec le théoréme d’Arzela-Ascoli,
il suffit de montrer que B transforme B, en un ensemble précompact de £ c’est & dire : on
montre que U'ensemble {B(y)(t); vy € B,} est précompact dans E pour chaque ¢t € [0, D].
Maintenent, soit y € B, et soit € un nombre réel positif satisfaisant 0 < e <t <b.

Pour y € B, et t € [0,t4] :

On asit = 01'ensemble {B(y)(0); vy € B,} = {0} qui est précompact comme un ensemble
fini.

Soit K C E; Conv(K) l'enveloppe convexe de I’ensemble K.
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Pour0<e<t<t,ona:
B)(t) = / Salt — 5)f (s, y(s))ds
_ /O St — 8) (5, y(s))ds + /t S (t — ) f (s, y(s))ds.

L’ensemble Fiy = {S,(t — 0)f(0,y(0)); 6 €[0,t—¢], y €& Bg},apartir de la valeur moyenne

du théoréme de I'intégrale de Bochner, on a :
t—e
/ Sa(t —s)f(s,y(s))ds € (t — €)Conv(Fp) (2.2.1)
0
D’autre part, en utilisant les hypothéses (Hy) et (Hy), on obtient :
t t
/ |Sa(t —s)f(s,y(s))|lds < Me“tw(q)/ e “*p(s)ds
t—e t—e
t
< M) [ e pls)ds
t—e
Soit C? le cercle qui a le diameétre d? tel que :
t
d? < Me‘”tw(q)/ e “p(s)ds. (2.2.2)
t—e
Comme conséquence de (2.2.1) et (2.2.2), on conclu que :
B(y)(t) € (t — €)Conv(Fy) + C?, VO <e<t<t. (2.2.3)

Pour ¢, <e <t <ty ety c By, ona:

k

By(t) = Z /t Salt = te) T2 Sa(tjn — t5)Sa(ti — 5) f(s,y(s))ds
+/ 8t — 5) [(s, y(s))ds + /t_ S(t — )1 (s, y(s))ds

L’ensemble Fj, = {S,(t — 0)f(0,y(0)); 0 € [ty,t — €], y € B}, théoréme de la valeur moyenne

pour l'intégrale de Bochner, on a :

/ St — ) f(s,y())ds € (¢ — tx — €)Conv(Fy). (2.2.4)

2%
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D’aprés (Hp) et (Hy), on obtient :
Z/ ot = te) X T2 Sa (b1 — t7)Salts — s)ds+/ Sal(t —8)f(s,y(s))ds

S w(q) Z M]{J*Z’+2€w(t7tk,1) /

i=1 ti-1

ti

e “p(s)ds + Mw(q)e”t/ e “p(s)ds
t—e

Soit C* le cercle qui a le diamétre d* tel que :

dk<'¢ ZMk i+2 w(t tho— 1)/

ti—1

Des (2.2.4) et (2.2.5), il s’ensuit que :

B(y)(t) € (t — ty — €)Conv(Fy) + C*

€

Vi, <e<t< Tha1 (226)

Dés (2.2.3) et (2.2.6), on conclu que B(y)(t) est un précompact dans E. D’aprés 1'étapel-

I'étape3, on en déduit que B : PC([—r,b], E) — PC([—r,b], E) est complétement continu.

Etape4 A est une contraction
Pour ¢t € [—r,t;] on a :

[A(y1) (1) = Aly2) ()] = 0,

ce qui implique que A est un contractant pour tous ¢ € [—r,t;]. Il reste & prouver la
contraction de I'opérateur A.

Pour t € [tg, tys1], k> 1:
|A(y1) (1) = Aly2) ()] = !ZSa(t—tk)ilj altirr = )Ly (t7)) — Li(ya(t;))]]

< ZHS t—tk)llﬂlls(m Iy (7)) = Liy(t7))]

i=1
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k k-1
< ZMew(t‘tk) I MUt =5 | Ly (7)) — Liya(t;)]

< ZMe w(t—ty) [ w(tip1—t:) | fewltiva—tiv) Mew(tkfl*tk72)M€w(tk*tkfl)]
X’['(yl(t'_)) — Li(y2(t;))]

< §53A4euw R ) 1 (87)) — i aa£)
k

< Y ML () — L ()
i=1

Puisque t € J :=[0,0], et les fonctions Iy; k = 1,2, ...m. sont Lipschitz; alors

k

[A(y1) (1) — Aly2)(t)] < ZMk_iH@w(b_ti)MiHyl — 2|

=1

Ainsi opérateur A est une contraction, puisque
k
ZMk—i-i-lew(b—ti)Mi <1
i=1
Etapeb Estimation a priori.

Maintenant, il reste & montrer que 1’ensemble
T ={y e PC([-rb,E):y=AB(y) + MA(¥), pour certain 0 < X\ < 1} est borné.
Soit y € T un élément arbitraire, alors y = AB(y) + MA(%), pour certain 0 < A < 1.

Tout d’abord, pour chaque ¢ € [0, 4],

ol =|M1]%a—sﬁ@w@wm+A&uwmw

IN

meww+MwAeWW@mw@

IN

JWW¢H+M/w“S>umm
< wW¢H+M/ ) (s s s
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Dans l'autre coté pour chaque t € (tg,tr41] on a :

ly@®)] = ||\ Z/ Wt —tg) HS (tiy1 — t;)Salti — 8)f(s,y(s))ds
+ / St = )15, y()ds ) + M(Sult = 1) T Salts — 11)6(0)

+YSult - tk)’;r;[jsa(tjﬂ — )L )]

D’aprés (Hy), (Hz) et puisque A < 1, on obtient :

k t;
ly@ < Mkﬂemllcb(())”+ZM'€_Z+2€”“_“‘1)/ e p(s)v(llysl)ds

i=1 ti—1

t k
+Mewt/ efwsp(s)w(HySH)dS_i_ZMkfiJrlew(tfti)

tk i=1

Mk-H thgb |+ZMk i+2 w(t tr_ 1)/ G_wsp(8>¢( )dS

i=1 ti—1

t k
—i—Me”t/ efwsp(s)w(HySH)dS_i_ZMkfiJrlew(tfti)

ty i=1

k
+2Mk—i+1ew(t—ti) 1(0)|

=1

v,
i(X(ti )

N
s

(SE) = L)

N

Mk—H th(b |+2Mk i+1 wt t;) (0)|

k ti
+ZMk_l+26w(t—tk—1) /t e_wsp(8)¢(‘|ys”)d$
— i—1

t k
4 Mevt / e—wsp(s)w(nysu)ds + ZMk—i—i-lew(t—ti)
1=1

ty

Y,—
&) - 10|
Puisque I; sont Lipschitz, alors :

k
Iy < Mg (o) + Do Mrent

k t;
I O)’ + ZMkfi+2ew(t7tk,1) / efwsp(s) «
i=1 tiz1

i=1
t k
(llysll)ds + Me" / e p(s)(lys ) ds + 3 ME=H et ALy ()
tk i=1
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k k
Hy(t) H < Mk+1€th(b(0) || + ZMkfiJrlew(tfti) [1(0)’ + ZMkfi+2ew(t7tk,1)

i=1 =1

t; t k ‘
L/ﬁ 6‘“%K$)¢%HyJDdS%-A4€”L/Qe‘w%KS)diﬂyADdS-Fj{:ﬂ4k_”46w“‘“)ﬂﬁhxtf)h
ti—1 tk

=1

A présent ; on considére la fonction p(t) est definie par :

p(t) = sup{ly(s)| : —r <s<t}, 0<t<b.

Alors, on a |lys|| < w(t) pour tout t € J, et il y a un point £ € [—r,t] tel que u(t) = |y()|.
Si € € [0,0], par I'inégalité précédente qu’on a pour t € [0,0] ( note £ < t)

> Slte [O,tl] :

() < Me™||g(0)] + Me / e p(s)h(u(s))ds

< Cot Me™ / e~ ()b (1(5)) d

ot Co= Me||p(0)]].

» Site [tk7tk+1] :

k k
M(t) < Mk+1€wb||¢(0) “ + ZMk—i—i-lew(b—ti)ui(O” + ZMk—i—i—Qew(b—tk_l) «

i=1 i=1

e mporututends + Mot [ e pepuuts)is + > M

tr i=1

Alors

. k
[1 - ZMk—i—Hew(b—ti)Mi] u(t) < Mk+16wb||¢(0>|| + ZMk‘—i-‘rlew(b—ti) | 1;(0)|
i=1

=1

k t;
+2Mk—i+2€w(b*tk—l) > / e “p(s)(u(s))ds
ti—1

=1

M / e~ p(s)(u(s))ds

22
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Ainsi, on a :

k
Mk+160')b||¢(0)|| + ZMkfwlew(b—ti)
i=1

k . .
L;(0)] + ;M’“’Z”e“(b’tk*) Jit e p(s)i(u(s))ds

u(t) < -
[1 _ ZMk—i-i-lew(b—ti)Mi]
=1
M " s
+— | e=ptsututs)as
[1— S Mk—itlew—t) pf] 7t
i=1

<a+%/lwmwwmw

ty

ou

k
Mk+1€wb||¢(0) || 4 ZMk—i-i-lew(b—ti)
i=1

k . .
L;(0)] + ZlM kit2eulb—tion) [1 emwsp(s)i(u(s))ds
O, = i=

k
[1 _ ZMk—z’—&-lew(b—ti) MZ]
=1
Mewb

— Oy = -
[1— S Mk=it1ewb—t:) Mf]

=1
Il s’ensuit que

u(t) < Co b Mev [ ep(s)p(u(s))ds, si t € [0,t4),
p(t) < Cr+ Co [ emp(s)e(u(s))ds, si t € (t, tr].
On prend le coté droit de I'inégalité ci-dessus comme ().

Alors on a pour tout t € J :
pu(t) < 9(t)

et
I(t) = Cy + Me*® fot e p(s)(u(s))ds, sitel0,ty],

9(t) = Cy+ Cy [} e™p(s)v(u(s))ds, si t € (t, tr].
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Et en différenciant les deux cotés de I'égalité ci-dessus, on obtient :
0(t) = M p(t)y(u(t);  site[0,t]

V(1) = Coe™'p(t)(u(t));  si t € (tg, trya)-

On utilise le caractére de la non décroissance de la fonction ¢, c’est a dire (u(t) < J(t) =
(1)) < B(0(1)), on a
U(t) < Me“Ip(t)p(0(1),  sit € [0,t],

9 () < CoeIp(t)p(I(t)), si t € (L trrl-

Cela donne :
'y (t) o) y
w/<(79>(t)) =M p<t)’ te [07 tl]a
9 (t o .
OO < Che™vp(t)), t € (tp, tost]-

< On intégre de 0 a t si t € [0, 4], on trouve :

Par un changement de variable ( ¥(s) =u) (s:0 — t;u:9(0) = Cy — V(¢)) :

9(t) du t 00 du
— < Mewb/ e p(s)ds < / —_—
o B AR M on

Par conséquent, il existe une constante n; tel que
u(t) <9(t) <m tel0,ty].

< Maintenant, intégrant de t; de t si t € [tg, tx41], On trouve :

t—ﬁl(s) s te"“’s s)ds
500" 302/% pls)ds.

Par un changement de variable ( 9(s) = u) (s:tp = t;u:9J(tx) = C1 — 9(1)) :

9(t) du t 00 du
—— < (! / e p(s)ds < / —_—
o B SO TP [
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ou C3 = min(Cy, Cy). Par conséquent, il existe une constante 7 tel que

p(t) <O() <mp € [te, by

En conclusion, il existe n = min(n,n2) tel que
w(t) <I9(t) <n pour tout teJ

Maintenant, de la définition de i il s’ensuit que :

lyll = sup{ly()] : t € J} < pu(b) <5, pour tout ye T

Cela montre que I’ensemble T est borné.
En conséquence du théoréme 1.5, on déduit que A+ B admet un point fixe qui est la solution

faible du probléme (2.1.1) — (2.1.3).

2.3 Application

On donne un exemple pour illustrer le résultat obtenu. On considére I’équation différen-

tielle fractionnaire impulsive suivante :

‘Dyz(t,x) = % +Q(t, z(t —r,x)), ze€l[0,n], te0,b]#{ts,...tn} (2.3.1)
2t 2) — 2(t, @) = bez(ty, @), zel0n], k=1,....,m  (2.3.2)

2(t,0) = 2(t, ) = 0, te0,b] (2.3.3)

2(t,z) = (L, ), te[-r0, zelon] (2.3.4)
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our >0, by >0k=1,....m, Q:][0,b xR — R est une fonction donnée, ¢ € D
ou D = {¢:[-r0] xte[0,r] - R}; tel que ¢ est continue partout sauf pour un nombre
dénombrable de points ot ¥(s7),1(sT) existent avec ¥(s™) = P(s), 0 =ty < t; < ... <

lim z(tx + h,x).

tm < tm"‘l = b7 Z(t:’ Zl?) - hhj& Z(tk + h’ ZE), Z(t;} 33) - h—0—

Soit
y(t)(z) = 2(t, x), te[0,b] # {t1,ta...,tm}
I(y(t,))(z) = brz(t,x), zel0,n], k=1,....m
ft,0)(x) =Q(t, ¢(0,2),  xel0x], 0€[-r0]
o(0)(z) = ¢(0,x), xz € [0,7], 6¢€][-r0]

Soit E = L?[0, ] et on définit I'opérateur A : D(A) C E — F par :

D(A) = {u € E,u,u'sont absolument continus, u” € E,u(0) = u(r) =0}

et
Au=u"

C’est bien connu de [13] que A engendre un semigroupe analytique compact (7'(¢)) pour
t > 0 dans E donné par

oo

T(tw=>Y e (ww)w,  weE,

n=1

ot (,) est le produit intérieur dans L? et w,(s) = Jmwsinns, n = 1,2,... est I'ensemble

orthogonal des vecteurs propres de A. D’aprés le Théoréme 1.7 l'opérateur A engendre
également une famille a-resolvante compacte pour ¢ > 0, et il existe une constante M > 1
tel que |[Sa(t)]] < M.

On suppose également qu'’il existe une fonction intégrable o[0,b] — R™ tel que

Q(t, g(t — 7)) < a(t)I'(|g])
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ou I': [0,00) — [0,00) est continu et non décroissant avec

/”L_W)
s+ D(s) '

On utilise le changement de variables précédent, on peut voir que le probléme (2.1.1) —
(2.1.3) est la formulation abstraite du probléme (2.3.1) — (2.3.4). Par conséquent, sous des
conditions appropriées sur ¢(0), pour satisfaire les hypothéses du théoréme 2.1 le probléme

(2.3.1) — (2.3.4) admet une faible solution.
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Chapitre 3

Existence de solutions d’une équation
différentielle fractionnaire avec

conditions non-locales

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on donne quelques conditions suffisantes qui garantissent I’existence
d’une solution faible de quelques équations différentielles fonctionelles semi-linéaires impul-

sives fractionnaires avec condition non-locale de la forme :

‘Diy(t)=Ay(t) + f(t,ve),t € Jp = (e, trya), k =0,1,.m (3.1.1)
AYly=y, = L(y(t,)) k=1,...,m (3.1.2)
y<t) + gt(y) = ¢(t)7t < [_T’ O] (313)
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Oul0<a<l, f:JxU — FE est une fontion donnée, tel que U = {¢ : [-r,0] — E,
¥ continue partout sauf pour un nombre fini de points auxquels ¥(s7) et ¥(s™) existent
et W(s7) = ¥(s)}, ¢ € U, avec ||d||ly = sup{|o(0)];60 € [-r,0]}, J =[0,b], I, : E - E
E=1,2..m 0=t <t < ... <t <ty = b, Ayly—y, = y(th) — y(t,), ou y(t)) =
hli}r(lgl+ y(t + h) et y(t,) = hligh y(tr, — h) représentent les limites droites et gauches de y(t)
ent =ty A: D(A) C E — E est le générateur d’'une a-famille résolvante d’opérateurs
(a-FOR) S,, g¢ : PC ([—r,b], E) — E est une fonction donnée, ou

PC ([-r,b],E) ={y : [-r,b] = E : y(t) est partout continu sauf pour certains taux quels
y(ty) et y(t), k = 1,...m existent et y(t;) = y(tx)} qui est un espace Banach équipé de la
norme

lyll = sup{ly(t)] : ¢ € [=r, b]},

On note que le concept de conditions non-locales a été initié par L.Byzewski , il a prouvé
dans ce travail [17] que les conditions non-locales peut étre plus utile pour décrire certains
phénomeénes physiques. Depuis, une série d’études de problémes de conditions non- locales
a commencé a apparaitre, K.Deng dans [22] a utilisé la condition non locale pour décrire le
phénomeéne de diffusion d’une petite quantité de gaz dans un tube transparent ou g;(y) =
iciy(ti) avec ¢;,1 = 1,...,p sont des constantes données et 0 < t; < ... <t, <b. Le lecteur
i=1

intéressé peut consulter les articles |1, 13, 15, 22].
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3.2 Résultats!

Maintenant, on présente la définition de la solution faible du probléme (3.1.1) — (3.1.3) :

Définition 3.1 Une fonction y € PC ([—r,b], E) est une solution faible de ’équation dif-
férentielle fractionnaire (3.1.1) si y(t) = ¢(t) — ¢(y), pour tout t € [—r,0], Ay|,—y, =

Ii(y(t,)), k=1,....m et tel que y satisfait I’équation intégrale suivante :

Sa(t)[B(0) = go(y)] + Jo Salt = )f(s,y(s))ds ¢ € [0,t:];

Sult = 1) ITSa b~ t-1)[(0) — 90(y)]

3 Sl = ) TS (tyes — )50l — ) (5, y(9) s+

Sy, Salt =) f(s,y(s ))d8+25 (t—t). HS (L = )Ly (t;) € (B, tira).

\

Le premier résultat est basé sur le théoréme de point fixe de Banach. Pour cela, on introduit
les hypothéses suivantes :
(Hy) A engendre un compact a-FOR (S,(t)) pour ¢ > 0 exponentiellement borné; c¢’est

a dire il existe une constante M > 1, w > 0 tel que :
1Sa(®)]l < Me*, >0
(Hz) La fonction f: J x U — FE est continue et il existe une constante N > 0 tel que
1 (3 (8) = F(Ey2(t))l < Ny — gell, pour tout yy,y> € U.
(Hs) Les fonctions I, : E — E sont continues et il existe une constante L > 0, tel que

11 (y1) — Ik(y2)|| < Lllyr — v2ll, pour tout yi,y. € E k=1,2,...m

1. Mouna Lemkeddem, Hadda Hammouche, Kaddour Guerbati, Mouffak Benchohra, Impulsive partial
functional differential equations with non-local conditions, Mathematics In Engineering, Science And Aeros-

pace, Vol.10, No.2, PP.303-321, 2019
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(H4) La fonction g, : PC ([-r,b], E) — E est continue par rapport a t, et il existe

une constante G > 0 , tel que

lg:(v1) — g:(y2)|| < Gllyr — w2, pour tout yi,y» € PC([—r,b], E);
avec

1 1
G+ MN (—ewtl ——) <1
w w

et

k
Mk+1ewa+ ZMk 42 wb( wt 4+ 1 €th 1)—|—M( lew(b—tk):| N

i=1
k
+ ZMk:—i—i-lewa <1
=1

Théoréme 3.1 Sous les hypothéses (Hy) — (Hy) le probléme (3.1.1) — (3.1.3) posséde une

unique solution faible.

Preuve On transforme le probléme (3.1.1) — (3.1.3) en un probléme de point fixe. Pour

cela, on considére 'opérateur ¥ : PC ([—r,b], E) — PC ([-r,b], E) donné par

o) —gily)  te[=r0];

Sa(D16(0) — o)) + Ji Salt — ) (s y(s)ds ¢ € 0.1
Wy(t) = S(t—n%ﬁﬂﬂm—mqﬂ¢®%—%wﬂ
31 Salt = 00 TSty = )8t = 9)f (5 0(s))ds+

k—1

ﬁ&uﬂwwmmm+;&u%ng&mﬂ—mmwn>tewmﬂy

\

On doit montrer que ¥ a un point fixe. De toute évidence, ce point fixe est une solution
faible du probléme (3.1.1) — (3.1.3).

Puisque f, g et I sont continues, l'opérateur ¥ est continu. On va montrer que ¥ est un
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opérateur contractant. En effet, soit y;,y. € PC ([—r,b], E), donc pour chaque t € [—r, 0]

on a :

[Wya(t) = Yy () = |lge(y1) — ge(y2)l

< GHyl - y2||.

1 1
puisque G < G+ MN (—e“’tl — —) < 1, alors ¥ est une contraction sur Uinterval [—r,0].
w w

Pour chaque ¢t € [0,¢,] on a :

0ya(t) = Yn (O < llgo(y2) = goya)]l + /Ot 1St = $)[11f (s, w2(s5)) — f(s,1(s)) | ds

t
< Gllys— ]| + Me™ / e dsNya —
0

I 1 1
< |G+ MeY' (—e ™ + —e‘“’O)N} ly2 — vl
i —w w
i 1, 1
< |G+ MN(=e"" = =)| ly2 — ul
i w w
[ 1o 1
< |G+ MN(—e“ — =) | |ly2 — n]|.
L w w

D’autre part pour chaque t € [ty, tx1] on a :
Wy (t) — W (2)]]
k k t;
< 1St = LISt = tllon(ss) — o)l + 3 [ Sale = 00
i=1 Y ti-1

k-1

TLNISa(tier = )M Sa(ts = $)IL/ (s, 92(5)) = F(s,41(5)) llds

[ 1ule = s, 09) = Fls )]s

38t = )] T 1S (b1 — ) I (67) — Eian ()]

i=1
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k
< Mew(t—tk-)il;[lMew(ti_tifl)”go(y1> — go(y2)H
kot k—1
_'_Z/ Mew(tftk) H'Meo.J(tg#l*tj)Mew(tifs)dSHf(S’ yZ(S)) — f(S, yl(S))H
i=1 7 ti-1 o
t
+ / Me=9ds| £ (s, 32(s)) — f(s,1(5))]
tg

k k—1
M T 0) = )]

i=1

k
, —1 1
< Mk—i—l th _ Mk—H—Q wt( _ — —wt; = —wti
e Gllyr — el + ; e (w6 Tt )
wt —1 —wt 1 —wty,
Mt (et Lo s, n(s) = Fs (o))
k
+ (ZMk_’+1€wt> [Hiy2(t;7)) = Ly (8)]
i=1
: 1 1 -1 1
< (Mk+1ewa+ ZMk—i—i-Qewb(_ewti+_ewti,1)+M(_+_6w(b—tk)) N
i1 w W W w

k
+ZMk—i+lewa> ||y2 — ||

i=1
De ’hypothése (H,), 'operateur ¥ est contractant sur [—r, b], en conséquence du théoréme

du point fixe de Banach, on déduit que ¥ a un point fixe unique qui est la solution du

probléme (3.1.1) — (3.1.3).

Le deuxiéme résultat est basé sur le théoréme 1.6 de point fixe de Krasnoselskii. Pour
cet objectif, on introduit les hypothéses suivantes :
(Hs) La fonction f est carathéodory, en plus : il existe une fonction p € L'(J,Ry) et
une fonction non-décroissante continue 1 : [0, 00) — [0, 00) tel que

[F (&9 < p®)d(llylp), ae t € J, pour tout y € U
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(Hg) Les fonctions [, : E — E sont continues et il existe une constante M* > 0 tel
que |Ix(y)| < M*k =1,2...,m avec

k
GMkJrlewtk + M*Mk+2 Z ew(tk*ti) <1
i=1
(H;) L’ensemble I' = {¢(0) — g:(y), ||y|| < ¢} est borné, et pour k =1,...m
k 22
Mk+lewbR + M*Mkewbze—wti + w(q)Mk+2€wb / e—wsp(s)ds
i=1 0

t
+ My(g)e*” / e “p(s)ds < q
tg

ot R = sup {|¢(0) — g:(y)|;y € I'}.

Théoréme 3.2 Sous les hypothéses (Hy), (Hz), (Hs), (Hg) et (Hz) le probléme impulsif (3.1.1)—

(3.1.3) admet au moins une solution faible.

Preuve Soit ¢ dans 'hypothése (H7) et on considére B, = {y € PC([-r,b], E) : ||y|| < q}

qui est borné, fermé et convexe dans PC([—r,b], E), on définit sur B, les opérateurs
A B:B, — B,

comme suit

¢<t) - gO(y)v site [—7‘, 0];

Sa(t) (#(0) — go(y)),  site[0,t];

Aly)(t) =
St 1) TS, (1~ £1-1) (6(0) — o(9) +
43580t = 1) T Saltyen — ) (0(1)

sit e (tk,tk+1).
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et

0, site[-r0;
[ Salt — 8)f(s,y(s))ds, site[0,t];

5 1 Sult = ) TSt — )5t — 915 ()

+ [ Salt —5)f(s,y(s))ds Sit € (trtri)-

Alors, trouver la solution du probléme (3.1.1) — (3.1.3) se réduit a trouver la solution de
I'équation d’opérateurs A(y)(t) + B(y)(t) = y(t), t € [—r,b], donc on doit montrer que les
opérateurs A et B satisfont toutes les conditions du théoréme 1.6. La démonstration va étre
donnée sous une suite d’étapes.

Etape 1 : On doit prouver que pour tout 1, y» dans B,;ona A(y1) + B(y2) € B, :

e Pour ¢t € [-r,0], on a :

IA() + By2)ll = [1¢(0) = go(y)l]

IN

R

IA
<

e Pour t € [0,#1], on a:

IA(Y1) + B(y2)l| < IISa(t)H(Ich(O)II—||go(y1)||)+/OtIISa(t—S)Illlf(s,yz(S))lldS

t1
< MeWt1R+Me°Ut1¢(q)/ e “p(s)ds
0

IN

q.
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e Pour ¢ € [ty,t;41], on a:
A1) +By2)ll = [[Sa(t — tk)iﬁlsa(ti —ti-1) (¢(0) — go(¥1))
+ZSa(t - tk)lj.ljsa(tjﬂ — 1) L (E))
+Z/ Wt —tg) X H Seltjsr —t;)Salti — s)f (s, ya(s))ds

. / Salt — )£ (s, y2(s))ds]|

ISult = )l IL1Sa(t: =t )] 116(0) = ot

<
+Zl|5 t— tk)|| H ([Satjer =) 11 i(ya (t))l
+Z/ ([ Sa(t —tx) \H [Sa (i1 — ) [[1Salts = s)IIIf (s, y2(s)) | ds
" / 1a(t = $) 1G5, ya(5)) .
173
k
S Mk+1ewbR + ZMew(tftk) [Mew(tlurl7ti)Mew(ti+27t¢+1) o Mew(tkftkfl)] M*
i—1
k ti g1
+ M=) / I M (=) MO ()15 (q)ds
T tiq J=t
¢
+M(q) / e =p(s)ds
tg
k
< Mk—i—lewbR + ZMk—iew(t—ti)M*
i=1
k ot t
q)Mk”ZMl/ et =) p(s)ds + —i—Mw(q)/ e“(t=9p(s)ds
i=1 ti1 tx

puisque M > 1, alors :

k
| A(y1) + B(y2)|| < MkHGWbRJrM*Mke“bZe_W“

i=1

(@M [ Ip(s)ds - Mul) [ e ps)ds

0 tr
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k
< Mk+1€wbR + M*Mkewbze—wti

i=1
tr t
—i-w(q)Mk“e“b/ e “*p(s)ds + Mw(q)e“b/ e “*p(s)ds.
0 2
De (H7), on déduit que A(y;) + B(ys) € By.
Etape2 : B est continu

Soit (yn)nZO une séquence telle que y,, — y dans By, alors :

i) Pour t € [0,¢] :

Bly) (1) — Bu)(t)] = | / Salt — 5) (5, yu(5))ds — / Sult — 5) (s y(s))ds|

IN

[ 18ul = 55D = Fssae)] s
< Met [ (o) = Fs.(s)lds — 0.

ii) Pour t € [ty,tys1] :

|Blya)(t) = Bly)(t)] = IZ ot — ) kHlS (tj+1 = t5)Sa(ti — $)[f (5, yn(s))

— f(sy(s))ds + / Sult — )/ (5, 4n(5)) — F(s,y(s))]ds|

IN

Z HS t—tx HHIIS(m—t)HHS (ti = s)| £ (5, yu(5))

- f(svy(s»‘ds‘f'/||Soc(t_s)|||f<s7yn(s))_f(svy(S»‘dS

k t;
Me (t=te) HMe tiv1=ti) ) f et s’fsyn s))

_] =1

IN

=1

- f(s,y<s>>\ds+ / M| f(s,yal(s)) — F(s,y(s))|ds
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IN

k t
Z / Mewt=tr) [Mew(tiJrl_ti)Mew(ti+2_ti+l)Mew(ti+3_ti+2) >
i=1 Y ti-1

i

X Mt DM eI f sy, () — f(s,y(s))|ds

+ [ M@W(t—s)’f(s, yn(s)) — f(S, y(s))‘ds

IA

k t ‘
Z/t Mewt[Mkflfz+1]Mefws|f<S’yn(s)) _ f(S,y(S))‘dS

b M [ (o) - Fsulo)]ds

173

k t
S Mkt / €| F(5,9a(5)) — f(5,y(5))|ds
1 ti—1

IA

LM / &) £ (5,yu(s)) — F(5,9(s))|ds — 0

173

Etape 3 : B est borné dans PC([—r,b], E)
L’opérateur linéaire B : PC([-r,b],E) — PC(|—r,b], E) est borné si et seulement s’il
transforme tout borné en borné dans PC([—r,b], F); c’est a dire qu'il suffit de montrer

que pour tout g > 0, il existe des constantes positives [x; k = 1,..,m tels que pour chaque
y € By ={y e PC([-r,b], E) : [ly| < q}, ona [|B(y) < L.

Soit y € By, alors :

JollSa(t = )l f(s.y(s))lds,  site[0,t];

By)(1)] < AN

k—
jHjHSa(th — t)l1Sa(ti — )£ (s, y(s))|ds

+ fo ISalt = )£ (s.y(s))Ids, sit € (tgtir).
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Puisque [[Sa(£)] < Me< et | (¢, )] < p(E)(lly]), on a :

fot Me“’(tfs)p(s)@/z(q)ds, sitel0,t];

k
1B(y)(t)] < 3 ftt,l M e (t—t)
i=1

k-1
x I Me@ U=t Me(=)p(s)i(q)ds + fti Me=*)p(s)ip(q)ds

Jj=i

site (tk,tk+1).

Qui donne
Me*typ(q) fot e “sp(s)ds, site|0,t];

k
|B(y)(t)| < ZMew(t*tk) [Mew(tiﬂfti)Mew(tHthiH) o Mew(tk,lftk72)Mew(tk*tk71)]M6wt¢ %

=1

x<(g) [ p(s)e =Ods + Me“'y(q) [ p(s)e ds

site (tk,tk+1).

Alors
Me“"1)(q) fot e “*p(s)ds, sitel0,t];

k
ZMk_i+2€w(t_tk+ti+l_ti+ti+2_ti+1+”~~+tk—1_tk:—2+tk_tk—1+ti) %
=1

\ ¥ (q) Liilp(s)e_”(s)ds + Me*t4)(q) j;i p(s)e™“sds sit € (tg, trrr)-

Cela donne

Me*typ(q) fot e “sp(s)ds, site|0,t];

k
S Mb—i2ewlt=t) i

=1

| (a) [, pls)emods + Me"(q) [, p(s)e = ds  sit € (b, tis).
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En utilisant la propriété de la fonction exponentielle, on obtient :

Me“"19)(q) fg e “p(s)ds = Iy, sit € 0,t];
k
1B(y)(t)] < S MR 2t ) 5
i=1
Q) J,", pls)e=ds + Met1p(q) [ p(s)e™*ds = I, k = 2,..,m
site (tk,tk+1).

\

Etape 4 : B transforme un borné en un ensemble équicontinu de PC([—r,b], E).

Soient 71,79 € J\{t1,t2,...,tm} avec 71 < Ty, soit B, un ensemble borné dans PC([—r,b], E),
donné dans 'étape précédente, et soit y € By,

e Si T, To € [O,tl], on a :

|B(y(r2)) — Bly(n))|

= [ Sl ) sulots = [ Sl ) (o)

L’utilisation de la linéarité de 'opérateur intégral et de 'hypothése Hs, donnent :

By(r)) - Bly(r))| = | / (72 — 8)f (s, y(s))ds
w7 Sulr = ) sp(e)ds = [ Sa(m = )5,
| / (72— 5) = Salry — ) fs,y(s))ds
+ [ 8u(m = )7 u(s))ds]

T1

/07'1 ||S ( 2_5) S“(71_3)|||f(3,y(8))|d5

IN

+ / " Su(r = 917 (s, y())lds

T1
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< g / 1S — 5) — Salmy — 8)[p(s)ds
M) [ e pls

T1

Si 7 = 0, la partie droite de I'inégalité précédente tend a zéro quand 7 — 0 uniformément
pour y € PC.

Si0< 71 <7y, poure>0avece< T <7y O0Na:

1B(y(12)) — B(y(m))| < /Un_e |Sa (T2 — 8) — Salr — 9)|||f(s,y(s))|ds
+/T1 |Sal(Ta — 8) — Salmi — 8)|[|f(s,y(s))|ds

1—€

+ / " 1Sar = )15, y(s))lds

T1

IN

$(a) /  Su(m = ) — Su(m — ) [p(s)ds
+000) [ 1840 = 9) = Sl = 5) (o)
Me*™(q) /T2 e “*p(s)ds.

T1

De lemme 1.2, 'opérateur S, (t) est uniformement continu pour ¢ € [e, 1] et € arbitraire,
alors :

lim [By(r2)) — By(m))| = 0.

[Tl TQ}*)O

Ainsi 'opérateur B est équicontinu sur [0, ;]

eSiT, ™ E [tk7tk+1] :

Bly(r) - HZ / (72 1) T8 Saltyr = 6)Salti = ) (s, u(s)ds

_Z/t 5u(m —tk)];lj Sultyar — t))Salts — 5)f (s, y(s))ds
s [ Sutm = 9 pds = [ Saln = 515, y(s)ds]|

ty lk
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Alors

B(r) =Bl < 3 [ 1Sare = 1) = Sulr = I T [Sa(tys1 = )]

T1

X|[Sa(ti = )1 (s, y(s))lds + [ [ Salra = 5)f(s,y(s))ds

T / " Sl — 5)f (s, y(s))ds — / " Su(n — 8 (s y(s))ds].

Ce qui donne

Bu(m) =Byl < 3 [ 1Sa(r = 1) = Sulr — ) TL1Sa (b1 = 1)

i

< 1Sa(t: — )£ (s, y(s))lds + / S (r — 5) — Salm — 9)]

lk

(s, y(s))lds + /TZ 1S (72 = s)[[|f (s, 5(5))|ds.

T1

Sous I’hypothése (Hj), on obtient :
k

Bu(r) = Blur)l < 3o00) [ 15— t) = Salr = 0l T ISalty1 = 1)

i=1

1Sa(t: — ) p(s)ds + (q) / (e — 5) — Salm — 5)[Ip(s)ds

lk

000) [ 18a(r = 5) = Sal = 5)p(s)ds + Mla)e
X /T2 e “p(s)ds.

T1
Si 1 — T et e devient suffisamment petit, la partie droite de 'inégalité ci-dessus tend vers
zéro, puisque S, est un opérateur analytique et la compacité de S, (t) pour ¢t > 0 implique
la continuité dans la topologie uniforme d’opérateur |25, 26]. Cela prouve ’équicontinuité
dans le casou t #t;,i =1,.....m+ 1.
Maintenant, il reste a examiner 1’équicontinuité a ¢t = t;, pour certains y € B, pour chaque

teJ.
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En premier, on prouve l'équicontinuité & ¢t = ¢;. On fixe 6; > 0 tel que {t;,k #
I}N [ty —d1,t+01] ={} Pour 0 < h < 1, 0n a:

e Sil=1clestadiret; —h,t; €0,t]:

B(y)(tr — k) = B(y)(t)| < 9(q) /Otl_ [Sa(ty = 8) = Salts = h = s)|p(s)ds

4—]\46“75117&((])/1 e “*p(s)ds,

t1—h
qui tend & zéro quand h — 0 puisque S, (t) est un opérateur uniformément continu pour

t € [0,,] ainsi 'opérateur B est équicontinu a t = ¢ .

o Sit;— h,tl € [tk,tk+1], alors

Bl)(ti— )~ Bu)o)] < Youta) [ ISu(t —te) = Salti—h— )] x

ti
ti—1

k—1
t1—h
/ ”Sa(tl—s) _Sa(tl_h_3)|’p(8)d$—|—

Mw(q)eml/l e “*p(s)ds.

ti—h
la partie droite de I'inégalité précédente tend a zéro quand h — 0, alors 'opérateur B

est équicontinu a t; .

Maintenant, on définit

Bo(y)(t) = By)(t), si t €0t

UNIVERSITE BISKRA 2020-2021 M.LEMKEDDEM



Résultats 65

et
—~ B(y)(t), si t € (ti,titi]
Bi(y)(t) =
B(y)(t), sit=t.
Ensuite, on prouve I'équicontinuité quand ¢t = tf. Pour cela, on fixe d, > 0 tel que

{te, k # i} N [t; — 92, t; + 2] = 0. En premier, on étudie Péquicontinuité a ¢t = 07.

Site[0,t], on a

Pour 0 < h < 9, on a

|Bo(y)(h) = Bo(y)(0)|

Le coté droit tend a zéro quand h — 0.
Maintenant, on étudie Péquicontinuité a ¢, ¢5,... ¢} ( cest a dire a 7,1 <1 < m)

Pour 0 < h < 45, on a :

k

B+ 1) =Bt < Y ov) [ 150 = SuO)ll TL1Saltrn — )]

=1

ti+h
1Sa(t: — ) lIp(s)ds + Mp(q)e” w“/ e~p(s)ds.

Il est clair que le co6té droit a pour limite zéro quand h — 0.

En conclusion, 'opérateur B est équicontinu en ¢, 1 <1 < m).
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L’équicontinuité pour les cas 7 < 75 < 0 et 7y < 0 < 7 découle de la continuité uniforme de
¢ sur l'intervalle [—r,0]. En conséquence les étapes 1 et 3 associées au théoréme d’Arzela-
Ascoli, il suffit de montrer que B transforme B, en un ensemble précompact dans E c’est a
dire : on montre que 'ensemble {B(y)(t); y € B,} est un précompact dans E pour chaque
t € [0,0].

Maintenant, soit x € B, et soit ¢ un nombre réel positif satisfaisant 0 < e <t <.

Pour y € B, et t € [0,¢1], on a : si t = 0 I'ensemble {B(y)(0); vy € B,} = {0} qui est un
precompact comme un ensemble fini.

Soit K C E; Conv(K) lenveloppe convexe de I'ensemble K, pour 0 < e <t <t;, on a:
t
B0 = [ Sult—s)(s(s)ds
0
t—e t
= [ Sat= ) susDds+ [ Sult =) (s,
0 t—e
L’ensemble Fy = {S,(t —0)f(0,y(0)); 0€[0,t—¢€|, ye&Bg}, du théoréme de la valeur
moyenne pour l'intégrale de Bochner, on a :
t—e
/ Sa(t —35)f(s,y(s))ds € (t — €)Conv(Fy). (3.2.1)
0
D’autre part, en utilisant des hypothéses (H;) et (Hy4), on obtient
t t
| sult=9)ftsutends < Metita) [ e ps)ds
t—e t—e
t
< Me*'y(q) / e “*p(s)ds.
t—e
Soit C? le cercle de diamétre d° tel que :
t
d? < Me“’tlp(q)/ e “p(s)ds. (3.2.2)
t—e
En conséquence de (3.2.2) et(3.2.3), on conclu que

B(y)(t) € (t — €)Conv(Fy) + C2, V0 < e < t < ty. (3.2.3)
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Pour t, <e <t <tpp1etyecBgona:
Z/ Sa(t — t) x 521 S0 (tj1 — ) Sa(t; — s)ds

+/t St — s)f(s ,y(s))ds+/t Salt = 5)f(s,y(s))ds

L’ensemble Fj, = {S,(t —0)f(6,y(0)); 0 € [tr,t —¢€], y € By}, du théoréme de la valeur

moyenne pour l'intégrale de Bochner, on a :

/t6 Sa(t —s)f(s,y(s))ds € (t — tx, — €)Conv(Fy). (3.2.4)

tk

De (H;), (Hs), on obtient :
Z/ Sa(t —tx) H 1 Saltivr — t;)Sa(t; — s)ds + /t_ Sa(t —8)f(s,y(s))ds

t; t
D3 a1 ey arptae [ eplos
=1 t—e

Soit C* le cercle qui a le diamétre d* tel que

k

t; t
d* < (q) Z MF=iF2ee(t=te) / e “*p(s)ds + M(q)e / e “*p(s)ds. (3.2.5)
ti—1 t—e

=1 i—

De (3.2.5) et (3.2.6), il s’ensuit que

B(y)(t) € (t —t, —e)Conv(Fy,) +CF, Vi, < e <t <ty (3.2.6)

De (3.2.4) et (3.2.7), on conclut que {B(y)(t)} est un précompact dans E. Par conséquent
Vopérateur B : PC([—r,b], E) — PC([—r,b], E) est complétement continu.
Etape 4 : A est une application contractante.

Soient yy,y2 € B,. Pour t € [—r,0], on a :

|A(y1) () — Aly2) )] = llgo(y1) — go(2)]|

AN

< Glyr = well
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De 'hypothése (Hg), 'inégalité précédente implique que A est une application contractante

sur t € [—r,0].

Pour t € [0,#], on a :

[A) () = Aly2) ()] = [5a(t) (90(y1) = 9o(32)) |

< MGe“"||y1 — ya|.

De 'hypothése (Hg), on a MGe*™ < 1, il s’ensuit que A est une application contrac-

tante quand t € [0,¢;]. I reste a prouver que A est une application contractante pour

t e [tk,tk+1],]{? >1:

[A(y1) () = Aly2) (1)] =

IN

<

10l — 1) TLS0 (b — ti1) (a0(on) — g0(s2) +

FY S0l = ) T Saltiin = 15) (L (7)) = Ll () |

=1

k
GMe»t—t) ,lillMew(trti’l) 1 — yall

k
k—1
M*ZM@”(H‘/’“) I MUt =4) ||y — g|
=1 a
k
[GMk+1€wtk + M*Mk+zzew(tk_ti):| ||y1 — y2||

=1

Utilisant I’hypothése (Hg), l'opérateur A est une application contractante.

Alors, en conséquence du théoréme 1.6 , on déduit que A + B admet un point fixe qui est

la solution faible du probléme (3.1.1) — (3.1.3).

3.3 Exemple

On considére ’équation différentielle partielle fractionnaire de la forme suivante :

‘Diy(t,x) =

_322(25

0x?

.7) +Q(t,z2(t —r,x)),x € [0,7],t € [0,b],t # t (3.3.1)
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2(t5,x) — 2(t,,x) = bpz(tg, z),z € [0, 7],k =1,...,m (3.3.2)
2(t,0) = z(t,m) = 0,t € [0, 0] (3.3.3)

mAl g,
2(t,x) + Z/o hi(s)z(s,x)ds = ¢(t,s),t € [-r,0],z € [0, 7], (3.3.4)

our > 0,bp >0,k =1,..,m@Q : [0,b)] x R — R est une fonction donnée, ¢ € D et
D= {¢:[-r0 xt e [0,7r] > R}; tel que 9 est continu partout sauf pour un nombre
dénombrable de points ou 1(s7), ¥ (sT) existent avec ¥(s™) = ¥(s7),0 =) < t; < ... <
t <tmi1 =0, z(tf,z)= hlirg1+ 2(tp+h,x), z(t;,x) = hlirgl_ 2(tp+h, x), hy € L*([0,b]; R);

pour tout 2 =1,...,m + 1.

Soit E = L?[0, 7], on définit 'opérateur A: D(A) C E — F par :
D(A) = {u € E,u,u'sont absolument continus,u” € F,u(0) = u(w) = 0}

et

Au ="

Il est bien connu de [13] que A engendre un semigroupe analytique compact (7'(t)) pour

t > 0 dans E donné par

Ttyw=>Y e " (ww)w,  weE

n=1
ot (,) est le produit scalaire dans L? et w,(s) = Jmsinns, n=1,2,... est 'ensemble or-
thogonal des vecteurs propres de A. Kt du théoréme 1.7, I’ opérateur A engendre également

une a- famille résolvante qui est compacte pour ¢ > 0

o= fFe MY — AL >0

I, t=0.
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Ou 6 € (2, 7) et Iy est le contour {re?; r >0} J{re?; r >0}
m—+1

aussi il existe des constantes M > 3 ZHI/LZ'HLQ([OJZ.D tel que [|S,(t)]] < M et
i=1

lg:(y1) — ge(w)|l < [l — w2

On suppose qu’il existe une fonction intégrable [0, b] — R™ tel que :

Qt, g(t =) < a(t)T'(|g]),

ou I'": [0,00) — [0,00) est continu et non décroissant.

En faisant les changements de variables

y(t)(x) = 2(t, ), £E[0,b] # {tita. .. tn}

L) (@) = bez(ty,z),  ze(0a], k=1,....m

[t ¢)(x) =Q, ¢(0,2)), ze0,m], 60¢€l-r0
¢(0)(x) = ¢(0, z), zel0n, 0el-r0

m+1

gi(z) = 1:21 fotz hi(s)z(s, z)ds.
On peut reformuler le probléme différentiel partiel fractionnaire (3.3.1)—(3.3.4) sous la forme
du probléme abstrait (3.1.1) — (3.1.3). Par conséquent, sous des conditions appropriées sur
¢(0), les hypothéses du théoréme 3.2 sont satisfaites, alors le probléme (3.3.1) — (3.3.4)

admet au mois une solution faible.
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Chapitre 4

Controlabilité de certaines équations
différentielles fractionnaires
semi-linéaires impulsives avec conditions

non-locales

4.1 Introduction

La controlabilité joue un role important dans I’analyse et la conception des systémes de
controle. Récemment, les résultats de la controlabilité pour ’équation fractionnaire impul-
sive dans 'espace de Banach a été étudiée par de nombreux auteurs [10],[47],[48] ,[54].
Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’existence de solutions faibles pour I’équation différentielle

semi linéaire fractionnaire de la forme
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CD?;y(Zf) — Ay(t) = f(t,yt) + Bu(t),t S Jk = (tk,tk+1], k= O, 1, ..m (411)
AyNy—y, = L(y(t;)) k=1,..m (4.1.2)
y(t) + ai(y) = o(t), t € [-r0] (4.1.3)

Ou °Df est la dérivée d’ordre fractionnaire de caputo 0 < a <1, A: D(A) C E — E est
I'opérateur linéaire borné de famille a - résolvante S, () : ¢ > 0 est définit sur 'espace de
Banach E, B : U — E est un opérateur linéaire borné et la fonction de controle u(.) est
donnée sur L?[J, U], avec U est un espace de Banach, I, : E — E , (k=0,1,....m+1),0 =
to <t1 < oo <t < tyy1 = b, AyNy=y, = y(t5) —y(ty ), ou y(t) = limy,_,o+ y(tx + h) et
y(t, ) = limp_o+ y(tx — h) représentent les limites droites et gauches de y(t) quand ¢ = ¢,
respectueusement, g, : PC([—r,b], E) — E est une fonction donnée, ot

PC ={y:[-rb — E;y € Cty, tps1], E); k =0,1,2,.....,m tel que y(t;),y(t}) existent
avec y(ty) =y(th),k=1,2,....,m}

qui est un espace de Banach avec la norme
[yl = maz{{|yslloc; k = 1,2, .., m}.

f:]0,b] x D — E est une fonction donnée;

D = {4y : [-r,0] — E ;1) continue partout sauf pour un nombre fini de points ot ¥(s~) et
¥(sT) existent et ¥(s™) = ¥(s)}.

Pour ¢ € D, ||©||p = sup{|y0(0)| : 0 € [—r,0]}. et pour toute fonction continue y définie
sur [—r, b]\At1, ..., tm} et tout t € J : [0, b], on définit I'histoire de ’état de t — r jusqu’a le
temps présent par

w(0) =y(t+8), 0 [—r0.
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4.2 Reésultats

Inspirer par les travaux [0, 30, 51|, on fait ’¢tude du probléme (4.1.1) — (4.1.3).

La définition de la solution faible du probléme est comme suite :

Définition 4.1 La fonction y € PC([—r,b], E) est appelée une solution faible du probléme

(41.1) = (41.3) si y(t) = 6(t) — guly), pour tout t € [—7,0, Ayyoy, = Lly(), b =

1,2,...,m. et tel que y satisfait l’équation intégrale suivante :

Sa(®)[6(0) = go(y)] + [ S (5,9(s))ds + [y Salt — s)Bu(s)ds t € [0,t,];
Salt —tx). H Salti = 1) [9(0) = go(y)]+
y(t) = ZL Sult = 1) T Sultys1 — £)Sulti = )7 (s, y(5)) + Bu(s))ds-+
Ji Salt = $)[f (s, y(s)) + Bu(s)|ds + A tk)iljSa@m — ) L(y(E) b e (e te).

\ =1

Définition 4.2 Le probleme (4.1.1) — (4.1.3) est dit contrélable sur lintervalle J si pour
toute condition non local ¢ € E, et y, € E il existe un conréle v € L*(J,U) tel que la

solution faible y(t) du (4.1.1) — (4.1.3) satisfait y(b) = y;.

Notre résultat est basé sur le principe d’application contractante de Banach. Pour prou-
ver la controlabilité du systéme (4.1.1) — (4.1.3), on introduit les hypothéses suivantes :
(Hy) A engendre un compact a-FOR (S,),., borné de maniére exponentielle c’est a

dire qu’il existe une constante M > 1, w > 0 tel que :
1S(t)]] < Me™ t > 0.

(Hy) La fonction f : J x D — E est continue et il existe une constante N > 0, tel

que

1F (8 y1(8) = £ (& w2(0) ] < Nllyr = 2ll, pour tout yy,y2 € D.
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(Hs) La fonction f est carathéodory.

(H4) Les fonctions I, : E — E sont continues et il existe une constante L > 0, tel que

1k(y1) = Ie(y2)l| < Lllys — w2, pour tout y1,40 € E, k=1,2,...m

(Hs) La fonction g; : PC ([—r,b], E) — E est continue par rapport a t, et il existe

une constante G > 0 , tel que

9t (1) — g:(v2)]| < Gllyr — y2ll, pour tout y1,y» € PC ([—r,b], E).

¢) Les opérateurs linéaires W, : L, teat), —— F sont définis :
Hs) L ¢ linéaires W, : L? U E défini

o (€ [O,tl] :
t1
Wiu = / Sa(t — s)Bu(s)ds;
0

W, admet un opérateur inversible W, * prend des valeurs dans L?([0,t,), E),/ KerW,

et il existe une constante positive M; tel que ||[BW; ||z < M.

o t & [tk,tk+1] :

—1

t
Wipiu = Z/ ot — tk S (tj41 —t;)Sa(ti — s)Bu(s)ds + / Sa(t — s)Bu(s)ds;
ti

Wi4+1 admettent des opérateurs inversibles W, +11 qui prennent leurs valeurs dans
L([th, try1), E) / KerWyy1 et il existe des constantes positives M, tels que

IBW, ) < My

Pour la construction de 'opérateur W et son inverse, voir M. D. Quinn and N. Car-

michael |16].
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Lemme 4.1 Le contréle u(t) est défini par

u(t) = Wy ' [Z(t:) = Sa(t1)(¢(0) — go(y)) — /O Salty — 5)f(5,y(s))ds] (1),
pourt € [0,t1] et Z € PC(J, E).

Preuve. Soit Z € PC(J, E') une fonction arbitraire, le systeme (4.1.1) — (4.1.3) est contro-

lable dans [0, ¢;] au temps terminal ¢; par la fonction Z(t;) :

Z(t1) = 5a(t) (9(0) — go(y)) + / ' Salts — )£ (s, y(s))ds + / ' Sa(ty — 5)Bu(s)ds

D’aprés (Hs), on obtient

Z(t1) = Sa(t1)(6(0) — goly) + /0 1 Sa(t1 — 5)f(s,y(s))ds + Wiu

Par la suite

Wi = Z(t1) — Sa(t1)(¢(0) — g0(y)) — /0 1 Salty — ) f(s,y(s))ds

Alors

Lemme 4.2 Le controle u(t) est défini par

(

Wikl Z(tis) = Saltins — 1) 1 Salts — 1) (6(0) — go(y)) -

u(t) =S [ Saltes — 5)f (s, y(s))ds — z S Saltre —tk) H Sa(tis1 —t;)Sa(t; — 5)

k

Js,y(s))ds — 2 Satirr — o) H Sa(tjr1 = 1)Ly (&) (@),

\ =1

pourt € [y, tyyq1] et Z € PC(J, E).
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controlable dans [ty, tx.1] au temps terminal ¢, par la fonction Z(tx.1)

Z(tpr1) =

Z(ter) =

Preuve. Soit Z € PC(J, E) une fonction arbitraire; Le systeme (4.1.1)

Saltr+1 — tk)iglsa(ti —

— (4.1.3) est

i f1)((0) — go(y)) + zft ' Saltier 1) H Sty — ;)

Sa(ti —s)[f(s,y(s)) + Bu(s)]ds + ft'““ Sa(trsr — s)[f(s,y(s)) + Bu(s)]ds
+ZS (tear — ). H Saltjr — ) Li(y(t;))

Saltier = 10 TSt = 6-1)(6(0) = go(0) + 3 [, Saltins =80 TS (101 — 1)

s)Bu(s)ds + Z Jot Saltir =) T:[ Sa(tjtr = 15)Sa(ti — ) f (s, y(s))ds

Se(t; —
(ter1 — 5)f(s,y(s))ds

+ [} Saltrgr — s)Bu(s)ds + [+ S,
38, (trr — ) HS (i1 — ) Ly (t;)

i=1

D’aprés (Hs), on obtient :

Z(tps1) =

Wipiu =

Satin — 1) TLSults — t1)(8(0) — go(y)) + Wigau

+zf ot =) H Saltjsr — t;)Salt; — 8)f(s,y(s))ds + [+ Saltiss — s)

(55 (5))ds + 3t = 1) TS, 11— ) L6(07)
Z(tht1) — Saltpsr — tk)iﬁlsa(ti —ti—1)(0(0) — go(y Z ftz a(tes1 — tr)
kn Sultivs — t5)Salts — )£ (5, 5(3))ds — [ Sultier — 5) (s, y(s))ds
-3 Stk - m)'jﬁjsa(tjﬂ — ()
WiialZ (trs1) = Sates — th), ﬁ | Salti = ti-1)(0(0) = g0(y)) — S Salten — )

tj)Sa(ti = 5)f(s,y(s))ds

f(s,y dS—Zf; tk—l—l_tk)HS(j—f—l

—ZS (trrr — ) H Sa(tjrr — 1) Ly ()
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Théoréme 4.1 On suppose que les hypothéses (Hy) — (Hg) sont satisfaites avec

-1 1
(Mew“G—i— M(N + 91)(? + Ee“’tl)) < 1,

et
k —1
(M ktlowten 4 (N + 6k11) g Mk_’He“’tk“(—e_wti +

- w
=1

1
_e—wti_l )+
w

k
—1 1 .
M(N + 9k+1)6wtk+1(—6_wtk+1 + —e_wtk) + L E Mk_z+1€w(tk+1—ti)] <1,
w

w -
=1

alors le systéme (4.1.1) — (4.1.3) est controlable sur J.

Preuve. Soit Z € PC(J, E) une fonction arbitraire, maintenant pour transférer I’équation

(4.1.1) de I’état initial & Z(t), on considére le controle

W Z (1) = Salt)(6(0) = 9o1) — Ji' Salts — )1 (5, u())ds)(1), t € [0, 1]
Imﬁwuﬂn—saﬂr%wﬁ&m—mqum—%@»—ﬁﬁwuwﬂ—@

(s (s))ds = 35 [ Sultien = 00 TS (L1 = 1) (6 = )75, y(s))ds

iswﬂ—mnsuﬂ ELGEN®, € (b ten).

L i=1

On définit une application ¥ a partir PC([—r,b], E)) en sol méme par :

€ [O, tl} :

Sa(®)[6(0) — go(y)] + [ Salt — 8)f(s,y(s))ds + [ Salt — 5)
X BW{ Y Z(t) — Sa(t)(6(0) = go(y)) — Ji* Salts — 5)f (s, y(s))ds](s)ds
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te (tk‘;tk‘-i-l) :

S, (t — tk)ilfllS (t; — ti1)[6(0) — go(y)] + 2 ft Wt — tk) Hls (tiv1 — ;)
St — ) F(5,y(s))ds + th Salt 1), nls (te1 — £;)Sa(ti — 5)

X BW;h [ Z (try1) — Salte —tk)ﬁlsa( ti —ti1)(0(0) = go(y))—
wy(t) = 1 Sultirn = ) (5, 9())ds = S Saltins =) x TLS(ty11 1)
xTi(y(t;)))(s)ds + [} Salt = )f(s,y(s)

Sultin — 1) ILSL (1 — 11)(6(0) — f%JStm&—@f@y@»“

—ZS (brer — 1) HS (i1 — 1) Li(y(E;)] (s )d8+25 (t—t). HS (i1 = 15) Li(y(E;))

On note que ¥ est bien défini sur PC[J, E].

s + [} Salt = $)BW, 1 [Z(tss)—

Pour une bonne commodité de calcul, on prend :

Pour t € [0, t1]

C(s,y) = BW ' Z(t1) = Sa(t1)(¢(0) — g0(y)) — /0 1 Sa(ti — 5)f(s,y(s))ds](s)
Depuis nos hypothéses, on a : si y1,y2 € PC[J, E] :

IBWHZ(t) = Salt1)(@(0) = go(s1)) = fy" Salts — ) f (s, 41(s))ds](s)
—BW ' Z(t1) = Sa(t1)($(0) = go(y2)) = Jo' Salts = ) (s, y2(s))ds](s)]|

1C(s,91)=C(s,92)[l =

IBW M (1Sa ()90 (51) = go(y)ll + J 1Salty = )%

1/ (5, y2(s) = f(s,51(5))l|ds)

1C(s,91) = Cls, ) <

t1
Hﬂ&w—C@mméMﬂhWG+NM/6W“%ﬂm—wﬂ
0

t1
1C(s,91) — C(s, )| < Mi[Me"" G + NMe™ / e ds]|lyr — e
0
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N
1C(s,51) — Cls, o)l < MyMe™ (G / eds) |y — s

N
1C(s,91) = Cls, o)l < MiMe™ (G = (e = 1)lys = vl

Alors
1C(s,91) — C(s,92)|| < Oillyr — w2l

tel que 6 = My Me“" (G — X(e7 — 1)), 6, > 0.

Et encore, on prend pour : k=2,3,.....m
( k
BW, 51 Z (tks1) — Sa(tesr — t) I Salts = ti1)((6(0) — 90(y ftkﬂ So(tet1 — 8)
Dieta(s,y) = f(s,y(s))ds — ZL Ly Saltir — ). H Saltjrr = t5)Sa(ti — s) f (s, y(s))ds

~3 Stk — 1) % ’j.ljsa@jﬂ — (e )])

Dés les hypothéses proposées, on a :

[BWh(Z(tk1) = Saltios — ) 1S4 (t — 1) (6(0)

—go(y1)) — fttk“ Salterr — 8)f(s,y1(s))ds — Z ft a(tren — t)
H Saltjr1 —t;)Salti — ) f(s,y1(s))ds — ;Sa<tk+1 —tx)
H Sa(tjrr — 1) Li(y(£7))](s)—

BWEL[Z(tis) = Saltin — 1) 1LSu(t: — o) (600

| Dit1(8,91) = Drsa(s,y2)|| =

—g0(y2)) + [ Saltrpr — ) f (s, y2(s))ds + Z S Saltess — te)

TS0 — 1)Sult: = ) (s, 1a(s))ds + ;sa@m —t)

I S (tjrn =) i(y2())](s)]
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| Dy+1(8, y1) =D (s, y2)|| <

| Di41(8,y1)—Dry1(s,92) || <

| Di41(8,y1) = Dry1(s,92) || <

| Di+1(8,91) — Dira(s,y2) || <

k
| BWEAISa bt — )| T 1St = )l lg0() = go(2) 1+
S St — 9IS (s, 92(5)) = £(s,y2(s))[1ds+
k 4 k—1
> Il IL[1Sa(ti1 — 4]

1Sa(ti = $)H1f (s, y2(5)) = f(s,91(5))llds + éllb’a(tm — bl

X ILSulty1 = ) I 6) = T (D))

k
Miygr (Mev =) I MGy, — | + [ Mev =) N

X |ly1 — y2 yds+2 f M e (ter1=tx) HMew(tJ+1 ) Mewti=s) N

=1

<yt — allds + 3 Mewttn =0T Aevtra—t) Ly, — )
i=1 J=t

My i (Mevta=t) [ Mewh Mewt=t) pewts=ta)
Mevte—1=te=2) Mewte=t-D]G|y; — yo|+
M N eWtk+1 fti’““ e~ sdsllyy — yaf| + é f:_l Mevten=te) [N ewtir1—ti)
Mewtz=tiny) Newltiva=tive) | Mew(th-1—tk-2) Jfew(te—te-1)]
x Me =N ||y — ys HdsiMew(tkH_tk) [Mevtirai=t) Nfewltrz—tin)
=1

Mewts=tive) | Mewt-17t-2) Mevt—t-1)]L|y; — ys)

Mk+1(Mk+1ewtk+1G + M Newte+ Ltkk-o-l e~ WS ds+

k k
Z Ltz ) Mk7i+2€w(tk+1fs)NdS + ZMkfiJrlew(tkati)L)
i=1 i=1

X[lyr — yal|
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Mk+l<Mk+16wtk+1G + MNe’u)tk+1 (—_1€—wtk+1 + le—wtk)_l_

x[lyr — el

Alors

”Dk+1<3>yl) - Dk+1(3,y2)H < 9k+1H?J1 - yzH
k
tel que Oy = My (MPlevta1 G+ M Nevt+ (%e_wt’c+1 + %e‘mk) + 3" MR 2wt i
i=1

k
N(Zemvwh 4 Lemwhior) 4 SO MRt lewlten =)L) - Gy > 1.
i=1

Maintenant on montre que W est une application contractante sur PC(J, E) :

Pour ¢t € [0,¢1] , on a:

150 (&)1 lg0(y2) = go(yn)ll + JySalt = s)II1F (s, y2(s)) = f (s, y2(s)lids+

JollSa(t = )IC(s, 1) = C(s, o) ds

tbya — || <

[ye =il < Me“'Gllys — yi|| + fy Me* N |lyo — y1|ds + [y Me*)ds0||y> — i

[Py =Yl < (Mev'G + MNevt (Zret + Le0) 4 MO et (ZLe ™ 4+ Le0))|jys — ui]|

[y = Yull < (Me*'G + M(N +601) (52 + Le ) |lys — i
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Alors pour t € [0, 4]

[Py = Yol < (Mevts G+ M(N +6,)(Z + Le*))]lya — w1

On prend Me“"G + M(N +61)(=F + ~e*™) < 1....(1)

Pour chaque t € [ty, tg11], on a :

19t — )L 1St — 1) lg0(02) — go(an) 1+
Zf 180t = 8 TL 10ty — )15 6 — )11

1/ (s, 92(s)) = f(s,91(5) \d8+2f IS0 t_tk)HHHS(]Jrl_tj)HHSa(ti_s)H

[by2 =] <
X[ Disr(s,92) = Disa(s,y0)llds + [y [1Sa(t = s)|[1F (s,92(5)) = f(s,91(5))l|ds+
k k-1
JillISa(t = $)[[[1Dxr1(s,y2) — Disa (s, 91)llds + ;IISa(t—tk)lljF:IiIISa@m =4l
\ X[ Li(y2(t;7)) — Li(ya (8))
( k .
Mew(t= tk)HMe i) Glys — || + th_l Mew(t—te)
i=1
k
H Me“’(tﬂ+1 B Me =) dsN ||lya — y1 || + tht Mew(t—t)
Jj=t = i—1
[ys — Yyl < H ]\46”“”(’5J+1 8 Me =) dsOr1||y2 — Y1 ||+
Jj=t

Ji Mev=)dsN|ly — || + [, M dstp|lya — y1]|+

k k—1
ZMew(t_tk) H,Mew(tm—tj)LHyQ — 1|
\ i=1 =t
k
[MkJrleth + (N + Qk—s—l)ZMkiH»Qe’Wt(%eiwti + iefwt'Lfl)_’_
[ys — dunll < = A
M(N + 0k+1)ewt(—7167wt + %e*w%) + LZMkfiJrlew(tfti)] _ ylH
i=1
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Alors pour t € [tg, tri1]

k
[MFFLeP 1 G o (N 4 Opa) Yo M2t (The vt 4 e hion) 4
||¢y2_¢y1|| S =1 k
M(N + 0k+1>ewtk+1 (%e_wtk"_l + %e—’wtk) + LZMk‘—i-i—lew(t]H_l—ti)]
=1

e

’yz - yl”

On a
k
DG 4 (N 30) 3 ME 20t (Lt 4 Levtio)
i=1

k
M(N + Opq)evten (ZLemwinn 4 Lemwhe) 4 [ pph=itlevltin—t)] < 1...(2)
i=1
Puisque (1) et (2) sont satisfaites, Par conséquent ¥ est une application contractante .
Donc, ¥ admet un point fixe unique y tel que Yy(t) = y(t). Alors ce point fixe est alors
une solution du systéme (4.1.1) — (4.1.3), et clairement y(b) = Z(b), ce qui implique que le

systéme est contrélable sur .J, ceci termine la preuve du théoréme.

4.3 Exemple

Pout illustrer 'application de la théorie, on considére I’équation différentielle partielle

suivante avec une dérivée fractionnaire de la forme :

%y(t,x)

Diy(t,z) = T o

+ f(t,y(t,z)) + Bu(t), (t,z) € [0,b] x (0,7),t # g,

y(tv 0) = y(tv ﬂ-)?t € [07 b],

y(0,2) + g(y) = yo,

b-

Ay\t:g = [1< 9 )
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o b >0,0<a<1;yt.),y € L[0,7])

(1) E = L*([0,7]) un espace de banach

y(t,.) ={y(t,x): 0 <x <}

(2) La trajectoire u(t,.) € U est un controle, on U est un space de Banach quelconque.

(3) A: D(A) C L*([0,7]) — L*([0,7]) un opérateur défini par Az = % avec le domain
D(A) = {z € L*([0,7]) : 2,2 sont absolument continus ,z" € L*([0,7]), 2(0) = z(7) =
0},

alors

Az = Zn2(2, Zn)zn, 2 € D(A)

n=1

ou z,(x) = \/gsm(nx), n € N est 'ensemble orthogonal de vecteurs propres de A.
A est le générateur en finitésimal d’'un a— famille résolvante S,.

Se : Ry — L(E) such that A* : Re\ > w C p(A) et

(AT — A) g — / MG ()a(t)dt, ReA > w,z € E.
0

(4)B : U — Eest un opérateur linéaire borné.

(5) g : E — E est n’importe quel fonction Lipschitz qui satisfait (Hy), par exemple;

on prend :
g(y) =Y ciy(b), for yeFE
i=1

ou ¢;(i =1,...,n) sont des constantes données et b;(i = 1,...,n) sont des nombres réels tels

que 0 < b < .... < b, <.
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(6) I : E — E est une fonction défini comme suite :I;(y) = 3 _’ij|| ‘ qui satisfait (H3).
Y
(7) f : [-rb] x E — E ;b > 0 est une fonction quelconque qui satisfait (H), donc on

peut appliquer les résultats de théoréme 4.1 a cet exemple.
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Conclusion générale et perspectives

Notre étude réalisée s’intéresse & ’existence de solutions de certaines classes d’équations
différentielles d’ordre fractionnaire.
Le Chapitre 1 présente les principaux notions et définitions préliminaires qui sont utiles
pour la bonne compréhension et relatif au théme abordé du présent travail.
Dans le Chapitre 2, intégralement consacré & ’étude d’une équation différentielle fonctio-
nelle fractionnaire impulsive avec conditions locales et retard fini basée sur le théoréme de
point fixe dus & Burton et Kirk oli on transforme le probléme fractionnaire en probléme du
point fixe pour la somme des opérateurs du type complétement continue.
Le Chapitre 3 est dédié a I'existence de solutions faibles d’équation différentielle fraction-
naire avec une condition nonlocale en utilisant le théoréme Krasnoselski; une technique de
point fixe combinée avec un certain processus de continuation.
Dans le Chapitre 4, nous nous sommes contentés de décrire certaines équations différen-
tielles fractionnaires semi-linéaires impulsives avec conditions non-locales, ceux qui ont été
utilisés dans nos travaux et faire une étude rigouseuse de contrélabilité de ce type d’équa-
tions, et pour la résolution nous nous somme limités a 1'utilisation du principe d’application
contractante de Banach.

Enfin, au terme de cette thése, nous estimons que les résultats présentés contribuerons au
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développement de I'étude des équations différentielles fractionnaires, en ouvrant de nou-
veaux horizons a la recherche scientifique sur cette thématique émergente.

A lissue de ce travail, nous pouvons notamment présenter quelques perspectives :

e La démarche enployée dans cette thése peut étre valable au divers équations différentielles
fractionnaires.

e [l serait intéressant de prolonger ’étude aux inclusions différentielles fractionnaires.

e Chercher la résolution numérique correspondant aux problémes présentés dans ce travail
ayant un cadre naturel(les divers problémes du monde réel en sciences physiques;en ingé-
nierie ;..), moins couteuses et plus présises.

e Pour des travaux futures qui constituent de orientations possibles, nous avons l'intérét
d’étudier la controlabilité approchée pour différentes classes d’équations et d’inclusions dif-

férentielles fractionnaires.
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