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Résumé

L’objective de cette these est d’étudier deux problémes de la mécanique de contact.
Le premier est quasi-statique avec mémoire a longue terme entre deux corps électro-
thérmo-élastiques avec frottement, endommagement, adhésion et compliance normale.
Le deuxiéme pobléme est dynamique entre deux corps électro-viscoélastiques avec en-
dommagement et frottement de Tresca.

Nous avons présenté une formulation des équations et des inéquations variationnelles
de chaque probléme & étudier, pour ceci en utilisant quelques types de la formule de
Green.

Enfin on a confirmé l'existence et I'unicité d’une solution faible de chaque pro-
bleme, en utilisant quelques théorémes des inéquations quasi-variationnelles elliptiques
et d’évolution, théoréme de Lax-Milgram, théoréme de Cauchy-Lipshitz, puis les tech-
niques de point fixe de Banach et les inégalités du lemme de Gronwall.

Mots clés : Probleme quasi-statique, probléme dynamique, adhésion, frottement, en-

dommagement, compliance normale, solution faible, point fixe.



Abstract

The objective of this thesis is to study two problems of contact mechanics. The first
is quasi-static with long-term memory between two electro-thermo-elastic bodies with
friction, damage, adhesion and normal compliance. The second problem is dynamic
between two electro-viscoelastic bodies with damage and Tresca’s friction.

We have presented a formulation of the variational equations and inequalities of
each problem to be studied, for this using some types of Green’s formula.

Finally we confirmed the existence and the uniqueness of a weak solution of each
problem, by using some theorems of elliptic and evolutionary quasi-variational inequa-
lities, Lax-Milgram’s theorem, theorem of Cauchy-Lipshitz, then the techniques of fixed
point of Banach and the inequalities of the lemma’s Gronwall.

Key words : Quasi-static problem, dynamic problem, adhesion, friction, damage, nor-

mal compliance, weak solution, fixed point.
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Introduction générale

La piézoélectricité traduit la propriété que présentent certains cristallins & se po-
lariser sous ’action d’une contrainte mécanique (effet direct) ou bien a se déformer
lorsqu’il leur est appliqué un champ électrique (effet inverse). Bien qu’ayant été prédit
par Coulomb et découvert par Becquerel en 1879, l'effet piézoélectrique n’a été cor-
rectement expliqué par expérimentation qu’en 1880 par les fréres Jacques et Pierre
Curie. Par la suite le formalisme de la piézoélectricité a été développé par P. Duhem,
F. Pockels et particulierement par W. Voigt en 1894. Une présentation des débuts de la
piézoélectricité peut étre trouvée dans [60], et plus récemment dans [9]. Dans la plupart
des systémes de la mécanique des structures, il existe des situations dans lesquelles un
corps (piézoélectrique) déformable entre en contact avec d’autre corps, Il est évident
que le caractére de ce contact peut jouer un role fondamental dans le comportement de
la structure : sa déformation, son mouvement, la distribution des efforts, etc.... Avant
I’application de forces sur un corps, la surface de contact réelle sur laquelle les corps
se touchent est inconnue; par ailleurs, les conditions de frontiére sur cette surface in-
connue fait intervenir des efforts et des déplacements inconnus. En conséquence, les
modeéles mathématiques de contact impliquent des systémes des inégalités ou des équa-
tions non linéaires. D’ailleurs, quand le frottement est présent, des solutions multiples
de ces équations décrivant le contact peuvent exister, et la description du mouvement
des corps en contact devient extrémement complexe. Signorini fut le premier & énoncer
un probléme de contact entre un corps déformable et une fondation rigide. La Théo-
rie Mathématique de la Mécanique du Contact débute avec Duvaut et Lions [21], qui
présentent des formulations variationnelles des problémes de contact et des résultats

d’existence et d’unicité. En particulier, on trouvera dans [56] des résultats concernant



Introduction générale

I’étude des problémes de contact des corps piézoélectriques. Du fait de I'importance
des processus de contact, un effort considérable a été fait dans leurs modélisations et
la littérature sur ce sujet est large. Ceci étant dit, il y a encore trés peu de résultats
mathématiques concernant les problémes de contact impliquant des matériaux piézo-
électriques et c’est pourquoi, il y a une demande pour étendre les résultats des modéles
de contact de corps déformables & des modéles de corps déformables incluant le cou-
plage entre les propriétés électriques et mécanique. Des modéles généraux pour des
matériaux élastiques avec effets piézoélectriques peuvent étre trouvés plus récemment
dans [18, 19, 34, 38, 56, 58|, et pour les modéles des matériaux électro-viscoélastiques

sont cités dans [6, 16, 20, 28, 30, 32, 35, 43, 51, 54].

Dans tous les travaux, I’endomagemment du matériau est décrit par une fonction
o ayant des valeurs entre zéro et un. Lorsque o’ = 1, ¢ = 1,2 il n’ya pas d’endoma-
gemment dans le matériau, lorsque af = 0, le matériau est complétement endommagé
et lorsque 0 < o < 1, il a un endomagemment partiel et le systéme a une capacité ré-
duite. Certains problémes de contact avec endommagement ont été étudiés par exemple

dans [20, 24, 25, 26, 28| et aussi dans [30, 32, 52, 54, 57].

L’adhésion est un phénomeéne d’interface qui accompagne le contact ou il y a aussi
un intérét considérable dans les problémes de contact avec adhésion concernant des
matériaux piézoélectrique. Dans les travaux [22, 23], Frémond propose une théorie mo-
derne du contact avec adhésion. Cette théorie se base sur les conditions du contact
unilatéral de Hertz-Signorini-Moreau ; elle utilise une variable interne le champ d’adhé-
sion 5 € [0,1] qui décrit la densité fractionnelle des adhésifs actifs sur la surface de
contact et qu’est régie par une loi d’évolution au déla du seuil d’adhésion. En un point
de la surface de contact adhésif, lorsque 5 = 1, 'adhésion est compléte et tous les
adhésifs sont actifs; lorsque S = 0, tous les adhésifs sont inactifs, sévéres et il n’y a pas
d’adhésion. Lorsque 0 < 8 < 1, I'adhésion est partielle et seulement une fraction des
adhésifs est active. Des travaux ont considéré des conditions de contact avec adhésion

comme dans [17, 19, 30, 31, 32, 54, 56, 57].
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L’objectif de cette thése est de proposer une certaine contribution a 1’étude de
quelques problémes aux limites en mécanique de contact. Dans un processus quasi-
statique, nous considérons un probléme, qu’on note par P;, et qui est consacré pour
étudier 1’évolution des matériaux électro-thermo-élastiques prenant en considération
I'influence de I'endommagement interne du matériau et un effet thermique. Pour cela
nous utilisons des lois de comportement non linéaires électro-thermo-élastiques a mé-
moires longues avec frottement, endommagement et adhésion. Le contact est entre
deux corps et est modélisé avec une compliance normale et I'adhésion du surface de
contact est prise en compte et est modélisée avec un variable de champ de collage.
Nous considérons également un autre probléme de contact, qu’on note par P, dans
un processus dynamique et qui est consacré pour étudier 1’évolution des matériaux
dites électro-viscoélastiques, ayant des propriétés mécaniques ainsi que des propriétés
électriques (matériaux piézoélectriques). Pour cela nous utilisons des lois de compor-
tement non linéaires électro-viscoélastiques avec frottement et endommagement. Ici le
contact est bilatérale mais sans adhésion et le frottement est de type de Tresca. On
décrit I’évolution de 'endommagement par une inclusion différentielle du type para-
bolique comme dans [51, 57|. Nous présentons, pour chaque probléme mécanique, une
formulation variationnelle pour laquelle nous démontrons I'existence et 'unicité de la

solution faible du probléme étudié.

Le mémoire se compose de trois parties que nous décrivons briévement :

La premiére partie est composée en deux chapitres, le premier introduit des nota-
tions générales de la mécanique nécessaire pour une bonne compréhension de la suite
des problémes traités. Nous commencons par le cadre physique, lois de comportement
piézoélectrique et conditions aux limites. Dans le deuxiéme chapitre nous donnons
quelques rappels sur les espaces fonctionnels et les principales notations utilisées. En-
suite nous passons aux résultats fondamentaux d’analyse non linéaire, les inéquations
quasi-variationnelles elliptiques et d’évolution, Triplet de Gelfand et les lemmes de
Gronwall et quelques théorémes qui seront d’'une grande utilité pour les démonstra-

tions.
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La deuxiéme partie, qui s’inspire de la publication [19], contient le troisiéme
chapitre qui est consacré pour étudier un probléme de contact entre deux corps électro-
thermo-¢élastiques avec frottement, endommagement, adhésion et compliance normale.
Le plan de ce chapitre est le suivant, dans la premiére section, nous commengons a
proposer et décrire notre probléme puis nous introduisons des hypothéses trés utiles
pour la derniére section, ensuite dans la deuxiéme, en utilisant la formule de Green, on
propose une formulation variationnelle du probléme. Enfin, dans la troisiéme section,
nous énonc¢ons un théoréme de ’existence d’une solution faible unique du probléme, et
nous le prouvons, en utilisant quelques théorémes des inéquations quasi-variationnelles
elliptiques et d’évolution, théoréme du Lax-Milgram, théoréme de Cauchy-Lipshitz,
puis les techniques de point fixe de Banach et les inégalitées du lemme de Gronwall.

Enfin, la derniére partie, qui contient le quatriéme chapitre, nous considé-
rons un probléme de contact dans un processus dynamique entre deux corps électro-
viscoélastiques avec endommagement. Le contact est bilatéral et modélisé avec la loi
de frottement de Tresca. ’endommagement des matériaux causé par les déformations
élastiques et est décrite par une inclusion différentielle. Notre partie est structurée
comme suite. Dans la premiére section, nous présentons le probléme mécanique, puis
nous listons des hypothéses sur les données. Dans la deuxiéme nous proposons une for-
mulation variationnelle du probléme. Enfin, dans la troisiéme section, nous énoncons
notre résultat principal d’existence et d’unicité qui est basé sur le résultat classique des
inégalités d’évolution non linéaires du premier ordre et des équations avec des opéra-
teurs monotones et des arguments de point fixe de Banach.

Les résultats présentés dans cette partie font I'objet de la publication [20] qui a été
arbitré et accepté pour publier en "TWMS Journal of Applied and Engineering Ma-

thematics” qui est indexé dans les bases de données "Web of Science and Scopus”.




Notations principales

Pour / = 1, 2, soit Q un ouvert de R%(d = 2, 3), on note par

O
Vi
divy
(- )x

I llx

[i=T2=T;y
mesl't

drt

1

I’ensemble des entiers naturels,

I’ensemble des nombres réels,
oY
3:1:i ’

la, dérivée partielle de v par rapport a la i®™° composante de x : 9;1) =

le gradient de l'application ¢ : Vi) = (011, ..., 0q1)),

la divergence de 'application 1 : divep = 01 + ... + 049,

le produit scalaire de X,

la norme de X,

'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R%(d = 2, 3),
I'adhérence de QF,

la frontiére de Q¢ supposée réguliére : I'Y = 9,

les parties de frontiére I'Y, (i = 1,2, 3) ,

I'interface de contact entre le deux corps Q*, 2,

mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de 'Y,

mesure superficielle sur T'%,

la normale unitaire sortante & I'?,

vecteur de déplacement dans le domaine QF, on écrit (uf) les composantes
du vecteur dans la base canonique,

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v’ définis sur QF,
tenseur des contraintes correspondant au déplacement u!, on écrit (Ufj)
les composantes du tenseur dans la base canonique,

4

le composante normale du champ tensoriel o* : 0 = (o)1,

le composante tangentielle du champ tensoriel o : of = o‘v* — ot 1",



Notations principales

@t valeur de potentiel électrique dans le domaine Y,

15} vecteur d’adhésion sur la surface de contact I's,

Dt valeur de déplacement électrique dans le domaine QF,

ut, it les dérivées premiére et seconde de u’ par rapport au temps,

e(u) tenseur linéaris¢ des déformations : g;;(uf) = %(@uf + @-uf),

Divo* Divergence de o* : Dive’ = (0f; ),

L*(QY) espace des fonctions u‘ mesurables sur Qf ot / Z lu*(2)|2dz < +oo,
Q

|- Nz la norme de L2(Q2Y) définie par || u’ | 2qn = ( /Q e |uz(a:)\2d:c);,

L>(05) espace des fonctions u’ mesurables sur QF telle que,

Je>0: | u(z) |< ¢, p.p. sur QF

H* 'espace L*(Q%)?,

H! 'espace H'(Q%)?,

H* 'espace L2(Qf)?*4,

H Pespace {0' = (0};) € H' | Divo* € H'},
1

H%(Fg) I'espace de Sobolev d’ordre 5 sur I,

Hre Pespace (Hz ()4,

H, I’espace dual de Hyv,

v : HY — Hpe Dapplication de trace pour les fonctions vectorielles,
Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < +00, on note par
C(0,T;H) I'espace des fonctions continues de [0, 7] dans H,

CH0,T; H) I'espace des fonctions continiment dérivables sur [0, 7] dans H,

LP(0,T; H) I'espace des fonctions p-intégrables sur [0, 7] dans H,

T
I llzeorsmy  morme de LP(0, T H) définie par ||ul|7, o 7.y = /0 [ (t)|[5dt,
WHrP(0,T; H) lespace de Sobolev de paramétres k et p,

T
|+ ooz morme de WH2(0, T5H) 5 [fullfye oy = / 1D u(t)[5dt,
0

la|<k
C, c constantes réelles strictement positives,
ie. c’est-a-dire,
p-p- presque partout.




Premiére partie

Modélisation et Outils Mathématiques



Chapitre 1

Modélisation

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique de contact ou nous allons
introduire le cadre physique utilisé dans ce mémoire, nous commencons de rappeler
I’équation de mouvement de Cauchy et décrire les lois de comportement thérmo-électro-
élastiques et électro-viscoélastiques. Par ailleurs nous précisons les conditions aux li-

mites de contact concernant les problémes étudiés dans cette thése.

1.1 Cadre physique et Modéles mathématiques

Nous allons introduire dans ce paragraphe le modéle général du probléme mécanique
utilisé dans toute la thése. Ensuite nous indiquerons les formulations mathématiques
pour les problémes de contact entre deux corps piézoélectriques correspondants au

cadre physique d’étude.

1.1.1 Cadre physique

Nous considérons deux corps matériels qui occupent deux domaines bornés Q! et
0?2 inclus dans R? (d = 2, 3), chaque domaine Q° (¢ = 1,2) a une frontiére I'* = 9N
lipschitzienne partitionnée en trois parties mesurables I'{, T') et T4 telle que mesT' > 0.
Nous supposons que la frontiére I'* est de Lipschitz et par conséquent le vecteur normal
extérieur existe presque partout sur I'¥, nous notons par v la normale unitaire sortante
a I'’, le corps est encastré sur I'Y dans une structure fixe. Sur 'Y agisse des tractions

surfaciques de densité f5 et dans Q° agisse des forces volumiques de densité f§ . Nous

8



Chapitre 1. Modélisation 1.1 Cadre physique et Modéles mathématiques

supposons fg et ff varient trés lentement par rapport au temps et soient 7' > 0 et [0, 7]
I'intervalle de temps en question. En plus de 'action des forces des tractions, chaque
corps est soumis & I'action de charge électrique de densité volumique g et de charge
électrique surfacique g5 . Pour le décrire, nous considérons une partition de la frontiére
[ UTY en deux parties mesurables T et T telle que mesI' > 0. le potentiel électrique
est annulé sur I'', et la charge électrique superficielle de densité ¢ est prescritée sur
Tt

Les deux corps sont thérmo-électro-élastiques et en contact avec frottement, endom-
magement, adhésion et compliance normale pour le premier probléme P; que nous
étudierons dans la deuxiéme partie de cette thése. Pour le deuxiéme probléme Py que
nous étudierons dans la troisiéme parie, les deux corps sont électro-viscoélastique et
en contact avec frottement de Tresca et endommagement. Le contact, pour le deux
problémes P; et Py, se fait sur une partie commune I'} = T'2 que nous avons noté par
I3 (voir figure 1.1).

Notre cadre physique étudié pour chaque probléme est électro-mécanique qui résulte du
fait que maintenant nous prenons en considération les propriétés mécaniques et aussi
les propriétés électriques de chaque corps. Nous étudions 1’évolution de ces propriétés

dans un intervalle de temps [0, 7] en admettant que le processus est quasi-statique pour

P; et dynamique pour Po, dans 'hypothése des petites transformations.

FIGURE 1.1 — Contact entre deux corps électro-mécanique.




Chapitre 1. Modélisation 1.1 Cadre physique et Modéles mathématiques

Avant d’obtenir les modéles mathématiques qui correspondant au cadre physique pré-
senté, voici quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de ce
mémoire.

Ici et partout dans cette thése nous désignons par S = R4 lespace des tenseurs

7

symétriques d’ordre deux sur R% 7 -7 et || - || représentent respectivement le produit

scalaire et la norme euclidienne sur R? et S?. Ainsi, nous avons

ut vt = b o | o ||= (v - 0h)2, vut, vt € RY,
ot 1t = afj : Tf;-, | 7%= (7 7'5)%, Vol ¢ € §°.

Pour chaque élément v € H(Q), nous notons par v* et v* les composantes normale

et tangentielle a la frontiére définies par
v, =v" -V, v, =0 — U (1.1)

Nous désignons par o = o‘(x,t) le champ des contraintes, par u = u’(x,t) le champ
des déplacements et par (uf) le champ des déformations infinitésimales.

Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des
fonctions par rapport a x € Qf et t € [0, T).

Pour un champ des contraintes o nous dénotons par o/ et of les composantes normale

et tangentielle a la frontiére données par

ol = (", ot =0 -0l (1.2)

v

En utilisant (1.1) et (1.2), nous obtenons la relation

(V") vt = bl 4ol 0t (1.3)

v

qui va intervenir tout au long de ce mémoire, dans ’établissement de la formulation

variationnelle de chaque probléme mécanique de contact.

1.1.2 Modéles mathématiques

Nous commencons avec le modéle mathématique qui décrit I’évolution du corps dans
le cadre physique de la figure 1.1. L’état électro-mécanique d’un milieu piézoélectrique

est déterminé par le couple (u’, %) tel que u’ est le champ de déplacement et ©* est le

10



Chapitre 1. Modélisation 1.1 Cadre physique et Modéles mathématiques

potentiel électrique.
Tout d’abord, les points au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport
au temps, par exemple

o duf L A2t

U =— U = —

dt’ dt?’
ou ' désigne le champ de vitesse et i’ désigne le champ d’accélération. Pour le champ
de vitesse ¢ les notations ¢ et 1 représentent respectivement le vitesse normale et le

vitesse tangentielle a la frontiére, c’est a dire

L

=

L L 4

U, =u v, U, =u —U, V.

Rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans ’hypothése des pe-

tites transformations
¢ ¢ ¢ 1 ¢ ¢
e(u) = (g (u")), eiy(u’) = 5(5’1% + Oju;).
En outre, le champ électrique est défini par la relation suivante
E(¢") = =V = —(&5).

Les fonctions inconnues du probléme sont le champ des déplacements u* : Q° x [0, T] —
R et le champ des contraintes of : Qf x [0, T] — S%. Notons la densité de la masse par
pt: 0 — R, et la densité des forces volumiques par f¢ : Qf x [0, 7] — R?. L’évolution

du corps est décrite par ’équation du mouvement de Cauchy suivante

Dive® + ff = plii’ dans Q° x [0, 77, (1.4)

ot "Div" représente l'opérateur divergence pour les tenseurs ; Dive! = (ij’j). Les pro-
cessus d’évolution sont modelés par I’équation précédente s’appellent processus dyna-
miques. Dans certaines situation, cette équation peut encore se simplifier : par exemple
dans le cas ot @ = 0, il s’agit d’un probléme d’équilibre (processus statique), ou bien

¢ varie trés lentement par rapport au temps, c’est-

dans le cas ot le champ des vitesse u
a-dire que le terme p‘ii’ peut étre négligé (processus quasi-statique). Dans ces deux cas

I'équation du mouvement (1.4) devient

Dive! +ff =0  dans Q° x [0,7]. (1.5)

11



Chapitre 1. Modélisation 1.1 Cadre physique et Modéles mathématiques

Puisque le corps QF est encastré sur I'{, le champ des déplacements s’annule ici :
u' =0 sur T x(0,7). (1.6)

L’égalité (1.6) est appelée la condition aux limites de déplacement. Sur I'§ agisse des

tractions surfaciques de densité f5, alors la condition aux limites en tractions est
o'Vt = ff sur 5 x (0,7). (1.7)

On obtient deux modéles mathématiques (1.5)-(1.7) pour le probléme P; et (1.4), (1.6)
et (1.7) pour le probléme P,. Nous allons compléter ultérieurement chaque modéle par

les conditions de contact sur la partie I's de la frontiére T'*.

A celles-ci se rajoutent les inconnues électriques du probléme, a savoir les potentiels
électriques ¢’ : Q° x [0,T] — R et le champ des déplacements électriques D : Qf x
[0, 7] — R<. L’évolution du corps piézoélectrique est décrite par 1’équation d’équilibre

pour le champ des déplacements électriques
divD" = ¢} dans Q° x [0, 77, (1.8)

ot "div" est 'opérateur de divergence pour les vecteurs; divD® = DY, et ¢ représente

1,09
la densité des charges électriques volumiques sur 2. Rappelons que dans le cadre
physique (voir le figure 1.1), le potentiel électrique s’annule sur la partie T de la

frontiére
o' =0 sur T x [0, 7], (1.9)
tandis que sur T'f, une charge électrique de densité g5 est prescrite
D'V = ¢ sur T x [0,T]. (1.10)

Les deux équations (1.9) et (1.10) sont appelées les conditions aux limites électriques.
Les équations précédentes sont insuffisantes & elles seules pour décrire le mouvement
de chaque corps matériel considéré. Il est nécessaire de décrire ce qui est propre au
matériau lui méme, c’est 'objet des lois de comportement que nous décrirons dans le

deuxiéme paragraphe de ce chapitre.
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Chapitre 1. Modélisation 1.2 Lois de comportement piézoélectriques

1.2 Lois de comportement piézoélectriques

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le
tenseur des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut ima-
giner et réaliser pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour
les matériaux unidimensionnels constituent le point de départ dans 1’établissement des
lois de comportement. Voici quatre exemples classiques d’essais sur les solides : essais
de chargement monotone, essais de charge-décharge, essais de fluage et essais de re-
laxation.

Dans la description des phénomeénes purement électro-mécaniques, par loi de com-
portement (ou loi constitutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le
tenseur des contraintes o, le tenseur des déformations infinitésimales e(u). Cette dé-

finition se modifie légérement dans la description des phénoménes électro-mécaniques.

Nous présentons par la suite les lois de comportement de matériaux électro-élastiques
et électro-viscoélastiques, pour ceci nous prenons en considération le champ de dépla-
cement électrique DY = (DY) ainsi que le champ électrique E*(¢*) = —V¢*, le champ
électrique E‘(%), le tenseur piézoélectrique £f, Popérateur d’élasticité, 'opérateur de
viscosité, opérateur de permittivité électrique et la fonction de relaxation QF, ceci est
naturellement il lui faut ajouté d’autres relations qui caractérisent le comportement de

chaque type de solide.

1.2.1 Loi de comportement des matériaux électro-élastiques

Nous considérons ici une catégorie de matériaux oti le tenseur des contraintes o

et le vecteur des déplacements électriques D! sont reliés par la loi de comportement
of = Al(e(u’)) — ()" B (¢"),

(1.11)
D' = &'(u) + G'E(¥Y),

ou A’ est opérateur d’élasticité non forcement linéaire linéaire & champ électrique

nul, & = (efjk) est le tenseur piézoélectrique qui traduit la proportionnalité entre

la charge et la déformation & champ constant ou nul, G* = (bfj) est 'opérateur de

13



Chapitre 1. Modélisation 1.2 Lois de comportement piézoélectriques

la permittivité électrique & déformation nulle qui constitue un opérateur symétrique

défini positif et EX(pf) = =V, ot Vot = (%) représente le champ électrique. Par

32

ailleurs ()" = (efr,) dénote le transposé du tenseur £, tel que
Eov=0.(Yv VoeS veR% (1.12)

Pour plus de détails sur la loi de comportement (1.11), nous renvoyons le lecteur, par

exemple, a [9, 13].

1.2.2 Loi de comportement des matériaux électro-élastiques avec

mémoire longue

Pour modéliser les propriétés électro-élastiques des matériaux avec mémoire longue,

nous considérons une loi de comportement de la forme
t
ot = A) + [ QU s e (s))ds - (€ B,
0
D' = E'(u’) + GU(E*(¢")),

dans laquelle 'opérateur A est opérateur d’élasticité pas forcément linéaire & champ

(1.13)

électrique nul, @ = (Q;;) est un tenseur de relaxation, £° = (ef;,) est le tenseur piézo-
électrique 4 champ constant ou nul, G¢ = (bfj) est le tenseur de la permittivité électrique
a déformation nulle et E*(¢) = — V¢’ représente le champ électrique.

Remarquons que lorsque Q = 0, la loi (1.13) devient une loi de comportement électro-

¢lastique de la forme (1.11).

1.2.3 Loi de comportement des matériaux thermo-électro-élastiques

avec mémoire longue et endommagement

Laloi de comportement d’un matériau thermo-électro-élastique avec mémoire longue

et endommagement est donnée par

ot = Ale(ul l/dtﬁe (u!(5)), 04(5), a'(s)) ds — (€')" E“("),
— £le(ul) + G (EX()

(1.14)
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Chapitre 1. Modélisation 1.2 Lois de comportement piézoélectriques

ou A’ est I'opérateur d’élasticité, £/ = (efjk) est le tenseur piézoélectrique a champ
constant ou nul, G* = (bfj) est le tenseur de la permittivité électrique & déformation
nulle, E*(¢*) = —V¢’ représente le champ électrique et Q = (Q;;) est un tenseur de
relaxation qui représente une fonction constitutive non linéaire et décrit le compor-
tement électro-élastique du matériau, nous considérons également que Q° dépend de
deux variables internes la température absolue 6¢ et ’endommagement af.

La température 6° est définie par une équation parabolique, qui représente la conser-

vation de I'énergie comme suit
0 — kiAG = OF (of, e(uh), 0, ") + pf, (1.15)

oli ©f est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engendrée par
les forces intérieures. Ici et ci-dessous k§ est une constante strictement positive et p
une donnée, qui représente la source de chaleur du volume.

L’endommagement o est une variable internes d’état définie dans Qf x [0, T, avec
0 < af < 1, I'évolution du champ d’endommagement utilisée au troisiéme chapitre est

modélisée par l'inclusion du type parabolique donnée par la relation
&t — k' At + Oge(al) 3 ¢ (ot e(uh), 0, ab), (1.16)

ol k' est une constante positive, ¢’ est la fonction source de I'endommagement, 9t
est le sous-différentiel de la fonction indicatrice ¥ ge qu’on a expliqué dans le deuxiéme

chapitre et K* est I’ensemble des endommagements admissibles défini par
K'={acH(Q);0<a<1, p.p. dansQ}. (1.17)

Nous utilisons la loi de comportement des matériaux thermo-électro-élastiques avec
mémoire longue et endommagement dans le probléme qu’on va étudier dans le troi-

siéeme chapitre de ce mémoire.

1.2.4 Loide comportement des matériaux électro-viscoélastiques

Les matériaux piézoélectriques sont caractérisés par le couplage des propriétés élec-

triques. Ce couplage conduit a 'apparition d’un potentiel électrique lors de 'application
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Chapitre 1. Modélisation 1.2 Lois de comportement piézoélectriques

des contraintes mécaniques, et inversement, des contraintes mécaniques sont générées
lorsqu’un potentiel électrique est appliqué. Un matériau piézoélectrique dont les pro-
priétés mécaniques sont viscoélastique est appelé matériau électro-viscoélastique, alors
qu'un matériau est dit électro-viscoélastique si sa loi de construction est de la forme
Yy ¢ ¢ Oy ol (L
o = Al(e(u')) + B (e(u')) — (E7)"E(¢"),

(1.18)
D = E%(u") + C*E(¢"),

dans laquelle, I'opérateur de viscosité A’ et I'opérateur d’élasticité B¢ non forcément

Vi
ijk

) est le tenseur piézoélectrique et C* = (c;

linéaires, £ = (e ) est le tenseur de la
permittivité électrique.

Nous rappelons qu’en viscoélasticité linéaire de type Kelvin-Voight (voir par exemple
[35]) et en tenant compte de la dépendance du champ des contraintes avec le champ

électrique, le tenseur de contraintes o = (Ufj) est donné par
6 _ ¢ y ¢ ¢ b b 0
Oij = aijkhgkh(u )+ bz‘jkhEkh(U ) — ez‘jkEk(<P ),
STl — o
ou Ey(¢") = Pk

On va maintenant introduire une loi de comportement de matériaux électro-viscoélastiques

avec endommagement qu’on va utiliser au long de la troisiéme partie de cette thése.

1.2.5 Loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques

avec endommagement

Un matériau est dit électro-viscoélastique avec endommagement si sa loi de com-

portement est de la forme suivante

of = Al(e(d")) + B'(s(u), af) — () E(¢"),
(1.19)
D = Ee(u’) + C'E(¢"),
ou Af, B, &' et C’ sont 'opérateur de viscosité, 'opérateur d’élasticité, le tenseur

piézoélectrique et le tenseur de permittivité électrique respectivement.
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Chapitre 1. Modélisation 1.3 Conditions aux limites de contact et lois de frottement

Nous rappelons que I'endommagement o dans la loi (1.19) est une fonction de Q¢x[0, 7]

a valeurs dans [0, 1] définie par I'inclusion suivante
&t — KEAQ + 0o (af) 3 ¢ (e(uh), ab), (1.20)

ol k* est une constante positive, ¢* est la fonction source d’endommagement, 9t e est
le sous-différentiel de la fonction indicatrice ¥, qu’on a expliqué dans le deuxiéme cha-
pitre par (2.4.4), et K¢ est 'ensemble d’endommagement admissible défini par (1.17).
Nous utilisons la loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques avec en-
dommagement dans le probléme qu’on va étudier dans la troisiéme partie de ce mé-

moire.

Finalement, afin de compléter les modéles mathématiques qui décrit I’évolution des
deux corps, il faut préciser les conditions aux limites sur I'Y, pour ceci nous ajouterons
les conditions aux limites sur I's a coté des conditions aux limites de déplacement, de
traction et les conditions aux limites électriques définis par (1.6), (1.7), (1.9) et (1.10),
ce sont 'objet des conditions aux limites de contact et des lois de frottement que nous

décrirons dans le paragraphe suivant.

1.3 Conditions aux limites de contact et lois de frot-
tement

Dans ce paragraphe, nous exposons en détails les conditions aux limites que nous
utilisons dans les problémes de contact en petites déformations. Nous décrivons aussi
bien I'aspect mathématique que mécanique de ces conditions.

Par condition de contact nous comprenons une relation impliquant les composantes

14

v

14

., ou des contraintes af. Par

normales du champ des déplacements u;,, des vitesses
loi de frottement nous comprenons une relation entre la contrainte tangentielle o et
le déplacement tangentiel ul ot le vitesse tangentiel ©¢. Notons ici que 0% s’appelle

aussi force de frottement.
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Tout d’abord on définit le déplacement normal par relatif d’un corps par rapport a

I’autre sur la zone de contact I's par
[w)] =y + (1.21)

et le déplacement tangentiel par relatif d’'un corps par rapport a ’autre sur la zone de
contact I's par

[ur] = up —u, (1.22)
ainsi la continuité des contraintes sur 'interface I's se traduit par

1 _ 2
UV_UV

0. (1.23)

oy, ol =—0?

Nous signalons que si le contact entre les deux corps sur I's est sans frottement, ce qui

n’est pas notre sujet dans cette thése, alors
or =0.

Les égalités et les inégalités qui suivent sont considérées vraies presque partout sur

F3 X [0, T]

1.3.1 Contact bilatéral

Le contact se fait de fagon bilatérale c’est-a-dire le contact est maintenu pendant le
mouvement ; il n’y a pas de séparation entre le deux corps. Cette propriétés se traduit
mathématiquement par

[u,] =0, (1.24)

ou [u,] est défini par (1.21). L’équation (1.24) sera utilisé dans la troisiéme partie de

ce mémoire.

1.3.2 Contact avec compliance normale

Dans ce cas, les deux corps sont supposés légérements déformables. La contrainte

normale o’ satisfait la condition dite de compliance normale, c’est-a-dire

1 _ 2
O-l/_o-l/

Ov,

(1.25)
—0, = pl/([uu} - g),
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Chapitre 1. Modélisation 1.3 Conditions aux limites de contact et lois de frottement

ol ¢ représente l'interstice entre les deux corps et p, est une fonction positive donnée
appelée fonction de compliance normale. Cette condition indique qu’un corps exerce
une action sur l'autre corps en fonction de sa pénétration [u,] — g.

Des conditions de contact avec compliance normale entre un corps et une fondation
ont été proposées dans [45] et ont été utilisées par exemple dans [3, 33, 34, 40, 41, 47].
Si on considére le cas ou un corps repose sur 'autre corps, alors I'interstice est nul,
c’est-a-dire g = 0. Pour la fonction de compliance normale p, on prend comme exemple

la fonction suivante
pu(r) = ey, (1.26)

ol ¢, est une constante positive et r, = max{0,r}. Un deuxiéme exemple est donné
par
CyT 4 si r <A,
pu(r) = (1.27)
CyQ si r >\,
ol A est un coefficient positif relatif a la dureté de la surface. Dans ce cas, la condition
de contact (1.25) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elle
dépasse )\, la fondation se désintégre et n’offre plus de résistance & la pénétration.
Maintenant, nous présentons la loi de frottement de Tresca intervenant au long de

la troisiéme partie de ce mémoire.

1.3.3 Contact bilatéral avec frottement de Tresca

La loi de Tresca présente un seuil de frottement fixe g lorsque les deux corps sont en
contact, I'un de deux corps exerce sur l'autre un effort tangentiel o, qui vérifie (1.23),

et qui ne dépasse pas le seuil g c’est-a-dire
lo-|| < g.

Tant que la contrainte tangentielle n’a pas atteint le seuil g, I'un de deux corps ne peut

pas se déplacer par rapport a l'autre et il y a blocage, ce qui traduit par

lo-l < g = [ir] = 0.
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Lorsque ce seuil est atteint, un corps peut se déplacer tangentiellement par rapport a
I'autre et il y a alors un glissement. La contrainte tangentielle s’oppose a la vitesse et

par conséquent
llo-|| = g = il exite A > 0 tel que o, = —A[u,].

En conclusion, les conditions de contact bilatéral avec frottement de Tresca s’écrivent

alors comme suit

[u,] =0,

0-1 = _02 =0, ||UT|| < g,

T T (1.28)
ol < g = [i,] =0,

\ llo-|]| = g = il exite A > 0 tel que o, = —A[u,],

ot le seuil de frottement g est une fonction réelle strictement positive définie sur I's x

(0,7). La loi de Tresca a été utilisée récemment dans |6, 38, 47].

1.3.4 Loi de frottement de type Coulomb

C’est une loi de frottement le plus répandue dans la littérature mathématique. Elle
se caractérise par l'intervention de la contrainte normale dans le seuil de frottement et

elle peut s’énoncer comme suit

| o= 1< plowl,
| o7 1< plow| = [us] =0, (1.29)
| o ||= ulo,| = il existe A > 0 tel que o, = —Afu,],

\

ou o,, o, sont définis par (1.23) et p > 0 est le coefficient de frottement.
La fonction positive u|o,| représentant le seuil de frottement, tant que le seuil n’est
pas atteint, il y a immobilité (nullité de la vitesse tangentielle ou du déplacement
tangentiel). Quand ce seuil est atteint, les deux corps se mettent a glisser et la contrainte
tangentielle tend a s’opposer au mouvement.

Maintenant, nous remplagons o, dans le seuil de frottement de la loi (1.29), par la

condition de compliance normale (1.25), de facon & obtenir les conditions suivantes.
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(

|| Or ||§ ,upu([uu] - g),

lor lI< ppu([u] = g) = [u-] =0, (1.30)

| o ||= upu([un] — g) = il existe A > 0 tel que o, = —A[u,].
\

Dans (1.30) lorsque l'interstice est nul, i.e. ¢ = 0, ce choix ne représente guére une
restriction du point de vue mécanique, mais il est imposé pour raison de simplification
des calculs.

Une version quasi-statique de la loi de frottement de Coulomb utilisée en littérature

est donnée par

|| Or ||§ pT([uV] - 9)7
] (1.31)

[UT] # 0=o0, = _pT([uu] - g)

ol p, est une fonction positive. Dans (1.31), la contrainte tangentielle ne peut pas excé-
der le seuil de frottement p,([u,] —¢g). De plus, quand le seuil de frottement est atteint,

le corps se met a glisser et la contrainte tangentielle tend a s’opposer au mouvement.

Enfin, nous présentons dans le paragraphe suivant une loi de contact qu’on va utiliser

au long de la deuxiéme partie de cette thése.

1.3.5 Loi de contact avec frottement et adhésion

Dans quelques modeéles étudiés, nous supposons que les deux corps sont en contact
adhésif avec frottement sur la partie I's. Ceci se traduit par I'introduction d’une nouvelle
variable interne de surface, en se basant sur les idées de Frémond |22, 23|, appelée champ
d’adhésion et notée par 5 : I's x [0,7] — R; elle décrit 'intensité des couches actives
d’adhésion sur la surface de contact et elle vérifie 0 < § < 1 sur I'. Lorsque g = 0, il
n’y a plus d’adhésion, lorsque 8 = 1 c’est le cas d'une adhésion compléte et il y a lieu
a une adhésion partielle quand 0 < § < 1.

Tout au long de la deuxiéme partie de ce mémoire supposons que les deux corps sont
déformables, alors la contrainte o, satisfait la condition dite de compliance normale

avec adhésion, c’est-a-dire

o, = —p,([w)]) + 1R, ([u)]) sur I's x [0,77, (1.32)
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ol o, est celle qui vérifie (1.23) et p, est une fonction non négative telle que p,(r) =0
pour 7 < 0. la deuxiéme terme de 'égalité (1.32) est la contribution de ’adhésion
a la tension de surface dans lequel 7, est un coefficient d’adhésion et la fonction

R, : R — R, est I'opérateur de troncature donné par

L si s < —L,

R(s)=4¢—s si —L<s<0, (1.33)

Ici L > 0 est longueur caractéristique d’adhésion. L'introduction de R, est motivée
par 'observation que si ’extension est plus grande que L, la colle s’étend plastiquement
sans offrir de tension additionnelle de traction. Cependant, en choisissant L suffisam-
ment grand, c’est-a-dire plus grand que la taille du systéme, nous retrouvons le cas ou
la traction est linéaire avec I’extension. Ainsi la contribution de ’adhésion a la traction
normale est représentée par v,3°R,([u,]); la traction adhésive est en tension et est
proportionnelle (avec le coefficient de proportionnalité 7,) au carré de U'intensité de
I’adhésion et au déplacement normal, mais cela, tant qu’elle n’excéde pas la longueur
d’adhésion L. La traction maximale de tension est -, L. La condition (1.32) indique que
chaque corps exerce une action sur ’autre corps en fonction de sa pénétration [u,], oi
le deuxiéme terme de 1’égalité est la contribution de ’adhésion a la tension de surface.
Notons que la condition de compliance normale avec adhésion (1.32) a été déja utilisée
dans [18, 31].

Quand le champ d’adhésion /5 est nul,(1.32) devient

o, = —pu([u]) sur I’y x [0,7], (1.34)

qui représente la condition de compliance normale.

Ensuite, nous supposons que la composante tangentielle satisfait la condition suivante
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(

1 2
0, = —07;

; Or,

I o7 + 252 Re([ue]) [|< pap ([ ]),

| or + 782 Re([ur]) 1< pup () = [ur] =0, surTax (0.7),  (135)

I o7 + 728 Re([ur]) | = ppu ([un]) = 3A > 0

telle que o, + 78R ([u-]) = —Alu,],

ol v, est un coefficient positif et i est le coefficient de frottement, supposé étre positif.

R, : R? — R? est I'opérateur de troncature défini par

v si flel< L,
R.(v) =
L

(1.36)

v

o

Notons que les conditions de frottement similaires a ceux dans (1.35) ont été consi-

s |lv|> L.

dérées dans [30] pour L trés grand.

La diversité des matériaux a conduit les chercheurs a utiliser le collage des com-
posites comme étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de natures diffé-
rentes. Pour modéliser les phénomeénes d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le proces-
sus d’adhésion a la description du contact.

L’évolution du champ d’adhésion est gouvernée par une équation différentielle ordi-

naire de la forme

B = Hua(B, s, Ru([w]), R ([ur]) sur I's x [0, T7. (1.37)

A celle-ci, nous rajoutons la condition initiale

B0) =8y  surTs, (1.38)

ou H,4 est une fonction, appelée taux d’adhésion, qui s’annulle quand le premier de ses
variables s’annulle et {5 est un coefficient d’adhérence positif, et 5, I’adhésion initiale,
tel que

0<pBy <1, pp.sur I's. (1.39)

On considére la possibilité d’'une diminution de l'efficacité de collage quand les

cycles de collage et de décollage continuent. Par conséquent, le processus est supposé
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dépendre de 'histoire d’adhésion qu’on note par

Ep(x,t) = /Otﬁ(:v,s)ds sur T'3 x [0,7]. (1.40)

On donne deux exemples de ce genre de fonction, le premier est

Had(67 557 Rb RQ) = _6+/7VR%7

ou 7, est le coefficient de taux normal et 7, L est la traction normale maximale que
I'adhésif peut fournir et 5, = max{0, 5}.
Le deuxiéme exemple est proposé par une équation de taux différente pour I’évolution

du champ d’adhésion comme suivant

Hoa(B, &5, Ri, R2) = —(B(1w Ry + 72 [ Re|*) — €5)+- (1.41)

Ici v, est le coefficient de vitesse tangentielle, qui peut également étre interprété
comme coefficient de rigidité tangentielle de l'interface lorsque 1’adhérence est com-
pléte (5 = 1). Notons que le processus adhésif est irréversible, en effet, une fois que le
décollement se passe le collage ne peut pas étre rétabli, puisque 3<o.

Pour plus de détails concernant la modélisation du contact adhésif, nous référons aux

livres [55, 57].
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Chapitre 2

Outils Mathématiques

Ce chapitre est consacré a la description des espaces utilisés dans toute au longue
de cette theése. Nous supposons que chaque domaine Q° (¢ = 1,2) de R? (d = 2,3) est
bornée et a une frontiére I'¥ de Lipschitz, c’est-a-dire que sa frontiére est présentable
comme le graphe d’une fonction lipschitzienne sur un ouvert de R%~! avec une partitions
de trois parties mesurables disjointes T'Y, T') et T4 d'un coté et une partition de I' UT%

en deux parties ouvertes I, et Tt d’un autre coté, telles que mesT > 0 et mes[™ > 0.

2.1 Cadre fonctionnel scalaire

Dans cette section, nous faisons quelques rappels sur les espaces de fonctions &
valeurs réelles. Nous allons aborder les espaces de fonctions continues, continiment
différentiables, les espaces de Hilbert, les fonctions p—intégrables et les espaces de
Sobolev, qui nous permettrons d’introduire les espaces spécifiques a la mécanique au
prochaine section. Nous rappelons par la suite les définitions et quelques propriétés de
ces espaces. Nous ne donnons pas de démonstrations afin de pas rallonger la longueur de
ce chapitre. Le lecteur souhaitant de plus amples approfondissement pourra se reporter
par exemple & [1, 15| ot encore [53].

Nous introduisons la notation classique

gl
D = 2.1
8a1$18a2$2 R aad:vd’ ( )
d
dans laquelle le multi-index o = (ay, as, . .., aq) € N? et sa longueur |a] = 3 o;.
i=1
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Chapitre 2. Outils Mathématiques 2.1 Cadre fonctionnel scalaire

Commencons tout d’abord par les espaces classiques de fonctions continues et

continiiment différentiables.

2.1.1 Espaces de fonctions continues et contintiment différen-

tiables

Nous notons par C'(Qf) I'espace des fonctions uniformément continues sur §2. Toute
fonction de C'(Qf) est bornée. La notation C'(Q¢) désigne que toute fonction uniforme-
ment continue sur Q¢ posséde une unique extension continue sur Qf. C’est un espace

de Banach s’il muni de la norme

[v]lo@e = supf{|v(z)|; = € Q).

Pour tout entier m, espace C™(Q2) est I'espace des fonctions continues sur Qf dont

les différentielles d’ordre au plus m sont également continues sur QF, i.e.
C™(QY) = {v e C(QY | D € C(Q°) pour |a| < m}.
C’est également un espace de Banach s’il est muni de la norme

lollcm@n = > ID%llc@e,

|laj<m
otl 'opérateur D* est donné par (2.1). L’espace C°°(Qf) désigne I'espace des fonctions

indéfiniment différentiables défini par
m=0
2.1.2 Espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.)y un produit scalaire sur H c’est-a-dire

(., )m : HxH— R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par || - ||z 'application de H — R définie par
1
[ l[r= (u,u)f. (2.2)
Rappelons que || - ||z est une norme sur H qui vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwartz

|(w, )| <l w el v lla, Yu,ve H.
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On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme définie par
(2.2). Soit H' I'espace dual de H c’est a dire 'espace des fonctionnelles linéaires et
continues sur H muni de la norme

= sup L]
veH—{0} | vlla

I

ou (.,.) g« représente le produit de dualité entre H' et H.

2.1.3 Espaces de Lebesgue L?(Q))

D’abord on note par L'(2°) espace des fonctions intégrables sur Qf a valeurs dans

R. On pose
lollson = [ lofa)lde
0L
On va rappeler des résultats d’intégration trés outils surtout pour la derniére partie

de cette thése.

Théoréme 2.1.1. (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Soit (v,)
une suite de fonctions de L*(QY). On suppose que

1) T}Lrgovn($) =v(x), p.p. sur QF,

2) il existe une fonction positive g € L'(Q°) telle que pour chaque n € N, |v,(z)| < g(x)
p.p. sur .

Alors v e L'(Q) et lim [|v, — v||pi(ar) = 0.
n—oo

Lemme 2.1.1. (Lemme de Fatou). Soit (v,) une suite de fonctions de L'(2) telle
que

1) pour chaque n, v, >0 p.p. sur QF,

2) sup/g(Z vp () < 00.

n

Pour chaque x € Q° on pose v(z) = liminf v, (z).
n—oo

Alors v e L'(Q) et/ v(z)dr < lim inf/ U (z)d.
Qf

QL n—oo

Définition 2.1.1. Soit p € R, 1 < p < oo. On appelle l’espace de Lebesgue LP(Q)
l’ensemble

LP(QY) = {v: QY = R mesurable, et [v]P € L*(Q9},
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muni de la norme définie par

1/p
[l Lr ey = (/ |v($)|pdx) .
QZ

On appelle lespace de Lebesque L>®(2%) I'ensemble
L>*(Q% = {v: Q° = R mesurable;3 C > 0, |v(x)| < C p.p. sur QY
muni de la norme définie par
ol = inf{Ci[o(@)] < C pp. sur 2.

Dans la suite, nous utilisons la notation suivante. Soit 1 < p < +00 un réel. On

1 1
pose q = Ll ,i.e. —+— =1 et on dit que g est I'exposant conjugué de p. Pour p =1
p— p
(resp. p = +00) nous poserons naturellement ¢ = +o00 (resp. ¢ = 1).

Quelques propriétés de ces espaces LP(€)) sont résumées ci-aprés.

Théoréme 2.1.2. Pour tout p € [1,+00], les espaces LP(QY) vérifient les assertions
suivantes :

1) Les espaces LP(2Y) sont des espaces de Banach.

2) Pour toute fonction u € LP(Q) et toute v € LI(QY), q désigne I'exposant conjugué

de p, linégalité de Holder est vérifice, i.e.

[ Vadayota) [ do <l u ol o s
3) Les duaux des espaces LP(2), pour p € [1,+o0|, vérifient (LP(QF)) = LI(QF).
4) L’espace L*(Q)) muni de produit scalaire

(u,v) 2ty = / u(z)v(x)dz, Yu,v € L*(Q°).
0¢

est un espace de Hilbert. De plus l'inégalité de Cauchy-Schwarz correspondant a ['in-
égalité de Holder est vérifiée, i.e.

| Vut@yota) Lo <l izl o o
Remarque 2.1.1. (Inégalité de Hélder des sommations). On peut aussi vérifier

aisément que pour tout 1 < p < oo et q est [’exposant conjugué de p , tels que les séries

g lug|P et E |ug|? convergent, alors la série g |urvg| converge et on a linégalité

k=1 k=1 k=1

sutvante
N o e L 11
Z|Ukvk| < <Z|uk|p>p<2|vk|q>q, avec (—+—:1)
k=1 k=1 k=1 p q
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2.1.4 Espaces de Sobolev d’ordre entier

Les espaces de Sobolev ont permis de résoudre bon nombre de problémes concernant

les équations aux dérivées partielles sans réponse jusque la.

(T .
d’une fonction u, nous
i
adoptons indifféremment la notation usuelle suivantes d;u ol encore u_.

Dans ce manuscrit, pour désigner les dérivées partielles
On commence par un bref rappel de quelques résultats sur ’espace de Sobolev
H(QF) défini par
HY(QY ={uel?Q) | ouel?QY, i=1,..4d}.

On note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € L*(Q°)? pour tout
u € HY(QF).

On sait que H'(2) est un espaces de Hilbert pour le produit scalaire

(u, V) 1oy = (U, V) 12000 + (F5u, 030) 120,
et la norme associée || u || g1 (qry= (u, “)1%{1(92)7 qu’on peut écrire
Il 1 =l v [E20e) + | Ve [E2qeya - (2.3)
On a les résultats suivants
Théoréme 2.1.3. (de densité). C1(QF) est dense dans H'(Q2F).

Théoréme 2.1.4. (Rellich). H'(Q) C L%(Q) avec injection compacte.

Définition 2.1.2. Pour tout k € N et pour tout p € [1,+00|, nous définissons ’espace
de Sobolev W*P(Q) par

WHEP(QY) = {u € LP(QY) Va, |a| < k T v, € LP(Q) tel que v, = Du},
ot Du est la o™ dérivée faible de u définie par (2.1).

Remarque 2.1.2. Nous ferons tres souvent [’abus d’écriture qui consiste a identifier

D%y et v,,.
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Munissons W*?(Q) de la norme

1
<Z H DauHLp(Qz))p7 si 1§p<ooa

” u ||Wk,p(914): || <k

,{3235 | D% [| o ey, s1 p = 0.

Quand p = 2, on note par H*(Qf) I'espace W*2(Q) et la norme précédente provient

d’un produit scalaire.

Théoréme 2.1.5. Les espaces de Sobolev W*P(QF), pour k € N et p € [1, +00], munis
de la norme || - ||wrrr), sont des espaces de Banach. De plus, les espaces HR(QY,

pour tout k entier, sont des espaces de Hilbert.

Nous avons besoin de la définition d’ouverts de classe C™. qui précisent les diverses
b

régularités sur les ensembles que nous considérons.

Définition 2.1.3. Soit Q° un ouvert borné de R? et U un espace de fonctions a valeurs
réelles sur R4'. La fronticre I'* de ’ensemble Q est dite de classe U si, pour tout point

xo de la frontiere T, il existe un réel r > 0 et une fonction f de U tels que
Q' N B(xo,r) = {x € B(xo,7) | g > f(x1, ..., 24-1)},

ot B(xg,r) est la boule ouverte de centre xqy et de rayon r. En particulier si U désigne
I’ensemble des fonctions lipschitziennes, l'ouvert Q° est dit domaine de Lipschitz. Si U

désigne lespace C™ alors l'ensemble 2 est dit domaine de classe C™.

Théoréme 2.1.6. (Théoréme de trace de Sobolev). Soit QO un domaine de Lip-
schitz de R? de frontiére T et 1 < p < oo. Il existe une application linéaire continue
vt WEP(QF) — TLP(TY) possede les propriétés suivantes :

1) yo = vl siv € WH(QF) N C(QF),

2) Uapplication ~y est une application compacte,

3) il existe une constante k > 0, prouvenant de la continuité de l'application v, tel que
Ivollueee < Elollwir@y Yo € WH(QF).
Notons yv la trace d'une fonction v € WP(Q). Nous nous permettons, lorsqu’il
n’y a aucune ambigiiité, de remplacer la notation yv par v.

Pour plus des détails sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le lecteur, par

exemple, a [1, 15, 21, 48].
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2.2 Cadre fonctionnel vectoriel

La modélisation de problémes de la mécanique de contact nécessite la plupart du
temps l'introduction des espaces de fonctions spécifiques. Nous donnons dans cette
section les espaces ainsi que quelques unes de leurs propriétés. Nous en profitons pour
adopter certaines habitudes typographiques.

Dans ce qui suit les indices 7 et j sont compris entre 1 et d; la convention de
sommation sur des indices répétés est adoptée et l'indice qui suit une virgule indique
une dérivée partielle par rapport a la composante correspondante de la variable indé-
pendante.

Pour les champs mécaniques qui conviennent dans les deux problémes P; et Po,
nous utilisons les espaces suivants :

(

H* = {u = (uf) | uj € L*(Q)} = L*(Q)",
H' = {o" = (0};) | oi; = 0f; € L2(Q)} = L2(Q),

Hi = {u = (u) | uj € H'(Q)} = H'(Q)7,

\7-[{ = {0’ = (Ufj) € H' | Divet € H'}.

Les espaces H, H¢, H! et H{ sont des espaces réels de Hilbert munis respectivement

des produits scalaires suivants

(
(uz’ve)m = ufvfdxa
(94
‘L _ l_1
0¢

(', v ) gy = (U, 0 ) e + (e(u), £(v) ),

(2.5)

\ (0%, 730 = (0, 7%) 3¢ + (Dive’, Divr") e,

ott e : H — H* et Div : H{ — H' sont respectivement les opérateurs de déformation

et de divergence, définis par

1
5(“) = (%’(UE)), ou %‘(UZ) = §(Uf,j + “f,i)a et Divo’ = (ij,j)‘
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Les normes associées a ces produit scalaires seront
( 1
¢ _ 02 2
follne = [ IutPaz)”.

ot = (ot iPar)’

2
(R EGIAR

Ll lg = (o 13z + [ Dive| 13, )

[

~~
N
D

~—

2 g

[SIES

D’aprés le théoréme 2.1.6, rappelons que 1'application de trace vy : HY — L2(I'*) est
linéaire et continue, mais n’est pas surjective. L’image de H{ par cette application est
notée par Hye ; ce sous-espace s'injecte continfiment dans L?(I'*)¢. Désignons par H{,
le dual de Hye, et (-, '>H/FeXHrf le produit de dualité entre Hy, et Hre.

Puisque la frontiére I'* est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v/* & la frontiére

¢ € H{, nous utilisons la

est défini presque partout pour tout champ de vecteurs v
notation v’ pour désigner la trace yv’ de v* sur T'Y. Pour tout of € H{, il existe un
, tel que

élément vt € H’F

00 0 A AN ¢ i
(V" yv >H/ngHFe = (0%, e(v"))ye + (Dive®, v°) e, Y0°© € Hj.
En outre, si o est assez régulier (par exemple C!), nous avons la formule
<O'£I/Z,’7U£>H/Z><HFZ —/ o'v' - vtda, Yo' € HY
1N
T¢

¢

Donc, pour ¢ assez régulier nous avons la formule de Green suivante

(o', e(v")) e + (Divat, v*) e = / o't - vtda, Yo' € HY, (2.7)
T¢

ol da est un élément de mesure de surface.

Par ailleurs, soient u et v deux fonctions assez réguliéres ( par exemple u € C%(QF) et

v € C1(NY)), elles vérifient la formule de Green suivante

/ Auvdr = — | Vu.Vudz + @vda. (2.8)
0¢ 0¢

e OV

Nous définissons le sous-espace fermé de Hf

={'cH | v'=0, surT{} (2.9)
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Comme mesIY > 0, alors il existe une constante ¢; > 0 dépendant uniquement de

QOFf et T vérifie linégalité suivante, dite inégalité de Korn
() e e | v s W €V (2.10)

Une preuve de cette inégalité peut étre trouver dans ([49] p. 79).

Nous considérons sur I'espace V¥, défini par (2.9), le produit scalaire donné par

(u, ") e = (e(u®), e(v?))gge, Vub 0" € V¥, (2.11)
et soit || - ||y« la norme associée
o lve=Il e(@) llse, Vo' € V" (2.12)
Par I'inégalité de Korn, il vient que || - [[g¢ et [| - [[ye sont des normes équivalentes
sur V¢ et ainsi (V|| - [lve) est un espace de Hilbert.

En effet, on a d’aprés (2.6)
o =l o e + 1 e@”) e,

donc

Fe(w’) 15 <Il v 17, (2.13)
ce qui donne d’aprés (2.10) et (2.13) que
e 1o e <IF o el o g -

Alors les normes || - [|¢ et || - [|y¢ sont équivalentes .
De plus, en utilisant le théoréme de trace de Sobolev (voir 7] p. 31), il existe une

constante ¢y > 0 dépendant uniquement de Qf, T'¢ et I's telle que :
| v* lL2(rs)e< co || vt ||ve Vol e V4 (2.14)

Pour une fonction scalaire ¢, qui représente le champ d’adhésion sur la surface I's

du contact, nous définissons ’ensemble

Z={cel?®Is); 0<¢<1, pp.surls} (2.15)
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Dans ce qui suit, nous définissons les espaces de Sobolev de nos problémes associés

aux inconnues électriques :

We={y'e H(Q) | ¢' =0 sur I}, (2.16)
W! = {D"* = (Df) € H' | divD" € L*(")}, |

ou divD! = sz Les espaces W et W définis par (2.16) sont des espaces de Hilbert

réels munis des produits scalaires donnés par

(§0£7 W)Wﬁ = (v¢£7 VW)H%

(2.17)
(DE7 (be)wé = (DZ, @Z)HZ + (diVDZ, ddi)[)LQ(QZ).
Soient || - ||we et || - |lwe les normes associées, c’est-a-dire
1 M=l V&© llzre,
(2.18)

I DE 5ye=1 D 17 + || divD® |17,

By o) -
Par ailleurs, lorsque D’ est un champ régulier appartient & W*, on a la formule de

Green suivante
(D', V) e + (divD", ¢°) 2 ey = / D' - vhptda, Wt e HY(QY). (2.19)
FZ

Puisque mesIY > 0, I'inégalité de Friedrich-Poincaré est vérifiée, ainsi il existe une

constante ¢ > 0 dépendant uniquement de Qf et I' telle que
IV o> e | 9 ey, Vo e W (2.20)

Une démonstration de I'inégalité de Friedrichs-Poincaré peut étre trouvé, par exemple,
dans [15, 23].

Il s’ensuit, d’apres (2.20) et (2.3), que || - ||giqe) et || - |[we sont des normes
équivalentes sur W* et donc (W¥, || - ||we) est un espace réel de Hilbert. De plus, par
le théoréme de trace de Sobolev (voir [42] p. 26), il existe une constante é,* dépendant

uniquement de Q¢ T et T's, telle que

1 N2y < &0 1 9° lwe, V0 € W (2.21)
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Afin de simplifier les notations, nous définissons les espaces produits pour les
inconnues mécaniques
Ey = L*(QY) x L*(9?),
E, = HY(QY) x H'(Q?),

H=H'x H?
Hy = H! x H?,
H=H' x H2,

L leH%X'H%,

et pour les inconnues électriques, nous présentons les espaces produits suivants

W =W x W2,
W =W x W2

Enfin, nous définissons un espace V' défini par
V=VixV?

cet espace est consacré pour étudier le premier probléme P; que nous étudierons dans
la deuxiéme partie de cette thése, et nous définissons un sous espace fermé de V', qu’on
note par V, défini par

V={veV; [v]=0surl}, (2.22)

pour étudier le deuxiéme probléeme Ps, que nous étudierons dans la troisiéme partie de
cette these.

Les espaces Ey, By, H, Hy, H,Hi, W, W,V et V sont des espaces de Hilbert réels dotés
respectivement des produits scalaires canoniques notés (-, -)g,, (-, )es (5 )m, () my,
(., '>H7 (.’ ')7—[17 (.7 ')W7 (.7 ‘)W; (.’ ‘)V et (.7 ')V-

Les normes associées seront désignées par || - |z, || = &, | = e 1| e | o | 3

I w1 bw, [F - llvs et - llv respectivement.

2.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Ce paragraphe est destiné a rappeler les principaux résultats sur les fonctions défi-

nies sur un intervalle de temps et a valeurs dans un espace de Banach réel X.
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2.3.1 Fonctions continues et continiment différentiables

Soit 0 < T < o0, et soit (X, ].||) un espace de Banach réel. Nous notons par
C(0,T; X) et C*(0,T; X) les espaces des fonctions continues et continiment différen-
tiables sur [0, 7] a valeurs dans X, respectivement, avec les normes

X)) = t
Jullewozro) = mas ()]

X) = t ()| x-
Julles o3 = s [ut) L -+ ma (8 x

Nous notons par C.(0,T’; X) I’ensemble des fonctions continues a support compact
de [0, 7] a valeurs dans X, ot le support d’une fonction u € C.(0,T; X) se définit de

la maniére suivante

supp u = {t € [0, T] [ u(t) # 0}

2.3.2 Fonctions intégrables

Définition 2.3.1. Une fonction u : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un sous
ensemble E C [0,T] de mesure nulle et une suite (u,)nen de fonctions appartenant a

C.(0,T; X) telle que || un(t) — u(t) [|x— 0 quand n — oo pour tout t € [0,T] \ E.

Définition 2.3.2. Une fonction u : [0,T] — X est dite fortement dérivable en t, €

d
(0,7T) sl existe un élément d—?(to) € X appelé la dérivée forte de u en ty, telle que

_ 1 du
]lgr(l) ||E(u(to +h) —u(to)) — E(tO)HX = 0.

Définition 2.3.3. Une fonction u : [0,T] — X est dite intégrable s’il existe une suite
(Un)nen de fonctions appartenant o C.(0,T; X) telle que

T
lim [ | un(t) — u(t) |[x dt =0

n—oo 0

Théoréme 2.3.1. (Bochner). Une fonction u : [0,T] — X mesurable est intégrable

si et seulement si t —|| u(t) ||x: [0,T] — R, est intégrable. Dans ce cas

lewmuusA () [y de.
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2.3.3 Espaces L(0,7;X) et W"r(0,T; X)

Définition 2.3.4. Soit 1 < p < oo, lespace de Lebesque LP(0,T; X) est I’ensemble
des classes de fonctions u : (0,T) — X mesurables telle que l'application t — ||u(t)||x
appartient o LP(0,T). On sait que LP(0,T; X) est un espace vectoriel normé avec la

norme

1
T v
lilloorn = (/ Hu(twézdt) i1<p<oo
0

ullLeorxy = nf{C>0: |Ju(t)||lx <C, pp.t€(0,T)} sip=oo.

Par ailleurs, on a les résultats suivants.

Proposition 2.3.1. (1) LP(0,7;X) (1 <p < o00) est un espace de Banach.
(2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (-,-)x alors L*(0,T; X) est

ausst un espace de Hilbert avec le produit scalaire

() = [ () o(0) .

(3) L7(0,T; X) C L0, T; X) avec injection continue 1 < q < r < oo.
(4) Si X est un espace de Hilbert, alors
LP(0,T; X) = L9(0,T;: X) sil<p,q< oo, % + é — 1,
LY0,T; X) = L™(0,T; X),
ou L*(0,T; X)) représente le dual de l’espace LP(0,T;X) ,1<p < 0.
Définition 2.3.5. Soit u,v € L'(0,T; X). La fonction v s’appelle la dérivée généralisée

d’ordre n de u sur (0,7T) si

/0 " o (Eu(t)dt = (—1)" /0 Lottt Ve € CR(0.T).

C(0,T) étant l'espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables, a support compact

dans (0,T). Nous écrivons v =1 pour n =1 et v = u™ pour n > 2.

Définition 2.3.6. Soit 1 < p < co. L’espace de Sobolev WHP(0,T; X) est l'espace des
fonctions u : [0,T] — X telles que u € LP(0,T;X) et & € LP(0,T; X). Notons que

WP (0, T; X) est un espace de Banach muni de la norme

ullwieorx) = llullzeorx) + @) Leorx)-

37



Chapitre 2. Outils Mathématiques 2.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

En particulier, W12(0,T; X) muni de la norme précédente est un espace de Hilbert.

Définition 2.3.7. Une fonction u : [0,T] — X est dite absolument continue si quelque
soit € > 0, il existe § = §(e) > 0 tel que pour toute suite d’intervalles (a;,b;) disjoints,

inclus dans 0,7, tel que > (bj —a;) <0 on a Y_||lu(bj) — u(a;)|x <e.
J J

Maintenant nous rappelons le lien entre les fonctions absolument continues et les

fonctions de espace WP(0,T; X).

Théoréme 2.3.2. Soient 1 < p < oo, X un espace de Banach réflexif et u €
LP(0,T; X). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) ue Whr(0,T; X).

(2) u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable ayant la dé-
rivée forte dans LP(0,T;X).

(3) Il existe ug € X et g € LP(0,T; X) telles que

t
u(t) = uo +/ g(s)ds Yt e [0,T].
0
Il découle de la démonstration du Théoréme 2.3.2 que, si X est un espace de Banach

réflexif, alors toute fonction u € W?(0,T; X) est fortement dérivable p.p. sur (0,7) et
du

T dt
w : [0,7] — X absolument continues et W>°(0,T; X) coincide avec I’ensemble des

U p.p. sur (0, 7). Par ailleurs W'1(0, T; X) coincide avec I’ensemble des fonctions

fonctions w : [0,7] — X lipschitziennes.

Définition 2.3.8. Etant donné un entier k > 2 et un réel 1 < p < oo, on définit par

récurrence l’espace
WhP(0,T; X) = {u € WFr(0,T; X) | € WF12(0,T; X)}.

On vérifie aisément que u € WHP(0,T;X) si et seulement s’il existe k fonctions

g1, g € LP(0,T; X) telle que

/ " a9 0t = (<1 / DOt Y€ CX(0,T1). V) = 1,2, .

ot o) désigne la dérivée d’ordre j de . On peut donc considérer les dérivée successives
=g ,u? = go ....u®) = gp. Lespace W*P(0,T; X) est un espace de Banach muni

de la norme
o=k

ullwesorxy = lullrerx) + > 1 o).

a=1

38



Chapitre 2. Outils Mathématiques 2.4 Eléments d’analyse non linéaire

Théoréme 2.3.3. Si la fonction u appartient a l'espace W'P(0,T; X), p € [1,00].

Nous avons alors :
t
1. Jlu(t) = u(s)|x < / la(r)xdr 0<s<t<T,

2. si de plus p < oo, on a
t
[u(t) —uls)[k < (¢ - 8)”/ [a(r)|fxdr 0<s<t<T,
3. sip=o00, on a
[u(t) —uls)lx < llulleeorx) 0<s<t<T.

Théoréme 2.3.4. Dans le cas ot l’espace (X, (-, )X) est un espace de Hilbert et si la

fonction u appartient a l’espace WH2(0,T; X), alors

1
1. la fonction t — §Hu(t)|]§( est une fonction absolument continue sur l'intervalle

J0,7,
2 L Sl = @), ut)x, pp.t €0, T
3. Slu(t)] = SluO)]% + / (a(s), u(s))xds, Vi € [0,T).

Ces quelques propriétés achévent cette section. Pour plus de détails sur les résultats

dans ce paragraphe nous renvoyons le lecteur par exemple aux références [12, 15].

2.4 Eléments d’analyse non linéaire dans un espace

de Hilbert

Nous donnons quelques définitions et propriétés sur les opérateurs non linéaires
et les formes bilinéaires dans un espace de Hilbert X muni du produit scalaire (-,-)x

et de la norme associée || - || x.

Définition 2.4.1. Soit A: X — X un opérateur non linéaire, l’opérateur A est dit :

1. monotone si

(Au—Av,u —v)x >0 Vu,v e X,
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2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au— Av,u—v)x >m||u—v %, Vu,v€X,
3. de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que
| Au— Av [|[x< M ||u—v|x, Yu,veJX,

4. hemicontinu si pour toute suite numérique (\,) C R telle que A, — X\ lorsque

n — +00 on a
(A(u + Apv),w)x — (Alu+ M), w)x, quand n — +oo.

En utilisant la définition précédente, on a le résultat suivant.

Proposition 2.4.1. Soient A, B et A+ B trois opérateurs de X wvers X.
1. Si A est de Lipschitz, alors A est hemicontinu.

2. Si A est fortement monotone et B est monotone, alors A+ B est fortement monotone.

Nous continuons avec quelques définitions portant sur les formes bilinéaires définies

dans un espace de Hilbert.

Définition 2.4.2. Soit a: X x X — R une forme bilinéaire.

1. On dit que a est continue s’il existe un réel M > 0 telle que
la(u,v)| < M ||ullx]|v|x, VYu,veX.
2. On dit que a est X — elliptique s’il existe une constante m > 0 telle que
a(u,u) >m || u %, YueX.

Théoréme 2.4.1. (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet). Soit X un
espace de Hilbert et soit X' son espace dual. Alors, pour tout ¢ € X' il existe f € X

unique tel que
(o, V) xixx = (f,v)x YveX.

De plus
1o llx=If llx -
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Pour une démonstration de ce théoréme voir par exemple ([15], pages 81-82). Soit
A X — X un opérateur linéaire. On peut considérer la forme bilinéaire a : X x X — R
définie par

a(u,v) = (Au,v)x Vu,v € X.

En outre, en utilisant le théoréme de représentation de Riez-Fréchet, sia: X x X — R
est une forme bilinéaire et continue, alors il existe un opérateur A : X — X linéaire et
continu tel que

a(u,v) = (Au,v)x Vu,v € X.
En plus a est X — elliptique si et seulement si A est fortement monotone.

Théoréme 2.4.2. (Théoréme de Laz-Milgram).
Soit X un espace de Hilbert, a : X x X — R une forme bilinéaire continue et
X — elliptique.
Soit | - X — R une forme linéaire continue. Alors, il existe une solution unique
u € X qui satisfait
a(u,v) =1(v), YvelX. (2.23)

Définition 2.4.3. Soit une fonction j: X — R.
1. La fonction j est dite propre si elle n’est pas identiquement a +oo, c’est-a-dire s’il
existe u € X tel que j(u) < +oo, et si elle ne prend jamais la valeur —oo.

2. La fonction j est dite conveze si
Jjltu+ (1 —t)) <tj(u) + (1 —t)j(v), Yu,ve X, Vte[0,1].

3. La fonction j est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) en u de l’espace X, si

pour toute suite (uy), d’éléments de X convergeant vers u dans X, elle vérifie

liminf j(u,) > j(u). (2.24)

n—oo

4. La fonction j est dite s.c.i. sur X si elle est s.c.i. pour tout point de X .

Remarque 2.4.1. [l convient de remarquer que dans la définition précédente, la suite
d’éléments (u,), converge fortement vers un 'élément u. Si cette suite (uy), converge
faiblement vers un élément u et que l'inégalité (2.24) est vérifiée, alors la fonction j

est dite fonction faiblement semi-continue inférieurement en point u.
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Proposition 2.4.2. Si la fonction j : X — R est convexe, propre et semi-continue

inférieurement alors elle faiblement semi-continue inférieurement et réciproquement.

Sous différentiabilité

Si X désigne un espace de Hilbert et K un sous ensemble de I’espace X. Considérons

la fonction ¥ définie par

0 st u€ K,
Ui (u) =
+oo st ué¢ K,
on appelle 1k fonction indicatrice. Nous savons que I'ensemble K est fermé, non vide

et convexe si et seulement si sa fonction indicatrice ¥ est une fonction propre, convexe

et semi-continue inférieurement.

Définition 2.4.4. Soit une fonction j : X — R et u un élément de lespace X tel
que j(u) # +oo. Le sous-différentiel de la fonction j en u, noté dj(u), est ’ensemble

défini par
Oj(u) ={u" € X" [ j(v) = j(u) + {u',v — u)xnx, Vv € X}.

Rappelons que le crochet (-,-)x/xx désigne le produit de dualité entre X' et X.

Tout élément v’ de I’ensemble j(u) est appelé sous gradient de la fonction j enu. La
fonction j est dite sous-différentiable en u si 0j(u) # 0. Elle est dite sous-différentiable
si elle l’est en tout point u de l’espace X.

Soit K un sous-ensemble convexe non vide de l'espace X. Considérons la fonction
indicatrice ¥y de Uensemble K, nous avons de suite que si u & K alors 0¢g(u) = 0.
Supposons alors que u € K, il vient que si v’ € OV (u) alors (v, v—u)xxx <0, pour
tout v € K.

Nous pouvons ainsi caractériser le sous-différentiel O (u) d’une fonction indica-

trice Y d’un ensemble convexe K non vide en u € K par

M (u) ={u € X'| (W,v—u)xxx <0, YVve K}.
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2.5 Inéquations quasi-variationnelles elliptiques et
équations d’évolution

Nous allons rappeler dans ce paragraphe deux résultats sur les inéquations quasi-
variationnelles elliptiques et les équations d’évolution.
Dans la troisiéme partie de ce mémoire, on va utiliser la version suivante du théoreme

de Cauchy-Lipschitz.

Théoréme 2.5.1. (Cauchy-Lipschitz). Soit (X, | - ||x) un espace de Banach réel
et soit F(t, ) : X — X un opérateur défini p.p. sur [0,T], qui satisfait les propriétés
sutvantes

(

(a) il existe Ly > 0 tel que
[ F(t,z) —Ft,y) [x<Lr [z -y lx, Vz,yeX, pp tel0,T]

(b) il existe 1 < p < oo tel que

\F(-,m) e L?(0,7;X), VzeX.
Alors, pour tout xy € X, il existe une fonction unique x € WHP(0, T;X) tel que

(t) =F(t,z(t)), p.p.tel0,T],
z(0) = .

On peut trouver les détails de ce théoréme, par exemple, dans ([59] p. 60). La
modélisation de plusieurs classes de problémes physiques conduit aux inégalités varia-
tionnelles elliptiques, dans lesquelles la fonctionnelle non différentiable dépend de la
solution elle méme. Ces derniers sont appelées "inégalités quasi-variationnelles”. Nous
donnons par la suite un résultat d’existence et d’unicité pour ce type de problémes.
Pour cela, nous considérons un espaces de Hilbert X muni du produit scalaire (-,-)x
et de la norme associée || - ||x, et soit A : X — X un opérateur non linéaire et la
fonctionnelle j : X x X — R et f € X. Compte tenu de ces données, nous considérons

I'inégalité quasi-variationnnelle suivante

uve X, (Au,u—v)x +j(u,v) —ju,u) > (fu—v)x  YveX. (2.25)
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Pour résoudre cette inéquation, nous supposons que A est de Lipschitz et fortement

monotone, c¢’est-a-dire

(

(a) il existe L4 >0 telle que

||A’LL1 — Au2||X < LA||U1 —u2||X Vul,uQ € X,
(2.26)

(b) il existe ma4 >0 telle que

\(Aul — Aug,uy — up)x > mallur —us||%  Vuy,us € X,

et la fonctionnelle 7 : X x X — R satisfait

(
(a) j(u,-) est convexe et s.c.i. sur X pour tous u € X,

(b) il existe m; >0 telle que
’ (2.27)

J(ur,ve) — j(ur, v1) + j(ug,v1) — j(ug, ve)

| < myllur — usllx[lvr = vallx Vur, ug, 01,02 € X
Enfin, nous supposons que

fec,T;X). (2.28)

L’existence et l'unicité d'une solution du probléme (2.25) est donnée par le résultat

suivant.

Théoréme 2.5.2. Supposons que les hypothéses (2.26)-(2.28) sont satisfaites, et m; <
ma.

(i) Alors il existe une solution unique u € X du probléeme (2.25).

(ii) Siwuy et us sont deux solutions de (2.25) correspondant auz données fi, fa € X,

alors il existe ¢ > 0 tel que

lfur — ual|x < cl||fi — follx- (2.29)

La démonstration du théoréme 2.5.2 ce trouve, par exemple, dans [58] p. 83. Nous

utiliserons ce théoréme dans le troisiéme chapitre de ce mémoire.

2.6 Triplet de Gelfand

Dans cette section nous rappelons la définition d’'un Triplet de Gelfand. Pour cela

on va utiliser le théoréme 2.4.1 de représentation de Riesz-Fréchet, 'importance de
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ce théoréme est que tout forme linéaire continue sur un espace de Hilbert H peut
se représenter a 'aide du produit scalaire. L’application ¢ — f est un isomorphisme
isométrique qui permet d’identifier H et H'.

Soit maintenant V' un espace de Hilbert réel tel que V' dense dans H et l'injection
V' C H est continue. On identifie H et H'. Soit V' le dual de V', on peut alors prolonger
H dans V' grace au procédé suivant : étant donné f € H, application v € V — (f,v)y
est une forme linéaire continue sur H et a fortiori sur V', on la note T'f € V' de sorte
que

(Tf,v)vixv = (f,v)g, VfeH, YveV.

On vérifie que T : H — V' posséde les propriétés suivantes
(D) 1T fllv < ClIf M,
(2) T est injective,
(3) T(H) est dense dans V.
En général T n’est pas surjective de H sur V'. A 'aide de T on prolonge H dans V"’ et

on a le schéma suivant
VCcCH=H cV, (2.30)
ou les injections canoniques sont continues et denses. Ce triplet est appelé Triplet de

Gelfand, on dit que H est l'espace pivot.

Nous terminons cette section par le deux théorémes d’existence et d’unicité suivants

qu’on peut trouver dans [10] p. 140.
Théoréme 2.6.1. Soit V.C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A : 'V — V' un
opérateur hemicontinu et monotone qui satisfait
(Av, v)visy > wlvl|E + A, Yo eV, (2.31)
[Av]lv: < Ci([lolly +1), Vv eV, (2.32)
pour des constantes w > 0, C; > 0, et A € R. Etant donnéeug € H et f € L*(0,T; V"),
alors il existe une fonction unique u satisfait
we L0, T;V)NC(0,T;H), ue L*0,T;V"),
u(t) + Au(t) = f(t) p.pt € (0,7),
u(0) = uy.
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Théoréme 2.6.2. Soit V C H C V' est un triple de Gelfand, K est un sous-ensemble
fermé non vide et convexe de 'V, et soit A : V — V' est un opérateur linéaire, symétrique

et continu qui satisfait

il existe Cy € R et O3 > 0 telle que {Av, vy + Col|v||y > Cs||v||}, Vo € V.
(2.33)

Alors, pour tout ug € K et f € L*(0,T; V"), il existe une unique fonction u qui satisfaite

uwe L20,T;V))NC,T; H)ynWh2(0,T; V') (2.34)

u(t) € K, Vte|0,T], (2.35)
(i(t), 0 — u(®)) vy + (Au(t), 0 = u(B)) vy s

> (f(t),v —u(t))yixy, Yo € K, p.pte(0,T),

u(0) = wuo. (2.37)

Siug € K et f € L*0,T;H), alors il existe une unique fonction u qui satisfaite
(2.35)-(2.37) et vérifie

u € Wh(0,T; H) N L*0,T;V) (2.38)

2.7 Théoréme de point fixe de Banach
Le théoréme de point fixe de Banach va étre utiliser plus tard dans cette thése pour
démontrer 'existence et 'unicité.

Théoréme 2.7.1. (Théoréme de point fixe de Banach). Soit K un sous ensemble
fermé et non vide de l’espace de Banach (X, || - ||x). Supposons que A : K — K est

une contraction, c’est-a-dire il existe ¢ €]0, 1] telle que
| A(u) — A) ||x<cllu—v]x Vu,veK.

Alors, il existe un unique élément v € K tel que A(u) = u, i.e. posséde un point fize

unique dans K.
Pour l'opérateur A™ : K — K défini par la relation
A™ = A(A™) m > 2,

nous avons la version suivante du théoréme de point fixe.
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Théoréme 2.7.2. Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l’espace de Banach
(X, |l - llx)- Supposons que A™ : K — K est une contraction pour m un entier positif.

Alors A admet un point fixe unique dans K.

Les démonstrations du théoréeme 2.7.1 et du théoréme 2.7.2 peuvent étre trouver

dans [36].

2.8 Lemmes de Gronwall

A la fin, nous passons en revue les lemmes de Gronwall qui interviennent dans de
nombreux problémes de contact, en particulier pour établir I'unicité de la solution.
Pour avoir plus de détails sur les rappels figurant dans ce paragraphe, le lecteur pourra
consulter par exemple [39]. Notons par ailleurs que dans certains paragraphes de ce

mémoire, nous allons utiliser des versions "presque partout" de ces lemmes.

Lemme 2.8.1. Soient m,n € C(0,T;R) telles que m(t) > 0 et n > 0 pour tout

t € [0,T] et soit a > 0 une constante, et soit 1 € C(0,T;R) est une fonction telle que

1. S
w(t)§a+/0 m(s)ds—l—/o n(s)i(s)ds, Vit e [0,T],
alors
P(t) < (a+/0 m(s)ds) exp(/o n(s)ds), Vtel0,T].
2. 51 t
Y(t) <m(t)+a | P(t)ds, Vtel0,T],
alors

/th/)(s)ds < el /Otm(s)ds, vt € [0,7),

pour le cas particulier m = 0, la premiére partie de ce lemme devient :

Corollaire 2.8.1. Soient n € C(0,T;R) telle que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit

a > 0 une constante. Si ¢ € C(0,T;R) est une fonction telle que

st <a+ | (s)u(s)ds, Ve 0.7,
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alors
() < aexp(/O n(s)ds), vte|0,T].

Le corollaire 2.8.1 est souvent utilisé pour montrer l'unicité de la solution, de la fagon
sutvante. On suppose deux solutions, en notant par ¢ la norme de la différence entre

ces solutions, on essaie ensuite de majorer ¢ sous la forme

H (s)es)ds Ve e [0,T),

avec une certaine fonction n > 0. L’application du corollaire 2.8.1 donne immédiate-

ment la nullité de .

Lemme 2.8.2. Soient m,n € C(0,T;R) telles que m(t) >0, n(t) >0, Vt € [0,T] et
a > 0. Soit également ¢ : [0,T] — R une fonction telle que

) < a +/ m(t dt+/ n(t)y*(t)dt, Vs € [0,T],

alors
6(s) < (a+ / " m(t)dt) exp / “n(t)d), s € [0.7T).

Dans le cas particulier n = 0, le lemme devient :

Corollaire 2.8.2. Soient m € C(0,T; R) telles que m(t) >0, t € [0,T] et a > 0, soit

également 1 : [0, T] — R une fonction telle que
1
5 ) < a+/m Y(t)dt, Vsel0,T],

alors

s)| < a—l—/osm(t)dt, s €[0,T7.
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Deuxiéme partie

Probléme quasi-statique de contact

thérmo-électro-élastique
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Chapitre 3

Contact entre deux corps
thérmo-électro-élastiques avec
frottement, endommagement,

adhésion et compliance normale

Dans ce chapitre, qui représente la publication [19] en détails, nous étudions un
probléme de contact entre deux corps piézoélectriques thermo-élastiques avec frotte-
ment, endommagement adhésion et compliance normale. Le plan de ce chapitre est
le suivant : Dans la premiére section nous commencgons a proposer et décrire notre
probléme puis nous introduisons des hypothéses tres utiles que nous utilisons dans la
derniére section, ensuite dans la deuxiéme, en utilisant la formule de Green, on propose
une formulation variationnelle du probléme. Enfin, dans la troisiéme, nous énongons

un théoréme d’existence d’une solution faible unique du probléme et nous le prouvons.

3.1 Position du probléme

Nous nous plagons dans le cadre physique (voir figure 1.1). Considérons deux corps
thermo-électro-élastiques & mémoire longue terme avec endommagement, occupent
deux domaines bornés !, Q2 de I'espace RY(d = 2,3). Nous avons mis ¢ pour in-

diquer que la quantité est lite au domaine Qf, dans se qui suit I'indice ¢ = 1,2. Pour
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chaque domaine Qf, avec une surface frontiére réguliére I'?, partitionnée en trois parties
mesurables I'{, T et T4, correspondant aux conditions aux limites mécanique, d'une
part, et d’autre part en partitionnant 'Y UT% en deux parties mesurables T' et '} cor-
respondant aux conditions aux limites électrique, telles que mesI’] > 0 et mes['? > 0.
Nous noterons par I'{ I'interface de contact, on a I'y = I'2, noté par I's qui est supposée

isolant. Alors le modéle classique pour ce processus est le suivant.

Probléme P;. Pour ¢ = 1,2, trouver le champ des déplacements u’ : Q¢ x (0,T) — R¢,
le champ des contraintes of : Qf x (0,7) — S%, le champ de température 6 : Q° x
(0,T) — R, le champ d’endommagement o : Q° x (0,7) — R, le champ de potentiel
électrique ¢ : Qf x (0,T) — R, le champ d’adhésion 3 : T's x (0,7) — R, ainsi que le
champ des déplacements électriques D : Qf x (0,T) — R tels que :

(1) = A'(e(uf), 0", ")+

dans Q° x (0,7), (3.1)
/ Q! (t — 5, 2(u'(s)), 6(s), a'(s)) ds — (') E*(¢)

= &% (") + GYE (")) dans Q° x (0,7), (3.2)
KA+ Oge(al) 3 ¢ (o e(uf), 0, o) dans Q° x (0,7), (3.3)
0 — kEABY = O’ e(u), 0%, ") + pf dans Q° x (0,7), (3.4)
Dive + f§ =0 dans Q° x (0,7, (3.5)
divD* — g5 =0 dans Q° x (0,7), (3.6)
u* =0 sur T x (0,7), (3.7)
olvt = ff sur T5x (0,7),  (3.8)
B = Haa(B, &5, Ry ([us]), Rr([ur])) sur I's < (0,T), (3.9)
o, =0, =0,, ot 0, = —p,([u]) + 75" R, ([u]) sur s x (0,7),  (3.10)
(01— —s2=0,
| o7 + B2 R ([ws]) [|< ppu([w]),
y I or + 782 Re([ur]) (1< ppu([un]) = [ur] =0, sur Ty x (0,7),  (3:11)

I o7 + 782 R ([uc]) = ppu([un]) = 3X 2 0

Ltelle que 07 + 4 52Ro(([ur]) = ~Alus),
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dat

_ ¢
9 0 sur I'" x (0,7, (3.12)

(00" o ¢
Kog 0 + X0 =0 sur I' x (0,7), (3.13)
ot = sur I'Y x (0,7), (3.14)
D' vt =gl sur I'y x (0,7), (3.15)
ut(0) = uf, 6°(0) =65 o' 0)=af dans Q°, (3.16)
B(0) = By sur I's.  (3.17)

Les équations (3.1) et (3.2) représentent la loi de comportement thermo-électro-
élastique avec une mémoire a longue terme et d’endommagement, que nous avons déja
définie dans (1.14). L’inclusion (3.3) décrit I’évolution du champ d’endommagement,
qui figure dans (1.16). L’équation (3.4) représente la conservation de I’énergie ot 6* est
une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur générée par le travail des
forces internes et p’ est une source de chaleur volumique donnée. Les équations (3.5)
et (3.6) sont les équations d’équilibre pour les champs de contrainte et de déplacement
électrique, respectivement. Ensuite, les équations (3.7) et (3.8) représentent respecti-
vement la condition aux limites de déplacement et de traction. L’équation différentielle
(3.9) décrit I'évolution du champ d’adhésion qui est expliqué dans (1.37), ou R, et R
sont deux opérateurs de troncatures définis, respectivement, par (1.33) et (1.36), et
[u,] = ul +u? et [u,] = ul —uZ, sont celles figurées par (1.21) et (1.22). La condition
(3.10) traduit la continuité des contraintes normales sur U'intérface I's, ou la contrainte
normale o, satisfait la condition normale avec adhésion qui figure dans (1.32) tels que
v, est un coefficient d’adhérence donné et p, est une fonction positive donnée (pour
plus des détails renvoyons le lecteur aux [35, 37]). La condition (3.11) est une condition
de loi de frottement de Coulomb non locale couplée avec compliance normale et adhé-
sion, ol v, est un coefficient positif et p est le coefficient de frottement supposé étre
positif. La relation (3.12) représente une condition aux limites de Neumann homogéne
pour le champ d’endommagement sur I'. La relation (3.13) représente une condition
aux limite de Fourier pour la température sur I'*. La condition (3.14) affirme que le

potentiel électrique s’annule sur la frontiére I et selon (3.15) une charge électrique est
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prescrite sur I'y. Finalement, u§, 65, af et By dans (3.16) et (3.17) sont des données

initiales.

3.2

Formulation Variationnelle

Pour obtenir une formulation variationnelle du probléme P, nous avons besoin

d’introduire quelques hypothéses sur les données.

L’opérateur de thérmo-élasticité A’ : f x S¢ x R x R — S¢ satisfait

(

(a)il existe L4 > 0 telle que V&, & € SY, ry,79,d1, dy € R,
|A (@, &, 71, dvy) — A2, &9, 1m0, da)|| < Lae(]|& — Eof |+
vy —ro |+ |di—dy]), pp. x€Q

(b) il existe m 4 > 0 telle que V&, & € S9

La

(

(3.18)
(Ae(iU:&) - AK(%&))(& — &) > me||1 — 52”27 p.p. x €,
(¢) Papplication x — A%(x, &, 7, d) est Lebesgue mesurable dans
VeéEeSd rdeR,
(d) 'application x — A%(x,0,0,0) € H*.
\
fonction de relaxation Q°: Qf x (0,T) x S¢ x R x R — S satisfait
(a)il existe Loe > 0 telle que V&;,& €S9, r1,19,dy,ds € R,
HQK(JZ, t? 617 T, dl) - Q£<LL’, ta 527 T2, d2)” S LQZ(Hgl - €2||+
|7y —7ro |+ |dy—dy|) Vt€(0,T) p.p. € QF,
(b) Papplication x — Qf(x,t, &, r, d) est Lebesgue mesurable dans Q° (3.19)
3.19

pour tout t € (0,7), £ €S%r,d € R,
(¢) lapplication t +— Qf(xz,t,&, 7, d) est continue dans (0, T)

pour tout £ € S% r,d € R,p.p. z € QF,

(d) Papplication x — QF(z,t,0,0,0) € H', vt € (0,T).
\
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La fonction d’énergie ©°: Qf x §% x S x R x R — R satisfait

(

(a)il existe Lge > 0 telle que Vi, 1m0, &1, & € S%, ay, an, di, do € R,
0%z, 1, &1, an, di) — O, m2, &2, g, do)| < Lee (|l — nall + (161 — &2
+lar—as |+ |di—dy ), pp. z€QF,

(b) Papplication x — ©(z, 7, &, a, d) est Lebesgue mesurable dans ° (3.20)
pour tout 0, & € S et a,d € R, ‘

(¢) Papplication z — ©%(x,0,0,0,0) appartient a L?(Q2°),

(d) application x — ©(z,n, &, a, d) est borné pour tout

nyESd,aadGR, pprQK

La fonction source d’endommagement ¢* : Qf x S x S x R x R — R satisfait

(

(a) il existe Ly > Otelle que Vi, m2,&1,& € ST, ar, an,dr, dp € R,
|0 (z,m1, &1,y di) — (2,2, &2, 02, d2)| < Le(| [ — mo| |+
|6 — &+ a1 —ag |+ |di —ds|) pp.z€Q,

(b) application x — ¢*(x, 7, &, o, d) est Lebesgue mesurable sur ° (3.21)
pour tout n,£ € S et a,d € R,

(¢) Papplication x — ¢*(x,0,0,0,0) appartient a L?(Q°).

(d) I'application x — ¢*(z,n, &, a, d) est borné,

Vn, €St a,deR, pp. xecQ

Le tenseur piézoélectrique £° : Qf x S — R? satisfait

(a) &z, 1) = (eijk(x)Tjk)7 vr=(7;) €8% pp rell, (3.22)

(b) €l = €iy €L(Q), 1<,k <d.
L’opérateur de permittivité électrique G : Qf x R? — RY satisfait
(
(a) G'(x, E) = (bj;(2) Ey), by =b;, bl; € L=(Q) 1<4,j<d,

(b)il existemge > Otelle que  G'E.E > mg||E||*,VE = (E;;) € RY, (3.23)

p.p. = € Q.
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La fonction de taux d’adhésion H,y: I's x R x R x R x R — R satisfait

(

(a) il existe Ly, > 0 telle que VB, Ba, &1, &, 71,72 € R, dy, dy € RY,

| Haq(, B, &1, 1, dr) — Hog(, B2, 2,72, da) | <

L, (|81 =05 |+ & =& |+ |rm—ro| +||di —dal]), p-p.xeTs,
(b) Vapplication  — Hyq(x, 5,&,r, d) est Lebesgue mesurable sur I's

pour tout 3,&,7 € R, d € RY,

(3.24)

(c) Vapplication (5,&,r,d) — Haq(5,&, 1, d) est continue sur

RxRxRxR? pp. zely,
(d) Hog(x,0,&,7,d) =0 pour tout £,r € R, d € R4, p.p. x €T3,
(€) Hog(x,3,€,7,d) >0,V <0,&,re€R, deRY, pp.xelzet

Had<x,ﬁ,£,7",d)SO,VﬂZl,g,TGR,dERd, pp%EFg

La fonction de compliance normale p, : I's x R — R, vérifie

(

(a)il existe L, > 0 telle que Vry, 79 € R,
|p1,(1:,7“1) _pu<x7r2)‘ < Lu‘rl — 7”2‘ pP-p- T < Fg,
(0) (pu(z, 1) — pu(x,79))(r1 —72) >0 Vry,re €R, p.p.x €T, (3.25)

(c) application z — p,(x,r) est mesurable sur I's, pour tout r € R,

(d) p,(z,7) =0 pour tout r <0, p.pz € ;.

\

Les coefficients de 'adhésion 7, et =, satisfont aux conditions
Yo ¥r € L2(T3), 7,7, > 0 sur Ts. (3.26)

Les forces volumiques f¢ , les tractions surfaciques f, les charges électriques volu-
miques ¢ , les charges électriques surfaciques ¢4 et la source de chaleur volumique p°

ont la régularité
o € CO.THY),  f3 € C(0,T5 LX),
g € C(0,T; L*(Q9), ¢ € C(0,T; L*(Ty)), (3.27)
pt e C0,T; L*(QY)).
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Les coefficients d’énergie x§, A§ et le coefficient de diffusion des micro-fissures x‘ satis-

font

KG>0, M >0, &'>0.

Tandis que le coefficient de frottement p satisfait
we L>=(Ts), w(x) >0, p.p.surl;.
Le champ initial d’endommagement o satisfait
aé e K p.p.sur s,

ott K* désigne I'ensemble d’endommagement admissible défini par (1.17).

Le champ initial d’adhésion (3, satisfait
Bo € L*(I's), 0 < By <1, p.p. sur I's,
et le champ initial de déplacement uj satisfait
uy € V°
Finalement, le champ initial de température ) satisfait
05 € H'(QY).

Le théoréeme de représentation de Riesz nous permet de définir les fonctions

f:(fl,fQ)Z[O,T]—>V et q:(ql,q2):[0,T]—>W,

comme suit

2 2
_ (Y old L) - vlda, Vv eV T
e =3 [ di i s 3 [ Aot wevie

2 2
= 5(t) - ¢tdw — 5(t) - ¢*da, VCeEW 0,7].
W0w =3 [0 Car =3 [ o) o, vcew, e

Les conditions (3.27) impliquent

feC0,T;V), qeC0,T;W).

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)
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Nous introduisons les formes bilinéaires suivantes ag : F4 x £ — R,

a:FE; x E; — R par

2 2
DS IR S SRy R (337
=1 =1 T
2
a(¢,&) =Y k| V¢V, (3.38)
=1 Qf

On définit la fonctionnelle d’adhésion comme suite juq : L*(I'3) x V x V — R par

Jaa(B,u,v) = / (= %8Ry ([w])[v)] + 78R+ ([ur]) [v-])da, (3.39)
I's

et la fonctionnelle de compliance normale j,.: V x V — R par

e, v) = /F po([u])[vw]da, (3.40)

et la fonctionnelle de frottement j; : V. x V — R par

il v) = / up([))] 0] |da. (3.41)

Les conditions (3.25) et (3.29) entrainent que les intégrales dans (3.40) et (3.41) sont

bien définies.

A Tlaide des formules de Green (2.7) on voit directement que si u,o et [ sont des

fonctions suffisamment réguliéres qui satisfont (3.5), (3.7), (3.10) et (3.11) avec (3.39),

(3.40) et (3.41) pour tout ¢t € [0,7] on déduit que

(0, e(v) — e(u’(t))ye + (Divo’, v" —u’(t)) ge = / o'vt - (v —u(t))da, Vo', ut € V-
T¢

On a

/ o' (e(v") —e(t(t)))dx + | Dive® - (v —u'(t))dx = / o't (vh —ub(t))da
Q¢ I

Ot i

+/ o'Vt (v — b (t))da +/ o't (v —ub(t))da, Yo', ut eV
I r

'3
2 3

D’aprés (3.5), (3.7) et (3.8) on a
| ottt — <tutonyo - [ 00—t = [ -~ ut(0)da

-I—/ o't (v —uf(t))da, Yot uf € VE
Tt

3
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La formule de Green pour ¢ =1 :
[ o) — s — [ @ - ueys = [ g0 - d0)da
01 (o1 1)

+/ o't (vt —ul(t)da, Vo' ,u' e V. (3.42)
Fl

La formule de Green pour ¢ = 2 :
/ o*(e(v?) —e(u?(t))de — | fF - (v* —w?(t))de = f2 (v* = u*(t))da
02 02

+ / o?v? - (v? —u*(t))da, Wv* u* € V2 (3.43)
I's

En additionnant (3.42) et (3.43)

Z/Q Nde — > /fov—u Nde =Y /f2v—u ))da

2

—I—Z/ o'vt - (' — b (t))da, W' ut eV
=113

g(ge@(vf)—s Z/ fi - (" —u( dx—Z/ fe(f =t (1)) dat

[\

/ o'vt - (v —ub(t))da, W' ute V'
=113

Donc
O'f UE o UZ — L vf_uf 7 A Ue—ue 4
;( ye(v") —e( (ﬂ))w ;/ﬂe fo - ( (t))d jtez:;/rg £ (t))da+

Z/ (v" —uf(t))da, Vo' u’ e V*
I

D’apreés (3.34) on obtient

2

3 (af, (') — 5(1/(1&)))?# = (f(t), 0 —u())y + > /F o (of — (1)) da. (3.44)

(=1

2

On calcule Z/ o't (v —ut(t))da
=171
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Z/r o'vt - (v' = ub(t))da =

2
(=1

otvt - (vt —ut(t))da + / o?v? - (v —u?(t))da

I's

Moyennant (3.10) et (3.11), on a
2

Z /F3 ‘vt (v =t (t))da = /F3 o, ([vy, — w,(t)])da + /F3 o ([vr — ur(t)])da,

=1
alors

i/r UZV”@‘—u‘(t))da:/F (—pu([uu])+%523y([uy]))([vy—uy(t)])da

+ /F o ([0, — (1)) da. (3.45)
Nous supposons que I's =Ty UTy, ;‘1
Iy ={zels/ | or+%R([ur]) [I< ppo([w])},
Iy ={rels/ | or+78R([ur]) |I= ppo([w])}-

D’ou

/F3 o-([v; — u-(t)])da = /F; o-([v, — ur(t)])da + / o ([vr — ur (1)) da.

3

Pour [u] :

Nous utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

[ (o 3B Ralfa)) (urda = = [ 110708 Re () W] ] ] e

Maintenant, en utilisant (3.11)

[ (ool (o = — |

3 r
/r;

Nous utilisons l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

/1“ (aT —I-WTBQRT([UT]))([UT])da = _)\/F_ | Tur] |I? da

Lt ([w]) || fur] || da =0, (3.46)
et

(72 28R () (o = = | e

3

=~ | llor +%B8Re([uc]) | [u:] || da

Iy

_ / upo () | ] | da,

3
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alors

[ (o 2B R (ueda == | () llde. (347

3

Pour [v,] :
/F (aT + %ﬁ2RT([uT])> ([v,])da = — /F Aus][v]da.

Ainsi on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwartz, il résulte

[ (o0 Rl (orida = = [ ] 1] 1 do

3

>~ [ ) | o) [ da (308)

Iy

Nous utilisons Iégalité (3.47) et l'inégalité (3.48) pour trouver

J

et de (3.46) et (3.49), il vient

(74908 Rel(u)) for = uda = = [ )0 o] 1 = 1 ] D, (3.49)

3

[ (o908 Rl ) o = wlida = = [l o) | = e ) (3:50)

I's
En combinant les inégalités (3.45) et (3.50), d’oir

S (o e — e (0) = (0 = u® + | B Rl ~ ule))do

(=1 I's

- / B2 Re ([ ])) (07 — ()] )da — / upo () (I o] | = || T (8)] )
- / po((]) ([0 — s ())da,

d’apres (3.39), (3.40) et (3.41) on a

2
S (o 20 = 2w 8)) + aalBE), ult), v = u(®)) + ge(ult), v) -
=1 " (3.51)
Jer(u(t), u(t)) + jue(u(t), v —u(t)) = (f(t),v —u(t))v, Yo,u € V.
En utilisant la formule de Green (2.19) pour les inconnues électriques du probléme,

ainsi que les conditions (3.6), (3.14) et la définition (3.35) on a

(D', V¢") e + (divD", ¢°) 20y = / DY - Vi¢tda, Vo' e HY(QY,
pe
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d’ou

D' - V¢ldr + / divD" - ¢*de = | D vi¢'da+ / DY - vitda, Vo' € HY(Q).
0¢

Qe rs rf

(3.52)
Pour ¢ = 1,2, on a d’apreés (3.14)
/ DY V'¢tda = 0,
g
alors
D' .- V¢'dr + / divD" - ¢'der = [ D*-v'¢'da, Vo' e HY(QY). (3.53)
Qt Q¢ It
On a d’aprés (3.6) et (3.15)
D' - V¢'dr + / gy - ¢dr = / ¢ - d'da, Vo' € HY(Q). (3.54)
Qt Qt rf
La formule de Green pour ¢ =1
D' . V¢'dx +/ q - ¢rdr = / ¢ - ¢'da, Vo' € H'(Q). (3.55)
Q! Q! r}
La formule de Green pour ¢ = 2
D? . V¢?*dx + / q - P*dx = / ¢ - ¢*da, V¢? € H'(Q?), (3.56)
Q2 Q2 r?

on additionnant (3.55) et (3.56) on a

2

2 2
Z QZDE-VQSgda:—F;/mqg-qbfdx:;/ngé-&da,
2 2
Z(DK,V#)H[—FZ/ qé-¢£dx—2/ ¢ - ¢'da = 0.
= 7Y —1 7T}

1
On a d’aprés (3.35) on obtient

i (Dé’ Vq%) He + (q(t), o)w = 0.

(=1

De (3.2), on obtient

S () + G 1), Vo) | = (—alt) dhw, Yo EW, te0,T]. (357)

(=1
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Maintenant, pour les inconnues des températures du probléme, pour tout ¢ € [0,7]] et

I'équation (3.4), nous obtenons

(0°(t) = (1), € ) 2gary — (RGAG (2),€°) 1200y = (O (1), e(u’ (1), 0°(1), (1)), €°) 12 ey -
veh e HY(QY, (=1,2. (3.58)

En utilisant la formule de Green (2.8), pour ¢ = 1,2 on trouve

o'6"
— i (AG°(t), £5) p2(ey = K6 / VO (L) - VErde — K /F e (‘)y£t> ¢da, VE' € HY(QY).

On a d’aprés (3.13)

— k(A0 (1), ) p2ey = K /Q Z VO (t)-VE du+ )G /F [ 0'(t) £'da, VE' € HY(QY), (=1,2.

(3.59)
En combinant les inégalités (3.58) et (3.59), on a
(6(t) = p"(£), € 120y + 5 /Q (VO'(t) - VEde + X /F () - ¢da
(00" (0), £ (1)), (), 0 (1), ) pay s V' € HIQ), £=1,2.
Additionnons pour ¢ = 1,2 d’out
2
AP ¢ ¢ ¢
;(0 (1) p(t),g)Lz(m) > mo/ VOL(t) - Ve dx+ZA )- €tda

= > (0" (1), 2w (1)), (1), o' (1)), ") ve = (¢,€%) € B,

L3( Qe

D’aprés (3.37), on obtient

M)~

i (F0O=r0.€) , ,, Fa0lb(0).€) =

(=1

(&"(0" (1), 2w (1)), 0'(2), ' (1)), €')

2(9t)’

~
Il

1
Ve = (€,6%) € Ey. (3.60)

Maintenant, pour les inconnues d’endommagements, soit of(t) € K* ¢ = 1,2 et pour

tout t € [0, T]. La définition 2.4.4 de v (af) et de (3.3), on obtient

(¢f (o' (), £(u(£)), 0'(t), o' (1)) — 6/ (t) + K Aal(t), & — o/(t)) <0, ve'ek’

L2(Q%)
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Donc
¢ ¢ ¢ ¢ ¢
(¢ (0" (0.2 0.0 (0). 0 (1) € —a'(0))
< (dz(t)u SZ - O/(t))L2(QZ) - /{e (ACYZ(t), SZ - O/(t))LQ(QZ) .
En utilisant la formule de Green (2.8) et la condition aux limites (3.12) de P,
Do (t
(AO/(t% SZ - O/(t))LQ(QZ) + (va{f(t)’ v(gf - O/(t)))LQ(QZ) = /1"@ O(;—y() ’ (gf - O/<t))da7

(A0(0):€ = ') oy = = [ V0'0)- V(6 = (0
en suite

(a*(t), & — o/(t))LQ(m) +rb [ Val(t) - V(E = af(t))da

(X4

> (¢/(0'(0), (' (1), 6, 0 (1)), € — '), Ve E K,

L2(QF)

additionnons pour ¢ = 1,2 il vient

(a0 ¢~ o't )W+Z " [ vall Vi ')

i( (u'(£), (1), ()),fé—o/(t)) , VEEK.

L2(Q)

WE

~

La définition (3.38) de la forme bilinéaire a permet de donner

WE

(60, =a') ,  +alalt),€—a(t)

L2(Q0)

~
I

1

Z( (!(6),0°(1), 0" (1), € =o' () | vEe K.  (3.61)

L2(Q)

[\

Finalement, de (3.1), (3.2), (3.51), (3.57), (3.60), (3.61), (3.9), (3.16) et (3.17), on

obtient la formulation variationnelle suivante du probléme thermo-électro-élastique P;.

Probléme P}. Trouver le champ des déplacements v = (u',u?) : [0,T] — V, le
champ des contraintes 0 = (¢',0?%) : [0,7] — H, le champ de potentiel électrique
0 = (¢', 9?) : [0, T] — W, le champ de température § = (', 6?) : [0,T] — FEp, le champ
d’endommagement o = (o', a?) : [0,T] — Ep, le champ d’adhésion 3 : [0,T] — L*(T'3)
ainsi le champ des déplacements électriques D = (D', D?) : [0,T] — W tels que pour
tout ¢ € [0, 7]

63



Chapitre 3. Contact thérmo-électro-élastique 3.2 Formulation Variationnelle

o' (t) = A'(e(u’(1)), 0 (1), o' (1)) +

t (3.62)
/0 QO (t — 5, 2(u'(s), 0'(s), o (s))ds — (€°) B (' (1)),

D (1) = E%(u' (1)) + G (B (1)), (3.63)

=1 (3.64)

2 (3.65)
> (06" (1), =l (1), 6(0), 0" (1), ), VE € B
(=1
> (@€ —a) ,  +alalt) €~ al) >
= (3.66)
> (60" 1), 2 (1), 00 0 (). € —a'(1)) , - 0lt) € K. VE € K,
=1
(el (1) + G (B (¢ 1), 76") | = (~a(0). 0w, VoEW,  (3.67)
/=1
BE) = Haa(B(0),€(8), Bl [ (0]), B ([ (1) (3.68)
u(0) = uo, 0(0) =0y, a(0)=ag, B(0)=fo. (3.69)

On a bien que le probléme P} est formulé dans les termes, de champ des dépla-
cements, de champ des contraintes, de champ de potentiel électrique, de champ de
température, de champ d’endommagement, d’un champ d’adhésion et de champ de dé-
placements électriques. L’existence de la solution unique du Probléme P} est indiquée

et prouvée dans la section suivante.

Remarque 3.2.1. On remarque que, dans le probleme P, nous n’avons pas besoin
d’imposer explicitement la restriction 0 < § < 1, en effet, les équations (3.68) et (3.24)
garantit que f(x,t) < Bo(t) et par conséquent I’hypothése (3.31) montre que 5(x,t) < 1
pourt > 0, p.p. x € I's, d’autre part, si f(x,ty) = 0 a l'instant to, il résulte de (3.68)
et (3.24) que B(m,t) = 0 pour tout t > to et donc B(x,t) = 0 pour tout t > ty p.p.

x € I's, nous concluons que 0 < S(z,t) <1 pour tout t € [0,T] p.p. x € T's.
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On note tout d’abord que les fonctions j,4 €t 7, sont linéaires par rapport au dernier

argument et donc

Jaa(B,uy, —v) = —Jaa(B,u,v),  Jue(u, —v) = —Jue(u,v). (3.70)

En utilisant (3.40), on obtient

[ve(ur,v) = Jue(uz, v)| < A P ([us]) = po(luz )| [v.]|da,

et d’apres (3.25.a) et (2.14) il résulte
’juc(ulvv) _juc<u2av)’ < C||U1 _UZHVHUHV7 Vul,u2,v ev. (371>
Nous utilisons encore une fois (3.40), pour obtenir

Jue(un, ug — ur) + Jue(t, ur — ug) = —/F (2o ([ur]) — pu([ua])) ([ur] — [ua])da,
3
et alors, (3.25)(b) implique
Jve(ur, ug — uq) + Jue(to, ug — uz) < 0. (3.72)

On pose vy — V1 = Us — Uy

Je(ui, v2) = Jue(tr, v1) + Jue(uz, v1) = Jue(uz, v2) <0, Vur, ug,v1,v2 € V. (3.73)
Ainsi, nous prenons u; = v et us = 0 dans l'inégalité (3.25)(d) et (3.72) pour obtenir

Jue(v,v) > 0.
Ensuite, en utilisant (3.39) et les inégalités
|Ry(w)| < L [|R(ur)|| <Ly [ <150 [Bo| €1,

nous déduisons que

Jad(B1, ur, s — uy) + Jaa(Ba, ug, ug — ug) < c |51 — Bal||ur — usl|da,
I's

en combinant cette inégalité avec (2.14), il résulte

Jad(Brs U1, ug — ur) + Jaa(B2, vz, ur — uz) < |81 — Ballp2ry) ||ur — uzllv, (3.74)
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en choisissons ;1 = B, = 8 dans (3.74), nous trouvons

Jad(B, w1, us — 1) + Jaa(B, uz, uy — uz) <0, (3.75)

alors que R,, R, sont des opérateurs de Lipschitz, on obtient aprés des manipulations

semblables au dessus

|Jaa(P; w1, 0) = Jaa(B, w2, 0)| < cllur = wsllv[o]]v. (3.76)

Ainsi, nous prenons u; = v et us = 0 dans (3.75), ensuite nous utilisons les égalités

R,(0) =0, R,(0) = 0 pour obtenir
Jaa(B;v,v) > 0.
Maintenant, nous utilisons (3.41) pour trouver
Jpr(ur, v1) = Jgr(ur, v2) + Jr(a, v2) = jpr(uz, v1)

< /F plpw([wrn]) = po([ugo D [ [v17] = [var][|da.

Moyennant I'hypothése (3.25)(a) et U'inégalité (2.14), on trouve

Jrr(ur, va) = G (ur, v1) + G (u, v1) = (U, v2) < Lyl |1l | oo (g |[ur — sl v [[or = val|v-
(3.77)

Les inégalités (3.74)-(3.77) combinées avec les égalités (3.70) vont étre utilisées dans

des places diverses dans le reste du chapitre.

Nous énongons maintenant notre résultat principal concernant I'unique solvabilité du

probléme P}, dont la démonstration sera détaillée dans la section suivante.

3.3 Existence et unicité de la solution

L’objectif principal dans ce paragraphe est d’obtenir le résultat suivant d’existence

et d’unicité de la solution du probléme variationnel Py .

3.3.1 Théoréme d’existence et d’unicité

Théoréme 3.3.1. Supposons que les hypothéses (3.18)-(3.33) sont vérifiées. Alors, il

eziste py > 0 dépendant uniquement de QF, T's, p,, pr, Haq et A%, pour £ = 1,2 telle que,
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st || 1] oo (rg) < o, alors le probléme Py admet une solution unique {u, o, ¢,0,a, 3, D},

de plus la solution satisfait

ueC0,T;V), (3.78)
@€ C0,T;W), (3.79)
B e Wh>(0,T; L*(Ts)) N L>(0,T; Z), (3.80)
o€ C(0,T;H), (3.81)
6 c L*(0,T; E,)NC(0,T; Ey), (3.82)
a € L*(0,T; ) N WY (0,T; Ey), (3.83)
D € C(0,T; W). (3.84)

La solution {u,o,p,0,a, 3, D} qui satisfait le probléeme P} est appelée la so-
lution faible du probléme P;. Nous concluons que, d’aprés de les hypothéses (3.18)-
(3.33), le probléme P} a une solution unique qui satisfait la régularité (3.78)-(3.84).
La démonstration du théoréme 3.3.1 sera réalisé en plusieurs étapes et qui est ba-
sée sur des arguments des équations non linéaires avec des opérateurs monotones, un
résultat d’existence et d’unicité classique sur des inégalités paraboliques et des argu-
ments en point fixe. Nous considérons que c est une constante positive qui dépend de
QfL T4 T8, T3, py, pry AY GE Q8 EX v, 41, ©F et ¢ (£ = 1,2), mais ne dépend pas ni de ¢

ni du reste des données d’entrée et dont sa valeur peut changer d’un en droit a ’autre.

Premiére étape.

Soit (g, h) € C(0,T, Ey x Ey), nous considérons le probléme auxiliaire.

Probléme Pl(g’h). Trouver 6, : [0,T] — Ey et oy, : [0,T] — Ey, tels que

T 0(03(1),€) =0, V& € Fo, (3.85)

out K =K' x K?.
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Lemme 3.3.1. [l eziste un unique solution {6,, an} au probléeme auziliaire Pl(g’h) sa-

tisfaisant les régularités (3.82) et (3.83).

Démonstration. L’inclusion de la trace de (E1, ||.||, ) dans (Ey, ||.||x,) est continue

et dense, nous pouvons écrire un Triplet de Gelfand
E, C Ey C E,
on considére 'opérateur linéaire Ag : Fy — F/ défini par :
(AoC, &) by = a0(C,€), VC,€ € By, (3.88)

nous utilisons (3.88) et la définition (3.37) on peut écrire pour tout (¢, &¢ € HY(QY)

2 2
|<AOC7£>E1><E1| < Zl-{,g /e |VCKV£K|C[1' + Z)\é /e |C€_§£|d(l,
=1 @ =1 r

en utilisant 'inégalité de Holder on obtient

2 2
[(A0C, )y | < D olIVC e 1V e+ Nl oo 1€ oy, (3:89)
=1 =1
gardant en téte le théoréme 2.1.6 de trace de sobolev, 'inégalité (3.89) devient

1 AoCll ey < el[Cl|en (3.90)

ce qui montre qui Ay : Ey — E] est continu et donc hemicontinu.

D’aprés la définition (3.88) de l'opérateur Ay, on vérifie

<A0C7 g)EiXEl Z Oa

i.e. que Ay : By — E] est un opérateur monotone.

D’autre part, en appliquant 'inégalité de Friedrichs-Poincaré, pour obtenir
)\E
/ V¢ Pdx + —2/ ¢! P da > cf;/ ¢ Pde, V¢t e HYQY), (=1,2,
[o)4 Rg Jre 94
et d’ou
aO(C7C) chHCHQEl? VC € E17
ol ¢; = min(kjcp, K3C3), ag est By — elliptic.

Donc

(AoC, Q) rxE, = 01||C||?317 V(¢ € E.
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Finalement, nous remarquons toutes les conditions du théoréme 2.6.1 sont vérifiées,

donc nous concluons qu'il existe une unique fonction 6, satisfait

0, € L*(0,T; E\)NC(0,T; Ey), 6, € L*0,T;FE}),

S (050 - o 0 — ' (0).€") |, Faolllf).€) =0, VEE€ B, pp.te0,T)

L2 (0
—1 Q)

On sait que 'ensemble du champ d’endommagement admissible K est un sous-
ensemble non vide, fermé et convexe dans F, ainsi, le champ initial d’endommagement
ap € K, en utilisant la définition (3.38) de la forme bilinéaire a pour tout ¢, € Ey,

on a a(-,-): By x E; — R symétrique

a(¢,€) = a(&, <),

et continue puisque

a(¢, Z / V¢t Ve dn
=1 o
(

IIM

|vcﬁ de /|V€E 2

< KN o 1E -
=1

~

On considére ¢ = max(k!, k%) et en appliquant la remarque 2.1.1, il résulte

2
(¢ O < > IS o 1€ i o)
=1

2 1 2 1
2 2
< e( DI ) " (D2 112 )
=1 =1
= cl[¢lz [€]] s
Ainsi, pour tout £ € F; nous avons
a(§, &) = kI[Vel[,

alors

a(§,8) + (k + D&l = F(IVEIE + 118]1k),
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d’ou
a(&,€) + eallél|z, > eslléll,,

a(&, §) +62]]5\\%0 > 03H£H2E1 avec co = k+1et cg =k.

Nous remarquons que toutes les conditions du théoréme 2.6.2 sont vérifiées. Alors, pour

tout g € K et h € L*(0,T; Ep), il existe une fonction unique ay, satisfait

an € L*(0,T; Ey) NnWY(0,T; Ey),

> (80.€ —0h(0) , o + alan(t). € — an(t) >

2
> (n.€ i), . VECK pp 1e[0.T)
ap(0) = ap. O

Deuxiéme étape.

Soit (g, h,n) € C(0,T; Ey x Ey x V'), nous utilisons les fonctions 6, a;, obtenues

au lemme 3.3.1 et considérons le probléme auxiliaire suivant.

Probléme P Trouver ugn, : [0,T] = V, @gny ¢ [0,T] = W, Bony : [0,T] —
L?(T'3) tels que

> (A e ug, (1), 05(t), a5 (), £(0) = (g, (1)) 0 +

=1
jvc<ughn(t>7 v ughn(t» + jfr(ughn(t>> U) - jfr (ughn (t)7 ughn<t))+
((t), v — ughn())v = (f(t), v — ugny(t))v, Yv €V,

(3.91)

[\

S (E e (1)) + G E (g (1), Ve ) ie = (—a(t). D)ws VO EW.  (3.92)

(=1

thn(t) = Had(ﬁghn (t), gﬂghn (t), RV([ugth(t)])a RT([“ghnT<t>]))a (3.93)
ughﬂ(o) = Uy, 59/177(0) - 50- (394)

Nous avons les résultats suivants
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Lemme 3.3.2. 1. Il existe p9 > 0 dépendant uniquement de Q°.Ts,p,.p., Hyq et
AY, 0 = 1,2 tel que, si ||p||reomy < o, le probleme Pl(g’h’”) a une solution unique
{Ughn, Pahns Bghn} qui satisfait la régularité (3.78)-(3.80).

2. Siuy et uy sont deux solutions vérifiées (3.91) et (3.94) correspondant auz données

n,ne € C(0,T;V), alors il existe ¢ > 0 telle que

|ur = ually < c(|lm — mallv + |1 = fallv)- (3.95)

Démonstration. Nous appliquons le théoreme 2.5.2 ou X = V avec le produit
intérieur (-, -)y et la norme associée || - ||y définis par (2.11) et (2.12).
Nous utilisons le théoréme 2.4.1 de représentation de Riesz-Fréchet pour ceci on va

définir 'opérateur A : V — V par

[

(Au,v)y = Z <A€ ), g, ap), z—:(vz)>w pour tout u,v € V. (3.96)

(=1

Soient maintenant les fonctions f, : [0,7] =V, j:V x V — R définies par

fn = f(t) —n(t), (3.97)
J(u,v) = jue(u,v) + jpe(u,v), Yu,veV. (3.98)

D’apreés (3.96), on trouve

(AU1 _Au27 Z (‘AZ ul ) g7 ) AE( ( )795’ ) (U€)> )

HE

alors
2
[(Auy — Auy, v)y] <Y [[A (e (uf), 05, ap) — A (2(ub), 05, af)leel 2 (0F) e
/=1

En utilisant (3.18), il devient
2

|(Auy — Auz, v}y <Y Laelle(u) — () e (0 e

(=1

ol

L elJuy — usfye[v]]ve
=1

2
La Z [luf = uslvel[v*]|ve,
=1

~

IN
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ou Ly = max(L:, Ly2). On applique I'inégalité de Holder des sommations (voir la

remarque 2.1.1), il devient

2 1 2 1
(A = Aug, )] < La (D It —wbl)* (D2 I1i2)
/=1 (=1
< Lalls = wsllvllv,

pour v = Auy— Aus, et d’aprés la définition d’une norme induite par un produit scalaire
on obtient

|Auy — Aus|ly < Lallug — us||v,

donc A est un opérateur lipschitzien.
En appliquant (3.18)(b)

2

(Auy — Aug,uy — uz)y = Y (Afgmi) = Ale(uy), e(uf) — 8(u§))w

(=1

2
> [ maelle(ur) - e(uy)|Pda
(o4
(=1
2
=D marlle(uf) — e(ug)|l5
(=1

2
=D muellui — [,
=1

soit m4 = min(m .41, m42), alors
(Auy — Aug, uy — up)y > mallur — usl|7,

donc A est un opérateur fortement monotone, ensuite il est satisfait les conditions
(2.26).

Nous utilisons (3.40) et (3.41) pour voir que la fonctionnelle j(u,-) définie par (3.98)
est convexe, propre et continue sur V', donc semi-continue inférieurement ; et par consé-
quent elle satisfait la condition (2.27)(a). Moyennant (3.25) et (3.29) encore une fois,

nous utilisons (3.73), (3.77) et (3.98) pour trouver I'inégalité suivante
jl/c(ub U?) + jfr(ula U2) - jl/C(ul) /Ul) - jfr(ula Ul) + jl/c(u27 Ul) + jf?“(u27 Ul)

—Jue(U2, v2) —jfr(u2>v2) < CgLuHﬂHLw(Fs)HUl — Us||v||vr — oy

72



Chapitre 3. Contact thérmo-électro-élastique 3.3 Existence et unicité de la solution

En utilisant la formule (3.98) de la fonctionnelle 7, il devient pour wuy, us, vy, v2 € V

Jlur,va) = j(ur,vr1) + j(ug, v1) — j(uz, va) < mjlluy — usl|v||vr — vallv (3.99)

Ce qui montre que la fonctionnelle j vérifie la condition (2.27)(b) sur X =V, de plus
en utilisant (3.36) et prenant en considération que n € C(0,7;V’), nous concluons

de (3.97) que f, € C(0,T;V), et par conséquent la condition (2.28) est vérifiée, avec
ma
AL,
condition ug € X est satisfaite aussi.

m; < ma ie. ||pf|reory) < = pp. Finalement, notons que (3.32) montre que la
Enfin, en utilisant (3.96)-(3.98) nous trouvons que le lemme 3.3.2 est une conséquence
directe du théoréme 2.5.2.

Soient t1,t, € [0,7], pour simplifier nous notons par ugn,(t;) = w;, n(t;) = n;,

f(t;) = fi, i = 1,2, en utilisant de argument basé sur (3.91), il résulte

2
Z (AL’ e(ul) — Ale(ul), e(ut) — »s(ug)>HZ + Jue(ur, uy — ug) — Jue(ug, uy — ug)

=1

— g (ur, w2)—Jpr(ur, wr)+7 g (2, wr)—jpr (w2, w2) [+ (1 —n2, us—u1 )y < (fi—fo, u1—us2)v,

en utilisant I'hypothése (3.18) et les inégalités (3.71), (3.77), ce qui montre que

mallur — url[y < GLu||pl| ooy (Jlur — wal[f + [lm — mollv|lur — wllv

+|If1 = follv]lur —wllv).  (3.100)

Ce qui montre I'inégalité suivante

1
ma = G Ly|lpl| oo

Jur — ]y < )(||Th—n2||v+||f1—f2|fv)7

ou encore
fur —wllv < e(llm = mellv + A = follv)- (3.101)

1

2L,
ma — gLy |p]| e (ry)

n € C(0,T;V), et sous 'hypothese de petitesse ¢3L,||p||1o(ry) < ma nous déduisons

telle que ¢ = . Gardant a f € C(0,T;V) et rappelez vous que

de I'inégalité (3.101) que application ¢ — ugp,(t) : [0, 7] — V est continue, c’est-a-

dire que ugp, € C(0,7;V), d’ou la régularité (3.78).

Maintenant soit G : W x W — R la forme bilinéaire donnée par
2

Glp,0) = > (G'V' V¢ e, Vo, 6 €W. (3.102)

/=1
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On utilise (2.18) et (3.23) pour déduire que la forme G est continue et coercive sur W.
En outre en utilisant (3.92) et nous appliquons le théoréme 2.4.1 de représentation de

Riesz-Fréchet pour définir la fonction wgyp, : [0, 7] — W tel que

[\

(wonn (), O)w = (a(t), D)w + D _(E'e(ugy, (1), V) ue, Vo €W, te[0,T].

=1
Nous appliquons le théoréme 2.4.2 de Lax-Milgram, on en déduire qu’il existe une

fonction unique @y, € W telle que

G (Pgnn(t), ) = (wony(t), P)w, Vo € W. (3.103)

De (3.103), on peut conclure que ¢4, est une solution de I’équation (3.92).
Soient t1,ts € [0, 7], pour simplifier I'écriture notons par ugn,(t;) = i, Qgnn(t:) = @i,

q(t;) = ¢;, 1 = 1,2, en utilisant des arguments basés sur (3.92) nous trouvons

2
>, (565(1@ — E'e(uy), V(] — @g)>m + G(p2 — 1,01 — 2) = (@2 — @1, 01 — P2)w,
=1

ensuite, en utilisant les hypothéses (3.22) et (3.23) pour obtenir

o1 = wollw < ellfur = wallv +[lgr = ga2llw). (3.104)

Comme ugp, € C(0,7;V) et ¢ € C(0,7;W) nous déduisons de l'inégalité (3.104) que
Pghn € O(O, T W)

D’autre part, nous considérons l'application Hyp, : [0, 7] x L*(T's) — L*(T'3)
Hpy(t, B) = Haa(Bgny(t), Egnns Bu([tgnny (£)]), Br ([trur ()])-
Soient t € [0,T] et (1, B> € L*(I'3). On utilise 'hypothése (3.24) nous avons
|[Hynn(t, B1) — Hynn(t, B2)|[22(0g) < L, |61 — B2l 220y,
pour tout 8 € L*(T'3), on a bien

[ Hgnn(t, )l 22(rs) < Lty 1511 22(0s)

<ec.

Alors l'application Hgy, vérifie toutes les conditions du théoréme 2.5.1 de Cauchy-

Lipschitz et comme 3y € L?(I'3) alors il existe une fonction unique Sy, € W>°(0,T; L*(T'3))
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qui satisfait (3.93) et (3.94). Ainsi, d’aprés les arguments utilisés dans la remarque 3.2.1
et d’aprés 'hypothése (3.31) nous déduisons que 0 < Sy, < 1 p.p. ¢t € [0,77, il résulte
d’aprés la définition (2.15) de l'ensemble Z, que fSyp, € Z. Ce qui compléte la preuve
de lemme 3.3.2. 0

Troisiéme étape.

On Consideére I’élément A : C(0,T;V x Ey x Ey) — C(0,T;V x Ey x Ey) défini par

An, g, h)(t) = (A1(n, g, h)(t), Aa(n, g, h) (L), As(n, g, h) (1)) (3.105)

telles que

(Alm,9, W0, 0y = =S () B (Pl 20"))  + G Bya(); tigna(t),0)

=1

HE

+Z; (/ Q(t — s, e(ugy, (%)), 0(s), () ds, e (v g)) , VeV (3.106)

AQ(Thga h) = (61((7;}1777 ( ghn)a0;7 ) @2( ghm ( ghn)a‘9§7 ))7 (3107)

A3(7],9,h) = (QSI(O';}”?, ( ghn)70;7 ) ¢2(U§hn7 ( ghn)’9§7 )) (3108)

Pour tout (n,g,h) € C(0,T;V x Ey x Ey), ot 0, et «a; représentent le champ de
température et le champ d’endommagement obtenus dans le lemme 3.3.1, et ugpy, Pgnn
et Byny représentent le champ de déplacements, le champ de potentiel électrique et le

champ d’adhésion obtenus dans le lemme 3.3.2, et of, | D’ ghy SONt données par

ghn AZ( ( ghn) eé )
/ Q' (t — 5, e(ugy(5)), Og(s), 0, (8))ds — (E) E (), (3.109)
ghn - g@ ( ghn) + ge(EZ(SOf;hn)) (3110)

Lemme 3.3.3. L’opérateur A admet un point fize unique (1s,g«, he) € C(0,T;V X
E() X E(])
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Démonstration. Soient (11, g1, h1) et (92, g2, he) € C(0,T;V x Ey x Ey), et notée
par 6;, «;, u;, @;, B; et o; les fonctions obtenue dans le lemme 3.3.1 et lemme 3.3.2,
et la relation (3.109) pour (1,9, h) = (9;, gi, hi); i = 1,2. Soit t € [0,T].

En utilisant (3.39), nous obtenons

1AL (8), 91(8), P () = Ar(ma(t), ga(t), ha(8)I5 < D I(E)VeRi(t) — (€7 Viph(t) 3
(=1

+£Z/o 1Q1(t — s, (ul(5)), 0:(s), al (s)) — Q(t — 5,2(ub(s)), 05(s), ab(s))| |2edls

HIY oo () |15 (8) R ([ (8)]) — B3 (8) R ([ (D] | L2y
H e oo () 185 (8) R ([a- (£)]) = B2 (8) R ([ (D[22 1),

en utilisant (3.19), (3.22)
[AL(01(1), g1.(t), ha(8)) = Aa(2(t), g2(1), P2 (1))} <

2 t t t
>~ Lor( [ lluits) = o)z + [ 16566) = 05 an + [ llak(s) — ab(o)an ) +
t=1 0 0 0
2

D HEY NIV () = Vi ()] [+

(=1

190 oo () 187 () Ru ([0 (8)]) = B3 () Ry [tz ()] 2y +
17| oo (0 1185 (8) R ([uar (8)]) — B3 (8) R ([uar ()] 22y

et en utilisant la définition de R, et R, et (2.18) on a
AL (), g1 (£), ha (1)) = Aa(n2(2), g2(2), ha (D)) <

max(Lar, Lon)( [ llua(s) = ua(s)lf + [ 116a(s) = B, + [ llan(s) = as(o)l,)

+max(|| (€)7o ey, (€)1 Too@)) 1 () = 2 ()l + col 1B1(t) = Bo(O)][7 ),

ou encore

1A (m(2), g1(8), ha(1)) — A (112(1), ga(t), ha (1)) [T <

o [ (o) = s+ [ 11305) = )
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/0 lan(s) = cn(o)fEuds + la(t) — el + 15:(5) — Balfary ) (3111)
De méme, nous utilisons (3.107), (3.109) et (3.20) pour obtenir
182 (8), (1), 7a(8)) = Ao (8), g2(8), ha(0)1F, < e / (lun(s) = uals)| B+
16:(5) — Ba(5)1[3, + o (s) — an(s)|[3, ) ds + [Jus () — ua (B)][3+
161(8) = 6213, + llen () = as (@)1, + [l1(8) = (01 ). (3.112)
Ainsi d’aprés (3.108) et (3.21) on peut trouver
183 (m(8), 91(8), i (8)) = As(ma(®), g2(8), ha(®) 13, < o / t (Ilua(s) = wa (o)l -+
161(5) = 02(5)1 3, + llvr () = aa(s)E, ) ds + llua(8) = wa(B)] [+
161(2) = 62013, + llen () = as ()1, + 1(8) = @2(B)lly ). (3.113)
il découle maintenant de (3.111), (3.112) et (3.113) que
1A (), 91 (8), ha (1) = Almat), g2(8), ha (DI s,
< / t (11 () = wal)IIE + 101(5) = Ba(3)] [, + lls () = aa(s)]I3, ) ds
+ [[un(t) = ua() |+ 1102(8) = Oa(B) 3, + llaa(t) — an(B)][2,
Hier (1) = 2Ol + 181(8) = BB By ) (3.114)
D’autre part, on peut écrire le probléme de Cauchy (3.93) comme le suivant
B0 = [ Haa(505):€8.5) Rol (5. Rl () s

nous employons (3.24) pour obtenir
16100 = 0 e e 01 105) = ) i s
[ IR 6)) = Rullo o))l
[ Rl = B ) s ),

en utilisant la définitions de R,, R, on obtient

1 10)-0) e < e ([ 1516) = (o) ey s+ [ a(9) = (o) oy ).
(3.115)
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ensuite, nous appliquons 'inégalité de Gronwall et I'inégalité (2.14) pour obtenir
1100 = 50) B [l n(s) = wals) I s 3116
Nous utilisons maintenant (3.92), (2.20), (3.22) et (3.23) pour trouver
I o1(8) = @a(t) 5 < e I ua(t) — ua(t) |7 - (3.117)
De (3.85 ) on déduit que
(61 — 0,61 — 02) 5y + ao(6r — 02,01 — 03) — (g1 — g2, 01 — 02) 5, = O,

nous intégrons cette égalité par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales

01(0) = 05(0) = 6y et 'inégalité ag(0; — 0,0, —6) > 0 et le théoréme 2.3.4 pour trouver

% 116 () — 92(t)||%0 < /0 (gl(s) — g2(5),0:(s) — 82(8)>E0d8’

en utilisant 'inégalité de Young 2ab < a® + b2, pour trouver

1 6:(t) — 0s(t) M%/Wml gzw%@+/na ) — ba(s) |13, ds.

Cette inégalité combinée a I'inégalité de Gronwall conduit &
161() = 62(t) |, < C/Ot lg1(s) = g2(s) I, ds, Wt € [0,T7. (3.118)
De plus, de (3.86) on en déduit que, p.p. ¢t € [0,7] .
(a1 —dg,on — ag)p +a(an —ag, a1 — ag) < (hy — by, 00 — az)p, -

Intégrons 'inégalité précédente par rapport au temps, en utilisant les conditions ini-
tiales, a1(0) = a2(0) = ap et 'inégalité a (o — ag, ; — ) > 0, et le théoréme 2.3.4
il vient

1) = as(01, < [ (1n(5) — o). 1(6) — aa(s)), s

Eo

Ce qui implique que

Jou0) = s, < [ n(s) = koo ds + [ () = sl ds

Cette inégalité combinée a I'inégalité de Gronwall conduit &

lan (t) = as(t)II, < C/o 171 (5) = ha(s) 1, ds. (3.119)
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On substitue (3.95), (3.116)-(3.119) en (3.114) pour obtenir

IA (71, 91, ) (8) — A (12, G2, Ba) (DT« o

<c [ 1m0 10) () = ) e

De plus, on a

”A2(7717917h1)() A? (772,927]12)( ||V><E0><E0
< [ [ mon b)) = O g o) O s,
HA2(771,91, ha)(t) — A2(772792, h’2)<t)HV><E0><E0

t S
sa//uwgmmm—mm%mwwamﬁww
A% (1, 91, ) (8) — A (72,92, Ba) (D) 13 s 12 x g

<c///|! n1, g 1) (1) = (s G2, h2) (D) 12 o ey dlclrds,

[A™ (11, g1,h1)(t) " (12, g2, ha) (t )”C(OTVXEOXEO)

<" // /H M, 91 1) (1) = (12, 92, 1) (DB 0.0y .y ey A1 - + - drdls.

On sait que / dl =r,
0

s r S 82
et que/ / dldr:/ rdr = —,
0o Jo 0 2
et///dldrds:/s—:—.
0 2
t S r tm
Enﬁnona//~~~/ dl---drds = —.
0o Jo 0 m!

Alors

HAm (771, g1, hl) —A™ (772, g2, h2>H?I(O,T;V><E0><EO)

me
< H (71, 91, h1) = (M2, 920 h2) 1 B0.1v w o x 20
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: - .o
D’aprés I'équivalence de Stirling m! ~ 2rmm™e™™, on a lim
oo m—+oo m'

pour m suffisamment grand, A™ est une contraction sur 'espace de Banach C(0,T;V x

= 0. Ainsi,

Ey x Ej) et donc A a un point fixe unique.

Maintenant, nous avons tous les ingrédients de prouver le théoréme 3.3.1.

3.3.2 Démonstration du théoréme 3.3.1

Soit (N, g, he) € C(0,T;V X Ey X Ey), le point fixe de A, pour simplifier I’écriture,

on suppose que
(@) us = Ug, ., (D) Px = Pgotians (€) Bx = Byanan., (d) 0 =0y, (e) aw = ay,, (3.120)
oy = A(e (uy), 05, ) /ta s, (ul(s)), 0o(s), al(s)) ds—(E)" E* (L) , (3.121)
Dy = E'(uy) + G (E (1)) (3.122)
On a
A (M, gy B) = 1y Ao (N G ha) = G Az (M, g5, Bi) = D

Il s’ensuit pour £ =1, 2,

, (3.123)
+;(/0 Q! (t — 5,2 (ul(s)) , 04(s), o’ (s)) ds, = ( ))He, Yo eV,

gl() = O (o4(1). (u(1)) . 020). aL(1)) (3.124)

W(E) = ¢ (0X(0), e (ul (1)) , (1)) (3.125)

Existence de la solution.

Nous prouvons {u., 0., ©x, Oy, a, By, D, } satisfait le probléeme P} et les régularités
(3.78)-(3.84).
En effet, nous écrivons (3.91) pour (n,9,h) = (s, 9x, hi) et utilisons (3.120) pour

trouver
2

D (A= (1) B al2 (0) = 2 (W) ), + e (0 (6),0 = a(6) + 5 (w0 (8),0)

/=1

—Jpr (e (), ua(t)) + ((2), 0 — wa(t))y > (f(1),v —ws(t))y, Vv €V, p.p. t € (0,7,
(3.126)
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Remplagons (3.123) en (3.126) pour obtenir

30 (] Q= 5,2l (5)),045), k() ds, () — = (1))
+jad(6*(t)7 u*(t)7 v — u*(t)) + juc(u*(t)7 v — u*(t)) + jfr(“*(t)7 U)
e (t),ua () = D (€ B0, 2(0) = e(ul (1))

> (f(t),v —u.(t))y, YveV, pp.tel0,T],

HE
(3.127)

HE

et nous considérons (3.85) avec ¢g° = g% et en utilisant (3.120)(d) pour trouver

S (i€, 40,9 = Y (0 +40.€)

= = (3.128)
pour tout £ € Ey, p.p.t € [0,T],

et nous écrivons (3.86) avec h* = hf et en utilisant (3.120)(e) pour trouver

Kz( 1€ —al®) ,  +alan(t).§ — (b))

12(00)
(3.129)

2
2;( 8 —al(t )Lz(ge)’ Pour tous £ € K, p.p. t € [0,T].

Ainsi nous écrivons (3.92) pour (n,g,h) = (N, g«, hs) €t en employant (3.120)(a) et
(3.120)(b) de voir que

2
¢ 13 1 ¢ — (—

;(GE L), Vo) | Z( (0)-V6) = a0 w

pour tout ¢ € W, p.p. t €1[0,7T].

Maintenant, nous considérons (3.93) et nous utilisons (3.120)(a) et (3.120)(c) pour

obtenir que

Bu(t) = Haa (B.(0).€5.(1). Bo [ (D)), B[ (D)), pop- £ €[0.T) (3.131)

Les relations (3.126)-(3.131) nous permettent de conclure maintenant que {u., ¢x, 0., v, By, Dy}

satisfait (3.62)-(3.68), ensuite la régularité (3.78)-(3.80), (3.82) et (3.83) découlent du
lemme 3.3.2 et du lemme 3.3.3.
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Soient maintenant t1,t, € [0,7] de (2.12), (2.18), (3.18), (3.19), (3.22) et (3.121),

nous concluons qu’il existe une constante positive ¢ > 0 vérifiant

low(t1) = au(ta)la < el[|u(tr) = waltollv + llp-(t1) = @u(ta2)[lw+

10.(t1) = 0. (t2) ]2y + [l (tr) = (b2l ko)

La régularité du wu., ¢., 0. et . et donnée par (3.78), (3.79), (3.82) et (3.83) respecti-
vement, implique

0. € C(0,T;H). (3.132)

Pour ¢ = 1,2 on a d’aprés (3.5)
Diveol(t) = —fi(t), Vte[0,T], (3.133)
alors d’aprés (3.27) il résulte que Divol(t) € H* ce qui donne la régularité (3.81).

Soient maintenant t1,ty € [0,7] de (2.18), (3.22), (3.23) et (3.122), nous concluons

qu’il existe une constante positive ¢ > 0 vérifiant
1Dx (t1) = D (t2)lly < ¢ ([[x (t1) = @x (2)ly + llus (£1) — wa (E2)]] 1)
La régularité de u. et ¢, et donnée par (3.78) et (3.79) implique
D, € C(0,T; W). (3.134)
Pour ¢ = 1,2, on a d’aprés (3.6)
divD! = ¢i(t), te0,7], £=1,2, (3.135)

alors d’aprés (3.27) il résulte que divD.(t) € Ef ce qui donne la régularité (3.84).
Enfin, nous concluons que la solution {u., 0., ¢, 0, a., Bx, D} du probléme P} ayant

la régularité (3.78)-(3.84), ce qui achéve la partie I'existence du théoréme 3.3.1.

Unicité de la solution.

L’unicité de la solution est une conséquence de I'unicité du point fixe de I'opérateur
A défini par (3.106)-(3.108) et de la solvabilité unique des problémes P et PO,

Effectivement, soit {u., 0., ¢x, Os, s, Bi, Di} est une solution du probléme P obtenu
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ci-dessus et soit {u, 0, ¢, 8, «, B, D} une autre solution du probléme qui satisfait (3.78)-
(3.84). Onnote n € C(0,T;V), g € C(0,T; Ep) et h € C(0,T; Ep) les opérateurs définis

par

(.00 = =3 (€ E () 201))  + daaBarnE)s g (1), )

=1
(/ ol(t ghn( 5)), 9@( ), (5))ds,g(vf))w Yv eV, (3.136)
9= (61(0-;}”77 ( ghn)70;7 ) 62( Oghns € ( ghn)79§7 ))v (3137)

h = (8" (0 gy € (Uugpy), Oy, ), (0 € (), 02, 02)). (3.138)

Maintenant (3.85)-(3.87) impliquent que {«, #} est une solution du probléme P(g ") qu

lemme 3.3.1 il s’ensuit que ce probléme a une solution unique
o € L*(0,T; By) "NWY(0,T; Ey), 6, € L*(0,T; Ey) N C(0,T; Ey).
Alors il résulte que
ap=a, 6,=0. (3.139)

Ensuite, (3.91)-(3.94) impliquent que {u, ¢, 5} est une solution du probléme 7319 ) qy

lemme 3.3.2 il s’ensuit que ce probléme a une solution unique
Ughy € C(0,T; V), @gny € C(0,T; W) et Byny € WH(0,T; L*(T'3)) N L>(0,T; Z).
Pour ceci nous concluons que

Ughyn = U,  Pghn =@, By = B- (3.140)
Il résulte de (3.105) et (3.136)-(3.140) et la définition de A on obtient A(g,h,n) =
(g,h,n) donc (g,h,n) est un point fixe de l'opérateur A, d’aprés le lemme 3.3.3 il
s’ensuit que

g«=9g, he=h, n.=n. (3.141)

La partie d’unicité du théoréme 3.3.1 est une conséquence de (3.139)-(3.141) avec les

deux équations
ot = Ale(uf), 0%, o) +/O Qé(t — 5,e(u’(s),0%(s), o/(s))ds — (EH*E (Y,
= E(u’) + G (B (¢"))-
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Troisiéme partie

Probléme dynamique de contact

électro-viscoélastique
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Chapitre 4

Contact entre deux corps
électro-viscoélastiques avec
endommagement et frottement de

Tresca

Dans ce chapitre, nous considérons un probléme de contact dans un processus dy-
namique entre deux corps électro-viscoélastiques avec endommagement. Le contact est
bilatéral et modélisé avec la loi (1.28) de frottement de Tresca. L’endommagement des
matériaux causé par les déformations viscoélastiques et est décrite par une inclusion
différentielle (1.20). Nous nous plagons dans le cadre physique (voir figure 1.1). On
considére que les deux corps sont électro-viscoélastiques, plus exactement on utilise,
pour chaque corps, une loi de comportement de la forme (1.19), ou les inconnues dans
ce cas, sont le champ des déplacements v/, le champ des contraintes ¢, le champ de
potentiel électrique ¢f, le champ des déplacements électriques D* et le champ d’en-
dommagement af.

Notre chapitre est structuré comme suit. Dans la premiére section, nous présen-
tons le probléme mécanique, puis nous listons des hypothéses sur les données. Dans
la deuxiéme nous proposons une formulation variationnelle du probléme. Enfin, dans
la troisiéme section, nous énongons notre résultat principal d’existence et d’unicité qui

est basé sur le résultat classique des inégalités d’évolution non linéaires du premier
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ordre et des équations avec des opérateurs monotones et des arguments de point fixe

de Banach. Les résultats présentés dans ce chapitre font I’'objet de la publication [20].

4.1 Position du probléme et hypothéses

Considérons deux corps électro-viscoélastiques qui occupent deux domaines bornés
Q! et Q2 de I'espace R? (d = 2, 3), Pour chaque domaine Q¢ (¢ = 1,2) la frontiére I'* est
supposée régulidre, et est partitionnée en trois parties mesurables disjointes I'{, T' et T
correspondant aux conditions aux limites mécaniques, d’une part, et nous considérons
une partition de I'Y UT% en deux parties mesurables disjointes I’ et I'j correspondant
aux conditions aux limites électriques, d’autre part, telles que mesI'Y > 0 et mesI', > 0.
On note par v la normale unitaire sortante a I'*; et on note par ' la partie de contact
du corps QF, les deux corps peuvent entrer en contact au long de la partie commune
'l = T2 =T, que nous supposons étre un isolant.

Le corps Qf est encastré sur I'Y dans une structure fixe et en contact avec frottement
et endommagement sur la partie I's. Le corps est soumis a des forces volumiques de
densité ff et a des charges électriques volumiques de densité qf. Sur I'5 agissent des
tractions surfaciques de densité ff. De plus, ce milieu est soumis & l’action de potentiel
électrique nul sur la partie I'Y de la frontiére, ainsi qu’a l'action des charges électriques
de densité surfacique ¢ sur la partie I'f.

Soit T > 0 et soit [0, T] 'intervalle de temps en question. Chaque corps est en contact
avec frottement et endommagement avec I’autre corps sur la partie I's. Nous prenons en
considération les propriétés mécaniques des corps. Notre objectif sera d’étudier 1’évo-
lution de ces propriétés dans le temps, sous '’hypothése des petites transformations.
Sous ces considérations, le probléme électro-mécanique qu’on va étudier peut étre for-

mulée de la maniére suivante.
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Probléme P,. Pour ¢ = 1,2, Trouver un champ des déplacements u’ : Q°x (0,T) —
R? un champ des contraintes of : Q° x (0,7) — S%, un champ de potentiel électrique
@' Q x (0,T) — R, un champ des deplacements électriques D : Q° x (0,T) — R,

ainsi qu'un champ d’endommagement of : Qf x (0,7) — R tels que

ot = Ale(u) + B (e(ub), ab) + (£9)*V¢* dans QF x (0,7), (4.1)
D = E'(u’) — C*'V " dans QF x (0,T), (4.2)
&t — kPAat + Oy ge(af) 3 SHe(ub), o) dans QF x (0,7), (4.3)
Divot + f§ = pli® dans Qf x (0,7), (4.4)
div D’ — g6 =0 dans Qf x (0,7), (4.5)
ut =0 sur I'{ x (0,7), (4.6)
oVt = f§ sur 'S x (0,7), (4.7)
)

[UV] =0,

s=-?=a,, Il <o

sur I's x (0,7, (4.8)

lo-l| < g =[] =0,
\ llo-|| =g = 30 >0 tel que o, = —0 [u,],
dat
3= 0 sur I'* x (0,7), (4.9)
' =0 sur T x (0,7), (4.10)
DY vt =¢5 sur Ty x (0,7), (4.11)
uf(0) = ufy, u4(0) = 0§, a*(0) = af dans Q°. (4.12)

Nous décrivons maintenant les notations dans (4.1)—(4.12) et fournissons quelques
commentaires sur les égalités et les conditions aux limites. D’abord, les équations (4.1)
et (4.2) représentent la loi de comportement électro-viscoélastique avec endommage-

ment que nous avons déja introduite dans (1.19), ou A* et B sont les opérateurs de

viscosité et d’élasticité respectivement, £ = (ef;;,) est le tenseur piézoélectrique et (£°)*
est son transposé, C* = (cfj) dénote le tenseur de la permittivité électrique, ’évolution
du champ d’endommagement est régi par une inclusion de type parabolique donnée par
la relation (4.3), ot K* désigne I’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles
défini par (1.17), k* est un coefficient positif, Oy« représente le sous-différentiel de la

fonction indicatrice de l’ensemble K* et S* est une fonction constitutive donnée qui
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décrit la source d’endommagement dans le systéme. Les équations (4.4) et (4.5) sont
les équations du mouvement et d’équilibre écrites pour le champ des contraintes et le
champ des déplacements électriques, que nous avons déja vu dans (1.4) et (1.8). Les
conditions (4.6) et (4.7) sont les conditions aux limites classiques de déplacement et
de traction introduits par (1.6) et (1.7). Dans la condition (4.8), Nous supposons que
le contact est bilatérale avec frottement de Tresca, ot g désigne la limite de seuil de
frottement, qui est supposée dépendre uniquement de chaque point de I's, et [u,] et [i,]
sont le déplacement normal et la vitesse tangentielle par relatif d’'un corps par rapport
a l'autre sur la zone de contact I'; définis, respectivement, par (1.21) et (1.22). La rela-
tion (4.9) représente un état de frontiére homogéne de neumann, o g—iﬁ représente la
dérivée normale d’endommagement of. Les égalités (4.10) et (4.11) sont les conditions
aux limites électriques. Finalement (4.12) représente les champs de déplacement, de
¢

vitesse et d’endommagement initiales, ot u§, vj et af sont des champs initiales donnés

de deplacement, de vitesse et d’endommagement respectivement.

Maintenant, nous avons besoin d’introduire quelques hypothéses sur les données.

L’opérateur de viscosité A : Qf x S — S? satisfait les propriétés suivantes

;

(a) il existe L4 > 0 telle que
[ A (z,e1) — A%(z, 2)|| < Laeller — o,
pour tout £1,65 € S¢, p.p. v € QF,
(b) il existe m4¢ > 0 telle que
(A(z, 1) — A2, 89)).(61 — £2) > maeler — &2 ?, (4.13)
pour tout £;,¢5 € S p.p. x € QF,
(c) pour tout £ € S¢, x +— A*(z,&) est une application
Lebesgue mesurable sur ),

| (d) l'application z At(x,0) € HE.
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L’opérateur d’élasticité B’ : Qf x S¢ x R — S? satisfait les propriétés suivantes

)
(a) il existe Lge > 0 telle que

||B£($7€1>C1) - 36(93,52, G|l < Lpe(ller — 2l + 161 — G
pour tout €1, €2 € S, (1, G €R, p.p. v € O,

(4.14)
(b) Tapplication z + Bf(x,¢,() est mesurable sur O
pour tout ¢ € S, ¢ € R,
| (c) Papplication @ +— Bf(x,0,0) € HE.
L’opérateur piézoélectrique £° : f x S¢ — R? satisfait les hypothéses
a) Ex, 1) = (e, (2)T;
(@) £'(z,7) = (el @) s

(b) €l = €l € L(Q), 1 <4, j,k < d.

Rappelons aussi que le tenseur transposé du tenseur piézoélectrique £ est donné par
(E6)* = () o elr, = e et égalité (1.12) est satisfaite.

L’opérateur de permittivité électrique C’ : f x R? — R? satisfait les hypothéses

(a) C'(z, E) = (c;(z)E;), pour tout E = (E;) € RY, p.p.zeQf,

(b) ij = Cﬁm ij e L>(Q), 1<i,j<d,

(4.16)
(c) il existe mee > 0 telle que

C'E.E > me||E|?, pour tout E = (E;) € RY, p.p. x € Q%

La fonction source d’endommagement S¢ : Qf x S? x R — R satisfait les propriétés

suivantes

(

(a) il existe Lge > 0 telle que
1S4 (x, &, dv) — S, &2, da)| < Lge (161 — &2l + |dy — da),
pour tout &;,& € S%dy,dy €R p.p. x € QF, (4.17)
(b) pour tout £ € S¢ d € R, Dapplication x — S*(x,&,d)

est lebesgue measurable sur QF,

| (¢) lapplication z — S4(x,0,0) € L*Q°).
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La masse volumique p° satisfait
pt € L>(QF), min inf pf(z) = p* > 0. (4.18)

(=12 zQt

La seuil de frottement g satisfait
g€ L>*(T3), g>0 surTl}j. (4.19)
Les forces volumiques f¢ et les tractions surfaciques f5 ont la régularité
fo € L*(0,T; HY,  fi € L*(0,T; L*(I'y)%). (4.20)
Les charges électriques volumiques ¢f et surfaciques ¢5 ont la régularité
g5 € C(0,T; L*(Q")), ¢4 € C(0,T;L*T})). (4.21)
Enfin, les champs initiales de déplacement, de vitesse et d’endommagement satisfont
uy € V4 ol e HY, of € K*. (4.22)

Enoncons maintenant quelques définitions qui vont étre utilisées dans la suite de ce

chapitre, d’abord nous définissons la forme bilinéaire a : F; x E; — R par

2
a('.&) =YK / vt Vel de. (4.23)
=1 Qf

Le théoréme 2.4.1 de représentation de Riesz-Fréchet entraine I’existence d’une fonction

F :]0,T) — V' définie par

2 2
F IV = L(t)v'd ‘(t)vtda, Vv e V. 4.
Fvher= 32 [ sintans 3 [ i, voe (1.24)

De méme, le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet entraine l’existence dune

fonction ¢ : [0, 7] — W définie par
2 2
a®.ow =Y [ dsis- Y [ doode voew.  (12)
=179 =1 7T}
D’apreés (4.20) et (4.21), on a

F e L*0,T;V"), qe C0,T;W). (4.26)
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Ensuite, on définit la fonctionnelle 5 : V — R comme suit

jv) = /F 9|l [v+] | L2(ry)ada. (4.27)

Nous utiliserons le produit scalaire modifi¢ sur H = H' x H?, donné par

2
()= S (' o), Vv € H (428)
(=1

c’est-a-dire qu’il est pondéré avec p. Soit |||z la norme associée au produit scalaire
défini par (4.28), alors
1
lolle = (v, v)5,  Vee H. (4.29)

En utilisant 'hypothése (4.18), il vient que ||.|| et |.| z sont des normes équivalentes sur
H. De plus, I'espace V s’injecte continument avec densité dans I’espace H. Identifiant le
dual de H avec lui méme, donc nous pouvons écrire le Triplet de Gelfand V.C H C V/,

on obtient

(u,V)yixv = (u,v)g, Yue H, YveV, (4.30)

4.2 Formulation variationnelle

Nous passons ensuite & la formulation variationnelle du probléme Py. A partir de

(4.4) du probléeme Py, on a
(o), ") e — (Diva’(£), o) e = (F4(), 0 e, V! €VE. (431)
L’application de la formule de Green (2.7) nous permet de récrire (4.31) comme suit :

(Pt (1), v) e + (o), e (V")) e = (fo(t),v") e —i—/ o'Vt vtda, V' e V', (4.32)
T¢
ou

/agl/e.véda = /Jzug.veda—l—/ UKVZ.UEda+/ ‘v’ vlda
Tt ¢ ¢ I's

1 2

= /azug.veda—l—/ vt vtda
I I's

2
f.vzda—l—/ ‘vt v'da,
2 I's

:/ﬂ
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et ceci d’apres (4.6) et (4.7). Pour v = (v',v?) € V, on a

2
Z/ ngda—Z/ ot da—i— / ol vlda.
=1 713 I’

N’oublions pas que la continuité des contraintes sur 'interface I's entraine

Alors

2
Z/ c'vtalda = /a,,[vl,]da—l—/ o..[vrlda
"= JTs I I
= / o,.[v.]da,
I's

et ceci d’aprés (2.22). Prenons v* comme w’ — i* dans ce dernier équation, il résulte

2

Z/ o'v(w' —i')da = /UT.[wT—uT]da
I's Iz

=1
= /JT.[wT]da—/ or.[t]da
F3 FS

> [ gllwrllisaeda+ [ glliloagpede.
I's

I's
En utilisant la définition (4.27) de la fonctionnelle j on obtient 'inégalité suivante

3 / st — if)da > —j(w) + (i), (4.33)
¢=1 713

Ensuite, en additionnant la formule de Green (4.31) par rapport a U'indice ¢, et en utili-
sant I’équation (4.1) avec la définition (4.24) de la fonction F', puis on utilise le produit
de dualité défini par (4.30) et I'inégalité (4.33) il résulte I'inéquation variationnelle

suivante

(

((t), w —a(t))vrv + Z:(Af&(ﬂe(t)) + B (e(uf(t)), o' (1)), e(w’ — i (1)) e

; 1((5@) V!(t),e(w’ — 4 () e + j(w) — j(a(t)) = (F(t),w — u(t))vxy

Vw = (w',w?) €V, pp.te(0,T).

Mw

\
Pour la formule variationnelle dépendante des deux variables électriques, la formule

de Green (2.19) permet de donner, pour D* € H*
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(D', V") e + (divD", ¢") p2(qe) = / D' v ¢tda, Vo' € HY(QY).
FZ

Or pour le dire

D'V ¢'dx + /

0¢

divD'¢'dr = /

D' V¢ da, Vo' € HY(QY), (4.34)
¢

(94

ou

/ D! Vi ptda = / D Vi¢tda + / D Vi¢'da.
¢ F(l; Fg

Pour ¢‘ € W¥, on a

¢" =0 sur I':.
Alors, il résulte selon (4.11)
D' - v'¢tda = / ¢sdda.
e rf
Donc d’aprés (4.1), I'équation (4.34) devient
D'V ¢'dx + / ghotdr = / ¢sotda,
Q¢ Q¢ Iy

ou encore

/ D'V ¢ldr = — / gho'dx + / ¢so'da.
Q¢ Qf It

En additionnant cette égalité par rapport a £, on obtient

2

2 2
D'Voldr = — /“d /”d.
Z o ¢ dx ; m‘]0¢ x‘f‘z_zl F£Q2¢ a

(=1

Il vient, d’aprés la définition (4.25) de la fonction ¢, pour ¢ € [0, T

> 5 DY ()Voldr = —(q(t), d)w.

On substitue D’ par ce qui lui est égal selon la relation (4.2), on obtient une équation

liée aux inconnues électriques

z (CV (1) — E(u()), Vé ) = (a(t). S,

Vo = (¢1,02) €W, p.p. t€(0,7).
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Enfin, pour obtenir une formule variationnelle dépendante de I'inconnue d’endom-

magement o, il est claire que
Ste(ut), at) — &' + k'Aat € Oxke(at),

et ceci d’aprés (4.3). Alors la définition de sous-différentiel de la fonction indicatrice

Xrt, quon a vu dans la définition 2.4.4, donne pour tout & € K*

(S (= (£), 0" () — &(1) + KA (1), €' — (1)) 1 ) < 0.

ou encore

(S (e (1), 0 (1), ~a" (1) gy < (6°(0), €= (1)) i (A (1), €'~ (1)) 1o

En appliquant la formule de Green (2.8) pour obtenir une autre forme du terme
(Aat(t), &5 — (1)) 120 En effet

O/
(Ao/(t),ff _ O/(t))LQ(QZ) + (Vo/(t), V(gf _ O(g(t)))LQ(QZ) = /N %da

4

0
Mais a_ae = 0 sur I'Y, d’aprés (4.9), d’ott
14

Ensuite on peut conclure

(S€(€<u€(t>7 0/)7 gé - O/<t>)L2(Q£) < (az(t% ££ - O/(t))Lz(Qé)—i_

(4.35)
K (Val(t), V(" = a(1))

L2(Qf)’
Par addition des deux inéquations (4.35) par rapport & £ membre & membre, il devient

2

; (S(e(u(t), af), & — af(t))LQ(m) < efjl (at(t), & - Oéf(t))mmﬁ
32 K (Tal(0), 916"~ 0 (0)

Enfin, en utilisant la définition (4.23) de la forme bilinéaire a, on obtient la troisiéme for-
mule variationnelle dépendante de I'inconnue d’endommagement a(t) = (a(t), a?(t)) €

K = K' x K? comme suit

;:1 (S“(e(u’(t), a’),&" — a(t)) 1a(ge) < ;31 (6°(8),&" = a* (1)) p2gey t

aalt). —a(t)), Ve=(€Le) ek, pp.te(0,T).
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Finalement, on peut résumer la formulation variationnelle du Ps, en termes de champ
des déplacements, de champ du potentiel électrique et de champ d’endommagement

comme le suivant.

Probléme P) . Trouver un champ des déplacements u = (u',u?) : [0,7] — V, un
champ de potentiel électrique ¢ = (¢!, 9?) : [0,T] — W et un champ d’endommage-

ment a = (at,a?) : [0,T] — K tels que
( (ti(t), w — a(t))vsev + é(«‘lgﬁ(uz(t)) + B (e(u'(t)), a'(1)), e(w’ — i (1))

) + 3((E) V(1) 2w’ — () + 3w) = G0(0) 2 (F (1), w - a(t)yyrv(4-36)

Vw = (w',w?) €V, pp.te(0,T),

(

SV () — E (1)), Vo) e = (a(t), B
=1 (4.37)
Vo = (¢1,02) €W, pp. t € (0,T),
i (SZ(S(uz(t)’ O/), é% - O/(t»Lz(QZ) < i (de(t)> gé - &e(t))LQ(QZ)+
a(a(t), —alt), VE=(£,€) e K, pp.te(0,T),

u(0) =ug, v(0) =19, «a(0)= . (4.39)

(4.38)

o~
Il
-
~
Il
-

Notre résultat principal d’existence et d’unicité est prouvé dans la section suivante.

4.3 Existence et unicité de la solution

L’existence d'une solution unique du probléme variationnel P; est donnée par le

théoréme suivant :

4.3.1 Théoréme d’existence et d’unicité

Théoréme 4.3.1. Supposons que les hypothéses (4.13)-(4.22) sont vérifiées. Alors, il

existe une solution unique {u, o, a} au Py ayant la régularité

we W0, T; V)N CH0,T; H) n W*2(0,T; V"), (4.40)
p e C0,T; W), (4.41)
a € WH(0,T; Ey) N L*(0,T; Ey). (4.42)
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Pour préciser la régularité de o = (0!, 0?) et D = (D', D?) qui satisfont (4.1), (4.2)
nous notons que les hypothéses (4.13)-(4.16) et la régularité (4.40)-(4.42) montrent que
o€ L*(0,T;H) et D € C(0,T; H). Il Sensuit des régularités (4.20), (4.21) et (4.40)
que

Divo'(t) = p'i‘(t) — fo(t), divD(t) =qlt), V¥t e[0,T],
ce qui montre que
Divet € L*(0,T; HY), divD" € L*(0,T; L*(Q")).
Donc

o€ L*0,T;H,), (4.43)
D e L*0,T,W). (4.44)
Un quintuple de fonctions {0, D, u, ¢, '}, qui satisfont la régularité (4.40)-(4.44), s’ap-
pelle solution faible du probléme de contact électro-viscoélastique P,. Nous concluons
par le théoréme 4.3.1 que sous les hypothéses (4.13)-(4.22), il existe une unique solu-
tion du probléme Py posséde la régularité (4.40)-(4.44). La preuve du Théoréme 4.3.1

sera réalisée en plusieurs étapes. Il est basé sur des arguments des équations et des

inéquations de 1’évolution non linéaires de premier ordre, et les arguments de point fixe

de Banach.

Premiére étape.

Nous considérons le probléme auxiliaire suivant pour le champ des déplacements,
dans laquelle n € L*(0,T; V') est donnée.

Probléme P,". Trouver le champ des déplacements wu, : [0,7] — V tel que
2
iy (1), w0 — iy (£) pyrocw + E721(«4%(@5,(15)), e(w’ — iy ()))pee + j(w)—

J(in(t)) = (F () = (1), w = iy (t)) vy, Yw €V, pp.t € (0,7),

uy(0) = ug, 0, (0) = v. (4.46)

(4.45)

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, nous définissons I'opérateur

A:V =V comme suivant
2
(Au, v)yrxy = Z(Azg(ue),e(vg))ﬂe, Vu = (u',u?),v = (v',v*) € V. (4.47)
=1
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En utilisant le variable de vitesse v, = 1, le probléeme P," est écrit pour p.p. t € (0,7T).

Probléme P,". Trouver le champ des vitesses v, : [0,7] = V tel que

(0n(1), w0 = vy () v + (Avy (8), w = vy () vy + j(w) =
Jon(1)) 2 (Fy(t), w = vg(0)) vy, Vw = (wh,w?) €V,

UW(O) = Yo,

ou F,, = F'—n. Pour résoudre le probléme P,", nous avons besoin des lemmes suivants.
Lemme 4.3.1. Supposons que les hypothéses (4.13) et (4.19) sont vérifiées. Alors
Uopérateur A et la fonctionnelle j définis respectivement par (4.47) et (4.27) satisfont

(
(a) A:V = V' est un opérateur hemicontinu et fortement monotone,

() 3C1 >0, 3C,>0,Vv eV ||Av|ly < Cylv|lv + Co,
(¢) pour toute suite (u,) et u dans L*(0,T;V) telle que
u, — u faiblement dans L*(0,T;V) alors

Au, — Au faiblement étoile dans L*(0,T;V')

etmnml<mmm%@wwm2£@M@m@wwﬁ

\ n—-+o0o

(4.48)

(
(a) 7: V=R est une fonction convexe et semi-continue inférieurement,

il existe une suite des fonctions de C et convere (j,) : V — R converge

vers j tels que

(b)) 3d1 >0, 3dy >0, VR €N, |7, (v)llv < dil[v]lv + do,
T

(¢) Vo € L2(0,T: V), lim %mmmzéjmm@

n—-+o00 0

(4.49)

(d) pour toute suite (v,) et v dans L*(0,T;V) telle que
v, — v faiblement dans L*(0,T;V) alors

mm@A%w@WEAijﬁ

\ n—+o0

ou jl(v) désigne la dérivée au sens de Fréchet de j, enwv.

Démonstration. D’aprés la définition (4.47) de lopérateur A, ’hypothése (4.13)

et 1’égalité (2.12) nous pouvons vérifier que A est hemicontinu et fortement monotone
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et satisfait les conditions (4.48)(a)-(b), d’aprés la continuité de A et en appliquant le
théoréme de Lebesgue (voir [44]), on déduit la condition (4.48)(c).

D’autre part, en utilisant 'injection continue de V* dans L?(I's)?, d’aprés (2.14), nous
trouvons alors que la fonctionnelle j est continue et convexe donc (4.49)(a). Pour ap-
procher la fonction j, nous utilisons la suite des fonctionnelles (j,) : V — R définie

par

. - 5 —
@)= [ oyl e do, weV, wmen
Nous vérifions que la dérivée au sens de Fréchet de j;, en v est donnée par

)L2(F3)

<]n V’XV—/
T V” or |rL2F>d+e

da, YheV. (4.50)

Nous constatons que j, est contintiment différentiable. Quelques manipulations algé-
briques montrent que pour tous a > 0, b > 0, telle que a +b = 1, pour tous z,y € R

etneN

Viax +by)2+ e <ava?+ e +by/y? +e

Alors j, est convexe pour tout n € N. En utilisant (4.50) il s’ensuit que
3020, VeV, [7,0)lv < Clglers,

donc (4.49)(b) est satisfaite.

D’aprés la définition de j, on a

lim _jin(v) = 5 (v),

n—-+00

et comme 7, est continue sur V, en appliquant le théoréme de Lebesgue, on déduit la
propriété (4.49)(c).

Enfin (4.49)(d) est une conséquence du fait que
Yo eV, Vn €N, ju(v) > j(v),

et de la continuité de la fonction j qui donne
T

im [ (o (t)dt = /O J(o(t))dt.

n—-+00 0

Nous concluons que 'opérateur A, la fonctionnelle j et la fonctionnelle 7, vérifient les

conditions (4.48) et (4.49). O
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Lemme 4.3.2. Sous les hypothéses (4.48) et (4.49) et pour tout n € L*(0,T; V'), le

probléeme P," a une solution unique ayant la régularité
v, € C(0,T; H)N L*(0,T; V) N W0, T; V).

Démonstration. L’opérateur A est hemicontinu et fortement monotone d’apreés
(4.48)(a), et comme j! est monotone d’aprés (4.50) et hemicontinu puisque j, € C*,
alors A+ j/ est hemicontinu, de plus il est fortement monotone ensuite il est monotone
et la condition (2.31) est vérifice.

On a aussi d’aprés (4.48)(a) et (4.49)(b) la condition (2.32) est vérifiée. En utilisant le
théoréme 2.6.1, comme F,, € L*(0,T;V’) et vy € H, il résulte

vneN, 3o e L*0,T;V)NC(0,T; H) nWH(0,T; V'),

tels que
o (t) + Avp (t) + 4, (vp(t)) = Fy(t) dans V', p.p. t € (0,7), (451)
vy (0) = vo
On a
(p(on ()0 = vp () wixw < j(w) = jvy (1)) Yw eV,
ce qui implique, d’apres (4.51) que
(Op (), w —vp () vy + (Av](t), w — vy () )visy + j(w) — j(vp (1)) (4.52)
> (Fn(t),w — Ug(t»lev, YweV, pp.te (O,T)
Alors v; est une solution de P,". On applique aussi (4.51), il résulte
(0 (8), 0 (8))wrcw + (Avg (), v (8) v + (G (07 (1)), (07 (1)) wrxw (4.53)

= (F,(t), vy (t))vrxv, p-p.t € (0,T).
En utilisant (4.13), la monotonie de j! et le théoréme 2.3.4, pour déduire que

1 d n n n

5 7 10 Ol +mallof @)1 = (Fy(8), o (),

ol my = min(mi, my2). On applique 'inégalité ab < a® + %, a > 0, b > 0, pour
obtenir

[{E(2), v ()| < IE, @I + Top BI5-
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On integre I'égalité (4.53) sur [0,¢], ¢t € [0,7] en utilisant le théoréme 2.3.4 et F, €

L?(0,T;V"), il résulte, aprés simplification d’écriture, 'inégalité
t
e < a+b [ IR
oua >0, b>0. Alors d’aprés le lemme de Gronwall on obtien
3C>0, VneN, Vte|0,T], [lvy#)l|a <C, /T HU:;(t)H%;dt <C.
0
D’apres (4.51) et (4.49)(b) nous avons
3C >0, YneN /T oy (£)]|3dt < C.
0
Nous pouvons donc extraire une sous-suite notée encore (v;') pour trouver que

vy — vy faiblement dans L?(0,T;V) et faiblement étoile dans L>(0,T; H), (4.54)

) — ¥y faiblement étoile dans L*(0, T; V").

Il s’ensuit que
v, € O([0,T]; H) et vy (t) — v,(t) faiblement étoile dans H, V¢ € [0, T7. (4.55)
On intégre (4.52), nous avons Yw € L?(0,T;V),
T T T
/ {0y (), whvrcvdt + / (Avp (), whvrydt + / j(w)dt
0 0 0
T T
> [ 00Ot + [ (A0 0) v
0 0

= [ oo+ [ 0= 0,

et nous trouvons

T T T
/ (07 (t), w)wrcvdt + / (Avy (), whyrcydt + / Ju(w)dt
0 0 0

]' n 2 ]' n 2 r n n
Z 5 len (Ml = llog O + |- {Avy(E), 5 (E))rvet

T T
—l—/ Jn(vy (t))dt +/ (F5(t), w — o7 (t))vr vt
0 0
Nous utilisons (4.49)(c)-(d), (4.54), (4.55) et la semi-continuité inférieurement faible-
ment, on obtient que Yw € L*(0,T;V),

T T T
/ <1')77, w — Un>V’><th -+ / <AUW, w — U77>levdt + / (j(U)) — j(Un))dt
0 0 0

T
Z / <F,7, w — Un>vl><vdt.
0
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L’inégalité précédente implique que

(0 (t); w — vy(t))wrsv + (Avy(t), w — vy () vrxw + (W) — J(vy(1))
> (Fy(t),w —v,(t))vxy YweV, pp.te(0,T).

(4.56)

Nous concluons que P,” a au moins une solution v, € C(0,T;H) N L*(0,7;V) N
Wh2(0,T; V).
Pour 'unicité, soient vy, va, deux solutions de P,". Nous utilisons (4.56) & obtenir

pour p.p. t € (0,7T)
<®27](t) - 2'7177(15)a Van (t) - Uln(t»V’XV + <AU2n(t) - AUln(t), Uzn(t) — Uln(t)>V’><V S 0.

Intégrons 'inégalité précédente, en utilisant (4.48)(a), nous trouvons

1 t
5 l1v2n(8) = va (D17 + mA/O [v2q(s) — v1y(s)[[5ds < 0, ¥Vt € [0,T],

ce qui implique vy, = vgy. [l

On considére maintenant u, : [0,7] — V la fonction définie par
¢
Uy = / vy(s)ds + ug, Vt e [0,T]. (4.57)
0
Dans I’étude du probléme P,”, nous avons le résultat suivant.
Lemme 4.3.3. P," a une solution unique ayant la régularité exprimé dans (4.40).

Démonstration. La preuve du Lemme 4.3.3 est une conséquence du Lemme 4.3.2

et la relation (4.57). O

Deuxiéme étape.

Dans cette étape, nous utilisons la solution u, obtenue dans le Lemme 4.3.3.

Probléme Py". Trouver un champ de potentiel électrique ¢, : [0,T] — W tel que

d
D (CVh(t) — £ (ub(1), Vo ) e = (q(t), d)w Vo = (¢',6°) € Wt € [0,T]. (4.58)
=1
Nous avons le résultat suivant d’existence et d’unicité.

Lemme 4.3.4. [ existe une solution unique du probleme Py et cela satisfait la régu-

larité (4.41).
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Démonstration. Nous définissons la forme bilinéaire b : W x W — R par

d
b, ) = D (C'VE, Ve ) e Vo= (9", ¢°),0 = (¢',6°) € W. (4.59)
/=1

D’apres (4.59) ,(4.16) ,(2.18) et (2.20) avec l'inégalité de Holder, nous pouvons démon-
ter que la forme bilinéaire b est continue, symétrique et coercive sur W. Ainsi, gardant a
Desprit 'hypothese (4.15) sur le tenseur piézoélectrique &, la régularité u, € C1(0,T; H)
et ¢ € C([0,T]; W) dans (4.26), nous obtenons que la forme linéaire L, : [0,7] — W

définie par

(Ly(t), )w = (a(t), Dhw + ) _(E'(uy (1)), Ve ) e Vo € W, t € [0,T),

est continue sur W. En appliquant le théoréme de Lax-Milgram, nous démontrons qu'’il

existe un élément unique ¢, (t) € W tel que

b(gy(t), @) = (Ly(t), o)w Vo € W. (4.60)

Nous concluons que ,(t) est une solution de Py”. Soient t,t5 € (0,77, il résulte de

(2.18), (2.20), (4.15), (4.16) et (4.58) que

len(t1) = @n(ta)llw < Clluy(tr) = un(t)llv + [la(t:) = g(t2)l[w)- (4.61)

L’inégalité (4.61) et les régularités de u, et ¢ impliquent que ¢, € C([0,77; W). d

Troisiéme étape.

Maintenant, soit u € L2(0,T;Ey) fixé. Nous considérons le probléme auxiliaire
suivant, dont I'inconnue est le champ d’endommagement.

Probléme Py*. Trouver le champ d’endommagement a, [0, T] = Ej tels que

a,(t) € K, Kil(dﬁ(t), & = ap)r(an + alou(t), € — au(t))

2
> Z(uﬁ(t)755 - aﬁ(t))LQ(QE) ) vf eEK p.p-t € [07 T]v

=

.(0) = ap. (4.63)

(4.62)

—

o

Lemme 4.3.5. Pour tout u € L*(0,T; Ey), il existe une unique solution v, du probleme

auziliaire Py* satisfait (4.42).
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Démonstration. D’abord, I'inclusion de (Ey, ||.||g,) dans (Ep, ||.||z,) est continue
et partout dense, nous pouvons écrire un Triplet de Gelfand E) C Ey C FJ.
En suivant les mémes étapes que la preuve du lemme 3.3.1, notamment en ce qui
concerne l'opérateur a défini par (4.23) qui est linéaire, symétrique, continu ainsi est
vérifié (2.33) et comme oy € K et u € L*(0,T; Ep) il existe, d’aprés le théoréme 2.6.2,

une unique solution du probléme auxiliaire Py * satisfait (4.42). O

Quatriéme étape.

Pour chaque (n, u) € L*(0,T; V' x Ey) nous notons par u, la solution du probléme
P, fournie dans le Lemme 4.3.3, par ¢, la solution du probléme Py" fournie dans le
Lemme 4.3.4 et par «, la solution du probléme Py* fournie dans le Lemme 4.3.5. En
outre, nous appliquons le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet pour définir la

fonction A(n, p) : [0,7] — V' x Ey par

A(n(t), u(t)) = (A(n(t), u(t)), Aa(n(t), u(t))), (4.64)

ou Ay et Ay sont données par
2

(Ar(n(t), (1), vy = 32 (B ((up(t), o (1) + (E)" Vg (t),e(v)) 1, (4.65)

(=1

Aa(n(t), u(t)) = ;31 S (e (up (1), (1)) (4.66)

Lemme 4.3.6. Pour chaque (n, ) € L*(0,T;V' x Ey), la fonction A(n, i) appartient a
lespace L*(0,T;V'x Ey). Par ailleurs, l'opérateur A : L*(0,T; V' x Ey) — L?(0,T;V'x
Ey) posseéde un point fixe (n*, u*) unique.

Démonstration. Soient (ny, i1), (12, 2) € L*(0,T; V' x Ey). Pour simplicité, nous

utilisons les notations u,, = u;, ¢, = @; et a,, = o;, pour i = 1,2, nous avons

1AL (1, p0) (8) = Ay (2, p12) () o <Y 1B (e (ui (£)), () = B ((us(8)), a5(#)) e
(=1

2

+ D IE)Vei(t) — (€ Vh(t) e

/=1

En utilisant (2.12) et les hypothéses (4.14) sur BY et (4.15) sur £, on en déduit qu'il
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existe C' > 0 telle que

1A (s p2) (@) = Aa (2, p2) ()l < € (lua(t) = wa(®)[lv + [laa(t) = ca(t) ]z,

(4.67)
Hlpr () = w2() ).
Comme u; et uy ont la méme valeur initiale, il s’ensuit d’apreés (4.57) que
t
[[ua (2) = ua(t) v S/ [a1(s) = wa(s)l[vds, ¥t e[0,T]. (4.68)
0

Mettons n = 11, v = Uy puis n = n2,v = 4, dans (4.45), gardant a lesprit (4.47), en
combinant les inégalités résultantes, nous en trouvons
(thy — g, 0y — o)yrsey + (At — Adlg, Uy — Ug)vrxy < — (11 — N2, Uy — Un) vy

On a bien que 'opérateur A est fortement monotone d’aprés (4.48)(a), alors on intégre

cette derniére inégalité par rapport au temps, nous trouvons
t t
ma [ Nins) = (o) < = [ m(s) — ) ia(s) = ia(s)) v,
0 0

2 m
ol m4 = min(m 41, my42). En appliquant l'inégalité de Young |ab] < —a? + TAbQ, il
ma

existe C' > 0 vérifie

4um@—w@%@s04HM@—mw@wImwemfy (4.69)

En utilisant (4.68) et (4.69), nous concluons

lus (t) — w2 (1), < C/O In1(s) = m2(s)[[inds  p.p. t € (0, 7). (4.70)

Maintenant, nous employons les hypothéses (4.15) sur le tenseur piézoélectrique £
et (4.16) sur la permittivité électrique C* avec I'inégalité de Friedrichs-Poincaré (2.20),

il s’ensuit de (4.58) que
le1 () — 2l < Cllua(t) —ua (@), Yt € [0, 7). (4.71)

En outre, considérons g, us € L*(0,T; Ey) et pour simplifier I’écriture notons
a,, = o;,1 = 1,2. En utilisant I'inégalité (4.62) pour o = i1, & = o puis = 9, & = oy,

en additionnant les résultats obtenus nous avons

(A1 (t) — a(t), ar(t) — a(t))m, + alar(t) — aa(t), a1 (t) — aslt))

< () = pa(t), () = o))y, pop- £ € (0, 7).
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On intégre I'inégalité précédente, en utilisant a(aq (t) — as(t), ai(t) — as(t)) > 0 et le
théoréeme 2.3.4, pour la premiére membre, et en appliquant les inégalités de Holder et

de Young, pour la deuxiéme membre, on déduit que

t
los (t) — ca(t) 1, < 0/0 i1 (s) = pe2(s)I3,ds. (4.72)
Nous substituons (4.70)-(4.72) dans (4.67), nous obtenons
1AL (01 (5), 1 (5)) = Aa(ma(s), ra(s)) [

t (4.73)
< C/O (I (s) = ma(s) % + Nl (s) = pa(s)l, )ds.

Pour estimer Ay, soient (11, p1), (2, p2) € L*(0,T; V' X Ey). Posons u,, = u;, o, =

«; pour ¢ = 1,2, on obtient
2
1821, 12) () = Moo, p2) ()| < D 15 (el (1)), @1 (8)) — S (b (1)), a5(8)) ] 2.
=1
En utilisant 'hypothése (4.17) sur S* et I'égalité (2.12), il existe C' > 0 telle que

[A2(m(8), 11 () = Da(ma(t), ()] o < C(fJun(t) = wa(®)llv + [lar(t) — aa(t)]] i, ),

2 b2
ou encore, d’aprés I'inégalité de Young (ab < @ +

2 2)

1A2(ma (), 1 (8)) = Ao (112(8), p12(8) 1,
< O(lua(t) = ua (@)% + llon(t) — a2(t)IE, )-
Alors que (4.74) devient aprés une intégration sur [0,¢], en utilisant les estimations

(4.70) et (4.72)
[A2(11(s), p11(5)) = Da(na(s), pa(s)) | 5, ds

< 0/0 (71 (s) = ma(8) I + () = pa(s) | )l

Nous combinons les inégalités (4.73) et (4.75) pour obtenir

(4.74)

(4.75)

[A(m(s), pa(s)) — A(UQ(S)aMQ(S))H%/’xEO < C/O [(m1(s) = m2(s), pa(s) — MQ(S))H%/’xEov
[A(m(5), () —=A(a(5), 12(5)) 1T 5,

(4.76)
<c / 12 (5), 112(5)) — (ma(5). ()20 -
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En réitérant l'inégalité (4.76) m fois, on utilise la méme méthode qu’on a vu dans la

deuxiéme partie de cette these, il résulte

[A™ (11, 1) — A (772aﬂ2)||%2(0,T;V/xE0) < Tll(m,m) - (7727M2)||%2(0,T;V/xE0)»
= 0, cela implique pour m assez grand, que l'opérateur A™ :

Comme lim

m—oo M)
L*(0,T;V' x Ey) — L*(0,T;V' x Ej) est une contraction dans ’espace de Banach
L*(0,T; V' x Ey). 1l existe donc un unique (n*, u*) tel que A™(n*, u*) = (n*, u*) qui est
aussi I'unique point fixe de A, ce qui conclut la preuve. O

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour prouver le Théoréme 4.3.1.

4.3.2 Démonstration du Théoréme 4.3.1

Existence de la solution.

Soit (n*,u*) € L*(0,T;V' x Ejy) le point fixe de A et soit u, ¢ et « les solutions
des problémes P,", P3" et Py respectivement, pour n = n* et pu = p*, c’est-a-dire
U = Up , © = @ et a = a,+. Les égalités Ay(n*, p*) = n* et Ao(n*,p*) = n*
combinées avec (4.65) et (4.66) montrent que (4.36), (4.37) et (4.38) sont satisfaites.
Ensuite, (4.39) et la régularité (4.40)-(4.42) résulte des lemmes 4.3.3, 4.3.4 et 4.3.5.
Comme u € W'2(0,T;V) , il s’ensuit d’aprés 'équation (4.1) et les hypotheses (4.13)-
(4.15) que o € L*(0,T;H), et comme @& € L*(0,T;V') d’apres la régularité (4.40),
alors Dive? € L2(0,T; HY) d’aprés I'équation (4.4) et 'hypothése (4.18), ce qui est
impliqué la régularité (4.43). Ainsi la relation (4.2) et les hypotheses (4.15) et (4.16)
et les régularités (4.41) et (4.42) montrent que D € C(0,7; H), mais la régularité
(4.21) et I'équation (4.5) d’un coté et 'hypothése (4.20) de autre coté montrent que

div D' € L*(0,T; L*(92Y)) d’ot la régularité (4.44).

Unicité de la solution.

L’unicité de la solution est une conséquence de 'unicité du point fixe de 'opérateur

A défini par (4.64)-(4.66) et la résolvabilité unique des problémes P,", Py et Py*. [

106



Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons étudié deux problémes de mécanique de contact, le
premier est de processus quasi-statique & mémoire longue entre deux corps électro-
thérmo-élastiques avec frottement, endommagement, adhésion et compliance normale,
et I'autre est un probléme de contact bilatérale et de processus dynamique entre deux
corps électro-viscoélastique avec endommagement et frottement de Tresca.

Nous avons présenté une formulation des équations et des inéquations variationnelles
de chaque probléme a étudier, pour ceci en utilisant la formule de Green.

Enfin on a confirmé l'existence et 'unicité de la solution faible de chaque pro-
bléme, en utilisant quelques théorémes des inéquations quasi-variationnelles elliptiques
et d’évolution, théoréme du Lax-Milgram, théoréme de Cauchy-Lipshitz, puis les tech-

niques de point fixe de Banach et les inégalitées du lemme de Gronwall.
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