
République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministère de l�Enseignement Supérieur et de la Recherche Scienti�que

UNIVERSITE MOHAMED KHIDER, BISKRA

FACULTE des SCIENCES EXACTES et des SCIENCES de la NATURE et de la VIE

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Thèse présentée en vue de l�obtention du diplôme de

Doctorat en Sciences en Mathématiques

Option : Mathématiques pures

Par Mr. Chenini Lahcen

Titre :

Inégalités dans les algèbres de Banach commutative ne
possédant aucun idempotent non nul

Membres du Comité d�Examen :

Mr Zouhir Mokhtari Prof Univ. Batna1. Batna Président

Mr Abdelkader Mokhtari Prof Univ. A. T. Laghouat Rapporteur

Mr Maamar Benbachir Prof Univ. Blida1. Blida Examinateur

Mr Abita Rahmoune MCA Univ. A. T. Laghouat Examinateur

Mr Mencer Tidjani Prof Univ. M. K. Biskra Examinateur

Mr Nadji Hermas Prof Univ. A. Z. Djelfaa Examinateur

Soutenue publiquement le: 17/02/2022

2



République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministère de l�Enseignement Supérieur et de la Recherche Scienti�que

UNIVERSITE MOHAMED KHIDER, BISKRA

FACULTE des SCIENCES EXACTES et des SCIENCES de la NATURE et de la VIE

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Thèse présentée en vue de l�obtention du diplôme de

Doctorat en Sciences en Mathématiques

Option : Mathématiques pures

Par Mr. Chenini Lahcen

Titre :

Inégalités dans les algèbres de Banach commutative ne
possédant aucun idempotent non nul

Membres du Comité d�Examen :

Mr Zouhir Mokhtari Prof Univ. Batna1. Batna Président

Mr Abdelkader Mokhtari Prof Univ. A. T. Laghouat Rapporteur

Mr Maamar Benbachir Prof Univ. Blida1. Blida Examinateur

Mr Abita Rahmoune MCA Univ. A. T. Laghouat Examinateur

Mr Mencer Tidjani Prof Univ. M. K. Biskra Examinateur

Mr Nadji Hermas Prof Univ. A. Z. Djelfaa Examinateur

Soutenue publiquement le: 17/02/2022

2



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



                                                                                                                              

                                                

   

                                                

   

      

                    

               

٠ب وّب اٌذّذٌه٠أسةاٌّزٛاضع،اٌعٍّٟاٌعًّ٘زاإٔجبصعٍٝثفضٍٗأعبٕٟٔاٌزٜللهالحمذ       

 .سٍطبٔهٚعظ١ُٚجٙهيٌجلا٠ٕجغٟ

اٌزٞ ٠سش ٌٟ إرّبَ ٘زا اٌجٙذ اٌّزٛاضع، ٚاٌزٞ ِب وبْ ١ٌزُ ٌٛلا فضً الله أٚلا ثُ فضً  الحمذ لله

ضٛا عٍٟ ثعٍُّٙ، ٌُٚ ٠جخٍٛا عٍٟ ثٕظذُٙ، دزٝ أثّش أطذبة اٌفضً، اٌز٠ٓ رٌٍٛا ٌٟ اٌظعبة، ٚأفب

         جٙذٞ، ٚظٙش ٘زا اٌعًّ اٌّزٛاضع إٌٝ د١ض اٌٛجٛد.                                                                                

خبرُ الأٔج١بء، ٚإِبَ ٚاٌظلاح ٚاٌسلاَ عٍٝ أششف اٌّشس١ٍٓ، ِٚعٍُ اٌّع١ٍّٓ، س١ذٔب ِذّذ ثٓ عجذ الله 

 اٌمبئً ف١ّب سٚٞ عٓ اثٓ عّش سضٟ الله عّٕٙب فٟ اٌذذ٠ث اٌشش٠ف، اٌّشس١ٍٓ

مَهْ صَىعََ إِ  « ََ مَهْ دَعَبكُمْ فأَجٍَِبُُيُ،  ََ ِ فأَعَْطُُيُ،  مَهْ سَألََ ببِلَلهه ََ ِ فأَعٍَِزَُيُ،  مْ مَعْشَُفاب مَهِ اسْتعََبرَ ببِلَلهه ُُ ٍْ لَ

بفئُُِيُ، فإَِ  َُ مْ قذَْ كَبفأَتْمُُُيُ فَ ُُ ا أوَه َْ بفئُُِوًَُ، فبَدْعُُا لًَُ حَتهى تشََ َُ                                   »نْ لمَْ تجَِذَُا مَب تُ

جلُ عَبلمِبا مب تعََلهمَ، فإرا تشََكَ التهعَلُّمَ َظهَه أوًّ  : «قبل سعٍذ به جبٍش سحمً الله تعبلى          لا ٌضالُ الشه

ٍَلُ مب ٌُُن  قذ استغه                                                                                » َاكتفى بمب عىذي فٍُ أجَْ

شُ الىهبطَ » الىبً صلى الله علًٍ :   َعملا بقُل ُُ َ مَهْ لا ٌشَْ ُُشُ اللهه     «لا ٌشَْ

رششف ثزمذ٠ُ اٌشىش ٚاٌزمذ٠ش ٚاٌعشفبْ إٌٝ وً ِٓ سبُ٘ فٟ ٚأطلالبً ِٓ ٘زٖ اٌّعبٟٔ اٌسب١ِخ، فإٕٟٔ أ

إٔجبص ٘زا اٌعًّ، ٚأخض ثبٌشىش اٌع١ّك ولا ِٓ :                                                                                 
       

بلإششاف عٍٟ ٘زٖ ِٓ جبِعخ عّبس اٌث١ٍجٟ ثبلأغٛاط اٌزٞ رفضً ث مختبسي عبذالقبدسالبشَفٍسُس

اٌشسبٌخ، فٛجذد ِٕٗ اٌعطبء اٌٛافش، ٚاٌعٍُ اٌضاخش، ٚإٌظخ اٌسذ٠ذ، ٚاٌزٛج١ٗ اٌشش١ذ، ٚسدبثخ اٌظذس، 

                 ٚدسٓ اٌّعبٍِخ ِّب أعبٕٟٔ عٍٝ إرّبَ ٘زا اٌجٙذ فجضاٖ الله عٕٟ ٚعٓ طلاة اٌعٍُ خ١ش اٌجضاء .

جٕخ إٌّبلشخ اٌىشاَ عٍٝ رفضٍُٙ ثمجٛي ِٕبلشخ ٘زٖ فشىشٞ ِٛطٛي اٌٝ اٌسبدح الأسبرزح أعضبء ٌ 

الأطشٚدخ ٚعٍٝ ِب سٛف ٠مذِٛٔٗ ِٓ رٛج١ٙبد سذ٠ذح رذعُ ٘زا اٌجذث ٚ رسُٙ فٟ إخشاجٗ ثشىً

                                                                                                  ٚثعذ؛ ...أفضً فجضاءُ٘ الله عٕٟ خ١ش اٌجضاء:

  جبمعت  بسُشةِٓ  للبشَفٍسُس مختبسي صٌٍشثبٌج١ًّٚاٌعشفبْٚاٌزمذ٠شاٌشىشآ٠بدثأسّٝجٗٛأروّب 

كلعلىالجزاءخيرعّناويجزيهحسناته،ميزانفيذلك٠جعًالله أْٔسأي  الأطشٚدخ،٘زٖعٍٝثزشأسٌٗزفضٍٗ

.ٚجٗ اٌخظٛصلذَ ٌطٍجذ اٌعٍُ عِّٛب ٚطٍت اٌش٠بض١بد عٍٝ ٚما

                                                                                                                              

عٍٝ   1جبمعت البلٍذةِٓ  البشَفٍسُس امعمش بلبشٍشٌلأسزبر اٌفبضًاٌٛافشٚاٌثٕبءاٌجض٠ً،وّب أرمذَ ثبٌشىش

ٚلزٗ ٚع٠ٍِّّٕٚٓٗذٕٟاٌعًّ اٌّزٛاضع٘زابمىبقشت١ٌششفٕٟاٌسفشٚرذًّ عٕبءٛسثبٌذضس١بدرٗرىشَ

عٕب ٚعٓ اسشح اٌش٠بض١بد عبِخ خ١ش اٌجضاء .       للهوً الادزشاَ ٚاٌزمذ٠ش  فجضاٖ ِٕبفٍس١بدرٗ .اٌث١ّٓ

 



 

              

    

 

 

 

 

 

 

       

                 

 

     

            

    

       

           

                                                                                                       

                                                

                                                                                                       

 

                                                

 اْ ٠جبسن

البشَفٍسُس فإلى

                                                   

               
           

               

عٍٝ رىشَِٓ جبِعخ الأغٛاط   الذكتُس عبٍتت سحمُن اٌفبضًب أسزبرٔإٌٝ ٚاِزٕبٟٔشىشٞثعظ١ُٚأرمذَ 

اٌث١ّٓ ٚلزٗ ٚع٠ٍِّّٕٚٓٗذٕٟاٌعًّ اٌّزٛاضع٘زابمىبقشت١ٌششفٕٟاٌسفشٚرذًّ عٕبءثبٌذضٛسس١بدرٗ

 .ٚأٍ٘ٗ ٚجضاٖ الله عٕب خ١ش اٌجضاء فٟ اٌذاس٠ٓٚعٍّٗٚعٍّٗطذزٗفٌٟٗالله،ٚثبسناٌجضاءخ١شعٕٟاللهفجضاٖ

ِٓ جبِعخ اٌجٍفخ اٌزٞ رعٍّذ  وبجً ٌشمــبط أٚائٍٙب أٔسزٕٟلذالأِٛسأٚاخشأْأدذا٠ذسجٓٚلا 

ِعٗ ٚ ِٕٗ ِعبٟٔ ٚدت اٌش٠بض١بد ا٠بَ وٕب طٍجخ فٟ اٚاخش اٌثّب١ٕٔبد ٚثذا٠خ اٌزسع١ٕبد ِٓ اٌمشْ اٌّبضٟ . 

١ٌششفٕٟ اٌسفشٚرذًّ عٕبءثبٌذضٛسس١بدرٗرىشَعٍٝ ٚاِزٕبٟٔشىشٞثعظ١ُأرمذَ ٚعشفبٔب ِٕٟ  ثبٌج١ًّ 

،ٚثبسناٌجضاءخ١شعٕٟاللهاٌث١ّٓ فجضاٖٚلزٗ ٚع٠ٍِّّٕٚٓٗذٕٟاٌعًّ اٌّزٛاضع٘زاثذعٛرٗ ٌٍذضٛس ٚاثشاء

  عٕب خ١ش اٌجضاء.اللهفجبصٖٚاٌعبف١خاٌظذخثٛافش٠ّٚذٖف١ٗ أْاللهٚأٍ٘ٗ ٚأدعٛٚعٍّٗٚعٍّٗطذزٗفٌٟٗالله

اٌىش٠ُ أسزبرٔبإٌٝ وً اٌضِلاء اٌىشاَ فٟ لسّٟ اٌش٠بض١بد ثجبِعزٟ الاغٛاط ٚ غشدا٠خ  ٚعٍٝ سأسُٙ  

باٌزٞ وبْ البشَفٍسُس قشببتً قذَس ًّ فجضاٖ الله عٕب  ٚرٛج١ٙبرٗ ثّسبعذارٗع١ٍٕب٠جخًٌُد١ث  إٌٝ جبٔجٟدائ

            ٚعٓ طلاة اٌعٍُ خ١ش اٌجضاء.

                                                                                                       

إٌـٝ ِٓ عٍّٟٛٔ دشٚفبً ِٓ ر٘ت ٚوٍّبد ِٓ دسس ٚ عجبساد ِٓ أسّٝ ٚ أجٍٝ عجبساد فٟ اٌعٍُ إٌـٝ ِٓ 

إٌجبح إٌـٝ أسبرزرٟ اٌىشاَ ولا ثبسّٗ ٚ ولا طبغٛا ٌٟ ِٓ عٍُّٙ دشٚفب ِٚٓ فىشُ٘ ِٕبسح ر١ٕش ٌٕب ِس١شح اٌعٍُ ٚ

٠ٍِٓذمُٙٚسجبء إْ،دست ِٛلعٗ  ِٓ الاثزذائٟ اٌٝ اٌجبِعٟ فبلله أسبي اٌشدّخ ٚاٌّغفشح ٌىً ُِٕٙ ِٓ ِبد 

 ٚاْ ٠ّذٜ الله اٌظذخ ٚاٌعبف١خ ٚطٛي اٌعّش ٌىً ِٓ ٘ٛ دٟ ٠شصق . ٚرخشٖ،رٌهالأجش

اٌخ١شف١ٗاٌعٍّٟ ٚ اْ ٠ىْٛاٌجذذطش٠ك عٍِٝٛفمخثذا٠خاٌعًّ زا٠٘ىْٛأْعض ٚجً اللهأدعٛا ٚخزبِب 

لظذد.إ١ٌٗف١ّبٚفمذأوْٛٚاْٚ اٌذ١ٔب،ٌٍذ٠ٓٚاٌثٛاة

وٕذ لذٚاْأطجذ فّٓ الله إٌّبْ ،وٕذ لذفإْ،ٚدذٖللهفبٌىّبي،أدعٟ  إٟٔ لذ ثٍغذ اٌىّبيلاٚفٟ إٌٙب٠خ

    سةللهاٌذّذأْدعٛٔبٚآخش ،ِٕٗ ثش٠ئبْ ٚسسٌٛٗ طٍٝ الله ع١ٍٗ ٚسٍُ لله فّٓ ٔفسٟ ِٚٓ اٌش١طبْ, فبأخطأد
 

 

 

دسٓفٟٚ لذٚح ٚأخلال١خ ل١ّخ ع١ٍّخاٌزٞ ٠عذ جبمعت بسُشةِٓ  الذكتُس مىبصش تجبوً أسزبرٔب اٌفبضًأِب

٘زا اٌعًّ  مىبقشت س١بدرٌٗزمجًٚالاِزٕبْٚاٌزمذ٠شثخبٌض اٌشىشأرٛجٗفٍس١بدرٗاٌغض٠ش،ٚاٌعٍُٚاٌزٛاضعاٌخٍك

 اٌعٍّٟ اٌّزٛاضع ساج١ب ِٓ الله اْ ٠ذفع س١بدرٗ ِٓ وً ِىشٖٚ ٚاْ ٠جبص٠ٗ الله خ١ش اٌجضاء.

 

 الباحث  شىيىي لحسه



 

 

 

 

 

 قال الله تعالى في كتابه الكريم

                                                                          بسم الله الرحمه الرحيم    

 (251)فاَذْكُرُوويِ أذَْكُرْكُمْ وَاشْكُرُوا ليِ وَلََ تكَْفرُُونِ( )سورة البقرة، الآيت 

                                     .ٔأتدا   دائًا   لله انذًد تذصٗ، لأ تعد لا انتٙ َعًّ عهٗ لله انذًد

 ْذا انعًم انًتٕاظع انٗ اْد٘

انزسانة ٔأدٖ الأياَة .. َٔصخ الأية .. إنٗ َثٙ انزدًة َٕٔر   إنٗ يٍ تهغ

                                                                                                                    انعانًٍٛ 

 تسهًٛا كثٛزا  صهٗ الله عهّٛ ٔسهى سٛدَا يذًد

 ٚصثز،ٔدٍٛ انثلاء  ٚستغفز،ٔدٍٛ انذَة  ٚشكز،غٕتٗ نًٍ دٍٛ انعطاء 

  .تأخزٔٚعهى أٌ رسقّ تٛد الله إٌ تقدو أٔ 

غٛة ثزاْا ٔ اكزو يثٕاْا  ٔٔاغفز نٓا  اردًٓا  انهٓىانٗ رٔح  أيٙ انغانٛة 

َٕر يزقدْا ٔ عطز يشٓدْا ٔ غٛة ٔ ٔاجعم انجُة يستقزْا ٔ يأٔاْا

 ٔ آَس ٔدشتٓا ٔ اردى غزتتٓا ٔ قٓا عذاب انقثز ٔ عذاب انُارٔ يعجعٓا

فسخ نٓا فٙ قثزْا ٔ  ٔ َقٓا يٍ خطاٚاْا كًا ُٚقٗ انثٕب الأتٛط يٍ اندَس

عة َقهٓا يٍ ظٛق انهذٕد ٔ انقثٕر إنٗ سٔ   ُةاجعهٓا رٔظة يٍ رٚاض انج

ء . ٔانشٓدا يٍ انصدٚقٍٛ ٔ انصانذٍٛ اندٔر ٔ انقصٕر يع انذٍٚ أَعًت عهٛٓى

ٔاكتثٓى  فٙ انشٓداء انذٍٚ تٕفٛتٓى فٙ ْذا   انًسهًٍٛ يٕتٗ جًٛع اردى انهٓى

  انعانًٍٛ ٚارب انٕتاء 

 انعافٛة. ذة ٔإنٗ أتٙ انًثجم أغال الله فٙ عًزِ ٔأيدِ تانص

 



 

 

 

 جهدي الدؤوب ,,, ...أهدي ثمزة الى أعش الىاص

                                                               .وأولادهم سوجاتهم مع مل من مبارك ومصطفى الأعشاء اخىاحي ئلى

ئلى مل الأهل والأقارب ... جميعا وفقهم الله أخىاحي وأسواجهن وأولادهن  ئلى مل من 

 وضدد خطاهم.

شة وضىدي ومعيني ومن لها الفضل في اهجاس هذا العمل  الى رفيقت دربي سوجتي العشٍ

ى أبىــــائي و الومـإاسرة لخـذليل مل الصعاب.  وئخزاجه بعد الله بما حـباوي بها من وقفـاث

بتهيئت الجى  فلذاث لبدي و قزة عيني عصام وصلاح ودعاء ومحمد على مبادرتهم

 رػم جقص
ً
 المىاضب لي دوما

ً
 بطبب اوشؼالي عنهم ولخهىن لهم هبراضا

ً
يري بحقهم أحياها

                                                                   ًخلق الدافع لديهم لمىاصلت جحصيلهم العلمي لبلىغ أعلى الدرجاث العلميت

                                                                                والمحبت المىدة لي ًنن من ئلى

اهدي عملي هذا الى مل المزض ى الذًن ٌعاهىن في صمذ والى مل من ًقىم بمطاعدتهم 

                            .بأمزه واهخم ًديم، رأص على مسح من مل من جىىد الجيش الابيض .وئلى

اضياث  والاعلام الالي  بجا   ئلى مل الأصدقاء  معت  ػزداًت والى جميع طلبت قطم الزٍ

                                                          الأوفياء والشملاء الأعشاء التي جمعخني بهم الحياة 

                              ئلى مل من جال مفنزحي وضقط ضهىا من قلمي ولم جنخبهم مذلزحي

                                             بها وجذلزها بدعائهم ئلى مل من جصفح هذه المذلزة واهخفع

                                                          ئلـى مل من ًبحث عن المعزفت بين ثىاًا هذه المذلزة

 ئلى مل من ٌعزفني ولا أعزفه

جشاءهم الله عني خير  ئلى جميع من مان له دور و ئضهام في مطاعدحي لإهجاس هذا العمل

                                                                                                            الجشاء.                     

م.  لىجهه النزٍ
ً
 وأضال الله أن ًىفعىا به و ًجعله خالصا

 الباحث  شىيىي لحسه



 

 

      

 

مـــلخـــــص

 

ة  بعض المتباٌنات فً جبور باناخ التبدٌلٌة , ذات وحدة مقربة ومحدودة  و التً لا تملك عنصر نهتم فً هذه  الاطروحة بدراس               

عدٌمة النمو. لقد

 

جبر  أنه إذا كانت  حٌث تم اثبات فً الفصل الرابع من هذه الاطروحة و اعتمادا على المقال العلمً  المرقم تحت  

 

     حتوي على وحدة تقرٌبٌة تسلسلٌة محدودة تبدٌلً ٌ باناخ

 

 : بحٌث ٌكون 

‖  ‖     و         

 

           ‖  
    ‖  

 

 √ 
 

ٌملك وحدة مقربة ومحدودة  و التً لا تملك عنصر عدٌمة النمو انظر  نظرٌة   اذا الجبر 

 

بمعنى المخالفة  انه اذا اي  2.4و التوطئة  4 .1 .

كان  الجبر 

 

  1.4لا ٌملك وحدة مقربة ومحدودة  و التً لا تملك عنصر عدٌمة النمو  عندئذ فان النتٌجة  

       
    

‖  
    ‖  

 

 √ 

 

اذن

 

 

 

بهذا النوع من عدٌمة القوى كما تمت دراسة الخصائص المختلفة المتعلقة  عناصر لدٌه وحدة متسلسلة تقرٌبٌة محدودة تتكون من
كتطبٌق، نعطً المثال التالً، الجبر الجزئً المغلق الذي تم إنشاؤه بواسطة نصف زمرة المتباٌنات

 

         مستمرة 

 

ومحدودة فً نقطة  

الأصل

 

 .الفصلهذا  من  3كما  هو موضح  فً القسم 

  

ما اضافة الى الفصلٌن الاول والثانً لتمهٌدٌٌن فان الفصل الثالث ٌتمحور دراسة جبور باناخ التبدٌلٌة التً تملك وحدة مقربة ومحدودة مدع 

 . ذلك ببعض الامثلة التوضٌحٌة

.النمو عنصر عدٌم  ; جبر باناخ ; نصف زمرة ;    الكلمات المفتاحٌة: وحدة تقرٌبٌة
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Résumé 

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l'étude de certaines inégalités dans une algèbre de 

Banach commutative   possédant une unité approchée borné séquentielle qui ne possède 

aucun idempotent non nul. Il a été prouvé dans le quatrième chapitre de cette thèse et 

d'après l'article scientifique référé sous tel que si   est une algèbre commutative de 

Banach contenant unité approché borné séquentielle       telle que :                                               

‖  ‖    et            ‖  
    ‖  

 

 √ 
. 

Donc   possède une unité approchée borné séquentielle ne possède aucun idempotent non 

nul.  

Les différentes propriétés liées à ce type d'inégalités ont été étudiées comme application. 

Nous donnons l'exemple suivant, une sous algèbre fermée qui est construite par un semi-

groupe continu            et bornée au point d'origine comme le montre la section 3 de ce 

chapitre. 

En plus des premier et deuxième chapitres que l'introduction, le troisième chapitre se 

concentre sur l'étude des Algèbres de Banach, commutatives qui a une unité approché 

borné, soutenue par quelques exemples illustratifs. 

Mots-clés:    unité approchée ; semi-groupe ; algèbre de Banach; élément idempotent.  

 

Abstract 

In this thesis, we are interested in the study of certain inequalities in a commutative Banach 
algebra possessing a bounded sequential approximate unit that has nonzero idempotent. It 
was proved in the fourth chapter of this thesis and according to the scientific article referred 
under , such that if   is a commutative Banach algebra containing approximate bounded 

sequential unit       such that ‖  ‖    and            ‖  
    ‖  

 

 √ 
.  

so   has abounded sequential approximate unit has nonzero idempotent. 

The different properties linked to this type of inequality have been studied as an application. 
We give the following example, a closed sub algebra which is constructed by a continuous 
semi-group and bounded at the point of origin as shown in section 3 of this chapter. 

In addition to the first and second chapters as the introduction, the third chapter focuses on 
the study of commutative Banach Algebras, which has abounded approximate unit, 
supported by some illustrative examples. 

Keywords: Approximate unit; semigroup; Banach algebra; idempotent element. 

[16]
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INTRODUCTION

Une suite (en)n d’éléments d’une algèbre de Banach A est dite unité approchée
bornée séquentielle (u.a.b.s.) s’il existe une constante M telle que :

||en|| < M pour n ∈N et ∀x ∈ A lim
n→∞

enx = lim
n→∞

xen = x.

On dit que la série
∑+∞

n=0 un ou un ∈ A est normalement convergente si et

seulement si la série (réelle)
+∞∑
n=0
‖un‖ est convergente.

Pour tout α ∈ R, pour tout x ∈ A tel que ‖x‖ < 1, on a (e + x)α = e +
+∞∑
n=1

α(α−1)...(α−n+1)
n! xn.

Dans une algèbre de Banach un élément idempotent est un élément x tel que
x2 = x. Il est dit non trivial si x est non nul et s’il est différent de e (e désigne
l’élément neutre de l’algèbre A).

Soit A une algèbre de Banach commutative, et soit x ∈ A, le point de départ
est la construction des idempotents A. On montre que si

‖x‖ <
2
√

3
et

∥∥∥x3
− x

∥∥∥ ≤ 2
√

3
,

alors on a un idempotent.

p (x) =
e
2

+

√
3

2

(
x −

2
√

3

) (
e +

√
3

2
x
) 1

2
(
e +

3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
)−1

2

, (Lemme 4.1).

Dans le cas où l’algèbre A possède une unité approchée séquentielle (en)n telle
que : ∥∥∥∥∥∥

√
3

2
en

∥∥∥∥∥∥ < 1 et
∥∥∥e3

n − en

∥∥∥ < λ, 0 < λ <
2
√

3
,

2
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alors (en)n est une unité approchée bornée séquentielle formée par des idempo-
tents (théorème 4.1).

Si (T (t))t>0 un semi-groupe continu, et si A l’algèbre engendrée par le semi-
groupe, on montre alors que si A n’est pas unitaire, alors la distance ‖T (3t) − T (t)‖
ne peut pas devenir petite près de l’origine, plus précisément on a

lim sup
t→0+

‖T (3t) − T (t)‖ ≥
2

3
√

3
.

Dans le cas d’une algèbre de Banach commutative possédant une unité appro-
chée bornée séquentielle (en)n bornée et si A ne possède aucun idempotent non
nul, alors

lim inf
n→+∞

∥∥∥e3
n − en

∥∥∥ ≥ 2

3
√

3
(corollaire 4.1).

Le chapitre 1 constitue un rappel des algèbres de Banach. Le chapitre 2 pré-
sente les semi-groupes dans une algèbre de Banach. Par contre le chapitre 3 est
consacré aux unités approchées bornées dont les résultats obtenus font l’objet
d’une publication internationale à une revue de catégorie A [2]. Finalement, le
manuscrit est clôturé par une conclusion qui comprend un bilan de notre travail
ainsi que les persepctives envisagées.
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CHAPITRE 1

ALGÈBRES DE BANACH COMMUTATIVES
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1.1. GÉNÉRALITÉS

1.1 Généralités

Dans la suite, A est une algèbre de Banach commutative complexe avec
élément unité e.

Définition 1.1 [3, 4]Soit A un espace vectoriel, muni d’une troisième loi nommée
multiplication. A est une algèbre si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. x
(
yz

)
=

(
xy

)
z ∀ x, y, z ∈ A.

2.
(
x + y

)
z = xz + yz, x

(
y + z

)
= xy + xz ∀ x, y, z ∈ A.

3. λ
(
xy

)
= (λx) y = x

(
λy

)
∀ λ ∈ R ou C ∀ x, y ∈ A.

Si xy = yx pour tout x, y ∈ A, alors l’algèbre A est commutative.
S’il existe e ∈ A tel que xe = ex pour tout x ∈ A, alors l’algèbre A est unitaire et e

est l’élément unité de A.
Un élément x de A est inversible s’il existe un élément y ∈ A, xy = yx = e, et

on notera x−1 l’inverse de l’élément x et Inv(A) l’ensemble des éléments inversibles de
l’algèbre A.

Si A est un espace vectoriel normé, tel que

∀x, y ∈ A :
∥∥∥xy

∥∥∥ ≤ ‖x‖ ∥∥∥y
∥∥∥ . (1.1)

Alors A est une algèbre normée. De plus ‖e‖ = 1.
Si A est complète pour cette norme, alors l’algèbre A est appelée une algèbre de

Banach.

Sous-algèbre

Définition 1.2 [5]Soit A une algèbre sur le corps K. Un sous espace vectoriel B ⊆ A
est appelé sous-algèbre de A si

x ∈ B, y ∈ B implique xy ∈ B.

Remarque 1.1 À partir de cette inégalité :

∀ x, y ∈ A :
∥∥∥xy

∥∥∥ ≤ ‖x‖ ∥∥∥y
∥∥∥, (1.2)

alors la multiplication dans l’algèbre de Banach est une opération(
x, y

)
7−→ xy

continue pour les deux variable x, y puisque si

xn −→ x

5



1.2. ADJONCTION D’UNE UNITÉ [1]

et
yn −→ y

alors
xnyn −→ xy.

Car
xnyn − xy = (xn − x) yn + x

(
yn − y

)
.

En particulier, si xn −→ x et yn −→ y donc

xny −→ xy et xyn −→ xy. (1.3)

On peut Remplacer (1.2) par (1.3)

Remarque 1.2 Si A admet un élément unité e, alors e est unique car si e, e′ deux
éléments unités on a ee′ = e′e = e.

Définition 1.3 Soit A une algèbre, un sous-algèbre I ⊂ A s’appelle idéal à gauche de
l’algèbre A si :

x ∈ A, y ∈ I, alors xy ∈ I.

un idéal à droite si
y ∈ A, z ∈ I, alors zy ∈ I.

Un idéal qui est à la fois idéal à gauche et idéal à droite est appelé idéal bilatère. Dans
toute algèbre A, il existe deux idéaux triviaux I = {0} et I = A tous les autres idéaux
sont appelés idéaux propres. Un idéal maximal est un idéal propre qui n’est contenu
dans aucun idéal propre.

Algèbre quotient

Définition 1.4 Dans l’espace quotient A/I d’une algèbre par son idéal I, on peut
définir pour les éléments de A non seulement les opérations linéaires mais encore une
multiplication : soient x ∈

·

x, y ∈
·

y on définit le produit
·

x
·

y comme classe contenant le
produit xy .

1.2 Adjonction d’une unité [1]

Supposons que l’algèbre A n’admet pas d’élément unité. Alors on peut rame-
ner le cas non unitaire au cas unitaire par une opération standard dite adjonction

6



1.2. ADJONCTION D’UNE UNITÉ [1]

d’une unité [6] (d’ailleurs c’est possible même si l’algèbre originale A est unitaire).
On munit l’ensemble A# = A × C par des opérations :

(x, λ) +
(
y, µ

)
=

(
x + y, λ + µ

)
?

α (x, λ) = (αx, αλ)?
(x, λ)

(
y, µ

)
=

(
xy + λy + µx, λµ

)
et x, y ∈ A, λ, µ ∈ C.

Théorème 1.1 A# est une algèbre admettant un élément unité e = (0, 1) .

On identifié A à l’idéal maximal de A# formée des éléments (x, 0) et on écrit x+λe
au lieu de (x, λ).
Démonstration. La fonction (a, λ) → ‖a‖|λ| définit bien une norme. De plus, si
(an, λn) est une suite de Cauchy, alors an et λn sont toutes deux de Cauchy. On
déduit alors de la complétude de A et de C que A# est complète pour cette
norme. Donc A# est une algèbre de Banach.

Exemple d’algèbre de Banach sans élément unité

Définition 1.5 [7]On désigne par L1(R) l’espace vectoriel des fonctions de R dans C
intégrable au sense de Lebesgue, pour f ∈ L1(R) on pose :

‖ f ‖1 =

∫ +∞

−∞

| f (t)|dt

‖.‖1 est une norme sur L1(R) et muni se cette norme L1(R) est un espace de Banach.
pour f et g éléments de L1(R), on définit le produit convolution de f par g et on note

f ∗ g la fonction

[ f ∗ g](x) =

∫ +∞

−∞

f (t)g(x − t)dt.

L’intégrale ci-dessus est bien définie presque partout.

Proposition 1.1 [7]Soient f , g et h des éléments dans L1(R). Alors :
1) f ∗ g = g ∗ f .
2) ‖ f ∗ g‖1 ≤ ‖ f ‖1‖g‖1 et f ∗ g est un élément de L1(R).
3) f ∗ (g ∗ h) et ( f ∗ g) ∗ h ∈ L1(R) avec f ∗ (g ∗ h) = ( f ∗ g) ∗ h.
4) f ∗ (αg + h) et α f ∗ g + f ∗ h ∈ L1(R) avec f ∗ (αg + h) = α f ∗ g + f ∗ h pour tout
α ∈ C

Démonstration. Soient f , g, h ∈ L1(R) et α ∈ C, alors :

7



1.2. ADJONCTION D’UNE UNITÉ [1]

1.

( f ∗ g)(x) =

∫ +∞

−∞

f (t)g(x − t)dt

=

∫ +∞

−∞

g(x − t) f (t)dt

=

∫
−∞

+∞

g(s) f (x − s)d(x − s)

=

∫ +∞

−∞

g(s) f (x − s)ds = (g ∗ f )(x)

2. en utilisant le théorème de Fubini,

‖ f ∗ g‖1 =

∫ +∞

−∞

|( f ∗ g)(x)|dx

=

∫ +∞

−∞

|

∫ +∞

−∞

f (t)g(x − t)dt|dx

≤

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞

| f (t)||g(x − t)|dx
]

dt

donc

‖ f ∗ g‖1 ≤
∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞

| f (t)||g(x − t)|dx
]

dt

=

∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞

| f (t)||g(x − t)|dt
]

dx

= ‖ f ‖1‖g‖1, où y = x − t

d’où
‖ f ∗ g‖1 ≤ ‖ f ‖1‖g‖1, alors f ∗ g ∈ L1(R)

3. Pour démontrer f ∗ (g ∗ h) et ( f ∗ g) ∗ h ∈ L1(R) en utilisant 2) et le produit
de convolution est associatif car

( f ∗ (g ∗ h))(y) =

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞

f ((y − x) − t)g(t)dt
)

h(x)dx

=

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

f (y − T)g(T − x)h(x)dxdT

=

∫ +∞

−∞

f (y − T)
∫ +∞

−∞

(
g(T − x)h(x)dx

)
dT

= (( f ∗ g) ∗ h)(y), où T = x + t, soit t = T − x, et dt = dT.

8



1.2. ADJONCTION D’UNE UNITÉ [1]

4. On utilise la même technique.
D’après la proposition (1.1), l’espace L1(R) est une algèbre de Banach com-
mutative non unitaire, et par une opération standard dite adjonction d’une
unité on munit l’ensemble L1] = L1(R) × C = {( f , α)/ f ∈ L1(R), α ∈ C}.
On écrit f + αI au lieu de ( f , α) et I la fonction identique.

( f , α) + (g, β) = ( f + g, α + β),
( f , α)(g, β) = ( f g + αg + β f , αβ),

est la norme :
‖( f , α)‖ = ‖ f ‖L1 + |α| .

On obtient une algèbre de Banach unitaire.

Exemple 1 i) L’espace B (E) des opérateurs bornés sur l’espace de Banach E, muni de
la norme

‖T‖B(E) = sup
x∈E
x,0

‖Tx‖E
‖x‖E

= sup
‖x‖≤1
‖Tx‖E

et l’opération composition définie par

G : E T
−→ E S

−→ E, x 7−→ Tx 7−→ STx

B (E) est une algèbre de Banach. En effet d’après la définition de la norme, il résulte

‖G‖ ≤ ‖S‖ ‖T‖ ,

par suite la composition de deux opérateurs de B (E) est continue. Si E , {0} ,
l’espace B (E) est une algèbre de Banach unitaire, l’élément unité 1B(E) = IdE.

ii) L’ensemble K (E) des opérateurs compacts de B (E) est un idéal bilatère de l’algèbre
de Banach B (E).

iii) Soit K un espace compact non vide, considérons l’espace de Banach C (K) des
fonctions continues sur K à valeurs complexes muni du produit usuel :(

f g
)

(z) = f (z) g (z) , z ∈ K

et de la norme ∥∥∥ f
∥∥∥ = sup

z∈K

∣∣∣ f (z)
∣∣∣

C’est une algèbre de Banach commutative unitaire ; l’élément unité est la fonction
constante 1.

9



1.2. ADJONCTION D’UNE UNITÉ [1]

iv) L’espace C∞ (X) des fonctions continues bornées sur un espace topolo-gique X, muni
des opérations habituelles est une algèbre. Cas particulier du précédent, l’espace
C (X) des fonctions continues sur un espace compact X est une algèbre .

v) l’espace C0 (X) des fonctions continues et nulles à l’infini sur un espace localement
compact X muni de la norme de convergence uniforme, et les opérations habituelles,
est une algèbre.

vi) L’espace vectoriel Cc (Rn) des fonction continues à support compact dans Rn, muni
du produit convolutif est une algèbre commutative non unitaire. Prouve de l’as-
sociativité : Soient f , g et h trois éléments de Cc (Rn). Pour a ∈ Rn donné, la
fonction

x, y 7−→ f
(
a − x − y

)
g (x) h

(
y
)

est continue et à support compact sur R2n, donc intégrable surR2n en appliquant
le théorème de Fubini :∫
R2n

f
(
a − x − y

)
g (x) h

(
y
)

dxdy =

∫
Rn


∫
Rn

f
(
a − x − y

)
g (x) dx

 h
(
y
)

dy

=

∫
Rn

(
f ∗ g

) (
a − y

)
h
(
y
)

dy =
[(

f ∗ g
)
∗ h

]
(a) .

En intégrant d’abord par rapport à y on trouve que l’intégrale considérée est égale
à
[(

f ∗ h
)
∗ g

]
(a) . La commutativité de la convolution permet alors de conclure.

vii) Soit L1 (R) l’espace des fonctions intégrables

f : R −→ C

muni de la norme ∥∥∥ f
∥∥∥

L1 =

+∞∫
−∞

∣∣∣ f (t)
∣∣∣ dt

et du produit (
f ∗ g

)
(s) =

+∞∫
−∞

f (t) g (s − t) dt

est une algèbre de Banach non unitaire, et par adjonction d’une unité l’espace
L1 (R) × C muni de la norme∥∥∥( f , λ

)∥∥∥ =
∥∥∥ f

∥∥∥
L1 + |λ|
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et la multiplication (
f , λ

) (
g, µ

)
=

(
f ∗ g + λg + µ f , λµ

)
est une algèbre de Banach unitaire.

viii) l’espace de Banach L1 ([0, 1]), muni de la norme

∥∥∥ f
∥∥∥ =

1∫
0

∣∣∣ f (t)
∣∣∣ dt, f ∈ L1 ([0, 1])

et pour f , g ∈ L1 ([0, 1]), on définie f ∗ g par

(
f ∗ g

)
(t) =

t∫
0

f (t − s) g (s) ds, t ∈ [0, 1]

est une algèbre de Banach qui s’appelle algèbre de Volterra. Elle n’admet pas
d’élément unité.

1.3 Morphismes d’algèbres

Soient A,B deux algèbres sur un même corps k. Une application ψ : A −→ B
s’appelle morphisme (homomorphisme) de l’algèbre A dans l’algèbre B si elle
est un morphisme de l’espace vectoriel A dans l’espace vectoriel B et si deux
éléments quelconques x1, x2 de l’algèbre A satisfont à la relation : ψ (x1.x2) =
ψ (x1) .ψ (x2) . Un morphisme ψ de l’algèbre A dans l’algèbre B s’appelle iso-
morphisme de l’algèbre A dans l’algèbre B s’il est un isomorphisme de l’espace
vectoriel A dans l’espace vectoriel B .

Remarque 1.3 Un morphisme complexe sur l’algèbre A est un morphisme non identi-
quement null de l’algèbre A dans l’algèbre C .

Proposition 1.2 Si ψ un morphisme complexe sur l’algèbre A ayant un élément unité
e, alors ψ (e) = 1 et ψ (x) , 0 pour tout x inversible dans A.

Démonstration. Puisque f est non identiquement nulle, il existe y ∈ A tel que

f
(
y
)
, 0.

Comme f
(
y
)

= f
(
ye

)
= f

(
y
)

f (e) donc f (e) = 1. Si x est inversible, alors

f (x) f
(
x−1

)
= f

(
xx−1

)
= f (e) = 1.

Par conséquent f
(
y
)
, 0.

11
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1.4 Homomorphismes et algèbres quotients

Proposition 1.3 Soit I un idéal propre fermé dans une algèbre de Banach A et soit
l’application quotient

P : A −→ A�I, x 7−→
·

x

Alors l’espace A�I muni de la norme quotient est une algèbre de Banach et P est un
homomorphisme.

Démonstration. D’après la proposition1.3, l’espace A�I muni de la norme quo-
tient est un espace de Banach, nous montrerons que A�I est une algèbre de
Banach. Si x′ − x ∈ I et y′ − y ∈ I, on a

x′y′ − xy = (x′ − x) y′ + x
(
y′ − y

)
, (1.4)

par la suite x′y′ − xy ∈ I, donc P
(
x′y′

)
= P

(
xy

)
. La multiplication dans A�I est

défini par :
P (x) P

(
y
)

= P
(
xy

)
, x, y ∈ A, (1.5)

d’après la remarque 1.3, l’espace A�I est une algèbre. D’autre part, puisque
‖P (x)‖ ≤ ‖x‖ , d’après la définition de la norme quotient, donc P est continue.
Soient xi ∈ A (i = 1, 2) et δ > 0. Alors∥∥∥xi + yi

∥∥∥ ≤ ‖P (xi)‖ + δ , (i = 1, 2). (1.6)

Puisque (
x1 + y1

) (
x2 + y2

)
∈ x1x2 + I,

on a
‖P (x1x2)‖ ≤

∥∥∥(x1 + y1
) (

x2 + y2
)∥∥∥ ≤ ∥∥∥x1 + y1

∥∥∥ ∥∥∥x2 + y2

∥∥∥ , (1.7)

et d’après (1.6) on a

‖P (x1) P (x2)‖ ≤ ‖P (x1)‖ ‖P (x2)‖ . (1.8)

Finalement si e est l’élément unité de A, alors (1.5) montre que P (e) est l’élément
unité de A�I, et puisque P (e) , 0, (1.8) montre que

‖P (e)‖ ≥ 1 = ‖e‖ .

Puisque
‖P (x)‖ ≤ ‖x‖ , pour tout x ∈ A,

alors
‖P (e)‖ = 1.

Remarque 1.4 L’algèbre quotient A�I est commutative dès que l’algèbre A l’est.

12



1.4. HOMOMORPHISMES ET ALGÈBRES QUOTIENTS

1.4.1 Propriétés fondamentales du spectre

Définition 1.6 Soit x un élément d’une algèbre de Banach A. On appelle spectre de x
l’ensemble :

σ (x) =
{
λ ∈ C, (λe − x)−1 n’est pas inversible dans A

}
.

Le rayon spectral de x est le nombre :

r (x) = sup {|λ| , λ ∈ σ (x)} .

Définition 1.7 Soit A une algèbre de Banach et soit InvA l’ensemble de tout les éléments
inversibles de A. Si x, y ∈ InvA alors y−1x est l’inverse de x−1y.

Proposition 1.4 Soit A une algèbre de Banach, et x ∈ A tel que ‖x‖ < 1. Alors

i) e − x est inversible et (e − x)−1 =
+∞∑
n=0

xn.

ii)
∥∥∥(e − x)−1

− e − x
∥∥∥≤ ‖x‖2

1−‖x‖ .

iii)
∣∣∣ψ (x)

∣∣∣ < 1 pour tout homomorphisme complexe ψ sur A.

Démonstration. Puisque ‖xn
‖ ≤ ‖x‖n et ‖x‖ < 1, les éléments

sn = e + x + x2 + ... + xn (1.9)

forment une suite de Cauchy dans A. Comme A est complet, il existe s ∈ A tel
que sn −→ s. On a

sn (e − x) = e − xn+1 = (e − x) sn,

et xn
−→ 0. La continuité de la multiplication implique que s est l’inverse de

e − x. D’après (1.9), on a

‖sn − e − x‖ =
∥∥∥x2 + x3 + ...

∥∥∥ ≤ +∞∑
n=2

‖x‖n =
‖x‖2

1 − ‖x‖
.

iii) Supposons que λ ∈ C et |λ| ≥ 1, d’après (i) l’élément e − λ−1x est inversible
et d’après la proposition 1.2, on a

1 − λ−1ψ (x) = ψ
(
e − λ−1x

)
, 0.

Donc ψ (x) , λ. Ainsi ∣∣∣ψ (x)
∣∣∣ < 1,

pour tout homomorphisme complexe ψ sur A .

13



1.4. HOMOMORPHISMES ET ALGÈBRES QUOTIENTS

Théorème 1.2 Soit A une algèbre de Banach et soit x ∈ InvA, h ∈ A. Si

‖h‖ <
1
2
‖x‖−1 ,

alors
x + h ∈ InvA.

Démonstration. Puisque
x + h = x

(
e + x−1h

)
,

et ∥∥∥x−1h
∥∥∥ ≤ 1

2
,

d’après le théorème 1.1, il résulte que

x + h ∈ InvA.

Théorème 1.3 Soit A une algèbre de Banach et soit x un élément de A. Alors on a :

i) InvA est un sous ensemble ouvert de A.

ii) L’application x 7−→ x−1est continue.

Démonstration. i) D’après le théorème1.2, l’ensemble InvA est ouvert.

ii) Soit a ∈ InvA et ‖x‖ <
∥∥∥a−1

∥∥∥−1
. Alors la série

∞∑
i=0

(
xa−1

)i
est convergente dans

A et

(a − x)−1 = a−1
∞∑

i=0

(
xa−1

)i
.

Ainsi

∥∥∥(a − x)−1
− a−1

∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥a−1
∞∑

i=1

(
xa−1

)i

∥∥∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥a−1
∥∥∥ ∞∑

i=1

‖x‖i
∥∥∥a−1

∥∥∥i
=
‖x‖

∥∥∥a−1
∥∥∥2

1 − ‖x‖ ‖a−1‖
,

donc
(a − x)−1

−→ a−1 pour

14
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Remarque 1.5 Soit A une algèbre de Banach et soit x un élément de A, si λ ∈ σ (x),

d’après le proposition 1.4, il résulte que
[
λ
(
e − x

λ

)]−1
n’est pas inversible implique∥∥∥∥ x

λ

∥∥∥∥ ≥ 1,

donc
|λ| ≤ ‖x‖ .

Ainsi
σ (x) ⊂ {λ ∈ C , |λ| ≤ ‖x‖} .

Définition 1.8 Soit A une algèbre unitaire, et soit x un élément de A. La résolvante
de x est l’ensemble :

% (x) = {λ ∈ C , λe − x ∈ InvA} ,

c’est-à- dire
% (x) = C \ σ (x) .

La fonction résolvante de x définie par :

R : % (x) −→ InvA, λ 7−→ (λe − x)−1

Proposition 1.5 La résolvante d’un élément x de A a les propriétés suivantes :

i) R (λ; x) R
(
µ; x

)
= R

(
µ; x

)
R (λ; x) .

ii) Si λ, µ ∈ % (x), alors

R (λ; x) − R
(
µ; x

)
=

(
µ − λ

)
R (λ; x) R

(
µ; x

)
.

iii) Si λ ∈ C et |λ| > ‖x‖ , alors λ ∈ % (x) et on a :

R (λ; x) =

∞∑
n=0

xn

λn+1 .

Démonstration.
i) on a

R (λ; x) R
(
µ; x

)
= (λe − x)−1 (µe − x

)−1
=

[(
µe − x

)
(λe − x)

]−1

=
[
(λe − x)

(
µe − x

)]−1
=

(
µe − x

)−1 (λe − x)−1

= R
(
µ; x

)
R (λ; x)

ii) soient λ, µ ∈ % (x) on a

R (λ; x) = R (λ; x) R
(
µ; x

) (
µe − x

)
,
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et
R

(
µ; x

)
= R

(
µ; x

)
R (λ; x) (λe − x) ,

donc
R (λ; x) − R

(
µ; x

)
=

(
µ − λ

)
R (λ; x) R

(
µ; x

)
iii) soit λ ∈ C tel que |λ| > ‖x‖ . Alors

∥∥∥λ−1x
∥∥∥ < 1, d’où(

e − λ−1x
)
∈ InvA.

Il résulte d’après le théorème 1.2 que(
e − λ−1x

)−1
=

∞∑
n=0

(
λ−1x

)n
=

∞∑
n=0

xn

λn .

Par conséquent

R (λ; x) = (λe − x)−1 = λ−1
(
e − λ−1x

)
=

∞∑
n=0

xn

λn+1 .

Lemme 1.1 Soit A une algèbre de Banach unitaire, et soit x ∈ A quelque soit g ∈ A′ le
dual topologique de A, la fonction g ◦ R est holomorphe de plus

lim
λ−→+∞

∣∣∣g (R (λ; x))
∣∣∣ = 0.

Démonstration. Fixons µ ∈ % (x) et soit λ ∈ % (x) \ {λ} ; posons f = g ◦ R alors

f (λ) − f
(
µ
)

λ − µ
=

g
(
R (λ; x) − R

(
µ; x

))
λ − µ

= g
(
−R (λ; x) R

(
µ; x

))
−→
λ−→µ

−g
(
R

(
µ; x

)2
)
,

d’après le théorème 1.2, g
(
R

(
µ; x

)2
)

existe. Donc f est holomorphe sur % (x) .
D’autre part on a∣∣∣g (R (λ; x))

∣∣∣ ≤ ∥∥∥g
∥∥∥ ‖R (λ; x)‖ =

∥∥∥ f
∥∥∥ ∥∥∥(λe − x)−1

∥∥∥
=

∥∥∥ f
∥∥∥ 1
|λ|

∥∥∥∥∥∥(e − 1
λ

x
)−1

∥∥∥∥∥∥ .
Ainsi

lim
λ→+∞

∣∣∣g (R (λ; x))
∣∣∣ ≤ 0.

Donc
lim
λ→+∞

∣∣∣g (R (λ; x))
∣∣∣ = 0.
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Théorème 1.4 Soit A une algèbre de Banach unitaire, et soit x ∈ A, alors le spectre de
x, σ (x) est compact et non vide.

Démonstration. Soit λ ∈ C si λ > ‖x‖ alors(
e − λ−1x

)
∈ InvA,

d’après le théorème 1.2. Il en est de même λe − x. Ainsi λ < σ (x) donc σ (x) est
un ensemble borné. Pour démontrer que σ (x) est fermé, on définit

g : C −→ A, λ 7−→ g (λ) = λe − x.

Alors g est continue et le complémentaire de g−1 (InvA) est fermé, d’après le
théorème 1.3. Ainsi σ (x) est compact .

D’autre part supposons que σ (x) = Φ, par suite l’application

f : C R
−→ A

g
−→ C, λ 7−→ g (R (λ; x))

est holomorphe sur C, donc continue, alors bornée sur C. De plus d’après le
lemme 1.1 on a

lim
λ−→+∞

g (R (λ; x)) = 0,

et d’après le théorème de Liouville, l’application f est constante mais

lim
λ−→+∞

f (λ) = 0,

donc
f (λ) = 0, ∀ f ∈ A′.

D’après le théorème de Hahn-Banach, on a

R (λ; x) = 0 ⇐⇒ (λe − x)−1 = 0,

contraduction, donc le spectre σ (x) est non vide.

Lemme 1.2 Soient s1, s2, ... des nombres réels. Si

sn+m ≤ sn.sm, pour tout n,m ∈N,

alors lim
n→∞

s
1
n
n existe et égale à inf

n
s

1
n
n .
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Démonstration. Posons t = inf
n

s
1
n
n et soit ε > 0. Pour k fixer tel que s

1
k
k < t + s.

Quelque soit n ≥ k on a

n = n1k + r , 0 ≤ r ≤ k − 1 et n ≥ 1.

Alors
sn ≤ sr.sn1

k ≤ max {1, s1, s2, ..., sk−1} . (t + ε)kn1

et
s

1
n
n ≤ (max {1, s1, s2, ..., sk−1})

1
n . (t + ε)

kn1
n −→ t + ε lorsque n −→ ∞

puisque
kn1

n
−→
n−→∞

1.

Ainsi
lim sup

n−→∞
s

1
n
n ≤ t + ε

quelque soit ε > 0 alors

lim
n→∞

s
1
n
n = t = inf

n
s

1
n
n .

Théorème 1.5 Soit x un élément d’une algèbre de Banach. Alors

r (x) = lim
n→∞
‖xn
‖

1
n = inf

n
‖xn
‖

1
n .

Démonstration. Puisque∥∥∥xn+m
∥∥∥ ≤ ‖xm

‖ ‖xn
‖ pour tout n,m.

D’après le lemme 1.2 la limite lim
n→∞
‖xn
‖

1
n existe et égale à inf

n
‖xn
‖

1
n . Soit λ ∈ C tel

que |λ| > lim
n→∞
‖xn
‖

1
n donc

∥∥∥ x
λ

∥∥∥ < 1. D’après la proposition 1.5 on a

(x − λe)−1 =

∞∑
n=0

−xn

λn+1 .

Par conséquent
r (x) ≤ lim

n→∞
‖xn
‖

1
n .

D’autre part pour λ , 0 la fonction

f (λ) = λ−1
(
λ−1e − x

)
18
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est analytique sur l’ensemble{
λ ∈ C, 0 < |λ| < [r (x)]−1

}
et continue sur {

λ ∈ C, |λ| < [r (x)]−1
}
.

Donc f est analytique sur l’ensemble{
λ ∈ C, |λ| < [r (x)]−1

}
,

si r (x) = 0, alors f est analytique sur C. Pour |λ| < ‖x‖−1 on peut écrire

f (λ) = (e − λx)−1 =

∞∑
n=0

xnλn.

Par conséquent on a

f (λ) =

∞∑
n=0

xnλn, pour tout λ, |λ| < [r (x)]−1 .

Le rayon de convergence de cette série, égale à(
lim sup

n−→∞
‖xn
‖

1
n

)−1

et donc au moins égale à [r (x)]−1 c’est-à-dire

r (x) ≥ lim sup
n−→∞

‖xn
‖

1
n = lim

n−→∞
‖xn
‖

1
n .

Ainsi
r (x) = lim

n→∞
‖xn
‖

1
n = inf

n
‖xn
‖

1
n

Théorème 1.6 (Gelfand-Mazur) A est une algèbre de Banach telle que tout élément
non nul x de A est inversible. Alors A est isométriquement isomorphe au corps C .

Démonstration. Soit l’application

ϕ : A −→ C, x 7−→ λ où λe = x,
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on a σ (x) , ∅, donc il existe λ ∈ C tel que (λe − x)−1 n’existe pas, donc

λe − x = 0 implique λe = x,

alors l’application ϕ est bien définit et bijective parce qu’il existe un unique
élément λ tel que λe = x. L’application ϕ est donc isomorphisme de A sur C, qui
est aussi une isométrie puisque∣∣∣ϕ (x)

∣∣∣ = |λ| = ‖x‖ , pour tout x ∈ A.

Théorème 1.7 Soient A, B deux algèbres de Banach sur un même corpsk, ϕ : A −→ B
un morphisme et x un élément de A. Alors

σB
(
ϕ (x)

)
⊂ σA (x) .

Démonstration. Soit λ ∈ %A (x) la résolvante de x dans A et soit y = (λeA − x), on
a

(λeA − x) y = y (λeA − x) = eA.

Par suite
ϕ

(
(λeA − x) y

)
= ϕ

(
y (λeA − x)

)
= ϕ (eA) ,

d’où (
λϕ (eA) − ϕ (x)

)
ϕ

(
y
)

= ϕ
(
y
) (
λϕ (eA) − ϕ (x)

)
= eB,(

λeB − ϕ (x)
)
ϕ

(
y
)

= ϕ
(
y
) (
λeB − ϕ (x)

)
= eB

Donc λ ∈ %B
(
ϕ (x)

)
.

Les éléments quasinilpotents et les éléments nilpotents

Définition 1.9 Soit A une algèbre unitaire.
i) Un élément x de A est dit quasinilpotent si r (x) = 0, c’est-à-dire σ (x) = {0}.
ii) Un él ément x de A est dit nilpotent si xn = 0 pour certain n ∈ N. On note par

= (A) l’ensemble des éléments quasinilpotents de A.

Proposition 1.6 Soit A une algèbre unitaire et x ∈ A. Alors si x est nilpotent alors
x ∈ = (A) .

Démonstration. D’après le théorème 1.5 on a

r (x) = lim
n→∞
‖xn
‖

1
n ,

mais xm = 0, donc

r (x) = lim
k→∞

∥∥∥xmxk
∥∥∥ 1

m+k = 0.
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Diviseur de zéro et diviseur de zéro topologique

Définition 1.10 Un élément x d’une algèbre de Banach commutative A est dit diviseur
de zéro si

xa = 0, pour un élément non nul a ∈ A.

Définition 1.11 Un élément x d’une algèbre de Banach commutative A est dit diviseur
de zéro topologique si

inf {‖xa‖ ; a ∈ A, ‖x‖ = 1} = 0.

Tout diviseur de zéro est diviseur de zéro topologique.

Théorème 1.8 Soit a un élément d’une algèbre de Banach commutative A. Alors si a
est inversible alors a est non diviseur de zéro topologique.

Démonstration. Supposons que b est l’inverse de a, ba = eA. Pour x ∈ A tel que
‖x‖ = 1 on a

1 = ‖x‖ = ‖bax‖ ≤ ‖b‖ ‖ax‖ .

Ainsi
inf {‖ax‖ ; x ∈ A, ‖x‖ = 1 } ≥ ‖b‖−1 > 1.

alors a est non diviseur de zéro topologique.

Remarque 1.6 Si λ appartient à la frontière du spectre d’un élément x, x − λe est
diviseur de zéro topologique ; il en résulte que x−λe ne peut etre inversible dans aucune
algèbre de Banach unitaire commutative ou non, contenant A, on dit parfois que λ est
une "singularité spectrale permanente de x".

Radical d’une algèbre de Banach commutative

Théorème 1.9 Soit A une algèbre de Banach commutative. Alors

i) L’adhérence d’un idéal propre de A est un idéal propre.

ii) Tout idéal propre de A contenu dans un idéal maximal de A.

iii) Tout idéal maximal de A est fermé.

Démonstration. i) Soit I un idéal propre de A, alors I ∩ InvA = ∅. D’après le
théorème 1.7, on a

d (eA, I) ≥ 1

puisque les éléments de la boule ouverte B (eA, 1) sont inversibles. Donc eA < I
car I = {x, d (x, I) = 0} . Alors I est un idéal propre.
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ii) Soit z la famille de tous les idéaux propres de A contenant I. z est un
ensemble ordonné par la relation d’inclusion des ensembles.

Soit H un sous ensemble totalement ordonné de z tel que :

H = {Iα}α∈J

et soit
M = ∪

α∈J
Iα.

M est un sous espace vectoriel puisque H est totalement ordonné. M est un
idéal maximal de H. Ainsi z est inductif. D’après le lemme de Zorn, z admet un
élément maximal Im.

iii) Supposons que
M = A,

d’après le théorème 1.3, on a

M ∩ InvA , Φ.

Mais ceci est contraire à
M , A.

Ainsi M = M puisque M est maximal.

Théorème 1.10 Soit A une algèbre de Banach commutative. Alors tout idéal maximal
de A est fermé et de codimension 1.

Démonstration. Soit I un idéal maximal de A, d’après le théorème 1.9, I est
fermé. De plus A�I est une algèbre de Banach commutative et tous les éléments
non nuls de A�I sont inversibles d’après le théorème 1.6 de Gelfand-Mazur
dim A�I = 1.

Idéaux réguliers

Définition 1.12 Un idéal d’une algèbre de Banach commutative est dit régulier si
l’algèbre A�I est unitaire, c’est-à-dire s’il existe un élément u de A vérifiant

ux − x ∈ I, pour tout x ∈ A.

u est appelé unité modulo.

Remarque 1.7

i) Si u est un unité modulo, on a u < I.
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ii) Si A est unitaire, tout idéal est régulier.
iii) Tout idéal contenant un idéal régulier est régulier.
iv) D’après le lemme de Zorn, on voit que tout idéal régulier est contenu dans un au

moins un idéal régulier maximal.

Définition 1.13 Soit A une algèbre de Banach commutative, le radical de A est l’inter-
section de ses idéaux réguliers maximaux. Il sera noté radA. L’algèbre A est dite radicale
si radA = A.

Théorème 1.11 Soit A une algèbre de Banach commutative unitaire, les ensembles
suivants sont équivalents :

i) L’intersection des idéaux maximaux de A.
ii) L’ensemble

{
x ∈ A, eA − ax ∈ InvA pour tout a ∈ A

}
.

Démonstration. Supposons que eA − ax est inversible pour tout a ∈ A, et soit I
un idéal maximal de A tel que x < I. Alors I + Ax est un idéal et

I ⊂ I + Ax,

donc
I + Ax = A.

Ainsi il existe a ∈ A tel que
eA − ax ∈ I

et puisque eA − ax ∈ InvA, alors eA ∈ I, d’où la contradiction. D’autre part, soit
x ∈ ∩Im, Im idéal maximal de A. Supposons qu’il existe a ∈ A tel que

eA − ax < InvA.

Ainsi
σ (ax) , {0} .

Soit λ ∈ σ (ax) tel que
|λ| = r (ax) > 0,

d’après le théorème 1.3, et la remarque 1.6, λeA − ax est diviseur de zéro topolo-
gique, donc λeA − ax est non inversible. Par conséquent A (λeA − ax) est un idéal
propre, ainsi il existe un idéal maximal J tel que

A (λeA − ax) ⊂ J,

on a λeA − ax ∈ J et x ∈ J car x ∈ ∩Im. Donc

eA = λ−1 (λeA − ax) + λ−1ax ∈ J,

d’où la contradiction.
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Remarque 1.8 Lorsque l’algèbre A soit unitaire d’après le théorème 1.11 on a :

radA =
{
x ∈ A, eA − ax ∈ InvA pour tout a ∈ A

}
.

Si A est non unitaire, le radical de A c’est l’intersection des idéaux maximaux de A#.

Définition 1.14 Soit A une algèbre de Banach. A est dite semi-simple si radA = {0} .

Proposition 1.7 Soit A une algèbre de Banach unitaire, on a

radA ⊂ = (A) .

Démonstration. Soit a ∈ radA, alors eA − λ−1a ∈ radA pour tout λ , 0, donc

σ (a) = {0} .

D’où a ∈ = (A) .

Proposition 1.8 Soit A une algèbre de Banach commutative unitaire, on a

i) Si I est un idéal de A et I ⊂ = (A), alors I ⊂ radA.

ii) radA = = (A) .

Démonstration. Soit a ∈ radA, alors eA − λ−1a ∈ radA pour tout λ , 0, donc
i) Soit a ∈ I. Pour tout b ∈ A, on a ba ∈ I. Par suite ba ∈ = (A) d’après la

proposition 1.7, on a

eA − ba ∈ InvA, pour tout b ∈ A,

et d’après la remarque 1.8, il résulte que a ∈ radA.
ii) Soient a ∈ = (A) et b ∈ A, puisque A est commutative on a

(ba)n = bnan, n ∈N.

D’où ∥∥∥(ba)n
∥∥∥ 1

n = ‖bnan
‖

1
n ≤ ‖b‖ ‖an

‖
1
n −→

n−→∞
0.

Ainsi
ba ∈ = (A) ,

donc = (A) est un idéal de A, d’après (i) il résulte que = (A) ⊂ radA.

Théorème 1.12 Soit A une algèbre de Banach commutative, alors

i) A�radA est semi-simple.
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ii) Un élément x ∈ A est inversible si et seulement si x + radA est inversible dans
A�radA.

Démonstration. i) Soit la projection canonique

P : A −→ A/radA, x −→ P (x) =
·

x.

Si x ∈ A et x < radA, alors il existe un idéal maximal I tel que x < I puisque
radA ⊂ I, on a

P (z) =
{
y, z − y ∈ radA

}
= z + radA

et
P (I) = {P (z) , z ∈ I} = {z + radA, z ∈ I} ,

donc
P (I) = I + radA

P (I) est un idéal maximal dans A�radA, et P (x) = x + radA < P (I). Puisque

P (I) ⊂ rad (A�radA) ,

ainsi
x + radA < rad (A�radA) .

P (x) est un élément arbitraire de A�radA. Alors A�radA est semi-simple.
ii) Si x ∈ InvA, alors P (x) ∈ Inv (A�radA) , d’après le théorème 1.11.
Réciproquement, si P (x) ∈ Inv (A�radA) alors il existe y ∈ A tel que

xy ∈ eA + radA,

d’après le théorème 1.11 l’élément eA + eA
(
xy − eA

)
= xy est inversible. Par

conséquent x ∈ InvA.

Exemple 2 L’algèbre B (E) est semi-simple pour tout espace de Banach E avec dim E ≥
1.

En effet, soit T ∈ B (E) , T , 0. Alors Tx , 0 pour un x ∈ E tel que x , 0. On
choisit g ∈ E′ tel que g (Tx) = 1 et soit S ∈ B (E) tel que

Sy = g
(
y
)

x , y ∈ E.

Alors STx = x, donc 1 ∈ σ (ST) . D’après le théorème 1.11, il résulte que T <
radB (E). Ainsi B (E) est semi-simple.
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Caractères

Définition 1.15 Soit A une algèbre de Banach commutative. On appelle caractère de
A tout homomorphisme complexe de A dans C.

Théorème 1.13 Soit A une algèbre de Banach commutative, alors

i) Si ψ est un homomorphisme complexe sur A, alors kerψ est un idéal maximal.

ii) Si I ⊂ A est un idéal maximal de A, alors

A = {x + λeA, x ∈ I, λ ∈ C}

et l’application

ψ : A −→ C, x + λeA 7−→ ψ (x + λeA) = λ

est une homomorphisme complexe, kerψ = I.

Démonstration. On a

kerψ =
{
x ∈ A, ψ (x) = 0

}
.

Supposons que kerψ n’est pas un idéal maximal, d’après le lemme de Zorn, il
existe Im un idéal maximal tel que

kerψ ⊂ I ⊂ A.

Soit x0 ∈ I et x0 < kerψ donc ψ (x0) , 0, et d’après le théorème 1.10, on a

∀x ∈ A : x = ψ (x) x0 + y, y ∈ kerψ.

Ainsi
eA = x0 + y ∈ Im, y ∈ kerψ,

donc Im est un idéal trivial, Im = A.
ii) D’après le théorème 1.10, ψ est bien définit et

A = {x + λeA, x ∈ I, λ ∈ C} ,

ψ est homomorphisme puisque si λ, µ ∈ C, on a

ψ
(
(x + λeA)

(
y + µeA

))
= ψ

(
xy + µx + λy + λµeA

)
= λµ = ψ (x + λeA)ψ

(
y + µeA

)
.
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Remarque 1.9 Soit A une algèbre de Banach commutative. On note par Â l’ensemble
de tout les homomorphismes complexe de A sur C.

Théorème 1.14 Soit x un élément d’une algèbre de Banach commutative A. Alors :

i) Si ψ ∈ Â, alors ψ (x) ∈ σ (x) .

ii) Si λ ∈ σ (x) , alors il existe ψ ∈ Â tel que ψ (x) = λ.

iii) Un élément x ∈ A est inversible si et seulement si ψ (x) , 0 pour tout ψ ∈ Â.

Démonstration. i) Si ψ ∈ Â, alors x − ψ (x) eA ∈ kerψ et puisque kerψ est un
idéal propre, l’élément x − ψ (x) eA est non inversible, donc

ψ (x) ∈ σ (x) .

ii) Si λ ∈ σ (x) , alors x − λeA est un élément d’un idéal propre. Par suite, il
existe un idéal Im maximal tel que x− λeA ∈ Im, d’après le théorème 1.13 il existe
ψ ∈ Â tel que kerψ = Im. Ainsi

ψ (x − λeA) = 0,

donc
ψ (x) = λ.

iii) D’après (i) on a
ψ (x) ∈ σ (x) ,

donc ψ (x) eA − x est non inversible. Supposons que ψ (x) = 0, par suite x est non
inversible, d’où contradiction. Ainsi ψ (x) , 0.

Théorème 1.15 Soit A une algèbre de Banach commutative, et ψ un homomorphisme
complexe. Alors ψ est continu et

∥∥∥ψ∥∥∥ = 1.

Démonstration. Pour x ∈ A on a ψ (x) ∈ σ (x). Ainsi∣∣∣ψ (x)
∣∣∣ < r (x) ≤ ‖x‖ ,

par suite ψ est continu. D’autre part on a
∥∥∥ψ∥∥∥ ≤ 1, et puisque ψ (eA) = 1 alors∥∥∥ψ∥∥∥ = 1.

Exemple 3 D’après le théorème 1.14, le spectre de l’algèbre L1 est l’ensemble M des
formes linéaires continues non nulles φ sur L1 telle que

∀ f , g ∈ L1, φ
(

f ∗ g
)

= φ
(

f
)
φ

(
g
)
.
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Pour tout ζ ∈ Rd, la forme linéaire φζ définie par

∀ f ∈ L1 φζ
(

f
)

=

∫
eiζx f (x) dx

appartient à M. En effet l’application φζ est linéaire et continue puisque pour x ∈ Rd,
l’application de Rd vers R, ζ 7−→ eixζ f (x) est continue sur Rd et pour ζ ∈ Rd, x ∈ Rd,∣∣∣eixζ f (x)

∣∣∣ =
∣∣∣ f (x)

∣∣∣ . Le théorème de convergence dominée assure la continuité dans ces
conditions de l’application φζ. D’autre part on a d’après le théorème de Fubini :

φζ
(

f ∗ g
)

=

∫
eiζyg

(
y
) (∫

eiζ(x−y) f
(
x − y

)
dx

)
dy

=

∫
eiζyg

(
y
)

dy
∫

eiζx f (x) dx

= φζ
(

f
)
φζ

(
g
)
.

De plus,φζ n’est pas nulle car la fonction t 7−→ eiζt n’est pas nulle et de norme inférieure
ou égale à 1.

Topologie de Galfand

Définition 1.16 Soit A une algèbre de Banach, la topologie faible∗ désignée parσ (A′,A)
est la topologie la moins fine sur A′ rendant continues toutes les applications

(
ϕx

)
x∈A,

et ϕx définie par
ϕx : A′ −→ C, φ 7−→ ϕx

(
φ
)

= ϕ (x) .

Définition 1.17 Soit A une algèbre de Banach commutative unitaire et soit Â l’en-
semble de tout les caractères de A, la topologie de Galfand de Â est la topologie induite
sur Â par la topologie faible∗ σ (A′,A), c’est’-à-dire, la topologie la moins fine sur A′

rendant continues toutes les applications (âx)x∈A tel que

âx : Â −→ C, ψ 7−→ âx
(
ψ
)

= ψ (x) .

Théorème 1.16 Soit A une algèbre de Banach commutative unitaire et soit Â l’ensemble
de tout les caractères de A. Alors Â est compact pour la topologie faible∗.

Démonstration. Pour tout a, b ∈ A on définit les ensembles :

KeA =
{
ψ ∈ A′, ψ (eA) = 1

}
,

Ka,b =
{
ψ ∈ A′, ψ (ab) = ψ (a)ψ (b)

}
,
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par suite
Â = ∩

{
Ka,b , a, b ∈ A

}
∩ KeA .

On montre que les ensembles Ka,b, KeA sont compacts. Soient les applications

feA : A′ −→ C, ψ 7−→ feA

(
ψ
)

= ψ (eA) = 1,
fa,b : A′ −→ C, ψ 7−→ fa,b

(
ψ
)

= ψ (ab) = ψ (a)ψ (b) .

On a ∣∣∣ feA

(
ψ
)∣∣∣ =

∣∣∣ψ (eA)
∣∣∣ ≤ ‖eA‖ = 1.

Ainsi, feA est fortement continue. Et d’après la définition de fa,b il résulte que fa,b

est continue pour la topologie faible∗. D’autre part on a

KeA = f −1
eA

(1) ,

Ka,b = f −1
eA

(
ψ (a)ψ (b)

)
et puisque l’image réciproque par une application continue d’un fermé est fer-
mée, donc KeA , Ka,b sont fermés.

Par suite, l’ensemble Â est fermé pour la topologie faible∗. De plus on a

Â ⊂ BA′ =
{
ψ ∈ A′,

∥∥∥ψ∥∥∥ ≤ 1
}
,

où BA′ désigne la boule unité fermée pour la topologie forte dans A′, car si
ψ ∈ Â alors

∥∥∥ψ∥∥∥ = 1, d’après le théorème 1.15. Et d’après le théorème de Banach-
Alaoglu-Bourbaki, la boule BA′ est compacte pour la topologie faible∗, ainsi Â
est compact pour la topologie faible∗.

Transformation de Gelfand

Soit A une algèbre de Banach commutative unitaire et soit Â l’ensemble de
tout les caractères de A, et soit C

(
Â
)

l’algèbre de Banach de toutes les fonction
complexes continues sur Â muni de la norme de convergence uniforme.

Définition 1.18 L’application

G : A −→ C
(
Â
)
, a 7−→ G (a)

(
ψ
)

= ψ (a) ,

où ψ ∈ Â est appelée transformation de Gelfand.
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Remarque 1.10 Si A n’est pas unitaire on définit la transformation de Gaelfand
comme :

G : A −→ Â#, a 7−→ G (a)
(
ψ
)

= ψ (a) .

Théorème 1.17 Soit A une algèbre de Banach commutative unitaire. Alors

i) G (a)
(
Â
)

= σ (a) , a ∈ A.

ii) ‖G (a)‖ = r (a) .

iii) G : A −→ C
(
Â
)
, est un homomorphisme continu et

∥∥∥ψ∥∥∥ = 1.

iv) G (a) = 0 ⇐⇒ σ (a) = {0} ⇐⇒ a ∈ radA.

Démonstration. i) on a

G (a)
(
Â
)

=
{
G (a)

(
ψ
)
, ψ ∈ Â

}
=

{
ψ (a) , ψ ∈ Â

}
= σ (a) .

ii) D’après (i) on a

‖G (a)‖ = sup
{
G (a)

(
ψ
)
, ψ ∈ Â

}
= sup

{
|λ| , ψ ∈ Â

}
= r (a) .

iii) L’application G est homomorphisme continu puisque ψ ∈ Â. D’après (ii),
‖G‖ ≤ 1 et comme

‖G (eA)‖ = r (eA) = 1,

donc ‖G‖ = 1.
iv) On a

G (a) = 0 ⇐⇒ ‖G (a)‖ = 0
⇐⇒ r (a) = 0
⇐⇒ σ (a) = {0}
⇐⇒ a ∈ radA.

Remarque 1.11 Soit A une algèbre de Banach commutative unitaire. Alors d’après la
proposition 1.8 et le théorème 1.17, il résulte que

ker G = radA = = (A) .

Remarque 1.12 D’après la remarque 1.10, si A est semi-simple alors G est injective.
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Idempotents dans les algèbres de Banach

Définition 1.19 Soit A une algèbre de Banach, un élément p de A est dit idempotent si
p2 = p. On dit que deux idempotents p et q sont orthogonals et on note p ⊥ q si

pq = qp = 0.

Théorème 1.18 Soit A une algèbre de Banach sur le corpsR ouC et soit f une fonction
définie sur ]0,+∞[ dans A vérifie

i) pour 0 < ζ1, ζ2 < +∞
f (ζ1 + ζ2) = f (ζ1) f (ζ2)

ii) lim
ζ−→0+

f (ζ) = J existe.

Alors J est un idempotent de A et f (ζ) = J f (ζ) = f (ζ) J. De plus, f est continue
pour ζ ≥ 0 si f (0) = J par définition.

Démonstration. On a

J = lim
ζ+η−→0

f
(
ζ + η

)
= lim

ζ−→0,η−→0
f (ζ) f

(
η
)

= J2.

De plus on a d’après (i)

lim
η−→0

f
(
ζ + η

)
= f (ζ) J = J f (ζ) .

La fonction f est continue pour ζ ≥ 0, voir [8, 9, 10].

Théorème 1.19 Soit A une algèbre de Banach sur le corpsR ouC et soit f une fonction
définie sur ]0,+∞[ à valeurs dans A vérifie

i) pour 0 < ζ1, ζ2 < +∞
f (ζ1 + ζ2) = f (ζ1) f (ζ2) .

ii) lim
ζ−→0+

f (ζ) = J existe .

Alors il existe un élément a ∈ A tel que a = Ja = aJ et

f (ζ) = J +

+∞∑
n=1

ζn

n!
an.

La série est absolument convergente pour tout ζ ∈ R ou C, et vérifie (i).
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Démonstration. D’après le théorème 1.18,

J2 = Jet f (ζ) = f (ζ) J = J f (ζ) pour tout ζ > 0.

Soit la sous algèbre A0 = JAJ où J est l’élément unité. Donc

A =
{
x ∈ A tel que Jx = xJ = x

}
,

ainsi A0 est fermé dans A, donc complet. Puisque f est continue pour ζ ≥ 0
d’après le théorème 1.18, l’intégrale

β∫
α

f (ζ) dζ = b

existe pour 0 ≤ α < β < +∞, on a donc

β∫
α

f (ζ) dζ ∈ A0

et on a

lim
β−→α

1
β − α

β∫
α

f (ζ) dζ = f (α) pour tout α ≥ 0.

En particulier il existe δ > 0 tel que∥∥∥∥∥∥∥∥∥β−1

β∫
0

f (τ) dτ − J

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ < 1 pour 0 < β < δ

parce qu’il β−1
β∫
0

f (τ) dτ est inversible dans A0 pour β ∈ ]0, δ[. Par suite

β∫
0

f (ζ + τ) dτ −

β∫
0

f (τ) dτ =
[

f (ζ) − J
] β∫

0

f (τ) dτ,

d’où

1
ζ

β+ζ∫
β

f (τ) dτ −
1
ζ

ζ∫
0

f (τ) dτ =
1
ζ

[
f (ζ) − J

] β∫
0

f (τ) dτ.
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Pour β ∈ ]0, δ[ on obtient

1
ζ

[
f (ζ) − J

]
=

1
ζ

β+ζ∫
β

f (τ) dτ −
1
ζ

ζ∫
0

f (τ) dτ



β∫
0

f (τ) dτ


−1

(1.10)

lorsque ζ −→ 0 il résulte que lim
ζ−→0

1
ζ

[
f (ζ) − J

]
= a tel que a existe et appartient à

A0. Lorsque ζ −→ 0 dans (1.10), on obtient f
(
β
)
− J = a

β∫
0

f (τ) dτ, valable pour

tout β ∈ R+. Par suite on peut construire par récurrence

f (ζ) = J +
ζ
1!

a +
ζ2

2!
a2 + ... +

ζn

n!
an +

an+1

n!

ζ∫
0

(ζ − τ)n f (τ) dτ,

et quand n −→ +∞ on obtient f (ζ) = J +
+∞∑
n=1

ζn

n! a
n.
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2.1 Semi-groupes dans une alg èbre de Banach

Définition 2.1 Soit A une alg èbre de Banach, un semigroupe de A est une famille(T (t))t>0d’éléments
de A vérifiant pour tout couple s, t de réels strictement positifs la condition

T (t + s) = T (t) .T (s)

On notera
[
Sp (T (t)t>0)

]− la sous alg èbre fermée de A engendré par le semi- groupe(T (t))t>0.
On dira qu’un semigroupe(T (t))t>0est continu en norme si

lim
h→0
‖T (t + h) − T (t)‖ = 0 pour tout t > 0

et on dira que (T (t))t>0 admet une limite en norme à l’origine s’il existe J ∈ A tel que

lim
h→0
‖T (t) − J‖ = 0.

Semigroupes analytiques

Définition 2.2 Soient A une alg èbre de Banach et (T (t))t∈H où H = {z ∈ C, Re z > 0}
une famille des éléments de A est dit semigroupe analytique si l’application

H −→ A, t 7−→ T (t)

est analytique et vérifier T (t + s) = T (t) .T (s) , (t, s ∈ H)

Théor ème de Sinclair

Lemme 2.1 Soit A une alg èbre de Banach commutative, et soit (en)n≥0 une suite bornée
de borne M. Pour k ∈N et a ∈ A on a∥∥∥ak + (en − e)k

− (a + en − e)k
∥∥∥ −→

n−→+∞
0

si aen −→ a n −→ +∞.

Démonstration.

(a + en − e)k =

k∑
p=0

Ck
pap (en − e)k−p

=

k−1∑
p=1

Ck
pap (en − e)k−p + (en − e)k + ak
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donc (
ak + en − e

)k
− (en − e)k

− ak =

k−1∑
p=1

Ck
p (en − e)k−p ap

= a (en − e)
k−1∑
p=1

Ck
p (en − e)k−p−1 ap−1

et alors∥∥∥(a + en − e)k
− ak
− (en − e)k

∥∥∥ ≤ ‖a (en − e)‖
k−1∑
p=1

Ck
p ‖a‖

p−1
‖en − e‖k−p−1

≤ ‖a (en − e)‖
k−1∑
p=1

Ck
p ‖a‖

p−1 (M + 1)k−p−1

Comme ‖ena − a‖ −→ 0
n−→+∞

et comme
k−1∑
p=1

Ck
p ‖a‖

p−1 (M + 1)k−p−1 < +∞. On a

∥∥∥(a + en − e)k
− ak
− (en − e)k

∥∥∥ −→
n−→+∞

0

Définition 2.3 Soit A une alg èbre de Banach, E un espace de Banach et (a, x) 7−→ ax
une application de A × E −→ E . On dit que E est un A-module de Banach, s’il existe
une constante k (k > 0) telle que

‖ax‖ ≤ k ‖a‖ ‖x‖ pour tout a ∈ A, et tout x ∈ E.

Remarque 2.1 Soit E un A-module de Banach si A est non unitaire et A# l’alg èbre
obtenit par l’adjonction d’une unité on pose :

(a + λe) x = ax + λx (a ∈ A, x ∈ E, λ ∈ C)

on a
‖(a + λe) x‖ = ‖ax + λx‖ ≤ k [‖a‖ + |λ|] ‖x‖

donc E est un A#-module.

Remarque 2.2 Soit E un A-module de Banach. On peut toujours renormer E pour
obtenir k = 1 on pose

‖|x|‖ = sup
b∈A#

‖b‖≤1

‖bx‖
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alors
‖x‖ ≤ ‖|x|‖ ≤ k ‖x‖

par suite |‖.‖| est équivalente a la norme ‖.‖, et

‖|bx|‖ ≤ ‖b‖ ‖|x|‖ , ∀x ∈ A,∀b ∈ E

On supposera donc dans la suite que E est un A-module de Banach et que

‖ax‖ ≤ ‖a‖ ‖x‖ pour a ∈ A et x ∈ E

On pose
F = A.E =

{
y = ax, a ∈ A, x ∈ E

}
et G =

[
Sp (F)

]− l’alg èbre engendrée par F.

Lemme 2.2 Soit (en)n≥0 une suite bornée de A de borne M. Soit K un compact de C,
soit x ∈ E soit u ∈ A#on posev = u − χ◦ (u) e

i) Si xen −→ x
n −→ +∞

, on a : exp (t (en − e)) −→ x
n −→ +∞

uniformément sur K.

ii) Si ven −→ v
n −→ +∞

alors

lim
n−→+∞

sup
t∈K

{ ∥∥∥exp (tu) exp t (en − e) − exp tu
∥∥∥

− exp [Re (tχ◦ (u))]
[
exp |t| (M + 1) − 1

] }
≤ 0

Démonstration. i) On a

∥∥∥exp t (en − e) x − x
∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
+∞∑
k=1

tk (en − e)k

k !
x

∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥(en − e) x
+∞∑
k=1

tk (en − e)k−1

k !

∥∥∥∥∥∥∥
≤ ‖enx − x‖

∥∥∥∥∥∥∥
+∞∑
k=1

|t|k
(M + 1)k−1

k !

∥∥∥∥∥∥∥
Comme la série

+∞∑
k=1
|t|k (M+1)k−1

k ! est normalement convergente, on a

∥∥∥exp t (en − e) x − x
∥∥∥ −→ 0

n −→ +∞

uni f ormément sur K.
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ii)
∥∥∥exp tu exp t (en − e) − exp tu

∥∥∥
=

∥∥∥exp t (v + χ◦ (u) e) exp t (en − e) − exp t (v + χ◦ (u) e)
∥∥∥

=
∥∥∥exp (tχ◦ (u) e)

[
exp t (v + en − e) − exp (tv)

]∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥exp (tχ◦ (u) e)
+∞∑
k=1

tk (v + en − e)k
− vk

k !

∥∥∥∥∥∥∥
≤ exp [Re (tχ◦ (u))]

+∞∑
k=1

tk (v + en − e)k
− vk

k !

D’autre part on a v ∈ A. Donc
m∑

k=1

Lk

∥∥∥(v + en − e)k
− vk
− (en − e)k

∥∥∥
k !

−→ 0

n −→ +∞

pour tout m ≥ 1, lemme 2.1, ou L = sup |t|
t∈K

. De plus∥∥∥∥∥∥∥
m∑

k=1

tk (en − e)k

k !

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
m∑

k=1

|t|k
(M + 1)k

k !
≤

[
exp (|t| (M + 1)) − 1

]
on a alors pour tout m ≥ 1 et pour tout t ∈ K.∥∥∥∥∥∥∥

+∞∑
k=1

tk (v + en − e)k
− vk

k !

∥∥∥∥∥∥∥
≤

m∑
k=1

|t|k

k !

∥∥∥(v + en − e)k
− vk
− (en − e)k

∥∥∥
+ exp |t| (m + 1) − 1 +

+∞∑
k=m+1

|t|k ‖v‖k

k !
+

+∞∑
k=m+1

|t|k (1 + M + ‖v‖)k

k !

par suit ∥∥∥exp tu exp t (en − e) − exp tu
∥∥∥ − exp [Re (tχ◦ (u))]

[
exp |t| (M + 1) − 1

]
≤ exp [Re (tχ◦ (u))]


m∑

k=1

|t|k

k !

∥∥∥(v + en − e)k
− vk
− (en − e)k

∥∥∥
+

+∞∑
k=m+1

|t|k‖v‖k

k ! +
+∞∑

k=m+1

|t|k(1+M+‖v‖)k

k !


≤ exp (α)


m∑

k=1

Lk

k !

∥∥∥(v + en − e)k
− vk
− (en − e)k

∥∥∥
+

+∞∑
k=m+1

Lk

k ! ‖v‖
k +

+∞∑
k=m+1

Lk

k ! (1 + M + ‖v‖)k
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ou α = sup
t∈K

[Re (tχ◦ (u))]. Donc

lim
n−→+∞

sup
t∈K

{ ∥∥∥exp (tu) exp t (en − e) − exp tu
∥∥∥

− exp [Re (tχ◦ (u))]
[
exp |t| (M + 1) − 1

] }
≤ exp (α)

 +∞∑
k=m+1

Lk

k !
‖v‖k +

+∞∑
k=m+1

Lk

k !
(1 + M + ‖v‖)k


Comme cette inégalité est vérifiée pour tout m ≥ 1, on a bien

lim
n−→+∞

sup
t∈K

{ ∥∥∥exp (tu) exp t (en − e) − exp tu
∥∥∥

− exp [Re (tχ◦ (u))]
[
exp |t| (M + 1) − 1

] }
≤ 0.

Lemme 2.3 Soit A une alg èbre de Banach commutative à unité approchée bornée de
borne M. Alors pour tout couple

(
a, y

)
∈ A×G, il existe une suite (en)n≥0 d’éléments de

A telle que ∥∥∥eny − y
∥∥∥ + ‖ena − a‖ −→ 0

n −→ +∞

avec sup
n≥1
‖en‖ ≤M.

Démonstration. G =
[
Sp (F)

]− implique que pour tout n ≥ 1, il existe b1, b2, ..., bp ∈

A et y1, y2, ..., yp ∈ E tels que∥∥∥∥∥∥∥y −
p∑

i=1

biyi

∥∥∥∥∥∥∥ < 1
n (1 + M)

Il existe en ∈ A tel que‖en‖ ≤M, ‖ena − a‖ ≤ 1
n et tel que

‖enbi − bi‖ ≤
2−i

n
(
1 +

∥∥∥yi

∥∥∥) pour 1 ≤ i ≤ p.

On a alors ∥∥∥eny − y
∥∥∥ ≤ M

∥∥∥∥∥∥∥y −
p∑

i=1

biyi

∥∥∥∥∥∥∥ +

∥∥∥∥∥∥∥en

 p∑
i=1

biyi

 − p∑
i=1

biyi

∥∥∥∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥∥∥
p∑

i=1

biyi − y

∥∥∥∥∥∥∥
≤

M
n (1 + M)

+

p∑
i=1

2−i

n
+

1
n (1 + M)

≤
2
n
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Donc
‖ena − a‖ −→ 0 et

n −→ +∞

∥∥∥eny − y
∥∥∥ −→ 0

n −→ +∞

.

Théorème 2.1 (Théor ème de Sinclair) Soit A une alg èbre de Banach commutative
à unité approchée bornée (en)n≥ode borne M. Pour tout x ∈ G, il existe un semigroupe
analytique (

bt
)

Re t>0
dans A tel que

i)
{∥∥∥bt

∥∥∥} est borné pour |t| ≤ 1 et Re t > 0.

ii) x ∈ btG pour tout t ∈ C avec Re t > 0.

iii) btx −→ x
t −→ 0
Re t>0

Démonstration. Par récurrence on va définir une suite
(

fn
)

n≥0 d’éléments de A
telle que si on pose

bn = exp
(
−ne + f1 + f2 + ... + fn

)
,

bt
n = exp

(
−tne + t f1 + t f2 + ... + t fn

)
pour t ∈ C,

bt
0 = b0 = e pour t ∈ C

on ait ∥∥∥ fn

∥∥∥ ≤M,
∥∥∥∥(bt

n − bt
n−1

)
x
∥∥∥∥ ≤ 2−n pour |t| ≤ n (2.1)∥∥∥∥(bt

n − bt
n−1

)∥∥∥∥ ≤ 2−n + exp [− (n − 1) Re t]
[
exp (|t| (M + 1))

]
(2.2)

pour |t| ≤ n et ceci pour tout n ≥ 1

Pour n = 1 on veut que∥∥∥exp t
(

f1 − e
)

x − x
∥∥∥ ≤ 1

2
pour |t| ≤ 1

Ceci résulte des lemmes 2.2 et 2.3 avec u = 0, K = D (0, 1),et f1 = en avec n assez
grand. Supposons qu’on a construit f1, f2, ..., fn−1.

On pose u = f1 + f2 + ... + fn−1 − (n − 1) e, K = D (0,n). Alors on a

exp (tu) = bt
n−1
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On cherche fn avec∥∥∥ fn

∥∥∥ ≤ M,
∥∥∥exp (tu) x − exp t

(
u + fn − e

)
x
∥∥∥ < 2−n

et
∥∥∥exp (tu) x − exp

(
tu + t

(
fn − e

))
x
∥∥∥

< 2−n +
[
exp |t| ((M + 1)) − 1

]
exp [− (n − 1) Re t] pour tout t ∈ K

L’existence de fn résulte des lemmes 2.1 et 2.2. Donc on peut construire la suite(
fn
)

n≥0 par récurrence. Soit K un compacte de Λ = {t ∈ C,Re t > 0}. Il existe L > 0
et δ > 0 tels que Re t > δ pour tout t ∈ K, et |t| ≤ L pour tout t ∈ K. Pour n ≥ L on
obtient ∥∥∥bt

n−1 − bt
n

∥∥∥ ≤ 2−n + exp (− (n − 1) δ) . exp L (M + 1) − 1

donc la suite
(
bt

n
)

n≥1 converge uniformément sur tout compact K de Λ vers une
limite que l’on note bt. On a

bt+s = lim
n−→+∞

bt+s
n = lim

n−→+∞
exp

[
(t + s)

(
−ne + f1 + f2 + ... + fn

)]
= lim

n→+∞
exp t

(
f1 + f2 + ... + fn − ne

)
. lim
n→+∞

exp s
(

f1 + f2 + ... + fn − ne
)

= bt.bs pour t, s ∈ Λ

Donc (bt)Re t>0 est un semigroupe. L’application t −→ bt
n est continue sur Λ pour

tout n, donc l’application t −→ bt est aussi continue car bt est limite uniforme sur
tout compact K de Λ d’applications continues. Soit l une forme linéaire continue
sur A#.

On a ∥∥∥∥l
(
bt

n

)
− l

(
bt

n−1

)∥∥∥∥ ≤ ‖l‖ ∥∥∥bt
n − bt

n−1

∥∥∥ −→
n −→ +∞

0 pour tout t ∈ K

donc la suite
(
l
(
bt

n
))

converge uniformément sur tout compact K de Λ vers une
limite l (bt). Comme l’application t −→ l (bt) est analytique sur Λ pour tout l alors
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(bt)Re t>0 est analytique. Pour |t| < 1, Re t > 0 on a :

∥∥∥bt
− e

∥∥∥ = lim
n−→+∞

n∑
p=0

∥∥∥∥bt
p − bt

p−1

∥∥∥∥
≤ lim

n−→+∞

n∑
p=0

[
exp

(
−

(
p − 1

)
Re t

) (
exp (|t| (M + 1)) − 1

)]
+ 1

=
[
exp |t| (M + 1) − 1

] +∞∑
p=1

exp
[
−

(
p − 1

)
Re t

]
+ 1

=
[
exp |t| (M + 1) − 1

] +∞∑
p=1

[
exp (−Re t)

]p . exp (Re t) + 1

=
[
exp |t| (M + 1) − 1

] 1
1 − exp (−Re t)

+ 1.

D’où
sup

t

∥∥∥bt
∥∥∥ ≤ sup

t

∥∥∥bt
− e

∥∥∥ + 1 ≤ +∞.

Le semigroupe (bt)Re t>0 est dans A car

χ0

(
bt

n

)
= exp (−nt) ,

∣∣∣∣χ0

(
bt

n

)∣∣∣∣ = exp (−Re t) −→
n−→+∞

0

Donc χ0 (bt) = 0 pour tout t ∈ Λ,et bt
∈ A pour t ∈ Λ. La suite

(
xbt

n
)

converge
uniformément sur tout compact de C vers une fonction ϕ (t) continue de C dans
G d’apr ès (2.1). Pour t ∈ Λ, on a

xb−t
n bt

n = x, et lim
n−→+∞

xb−t
n bt

n = ϕ (−t) bt = x.

D’où
x ∈ btG pour tout t ∈ Λ.

Comme ϕ est continue, on a

ϕ (t) −→
t→0
t∈Λ

ϕ (0) = lim
n−→+∞

xb0
n = x.

Donc
xbt
−→
t→0
t∈Λ

x
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Remarque 2.3 i) Si l’unité approchée bornée est bornée par 1, on peut supposer que∥∥∥bt
∥∥∥ ≤ 1 pour tout t > 0.

ii)
lim
t→0
t>o

∥∥∥ybt
− y

∥∥∥ = 0 pour tout y ∈ [xG]− .

Démonstration. i) Si M = 1, on a

∥∥∥bt
n

∥∥∥ =
∥∥∥exp [t (e1 + e2 + .... + en − ne)]

∥∥∥
= exp [−n Re t]

∥∥∥exp [t (e1 + e2 + .... + en)]
∥∥∥

= exp [−n Re t] exp (nt) = 1 pour t > o

D’où ∥∥∥bt
∥∥∥ = lim

n−→+∞

∥∥∥bt
n

∥∥∥ ≤ 1 pour tout t > 0

i) Posons λ = sup
0<t ≤1

∥∥∥bt
∥∥∥ , et soit z ∈ C ; on a

lim
t→0+

t>o

∥∥∥ybt
− y

∥∥∥ ≤ lim
t→0

sup
{∥∥∥ybt

− xzbt
∥∥∥ +

∥∥∥xzbt
− xz

∥∥∥ +
∥∥∥xz − y

∥∥∥}
≤ (1 + λ)

∥∥∥y − xz
∥∥∥ .

Comme y ∈ [xG]− , on a lim
t→0+

∥∥∥ybt
− y

∥∥∥ = 0

Corollaire 2.1 (Théor ème de factorisation de Cohen) L’ensemble

F = A.E =
{
y = ax , a ∈ A, x ∈ E

}
est un sous espace vectoriel fermé de E.

Démonstration. Il résulte du théor ème 2.1 (ii) que F = G .

Exemple 4 L’alg èbre de Volterra L1 [0, 1] ne poss ède aucun semi-groupes analytique.
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Continuité des semi-groupes dans une alg èbre de
Banach commutative séparable

Théorème 2.2 Soit A une alg èbre de Banach commutative séparable et soit (at)t>0 un
semigroupe dans A . Alors il existe deux suites (rn) et (sn) de terme positive telle que

lim
n→+∞

rn = lim
n→+∞

sn = 0

et
lim

n→+∞

∥∥∥at+rn − at
∥∥∥ = lim

n→+∞

∥∥∥at−sn − at
∥∥∥ = 0 pour tout t > 0.

Démonstration. Soit t0 fixé, t0 > 0 et supposons qu’il existe α > 0 tel que

inf
0<h ≤α

∥∥∥at0 − at0+h
∥∥∥ > 0.

On peut supposer que α < t0. On pose

δ (t) = inf
0<h ≤α

∥∥∥at
− at+h

∥∥∥
et comme ∥∥∥at0 − at0+h

∥∥∥ ≤ ∥∥∥at0−t
∥∥∥ ∥∥∥at
− at+h

∥∥∥ (t < t0, h > 0)

on a
δ (t0) ≤

∥∥∥at0−t
∥∥∥ δ (t) pour tout t < t0 .

Si m ∈N on pose
Ωm =

{
t ∈ [t0 − α, t0[ ,

∥∥∥at0−t
∥∥∥ ≤ m

}
Alors

[t0 − α, t0[ = ∪
n∈N

Ωn

ainsi il existe n ∈N tel que Ωn est non dénombrable.On a pour tout t ∈ Ωn

δ (t) ≥
δ (t0)
‖at0−t‖

≥
δ (t0)

n

posons

ζ =
δ (t0)
2n

, et pour t > 0; Bt =
{
x ∈ A ,

∥∥∥x − at
∥∥∥ < ζ} .

Si t, t0 ∈ Ωn et t < t′ on a

0 < t − t′ < α et ‖t − t′‖ ≥ δ (t) > 2ζ.
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Ainsi Bt ∩ Bt′ = Φ et la famille (Bt)t∈Ωn
est une famille nondénombrable disjointe

de boules ouvertes. Ce qui contredit la séparabilité de A, par conséquent

inf
0<h ≤α

∥∥∥at+h
− at

∥∥∥ = 0 pour tout t > 0 et tout α > 0.

par suite, pour tout n ∈N on peut choisir rn ∈
]
0, 1

n

[
tel que∥∥∥∥a

1
n +rn − a

1
n

∥∥∥∥ < 1
n

inf
m<n

{(
1 +

∥∥∥∥a
1
m − a

1
n

∥∥∥∥)−1
}
.

On obtient ∥∥∥∥a
1
m +rn − a

1
m

∥∥∥∥ < 1
n

pour tout m ∈N et pour tout n > m

donc
lim

n→+∞

∥∥∥∥a
1
m +rn − a

1
m

∥∥∥∥ = 0, (m ∈N).

Si t > 0 il existe m ∈N tel que 1
m < t et

lim sup
n→+∞

∥∥∥at+rn − at
∥∥∥ ≤ ∥∥∥∥at−( 1

m )
∥∥∥∥ lim sup

n→+∞

∥∥∥∥a
1
m +rn − a

1
m

∥∥∥∥ = 0.

De même mani ère on peut construire une suite (sn) tel que sn ≥ 0 pour tout
n ∈N. et

sn −→
n→+∞

0, lim
n→+∞

∥∥∥at−sn − at
∥∥∥ = 0 pour tout t > 0.

Corollaire 2.2 Soit A une alg èbre de Banach commutative séparable, il existe un idéal
I, I , {0}, dans A possédant une unité approchée bornée si et seulement si A possédant
un semi-groupe borné (at)t>0 .

Démonstration. Soit I un idéal dans A, I , {0}, possédant une unité approchée
bornée, alors I est séparable et d’apr ès le théor ème 2.1 il existe un semi-groupe
analytique (at)Re t>0 dans I tel que

sup
t>0

∥∥∥at
∥∥∥ < +∞ et

[
atI

]−
= I pour tout t > 0 .

Supposons maintenant que A possédant un semigroupe borné (at)t>0, on pose

M = sup
t>0

∥∥∥at
∥∥∥ , I =

[
∪
t>0

atA
]−
.
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Soit (tn) une suite vérifier le théor ème 2.2. Alors

lim
n→+∞

xatn = x pour tout x ∈ ∪
t>0

atA.

Et puisque ∥∥∥atn
∥∥∥ ≤M pour tout n ∈N lim

n→+∞
xatn = x pour tout x ∈ I.

Ainsi I possédant une unité approchée bornée.

Proposition 2.1 Soit A une alg èbre de Banach commutative possédant une unité
approchée bornée séquentielle (en) formée d’idempotents. Alors il existe dans A une
unité approchée bornée séquentielle

(
fn
)

formée d’idempotents, et telle que

fn. fn = fm pour m,n ∈N∗,n ≥ m.

Démonstration. Soit n fixé, n ∈N∗, on sait [11] que si f , g sont deux idempotents
distincts d’une alg èbre de Banach commutative alors∥∥∥ f − g

∥∥∥ ≥ 1

On a
lim

m−→+∞
emen = en

et pour m assez grand on a
‖emen − en‖ < 1

d’où comme em − en est un idempotent em.en = en. On peut construire par récur-
rence une suite

(
pm

)
m d’entiers strictement croissante telle que

em.epn = epn pour tout m ≥ pn+1.

On pose fn = epn alors
(

fn
)

est une suite extraire de la suite(en), et fn = fm fn si
m ≥ n + 1. D’où le résultat

2.2 Explicitation des idempotents associés aux semi-
groupes ne vérifiant pas certaines inégalités prés
de l’origine

Lemme 2.4 Soit K un sous corps deR et soit θ : K+
−→ C(K+ l’ensemble des éléments

strictement positifs de K) une application non nulle telle que θ (s + t) = θ (s)θ (t) pour
s, t ∈ k+.
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i) Si lim sup
t−→0+

|θ (t)| = +∞, alors lim sup
t−→0+

|θ (t) − θ (t (α + 1))| = +∞ pour α ∈ K+ .

ii) Si lim sup
t−→0+

|θ (t)| < +∞, et si lim sup
t−→0+

|1 − θ (t)| > 0, alors lim sup
t−→0+

|θ (t) − θ (t (α + 1))| =

2 pour α ∈ K+.

iii) Si lim
t−→0+

θ (t) = 1, alors il existe c ∈ C tel que θ (t) = exp tc pour t ∈ K+.

Démonstration. Voir [12].

Remarque 2.4 D’apr ès le lemme précédent on déduit que si lim
t−→0+

|θ (t)| = 1, alors il
existe a ∈ R tel que

|θ (t)| = exp ta pour t ∈ K+.

Théorème 2.3 Soit K un sous corps deR, soit (at)t∈k+ un semigroupe non quasinilpotent
dans une alg èbre de Banach, soit A la sous alg èbre de fermée engendrée par (at)t∈k+ et
soit γ > 0. Si

lim sup
t−→0+

∥∥∥∥at
− at(γ+1)

∥∥∥∥ < γ(
γ + 1

)1+ 1
γ

alors il existe un idempotent J de A et u ∈ JA vérifiant les propriétés suivantes

i) φ (J) = 1 pour φ ∈M (A).

ii) (at
− Jat)t∈K+ est un semigroupe quasinilpotent.

iii) Jat = exp tu pour t ∈ K+.

Démonstration. Voir [12].

Lemme 2.5 Soit n ≥ 1 un entier, et soit U le disque ouvert de centre 0 et de rayon
n

(n+1)1+ 1
n
. Il existe une application h analytique sur U et continue sur U tel que h (0) = 0

et tel que h (z) − h (z)1+n = z pour z ∈ U. De plus h(k) (0) ≥ 0 pour k ≥ 1, et

h

 n

(n + 1)1+ 1
n

 =
1

(n + 1)
1
n

.

Démonstration. Posons f (z) = z − zn+1 pour z ∈ C, soit V le disque ouvert de

centre 0 et de rayon 1

(n+1)
1
n
, et soit Γ = ∂V le cercle de centre 0 et de rayon 1

(n+1)
1
n
.

Soient z1 ∈ V, z2 ∈ V. On a

f (z1) − f (z2) = (z1 − z2)

1 −
∑

zk
1

0≤k≤n

zn−k
2
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Comme ∣∣∣∣∣∣∣∑ zk
1

0≤k≤n

zn−k
2

∣∣∣∣∣∣∣ < 1

f est injective sur V. Soit λ ∈ U. Posons φ (z) = z − λ, ψ (z) = z − zn+1
− λ. Pour

z ∈ Γ ,on a∣∣∣φ (z)
∣∣∣ ≥ |z| − |λ| > 1

(n + 1)
1
n

−
n

(n + 1)1+ 1
n

=
1

(n + 1)
1
n

(
1 −

n
n + 1

)
=

1

(n + 1)1+ 1
n

= |z|n+1 =
∣∣∣φ (z) − ψ (z)

∣∣∣ .
Il résulte du théor ème de Rouché que l’équation ψ (z) = 0 poss ède un esolution
dans V, et U ⊂ f (V). L’application f est une application conforme de V sur
l’ouvert f (V) . Soit h : f (V) −→ V l’application réciproque, et soit

h (z) =
∑
k≥0

αkzk

le développement de Taylor de h en 0.On a

h (z) − h (z)1+n = z pour z ∈ f (V)

et
α0 = h (0) = 0

Soit R le rayon de convergence de la série
∑
k≥1
αkzk.Comme U ⊂ f (V) , on a

R ≥
n

(n + 1)1+ 1
n

D’autre part on a
h′ − (n + 1) hnh′ = 1

donc
α1 = h′ (0) = 1

Soit k ≥ 2. Il existe un polynôme Qk de k variables à coefficients positifs tel que

h(k) = (n + 1) hnh(k) + Qk

(
h, h′, ..., h(k−1)

)
On voit donc par une récurrence que

h(k) (0) ≥ 0 pour k ≥ 2
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Par conséquent αk ≥ 0 pour k ≥ 1. On a évidemment

h (t) = φ (t) pour 0 ≤ t ≤
n

(n + 1)1+ 1
n

ce qui preuve que R = n

(n+1)1+ 1
n

puisque la dérivée de φn n’est pas bornée sur[
0, n

(n+1)1+ 1
n

[
.Comme αk ≥ 0 pour k ≥ 1, on en déduit que la série

∑
k≥1

αk

 n

(n + 1)1+ 1
n

k

est convergente et a pour somme 1

(n+1)
1
n
.

Lemme 2.6 Soit A une alg èbre de Banach, soit n ≥ 1 un entier soit h la fonction
analytique construite au lemme 2.5 et soit u ∈ A. Si ‖u‖ ≤ n

(n+1)1+ 1
n

alors la série∑
k≥1

h(k)(0)
k! uk converge dans A, et si on pose

h (u) =
∑
k≥1

h(k) (0)
k!

uk

on a
h (u) − h (u)n+1 = u

de plus

‖h (u)‖ ≤ h (‖u‖) ≤
1

(n + 1)
1
n

Démonstration. D’apr ès les propriétés standard du calcul fonctionnel holo-
morphe, on a

h (ru) − h (ru)n = ru pour r ∈ [0, 1[

et par continuité h (u) − h (u)n+1 = u. D’autre part

‖h (u)‖ ≤
∑
k≥1

h(k) (0)
k!
‖u‖k = h (‖u‖) ≤

n

(n + 1)1+ 1
n

.

Lemme 2.7 Soit A une alg èbre de Banach, et soit u ∈ A. Si u est quasi-nilpotent alors
x = h (u) est l’unique élément quasi-nilpotent de A vérifiant

x − xn+1 = u.
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Démonstration. Soit A# l’alg èbre obtenue en ajoutant une unité I à A. Posons x =

h (u). Supposons qu’il existe un élément quasi-nilpotent y ∈ A vérifie y−yn+1 = u,
alors yu = uy. On a (

x − y
) I −

∑
0≤k≤n

xkyn−k

 = 0

Puisque x et y sont quasi-nilpotents, I−
∑

0≤k≤n
xkyn−k est inversible dans A# et x = y.

Théorème 2.4 Soit A une alg èbre de Banach, soit n ≥ 1 un entier et soit x ∈ A tel que
‖x‖ ≥ 1

(n+1)
1
n
. Si x est quasi-nilpotent alors

∥∥∥x − xn+1
∥∥∥ > n

(n + 1)1+ 1
n

.

Démonstration. Supposons que∥∥∥x − xn+1
∥∥∥ ≤ n

(n + 1)1+ 1
n

et soit h la fonction analytique construite au lemme 2.5. D’apr ès le lemme 2.7
on a

x = h
(
x − xn+1

)
Comme la fonction h est transcendante et comme

lim
k−→+∞

∥∥∥∥∥(x − xn+1
)k
∥∥∥∥∥ 1

k

= 0

on a

‖x‖ <
∑
k≥1

h(k) (0)
k!
‖u‖k ≤ h

 n

(n + 1)1+ 1
n

 =
1

(n + 1)
1
n

.

Corollaire 2.3 Soit K un sous corps de R, soit (at)t∈k+ un semi-groupe quasi-nilpotent
dans une alg èbre de Banach, et soit n ≥ 1 un entier. Si

lim sup
t−→0+

∥∥∥∥at
− at(γ+1)

∥∥∥∥ < n

(n + 1)1+ 1
n

.

alors at = 0 pour t ∈ K+.
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Démonstration. Soit t ∈ K+. Si at , 0 on a la fois

lim sup
p−→+∞

∥∥∥∥a
t
p

∥∥∥∥ ≥ lim sup
p−→+∞

∥∥∥at
∥∥∥ 1

p

et
lim sup

p−→+∞

∥∥∥∥a
t
p − a

t(n+1)
p

∥∥∥∥ < n

(1 + n)1+ 1
n

ce qui contredirait le théor ème 2.4.

Théorème 2.5 Soit K un sous corps de R, soit (at)t∈k+ un semi-groupe dans une alg
èbre de Banach, soit A la sous alg èbre fermée engendrée par (at)t∈k+ et soit n ≥ 1 un
entier. Si

lim sup
t−→0+

∥∥∥at
− at(n+1)

∥∥∥ < n

(1 + n)1+ 1
n

.

alors ou bien at = 0 pour t ∈ K+, ou bien A est unitaire, et il existe un élément u de A
tel que at = exp tu pour t ∈ K+.

Démonstration. Supposons que (at)t∈k+ est quasi-nilpotent. Il résulte alors du
corollaire 2.3 que at = 0 pour t ∈ K+.Dans le cas contraire on sait d’apr ès le
théor ème 2.3 qu’il existe un idempotent J de A, avec φ (J) = 1 pour φ ∈ Â et un
élément u de JA tels que

Jat = exp tu pour t ∈ K+.

Soit B = A /JA et soit P la surjection canonique de A sur B. Comme P est contrac-
tante, et comme φ (J) = 1 pour φ ∈ Â, B est radicale et il résulte du corollaire 2.3
que P (at) = 0

P
(
at
)

= 0 pour t ∈ K+.

Donc
at = Jat = exp tu pour t ∈ K+

et A est unitaire d’unité J.

Exemple 5 Soit A (D) l’alg èbre des fonction continues sur le disque unité fermé dont
la restriction au disque unité ouvert D est holomorphe, munie de la norme∥∥∥ f

∥∥∥
∞

= max
|z|≤1

∣∣∣ f (z)
∣∣∣ = max

|z|=1

∣∣∣ f (z)
∣∣∣

qui en fait une alg èbre de Banach uniforme. Pour z ∈ C, z non réel ≤ 0, t > 0 on pose

zt = |z| exp
(
it arg (z)

)
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arg (z) désignant la détermination de l’argument de z qui appartient à ]−π, π[ , et on
pose zt = 0 pour t = 0. On pose également

at (z) =
(1 − z

2

)t

pour |z| ≤ 1, t > 0.

(at)t>0 est un semigroupe continu dans A (D) puisque pour tout couple s, t de réels
strictement positifs on a

at+s =
(1 − z

2

)t+s

=
(1 − z

2

)t (1 − z
2

)s

= atas

et de plus ∥∥∥∥∥∥(1 − z
2

)t+h

−

(1 − z
2

)t
∥∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥∥(1 − z
2

)t ((1 − z
2

)h

− I
)∥∥∥∥∥∥
∞

≤

∥∥∥∥∥∥(1 − z
2

)t
∥∥∥∥∥∥
∞

∥∥∥∥∥∥(1 − z
2

)h

− I

∥∥∥∥∥∥
∞

passant à la limite quand h −→ 0 on obtient

lim
h−→0

∥∥∥∥∥∥(1 − z
2

)t+h

−

(1 − z
2

)t
∥∥∥∥∥∥
∞

= 0 pour tout t > 0.

Soit F =
{

f ∈ A (D)
∣∣∣ f (1) = 0

}
, et posons

φ (z) = exp
(z + 1
z − 1

)
pour |z| ≤ 1, z , 1.

Soit< l’alg èbre quotient F
/
φFet soit P : F −→ < la surjection canonique. Alors< est

radicale, la sous alg èbre fermée engendrée par P (at)t>0 coïncide avec<, le semigroupe
P (at)t>0 est continu, ∥∥∥∥P

(
at
)∥∥∥∥ ≤ 1 pour t > 0

et on a
lim

t−→0+

∥∥∥∥P
(
at
)
− P

(
at(n+1)

)∥∥∥∥ =
n

(n + 1)1+ 1
n

pour tout entier n ≥ 1.

En effet on déduit du fait que les polynômes sont denses dans A (D) que la sous alg
èbre de A (D) engendrée par a1 est dense dans F. Donc la sous alg èbre fermé de <
engendrée par le semi-groupe (P (at))t>0 coïncide avec<. L’application t −→ P (at) est
une application continue de ]0,+∞[ dans<, et∥∥∥∥P

(
at
)∥∥∥∥ ≤ 1 pour t > 0.
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Comme F est le seul idéal maximal de A (D) contenant φF,< est radicale. On a∣∣∣∣arg
(
at (z)

)∣∣∣∣ < tπ
2

pour t > 0, |z| < 1, , 1

donc at (z) −
∣∣∣at (z)

∣∣∣ converge uniformément vers 0 sur D quand t −→ 0+.On en déduit
que

lim sup
t−→0+

∥∥∥∥P
(
at
)
− P

(
at(n+1)

)∥∥∥∥ ≤ lim sup
t−→0+

∥∥∥at
− at(n+1)

∥∥∥
∞

≤ max
0≤x≤1

(
x − xn+1

)
=

n

(n + 1)1+ 1
n

.

Comme le semi-groupe (at)t>0 est continu, on a lim
t−→0+

∥∥∥P (at)
∥∥∥ = 1, et on déduit alors de

théor ème 2.4 que
lim

t−→0+

∥∥∥∥P
(
at
)
− P

(
at(n+1)

)∥∥∥∥ =
n

(n + 1)1+ 1
n

.

Théorème 2.6 Soit A une alg èbre de Banach, soit n ≥ 1 un entier et soit x ∈ A tel que

‖x‖ ≥
n

(n + 1)
1
n

et
∥∥∥x − xn+1

∥∥∥ < n

(n + 1)1+ 1
n

Soit U le disque ouvert de centre 0 est de rayon n

(n+1)1+ 1
n
, et soit h la fonction analytique

sur U construite au lemme 2.5. Alors∣∣∣φ (x)
∣∣∣ , 1

(n + 1)
1
n

pour φ ∈ Â

et l’élément I− (n + 1) hn
(
x − xn+1

)
est inversible dans l’alg èbre A# obtenue en ajoutant

une unité I à A, et

J =
(
I − (n + 1) hn

(
x − xn+1

))−1

×

 ∑
2≤k≤n+1

Ck
n+1

(
x − h

(
x − xn+1

))k−1
h
(
x − xn+1

)n+1−k


est un idempotent non nul de A vérifiant

x − h
(
x − xn+1

)
= J

(
x − h

(
x − xn+1

))
De plus si φ ∈ Â on a

φ (J) = 1 si
∣∣∣φ (x)

∣∣∣ > 1

(n + 1)
1
n
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et
φ (x) = 0 si

∣∣∣φ (x)
∣∣∣ < 1

(n + 1)
1
n

.

Démonstration. Soit u ∈ A tel que ‖u‖ ≤ n

(n+1)1+ 1
n
. Comme

‖h (u)‖ ≤ h (‖u‖) <
1

(n + 1)
1
n

I − (n + 1) hn (u) est inversible dans A# . Soit y ∈ A. On a

y + h (u) −
(
y + h (u)

)n+1
− u = y (I − (n + 1) hn (u))

−y2

 ∑
2≤k≤n+1

Ck
n+1yk−2h (u)n+1−k


Posons maintenant

u = x − xn+1, y = x − h (u) ,

b =
(
I − (n + 1) h (u)n)−1

 ∑
2≤k≤n+1

Ck
n+1yk−2h (u)n+1−k


Comme (

y + h (u)
)
−

(
y + h (u)

)n+1
− u = 0

on a y = y2b, donc y2b2 = yb, et J = yb est un idempotent de A.Comme ‖h (u)‖ ≤
1

(n+1)
1
n

, on a y , 0 et J , 0 puisque y = Jy.

Soit maintenant φ ∈ Â. Comme∣∣∣φ (x)
∣∣∣ − ∣∣∣φ (x)

∣∣∣n+1
≤

∣∣∣∣φ (
x − xn+1

)∣∣∣∣ < n

(n + 1)1+ 1
n

,

on a ∣∣∣φ (x)
∣∣∣ , 1

(n + 1)
1
n

.

On a vu dans la démonstration du lemme 2.5 que la fonction f (z) = z − zn+1 est
injective sur le disque de centre 0 est de rayon 1

(n+1)
1
n
.Comme

φ (x) − φ (x)n+1 = φ (h (u)) − φ (h (u))n+1

et comme
φ (h (u)) ≤ h (‖u‖) <

1

(n + 1)
1
n
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on voit que si φ (x) < 1

(n+1)
1
n

alors

φ
(
y
)

= φ (x) − φ (h (u)) = 0

donc φ (J) = 0.D’autre part si φ (x) > 1

(n+1)
1
n
, alors

φ (x) , φ (h (u))

donc φ
(
y
)
, 0 et φ (J) = 1 puisque y = Jy.

Exemple 6 Dans le cas n = 1. On trouve d’apr ès le lemme 2.5

h (z) =
1 − (1 − 4z)

1
2

2
pour |z| ≤

1
4

Et d’apr ès le théor ème 2.6 on a

J =
(
I − 2h

(
x − x2

))−1 (
x − h

(
x − x2

))
=

(
x −

I
2

+
1
2

(
I − 4x + 4x2

) 1
2
) (

I − 4x + 4x2
)

=
I
2

+
(
x −

I
2

) ((
I − 4x + 4x2

)− 1
2
)
.

Remarque 2.5 On déduit du théor ème 2.6 que si l’alg èbre de Banach A ne poss ède
aucun idempotent non nul, alors∥∥∥x − xn+1

∥∥∥ ≥ n

(n + 1)1+ 1
n

pour tout x ∈ A tel que ‖x‖ ≥
1

(n + 1)
1
n

.

Corollaire 2.4 Soit K un sous corps de R, et soit (at)t∈K+ un semi-groupe dans une alg
èbre de Banach A. On suppose que A ne poss ède aucun idempotent non nul.

i) Si lim sup
t−→0+

∥∥∥at
− at(n+1)

∥∥∥ < n

(n+1)1+ 1
n
, alors at = 0 pour t ∈ K+.

ii) Si lim inf
t−→0+

∥∥∥at
∥∥∥ > 0, alors lim inf

t−→0+

∥∥∥at
− at(n+1)

∥∥∥ ≥ n

(n+1)1+ 1
n
.

Démonstration. (i) provient du fait que lim inf
p−→+∞

∥∥∥∥a
t
p

∥∥∥∥ ≥ 1 si at , 0.

D’autre part posons m = lim inf
t−→0+

∥∥∥at
∥∥∥ . On a

m2 = lim inf
t−→0+

∥∥∥at
∥∥∥2
≥ lim inf

t−→0+

∥∥∥a2t
∥∥∥ = m.

Donc si m > 0, alors m ≥ 1.
(ii) découle immédiatement du théor ème 2.6.
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Remarque 2.6 La sous alg èbre fermée engendrée par le semi-groupe (at)t∈K+ poss ède
un idempotent non nul si

lim inf
t−→0+

∥∥∥at
∥∥∥ > 0.

Définition 2.4 Soit K un sous corps de R, et soit (at)t∈K+ un semi-groupe dans une alg
èbre de Banach A. On dira que (at)t∈K+ est localement borné si

sup
t∈[α,β]∩K

at < +∞ pour 0 < α ≤ β < +∞.

Si lim inf
t−→0+

∥∥∥at
∥∥∥ = 0 et s’il existe s ∈ K+ tel que as , 0, alors le semi-groupe (at)t∈K+ n’est

pas localement borné puisque∥∥∥as−t
∥∥∥ ∥∥∥at

∥∥∥ ≥ ‖as
‖ pour 0 < t < s.

Définition 2.5 On dira qu’une suite d’idempotents
(
Jp

)
p≥1

d’une algèbre de Banach est
croissante si

Jp+1Jp = Jp pour p ≥ 1

ce qui implique que
JqJp = Jp pour q ≥ p ≥ 1.

Théorème 2.7 Soit K un sous corps de R, et soit (at)t∈K+ un semi-groupe dans une alg
èbre de Banach tel que

lim inf
t−→+∞

∥∥∥at
− at(n+1)

∥∥∥ < n

(n + 1)1+ 1
n

et soit A la sous alg èbre fermé engendrée par le semi-groupe (at)t∈K+ . Si le semi-groupe
(at)t∈K+ est localement borné et non nul, alors il existe une suite croissante

(
Jp

)
p≥1

d’idempotents non nul de A telle que

Â = ∪
p≥1

{
φ ∈ Â

∣∣∣∣ φ (
Jp

)
= 1

}
et telle que ∪

p≥1
JpA est dense dans A.

Démonstration. Soit δ ∈
]
lim inf

t−→0+

∥∥∥at
− at(n+1)

∥∥∥ , n

(n+1)1+ 1
n

[
et soit

(
tp

)
p≥1

une suite

décroissante d’éléments de K+ qui converge vers 0 telle que∥∥∥atp − atp(n+1)
∥∥∥ ≤ δ pour p ≥ 1.
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Comme
lim inf

t−→0+

∥∥∥at
∥∥∥ ≥ 1,

on peut supposer que ∥∥∥atp
∥∥∥ > 1

(n + 1)
1
n

pour p ≥ 1.

Soit Jp l’idempotent associé à atp par le théor ème 2.7. Soit φ ∈ Â. Comme

φ
(
at
)
, 0 pour t ∈ K+

on a
lim sup

t−→0+

∣∣∣∣φ (
at
)∣∣∣∣ < +∞

et d’apr ès la Remarque 2.6 il existe α ∈ R tel que∣∣∣∣φ (
at
)∣∣∣∣ = exp (tα) pour t ∈ K+.

Donc ∣∣∣∣φ (
atp

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣φ (

atp+1
)∣∣∣∣ tp

tp+1 pour p ≥ 1.

Si φ (JP+1) = 0 alors ∣∣∣∣φ (
atp+1

)∣∣∣∣ < 1

(n + 1)
1
n

.

Donc on a également
∣∣∣φ (atp)

∣∣∣ < 1

(n+1)
1
n
, ce qui montre que φ (JP) = 0.On a donc

J = Jp+1Jp pour p ≥ 1

et la suite (JP)p≥1 est croissante. Considérons à nouveau φ ∈ Â. Comme lim
t−→0+∣∣∣φ (at)

∣∣∣ = 1, on a ∣∣∣∣φ (
atp

)∣∣∣∣ > 1

(n + 1)
1
n

pour p suffisamment grand, et par conséquent

Â = ∪
p≥1

{
φ ∈ Â

∣∣∣φ (JP) = 1
}
.

Soit M l’adhérence de l’idéal ∪
p≥1

JpA, et soit P : A −→ A /M la surjection cano-

nique. L’alg èbre quotient A /M est radicale, et il résulte du corollaire 2.4 que

lim inf
t−→0+

∥∥∥∥P
(
at
)∥∥∥∥ = 0.

Comme P (at) est localement borné, on voit que P (at) = 0 pour t ∈ K+. Donc
M = A.
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Corollaire 2.5 soit (at)t>0 un semi-groupe non nul dans une alg èbre de Banach, soit
A la sous alg èbre fermée engendrée par (at)t>0, et soit n ≥ 1 un entier on suppose que
(at)t>0 est continu sur ]0,+∞[ et que

lim inf
t−→0+

∥∥∥at
− at(n+1)

∥∥∥ < n

(n + 1)1+ 1
n

.

Alors ou bien A est unitaire, et dans ce cas il existe u ∈ A tel que

at = exp (tu) pour t > 0

ou bien il existe une suite
(
jp

)
p≥1

d’idempotents non nuls de A vérifiant les conditions
suivantes

i) jp jq = 0 pour p , q.

ii) Â = ∪
p≥1

{
φ ∈ Â

∣∣∣φ (
jP
)

= 1
}
, et Span

{
jpA

}
p≥1

est dense dans A.

iii) Pour p ≥ 1 il existe up ∈ jpA tel que jpat = exp
(
tup

)
pour t > 0, où

exp υ = jp +
∑
k≥1

tkυk

k!
pour υ ∈ jpA.

Corollaire 2.6 Soit
(
Jp

)
p≥1

la suite croissante d’idempotents donnée par le théor ème
2.7. S’il existe p ≥ 1 tel que Jq = Jp pour q ≥ p, alors A est unitaire d’unité J = Jp.Il
résulte du théor ème 2.6 que J ∈ atpA# où A# désigne l’alg èbre obtenue en adjoignant
une unité à A, et on a donc

lim
t−→0+

∥∥∥J − Jat
∥∥∥ = 0.

Il résulte alors du théor ème 2.9.3 qu’il existe u ∈ A tel que

at = exp (tu) pour t > 0.

Supposons maintenant que pour tout p ≥ 1 il existe q > p tel qu eJq , Jp. Quitte à
Remarque placer la suite

(
Jp

)
p≥1

par une sous suite onpeut supposer que

Jp , Jp+1 pour p ≥ 1.

Posons
j1 = J1 et jp = Jp − Jp−1 pour p ≥ 2.

Soit p ≥ 2. On a
jpJp−1 = JpJp−1 − Jp−1 = 0,
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donc
jpJq = jpJp−1Jq = 0

pour 1 ≤ q ≤ p − 1. Ceci montre que

JpJq = 0 pour q , p.

D’autre part
Span

{
jpA

}
p≥1

= ∪
p≥1

JpA,

donc Span
{
jpA

}
p≥1

est dense dans A, ce qui implique que

Â = ∪
p≥1

{
φ ∈ Â

∣∣∣φ (
jP
)

= 1
}
.

Soit p ≥ 1. Comme Jp ∈ atpA, et comme jp = Jp jp, on a

lim
t−→0+

∥∥∥ jp − jpat
∥∥∥ = 0.

On déduit alors à nouveau du théor ème 1.18 qu’il existe up ∈ jpat tel que

jpat = exp
(
tup

)
pour t > 0.

Lemme 2.8 Soient p et q deux entiers positifs, et soit Rp,q =
(

p
p+q

) p
q p

p+q . Il existe une

fonction analytique g : D
(
0,Rp,q

)
−→ C telle que g (0) = 1 et telle que g (z)p

−g (z)p+q =

z pour |z| < Rp,q. De plus
∣∣∣g (z)

∣∣∣ > (
p

p+q

) p
q pour |z| < Rp,q.

Démonstration. Voir Distance entre puissance d’une unité approchée bornée
[4].

Lemme 2.9 Soit x un élément d’une alg èbre de Banach, soit A la sous alg èbre fermée
engendrée par x, soit A# l’alg èbre obtenue en adjoignant une unité I à A, soient p et q
deux entiers positifs et soit g la fonction analytique associée à p et q au lemme 2.8. Si

ρ (xp
− xp+q) <

(
p

p + q

) p
q p

p + q
,

alors
pg (xp

− xp+q)p−q
−

(
p + q

)
g (xp

− xp+q)p+q−1 ,
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est inversible dans A#, et

Jp,q (x) = I −
[
pg (xp

− xp+q)p−q
−

(
p + q

)
g (xp

− xp+q)p+q−1
]−1

×

 ∑
2≤k≤p+q

Ck
p+q

(
x − g (xp

− xp+q)
)k−1 g (xp

− xp+q)p+q−k

−

∑
2≤k≤p+q

Ck
p
(
x − g (xp

− xp+q)
)k−1 g (xp

− xp+q)p−k


est un idempotent de A. De plus

Jp,q (x) x = Jp,q (x) g (xp
− xp+q) ,

et {
φ ∈M (A)

∣∣∣∣φ (
Jp,q (x)

)
= 1

}
=

{
φ ∈M (A)

∣∣∣φ (x) ∈ Ω0

}
⊂

φ ∈M (A)

∣∣∣∣∣∣∣φ (x) >
(

p
p + q

) p
q
 ,

où Ω0 désigne la composante connexe de 1 dans l’ouvert

Ω =

z ∈ C

∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣zp
− zp+q

∣∣∣ < (
p

p + q

) p
q p

p + q

 .
Démonstration. Soit φ0 le caract ère de A# tel que ker

(
φ0

)
= A. Posons

Ck
m =

m!
k! (m − k)!

pour m ≥ 0, 0 ≤ k ≤ m, δ = ‖xp
− xp+q

‖ , u = xp
− xp+q et y = x − g (u) . Comme

gp (u) − gp+q (u) = u,

on a

0 = xp
− xp+q

− u
=

(
y + g (u)

)p
−

(
y + g (u)

)p+q
− u

= y
[
pg (u)p−1

−
(
p + q

)
g (u)p+q−1

]
−y2

 ∑
2≤k≤p+q

Ck
p+qyk−2g (u)p+q−k

−

∑
2≤k≤p

Ck
pyk−2g (u)p−k

 .
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Posons de nouveau
f (z) = zp

− zp+q pour z ∈ C.

On a f ′
(
g (z)

)
g′ (z) = 1 pour |z| <

(
p

p+q

) p
q p

p+q et par conséquent la fonction

h : z −→
1

f ′
(
g (z)

)
est analytique sur le disque ouvert

D

0,
(

p
p + q

) p
q p

p + q

 .
Comme

f ′
(
g (z)

)
= pg (z)p−1

−
(
p + q

)
g (z)p+q−1

il résulte d’une propriété standard du calcul fonctionnel holomorphe que

pg (z)p−1
−

(
p + q

)
g (z)p+q−1

est inversible dans A# et que

h (u) = pg (u)p−1
−

(
p + q

)
g (u)p+q−1 .

Posons

υ = h (u)

 ∑
2≤k≤p+q

Ck
p+qyk−2g (u)p+q−k

−

∑
2≤k≤p

Ck
pyk−2g (u)p−k

 ,
J (x) = I − yυ.

Comme y = y2υ, on a
(
yυ

)2
= y2υ2 = yυ, donc yυ et J (x) sont des idem- potents

de A# et J (x) y = 0, de sorte que

J (x) x = J (x) g (u) .

Comme g (0) = 1, h (0) = −1
q , et φ0

(
g (u)

)
= 1, donc φ0

(
y
)

= −1. Par conséquent

φ0

 ∑
2≤k≤p+q

Ck
p+qyk−2g (u)p+q−k

−

∑
2≤k≤p

Ck
pyk−2g (u)p−k


=

∑
2≤k≤p+q

Ck
p+q (−1)k

−

∑
2≤k≤p

Ck
p (−1)k = −1 + p + q + 1 − p = q.

Donc φ0 (υ) = −1 et φ0
(
yυ

)
= 1. Par conséquent φ0 (J (x)) = 0, et J (x) ∈ A.
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Soit maintenant

Ω =

z ∈ C

∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣zp
− zp+q

∣∣∣ < (
p

p + q

) p
q p

p + q

 ,
et soit Ω0 la composante connexe de 1 dans Ω. On a g

(
f (z)

)
= z pour z ∈ Ω0.

D’autre part l’image par g du disque ouvert

D

0,
(

p
p + q

) p
q p

p + q


est un ouvert connexe contenu dans Ω qui contient 1, donc g (z) ∈ Ω0 pour

|z| <
(

p
p + q

) p
q p

p + q
,

et on voit que

Ω0 = g

D

0,
(

p
p + q

) p
q p

p + q


 =

{
z ∈ Ω

∣∣∣g (
f (z)

)
= z

}
.

Pour

|z| <
(

p
p + q

) p
q p

p + q
,

on a

∣∣∣ f (
g (z)

)∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣g (z)

∣∣∣p − ∣∣∣g (z)
∣∣∣p+q

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣g (z)p
− g (z)p+q

∣∣∣ < (
p

p + q

) p
q p

p + q
.

Comme l’ensemble {∣∣∣ f (
g (z)

)∣∣∣}
|z|<

( p
p+q

) p
q q

p+q

est connexe et contient 0, l’étude du graphe de f sur l’intervalle ]0,+∞[ montre
que ∣∣∣g (z)

∣∣∣ > (
p

p + q

) 1
q

pour |z| <
(

p
p + q

) p
q p

p + q
.

En particulier

|z| >
(

p
p + q

) 1
q
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pour z ∈ Ω0. Soit φ ∈ Â. Comme J (x) x = J (x) g (u) , on voit que φ (x) = φ
(
g (u)

)
si φ (J (x)) = 1.Comme

I − J (x) =
(
x − g (u)

)
υ,

on voit réciproquement en prolongeantφ à A# queφ (J (x)) = 1 siφ (x) = φ
(
g (u)

)
.

Mais
φ

(
g (u)

)
= φ

(
g
(

f (x)
))

= g
(
φ

(
f (x)

))
et par conséquent φ (J (x)) = 1 si et seulement si φ (x) ∈ Ω0.
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CHAPITRE 3

LES UNITÉS APPROCHÉES BORNÉES DANS UNE
ALGÈBRE DE BANACH
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3.1. SUITES RÉGULARISANTES

3.1 Suites régularisantes

Définition 3.1 (Suites régularisantes) [13]On appelle suite régularisante (ou ap-
proximation de l’identité) une famille (ρn)n≥1 de fonctions définies sur R vérifiant les
propriétés suivantes

1. ρn ∈ C∞c (R) et supp ρn ⊂ [−1/n, 1/n], ∀n ≥ 1,

2. 0 ≤ αn ≤ 1,

3.
∫
R
αn(x)dx = 1, ∀n ≥ 1

Dorénavant on utilisera systématiquement la notation (ρn) pour désigner une suite
régularisante

Remarque 3.1 Remarquons qu’il existe des suites régularisantes. En effet, il suffit de
fixer une fonction ρ ∈ C∞c (R avec Supp ρ ⊂ [−1/n, 1/n], ρ ≥ 0 sur R et

∫
R
ρ(x)dx > 0,

par exemple : La fonction

ρ(x) =

{
exp

(
1

x2−1

)
si |x| < 1

0 si |x| ≥ 1

On considère ensuite

ρn(x) = cnρ(nx) =

{
cn exp

(
1

n2x2−1

)
si |x| < 1

n
0 si |x| ≥ 1

n

avec
c = 1/ exp

(
−1

1 − x2

)
dx

Pour f ∈ L1
loc(R),on pose

fn(x) = ρn ∗ f (x)

telque

fn(x) =

∫
R

f (x − y)ρn(y)dy =

∫
R

f (y)ρn(x − y)dy, ∀x ∈ R

La fonction fn s’appelle régularisée de f . Dans l’espace L1(R) les suites régularisante
qui joue le même rôle que l’unité approchée bornée

Exemple 7 [1]On considère

L1(R) = { f : IR→ C, mesurable,
∫ +∞

−∞

| f (x)|dx < 1}
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3.2. UNITÉ APPROCHÉE BORNÉE

muni de la convolution possède une unité approchée bornée.

en(x) =

{
n si 0 ≤ x ≤ 1

n ,n ≥ 1
0 sinon

‖en‖ = 1 et f ∗ en(x) =
∫
−∞

+∞
f (x − t)en(t)dt = n

∫ 1
n

0
f (x − t)dt; f (x) = f (x).n

∫ 1
n

0
dt

alors

( f ∗ en)(x) − f (x) = n
∫ 1

n

0
[ f (x − t) − f (x)]dt

Si f est continue à support compact ⊂ [−α, α] , donc elle est uniformément continue

‖( f ∗ en) − f ‖1 =

∫ α+1

−α−1
|( f ∗ en)(x) − f (x)|dt

≤

∫ α+1

−α−1
n

1
n

sup | f (x − t) − f (x)|dt

≤ 2(α + 1) sup | f (x − t) − f (x)|, 0 ≤ t ≤
1
n
, |x| ≤ α + 1

Comme f est uniformément continue ; le

sup | f (x − t) − f (x)| → 0 quand n→ +∞, 0 ≤ t ≤
1
n
, |x| ≤ α + 1

‖( f ∗ en)− f ‖1 → 0 si f est continue à support compact . Si g est quelconque dans L1 et
f continue à support compact,

lim
n→∞
‖g ∗ en − g‖1 = lim

n→∞
‖g ∗ en − f ∗ en‖1

+ lim
n→∞
‖ f ∗ en − f ‖1 + ‖ f − g‖1 ≤ 2‖g − f ‖ ∀ f

continue à support compact par densité on a limn→∞‖g ∗ en − g‖1 = 0
Ceci prouve exactement que limn→+∞ g ∗ en = g dans L1(R).
Par conséquence (en)n≤1 est une unité approchée bornée séquentielle de L1(R).(bornée
par 1).

3.2 Unité approchée bornée

Dans ce chapitre on va donner quelques définitions et propriétés avec des
exemples.
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Définition 3.2 (Unité approchée bornée.) [1]Soit A une algèbre de Banach com-
mutative. On dit que A possède une unité approchée bornée séquentielle (u,a,b,s) s’il
existe une suite (en)n deA bornée telle que :

x = lim
n→+∞

enx pour tout x ∈ A.

En d’autres termes, on dit qu’une suite (en)n d’éléments d’une algèbre de BanachA est
une unité approchée bornée séquentielle deA si

‖en‖ < +∞ pour tout n ∈N
et lim

n→+∞
‖enx − x‖ = 0 pour tout x ∈ A

Définition 3.3 Soit A une algèbre de Banach commutative. On dit que A possède une
unité approchée bornée s’il existe M > 0 tel que pour tout a1, a2, ..., ak ∈ A et pour tout
ε > 0, il existe x ∈ A avec

‖x‖ ≤M : ‖xai − ai‖ < ε pour tout i .

Remarque 3.2 Il suffit pour avoir une unité approchée bornée que la condition ci-dessus
soit vérifiée pour k = 1.

Unité approchée bornée séquentielle.

Définition 3.4 Soit A une algèbre de Banach commutative. On dit que A possède une
unité approchée borné e séquentielle (u.a.b.s) s’il existe une suite (en) de A bornée telle
que

x = lim
n −→ +∞

xen pour tout x ∈ A

Remarque 3.3 [1]Si (en)n est un unité approchée bornée séquentielle deA on limn→+∞ ‖en‖ ≥

1 : En effet, ‖x‖ = limn→+∞ ‖enx‖ ≤ limn→+∞ ‖en‖‖x‖ pour tout x ∈ A, ainsi :

1 ≤ lim
n→+∞

‖en‖.

Proposition 3.1 [1]Soit A une algèbre de Banach commutative. Alors A possède
une unité approchée bornée par M si et seulement si, pour chaque ensemble finie
{a1, a2, , , , , ak} d’éléments deA et pour tout ε > 0, il existe e ∈ A avec

‖e‖ ≤M et ‖eai − ai‖ < ε pour tout i = 1, ...., k.
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Démonstration. =⇒
Soit A une algèbre de Banach commutative possède une unité approchée

(en)n≤1 bornée par M :
Considérons un ensemble finie {a1, a2, , , , , ak} d’éléments deA on à :

lim
n→+∞

‖enai − ai‖ = 0 pour tout i = 1, ...., k.

Alors pour tout ε > 0, il existe n0 ∈N tel que pour tout n ≥ n0 :

‖enai − ai‖ < ε pour tout i = 1, ...., k.

avec en0 ∈ A et ‖en0‖ ≤M. Nous avons

‖en0ai − ai‖ < ε pour tout i = 1, ...., k.

Donc
en0 = e

⇐=
Réciproquement,supposons que A est une algèbre de Banach commutative à
la propriété qu’il existe une constante M telle que pour chaque ensemble finie
{a1, a2, , , , , ak} d’éléments dansA et chaque ε > 0 il existe un élément e ∈ A avec
‖e‖ ≤M telle que

‖eai − ai‖ < ε pour tout i = 1, ...., k.

On note par Λ l’ensemble de tout les paires λ = (F,n) avec F un ensemble finie
contenu dans A, et n ≥ 1. l’ensemble est un ensemble partiellement ordonnée
par cette relation :

(Fn1 ,n1) ∼ (Fn2 ,n2) ssi Fn1 ⊂ Fn2 et n1 ≤ n2.

Alors pour tout λ = (F,n) dans il existe un élément eλ ∈ A avec ‖eλ‖ ≤M tel que

‖eλx − x‖ <
1
n

pour tout x ∈ Fn.

Ainsi, pour tous x ∈ A et ε > 0 il existe λ0 = (F,n0) ∈ Λ telle que

‖eλx − x‖ < ε pour tout λ ≥ λ0;

c’est-à-dire, la suite (eλ)k≥1 bornée par M tel que :

x = lim
n→+∞

eλx pour tout x ∈ A.

Par conséquent (eλ)λ≥1 est une unité approchée bornée séquentielle deA bornée
par M.
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Proposition 3.2 [1]SoitA une algèbre normée séparable,ou s’il existe a ∈ A : [aA]− =
A([aA]− la durance de L’algèbre engendrée par a. AlorsA possède une unité approchée
bornée séquentielle.

Démonstration. i) Si A est une algèbre normée séparable, soit (am) une suite
dense dansA ; pour tout n ≥ 1 il existe (en) tel que :

‖enam − am‖ <
1
n

pour tout n ≥ m avec ‖en‖ ≤M

Alors pour m fixé ;

‖enam − am‖ <
1
n

pour tout n ≥ m,

donc
lim

n→+∞
‖enam − am‖ = 0

Soit y ∈ A est ε > 0, il existe m ∈N :

‖y − am‖ <
ε

2(1 + M)

et il existe n1 ∈N∗ :
‖enam − am‖ <

ε
2
,

pour n > n1 on a

‖eny − y‖ = ‖eny − enam + enam − y − am + am‖

≤ ‖en‖‖y − am‖ + ‖enam − am‖ + ‖am − y‖

≤ ‖y − am‖(‖en‖ + 1) + ‖enam − am‖ ≤
ε
2

+
ε
2

= ε

Donc
lim

n→+∞
‖eny − y‖ = 0 pour tout y ∈ A.

ii) Supposons qu’il existe a ∈ A : [aA] = A : a ∈ A = [aA] implique il existe
{en}n ;

en ∈ A : lim
n→+∞

‖aen − a‖ = 0,

Alors
lim

n→+∞
‖aenx − ax‖ = 0 pour tout x ∈ A.

Soit y ∈ A,∃x ∈ A :
‖y − ax‖ <

ε
(1 + M)
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Donc

‖eny − y‖ = ‖eny − enax + enax − y − ax + ax‖
≤ ‖eny − enax‖ + ‖enax − ax‖ + ‖ax − y‖

Alors

lim
n→+∞

sup ‖eny − y‖ ≤ lim
n→+∞

sup ‖eny − enax| lim
n→+∞

sup ‖enax − ax‖

+ lim
n→+∞

sup ‖ax − y‖ <
(1 + M)
1 + M

ε + 0 = ε

Donc

lim
n→+∞

sup ‖eny − y‖ = 0⇒ ‖eny − y‖ = 0→ 0 l’orsque n→ +∞

Alors (en)n≥1 est une unité approchée bornée séquentielle deA.

Lemme 3.1 (d’Urysohn métrique) [14]Si F0 et F1 sont deux fermés disjoints dans
un espace métrique (X, d), il existe une fonction continue f sur X, à valeurs dans [0, 1],
telle que f = 0 sur F0 et f = 1 sur F1.

Démonstration. Si F0 et F1 sont non vides, on posera

∀x ∈ X, f (x) =
d(x,F0)

d(x,F0) + d(x,F1)
.

Il faut vérifier que le dénominateur ne s’annule pas :
si

d(x,F0) = 0,

alors x ∈ F0 puisque F0 est fermé, donc x ∈ F1 puisque les deux ensembles sont
disjoints, et alors d(x,F1) > 0. La fonction f est donc continue, et vérifie les
conditions voulues.
Si F0 est vide, on peut poser f = 1 partout et si F1 est vide f = 0 partout.

Remarque 3.4 Si X est un espace localement compact alors, pour tout compact T de
X, il existe une application continue de X dans [0, 1], à support compact, et qui vaut 1
sur T

Remarque 3.5 Si l’algèbreA est unitaire alorsA possède une unité approchée bornée
avec M = 1.
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3.3 Application : L’algèbre BV0

Définition 3.5 (L’algèbre BV0) Soit

BV0 = {X = (xn)n>1 ⊂ C
N∗ ,

∑
n>1

|xx+1 − xn| < +∞ et lim
n→+∞

xn = 0}.

Muni des opérations usuelles, somme et produit cordonnée par cordonnée et de la norme

‖ X ‖=
+∞∑
n=1

|xn+1 − xn| + sup
n>1
|x|

BV0 est une algèbre de Banach commutative

Soit (hn)n>1 la suite d’élément de BV0 définie par :

hn = (1, . . . , 1,︸   ︷︷   ︸
n− f ois

0, 0, . . .)

Alors (hn)n>1 est une unité approchée bornée séquentielle formée d’idempotent.
En effet si X = (xp)p>1 ∈ BV0 on a :

Xhn = (x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . .) et X − Xhn = (0, 0, . . . xn+1, xn+2, . . .).

D’où

‖ X − Xhn ‖=

+∞∑
p=n+1

|xp+1 − xp| + sup
p>n+1

|xp| + |xn+1|

on a X = (xp)p>1 ∈ BV0 donc limn→∞ xn = 0, alors

lim
n→∞
‖ X − Xhn ‖= 0.

D’autre part pour tout entier non nul n on a h2
n = hn et ‖ hn = 2 ‖.

Ce qui démontre que la suite (hn)n>1 est une unité approchée bornée séquentielle formée
d’idempotent dans BV0.

Proposition 3.3 Soit A une algèbre de Banach commutative possédant une unité
approchée bornée séquentielle (en)n>1, Alors :

1. Si (en)n>1 est constante à partir d’un certain rang,A est une algèbre unitaire,

2. Si (en)n>1 est formée d’idempotent et si A est unitaire d’unité e on a en = e pour
n assez grand.

71



3.3. APPLICATION : L’ALGÈBRE BV0

Démonstration. Supposons la suite (en)n>1 est constante à partir du rang n0,
Alors :

x = lim
n→∞

enx = en0x

pour tout x ∈ A,alorsA est unitaire d’unité en0 .
Supposons maintenantA unitaire d’unité e et (en)n>1 formée d’idempotent on a

e = lim
n→∞

een = en

Donc ‖ e − en ‖< 1 à partir d’un certain rang m0. On a d’après la Proposition 3.3
alors en est inversible pour tout entier n > m0 et puisque en est idempotent on a
χ(en) = χ(e) = 1 pour tout caractère χ deA et pour tout entier n > m0.
Donc e − en ∈ RadA. Or

(e − en)2 = e − 2en + en = e − en

Par conséquent e − en = 0 puisque 0 est le seul idempotent de RadA et ceci pour
tout entier n > m0. Ceci qui démontre la Proposition.

Proposition 3.4 SoitA une algèbre de Banach commutative possédant une unité ap-
proché bornée séquentielle (en) formée d’idempotents. Alors il existe dans A une unité
approché bornée séquentielle ( fn) formée d’idempotents, et telle que fn. fm = fm pour m,
n ∈N∗, n > m.

Démonstration. Soit n fixé, n ∈ N∗. On sait [15] que si f et g sont deux idem-
potents distincts d’une algèbre d Banach commutative alors ‖ f − g‖ > 1 : On a
limm→∞ emen = en, et pour m assez grand on a :

‖emen − en‖ < 1

d’où, comme em − en est un idempotent, emen = en. On peut construire par récur-
rence une suite (pm)m m d’entiers strictement croissante telle que

emepn = epn

pour tout m > pn+1, On pose :
fn = epn

alors ( fn) est une suite extraite de la suite (en), et :

fn = fm fn si m > n + 1

D’où le résultat.
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3.3. APPLICATION : L’ALGÈBRE BV0

Corollaire 3.1 Soit A une algèbre de Banach commutative non unitaire. Les deux
conditions suivants sont équivalentes :

i) il existe un homomorphisme injectif continuϕ de BV0 dansA tel que [Aϕ(BV0)]− =
A

ii) A possède une unité approchée bornée séquentielle (en)n>1 formée idempotentes.

Démonstration. ii) ⇒ i) En vertu des deux Propositions précédentes on peut
choisir dansAune unité approchée bornée séquentielle (en)n>1 telle que enem = em

pour tout n, m ∈N, et n > m > 1
avec en , em si n , m.
Définissons alors la suite ( fn)n>1 comme suit f1 = e2 et fn = en+1 − en

si n > 2, on a :

fn. fm = (en+1 − en)(e −m + 1 − em) si m > n > 1
= en+1em+1 − enem+1 − emen+1 + enem

si m = n, on a :
fn. fm = en+1en = fn

alors :
f 2
n = fn, f 2

1 = f1.

Si m > n > 1, on a :
fn. fm = en − en−1 − en + en−1 = 0.

De plus
fn. f1 = (en+1 − en)e2 = e2en+1 − e2en = e2e2 = 0 si n > 1.

Soit
ϕ : BV0 →A, X = (xn)n → ϕ(X) =

∑
n>1

xn fn

Montrons que ϕ est bien définie. Pour cela considérons la somme partielle
Sp =

∑p
n=1 xn fn, on a :

Sp+q − Sp =

p+q∑
n=1

xn fn −

p∑
n=1

xn fn =

p+q∑
n=p+1

xn fn

= xp+1(ep+2 − ep+1) + . . . + xp+q(ep+q+1 − ep+q)
= −xp+1ep+1 + ep+2(xp+1 − xp+2) + . . . + ep+q(xp+q−1 − xp+q) + xp+qep+q+1
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3.3. APPLICATION : L’ALGÈBRE BV0

Donc

‖Sp+q − Sp‖ = ‖

p+q∑
n=1

xn fn −

p∑
n=1

xn fn‖

6 |xp+1| .‖ep+1‖ + ‖ep+2‖

.|xp+1 − xp+2| + . . . + ‖ep + q‖.|xp+q−1 − xp + q| + |xp+q|.‖ep+q+1‖

D’où

‖Sp+q − Sp‖ 6 sup
n>1
‖en‖(|xp+1| +

p+q+1∑
n=p+1

|xn+1 − xn| + |xp+q|)

On voit alors que :
lim

p,q→∞
‖Sp+q − Sp‖ = 0.
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CHAPITRE 4

INÉGALITÉ D’UNE UNITÉ APPROCHÉE BORNÉE
DANS UNE ALGÈBRE DE BANACH

COMMUTATIVE
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4.1. INTRODUCTION

4.1 Introduction

Une suite (en)n d’éléments d’une algèbre de Banach A est dite unité approchée
bornée séquentielle (u.a.b.s) s’il existe une constante M telle que

||en|| < M pour n ∈N et ∀x ∈ A lim
n→∞

enx = lim
n→∞

xen = x.

On dit que la série
∑+∞

n=0 un ou un ∈ A est normalement convergente si et

seulement si la série (réelle)
+∞∑
n=0
‖un‖ est convergente.

Pour tout α ∈ R , pour tout x ∈ A tel que ‖x‖ < 1, on a (e + x)α = e +
+∞∑
n=1

α(α−1)...(α−n+1)
n! xn.

Dans une algèbre de Banach un élément idempotent est un élément x tel que
x2 = x. Il est dit non trivial si x est non nul et s’il est différent de e (e désigne
l’élément neutre de l’algèbre A).
Dans ce chapitre,nous commençons à construire un idempotents

P(x) ∈ A,

où

P(x) =
e
2

+

√
3

2

[
x −

e
√

3

] [
e +

√
3x
2

]1/2 [
e +

3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
]−1/2

(lemme 4.1)

et on montre si A une algèbre de Banach commutative possédant une unité
approché borné squentielle (en)n telle que

‖en‖ < 1 et lim inf
n→+∞

∥∥∥e3
n − en

∥∥∥ < 2

3
√

3
.

Alors A est une unité approché borné squentielle formés d’idempotents pour A
(théorème 4.1 et le lemme 4.2). Si A ne possède aucun idempotent non nul, alors
lim inf

n→+∞

∥∥∥e3
n − en

∥∥∥ ≥ 2
3
√

3
. (Corollaire 4.1)

La section 3 de ce chapitre est consacré essentiellement à l’étude des semi
-groupes continu et borné à lorigine dans une algèbre de Banach commutative.
En particulier on vérifie les résultats suivants, on pose :

A =
[
Sp (T(t))t�0

]− et I =
{
x ∈ A / x = lim

t→0+
(T(t)) x

}
,

p(x) = sup
t � 0

∥∥∥(T(t)) e−ξtx
∥∥∥ pour tout x ∈ I, ξ = Log(1 + ρ((T(t))).
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4.2. INÉGALITÉ 3
√

3
2

∥∥∥X3
− X

∥∥∥ < 1

Où ρ(T(t)) le rayon spectral au semi-groupe (T(t))t�0 ,

q(x) = sup
y,0,y∈I

{
p(xy) / p(y)

}
pour x ∈ A

et
H =

{
x ∈ A / q(x) = 0

}
,

l’algèbre A0 = A/H, et
.
q(

.
x) = inf

y∈H
q(x + y) ou’ x ∈

.
x,

.
q est une norme. On note Ã0

la completion de (A0,
.
q), et i : A0→ Ã0 l’ingection canonique.

L’application θ : A π
→ A0

i
→ Ã0 est continue.

Comme
q((T(t))) ≤

∣∣∣eξt
∣∣∣ , pour t ∈ R+∗ ,

on voit que θ((T(t)) est bornée à l’origine.
Comme

Ã0 = θ(A), Ã0 =
[
Sp (θ(T(t))t�0

]− et
.
q (θ(T(t)x − x) →

t→0+
0.

Alors (θ(T(tn))tn�0est une unité approché borné squentielle pours Ã0 avec
toute suite (tn) qui converge vers 0.

On donne aussi comme exemple d’algebre de Banach commutative, un
semi-groupe (T(t))t�0 continu et borné à lorigine, ou’

lim sup
t→0+

‖T(3t) − T(t)‖ <
2

3
√

3
si et seulement si A est unitaire,

et dans ce cas l’unité e de A vérifie :

e = lim
t→0+

T(t) etlim sup
t→0+

‖T(3t) − T(t)‖ = 0.

4.2 Inégalité 3
√

3
2

∥∥∥x3
− x

∥∥∥ < 1

Lemme 4.1 Soit A une algebre de Banach commutative, et soit x ∈ A tel que∥∥∥∥∥∥
√

3
2

x

∥∥∥∥∥∥ < 1 et

∥∥∥∥∥∥3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x

∥∥∥∥∥∥ < 1

on pose :

P(x) =
e
2

+

√
3

2

[
x −

e
√

3

] [
e +

√
3x
2

]1/2 [
e +

3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
]−1/2
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4.2. INÉGALITÉ 3
√

3
2

∥∥∥X3
− X

∥∥∥ < 1

Alors on a : P(x) est un idempotents dans A ,c’est -a- dire

P(x) ∈ A, P2(x) = P (x)

et

‖P(x)‖ ≤
1
2

+
√

3
[
‖x‖ +

1
√

3

]
1/

(
1 −

∥∥∥∥∥∥3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x

∥∥∥∥∥∥
)1/2

Démonstration. Puisque x ∈ A avec

‖x‖ ≤
2
√

3
3

et
∥∥∥x3
− x

∥∥∥ ≤ 2

3
√

3
,

on a (
e +

√
3

2
x
)1/2

=

+∞∑
n=0

1/2(1/2 − 1)...(1/2 − n + 1)
n!

(

√
3

2
x)n.

Si

un(x) =
1/2(1/2 − 1)...(1/2 − n + 1)

n!
(

√
3

2
x)n,

alors

un+1(x) =
1/2(1/2 − 1)...(1/2 − n )

(n + 1)!
(

√
3

2
x)n+1,

nous avons

lim
n→∞

∣∣∣∣∣un+1(x)
un(x)

∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣∣ (1/2 − n )
(n + 1)

∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
√

3
2

x

∥∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∥
√

3
2

x

∥∥∥∥∥∥ < 1

alors d’apré le critère de D’Alembert , la série

+∞∑
n=0

1/2(1/2 − 1)...(1/2 − n + 1)
n!

(

√
3

2
x)n

est absolument convergente car la contrainte
∥∥∥∥ √3

2 x
∥∥∥∥ < 1; donc

(
e +

√
3

2 x
)1/2

est bien
définie.

La même chose pour la série(
e +

3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
)−1/2

=

+∞∑
n=0

vn(x)

tel que

vn(x) =
−1/2(−1/2 − 1)...(−1/2 − n + 1)

n!
(
3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x)n
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4.2. INÉGALITÉ 3
√

3
2

∥∥∥X3
− X

∥∥∥ < 1

est absolument convergente car∥∥∥∥∥∥3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x

∥∥∥∥∥∥ < 1 et
(
e +

3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
)−1/2

est bien définie.
Si A est unitaire , on a

P(x) ∈ A.

Sinon on a
Â] = Â ∪ χ0 avec kerχ0 = A.

Comme

χ0(P(x)) = χ0

 e
2

+

√
3

2

[
x −

e
√

3

] [
e +

√
3x
2

]1/2 [
e +

3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
]−1/2

= χ0

( e
2

)
+ χ0


√

3
2

[
x −

e
√

3

] [
e +

√
3x
2

]1/2 [
e +

3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
]−1/2

et comme

e +
3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x = 3
[
x −

e
√

3

]2 [
e +

√
3x
2

]
,

alors
χ0(P(x)) = 0

c’est -a-dire
P(x) ∈ A.

Donc P(x) est bien définie dans A].

P2(x) =
e
4

+

√
3

2

[
x −

e
√

3

] [
e +

√
3x
2

]1/2 [
e +

3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
]−1/2

+


√

3
2

[
x −

e
√

3

] [
e +

√
3x
2

]1/2 [
e +

3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
]−1/2

2

avec (e +

√
3

2
x
)1/2

2

= e +

√
3

2
x,

(
e +

3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
)−1/2

=

(e +
3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
)1/2

−1

,
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4.2. INÉGALITÉ 3
√

3
2

∥∥∥X3
− X

∥∥∥ < 1

et comme

e +
3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x = 3
[
x −

e
√

3

]2 [
e +

√
3x
2

]
,

alors 
√

3
2

[
x −

e
√

3

] [
e +

√
3x
2

]1/2 [
e +

3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
]−1/2

2

=
3
4

[
x −

e
√

3

]2 [
e +

√
3x
2

] [
e +

3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
]−1

=
e
4

donc
P2(x) = P(x)

et ∥∥∥∥∥∥∥
(
e +

√
3

2
x
)1/2

∥∥∥∥∥∥∥ ≤ 1 +

+∞∑
n=1

1/2(1/2 − 1)...(1/2 − n + 1)
n!

(−1)n−1

∥∥∥∥∥∥
√

3
2

x

∥∥∥∥∥∥
n

(4.1)

= 1 −
+∞∑
n=1

1/2(1/2 − 1)...(1/2 − n + 1)
n!

(
−

∥∥∥∥∥∥
√

3
2

x

∥∥∥∥∥∥
)n

= 1 −

(1 −
∥∥∥∥∥∥
√

3
2

x

∥∥∥∥∥∥
)1/2

− 1


= 2 −

(
1 −

∥∥∥∥∥∥
√

3
2

x

∥∥∥∥∥∥
)1/2

≤ 2

donc ∥∥∥∥∥∥∥
(
e +

3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
)−1/2

∥∥∥∥∥∥∥ (4.2)

≤ 1 +

+∞∑
n=1

−1/2(−1/2 − 1)...(−1/2 − n + 1)
n!

[
−

∥∥∥∥∥∥(
3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x)

∥∥∥∥∥∥
]n

=

[
1 −

∥∥∥∥∥∥(
3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x)

∥∥∥∥∥∥
]−1/2

= 1/
(
1 −

∥∥∥∥∥∥3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x

∥∥∥∥∥∥
)1/2
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4.2. INÉGALITÉ 3
√

3
2

∥∥∥X3
− X

∥∥∥ < 1

et alors

‖P(x)‖ =

∥∥∥∥∥∥∥ e
2

+

√
3

2

[
x −

e
√

3

] [
e +

√
3x
2

]1/2 [
e +

3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
]−1/2

∥∥∥∥∥∥∥
≤

1
2

+

∥∥∥∥∥∥∥
√

3
2

[
x −

e
√

3

] [
e +

√
3x
2

]1/2 [
e +

3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
]−1/2

∥∥∥∥∥∥∥
≤

1
2

+
√

3
(
‖x‖ + 1/

√

3
) ∥∥∥∥∥∥∥

(
e +

√
3

2
x
)1/2

∥∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥∥
(
e +

3
√

3
2

x3
−

3
√

3
2

x
)−1/2

∥∥∥∥∥∥∥ ,
d’aprés (4.1) et (4.2) on a

‖P(x)‖ ≤
1
2

+

√
3

2

(
‖x‖ + 1/

√

3
)
×

2(
1 −

∥∥∥∥ 3
√

3
2 x3 −

3
√

3
2 x

∥∥∥∥)1/2

Théorème 4.1 Soit A une algèbre de Banach commutative possédant une unité appro-
chée bornée séquentielle (en)n telle que∥∥∥∥∥∥

√
3

2
en

∥∥∥∥∥∥ < 1 et
∥∥∥e3

n − en

∥∥∥ < λ pour tout n, et 0 < λ <
2

3
√

3
.

Alors ; (P(en)) est une unité approchée bornée séquentielle de A.

Démonstration.

P(en) =
e
2

+

√
3

2

[
en −

e
√

3

] [
e +

√
3

2
en

]1/2 [
e +

3
√

3
2

e3
n
−

3
√

3
2

en

]−1/2

.

D’aprés le lemme 4.1,∥∥∥P(en)
∥∥∥ ≤ 1

2
+
√

3
(∥∥∥en

∥∥∥ + 1/
√

3
)
×

1(
1 − 3

√
3

2 λ
)1/2 = M.

D’ou la suite
(
P(en)

)
n est bornee.

On pose

rn = en −
e
√

3
,

tn =

[
e +

√
3

2
en

]1/2

,
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4.2. INÉGALITÉ 3
√

3
2

∥∥∥X3
− X

∥∥∥ < 1

et
sn = [e + vn]−1/2

avec

vn =
3
√

3
2

e3
n
−

3
√

3
2

en .

Soit

y ∈ A;
∥∥∥vp

n

∥∥∥ ≤ µ p < 1, µ =
3
√

3
2
λ, d’ou’ yvn →

n→+∞
y0 = 0.

∥∥∥sny − y
∥∥∥ =

∥∥∥[e + vn]−1/2 y − y
∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥
+∞∑
p=0

−1/2(−1/2 − 1)...(−1/2 − p + 1)
p!

vp
ny − y

∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥
+∞∑
p=1

−1/2(−1/2 − 1)...(−1/2 − p + 1)
p!

vp
ny

∥∥∥∥∥∥∥
≤

+∞∑
p=1

∥∥∥∥∥−1/2(−1/2 − 1)...(−1/2 − p + 1)
p!

vp
ny

∥∥∥∥∥
≤

∥∥∥yvn

∥∥∥ +∞∑
p=1

∣∣∣∣∣−1/2(−1/2 − 1)...(−1/2 − p + 1)
p!

∣∣∣∣∣ ∥∥∥vp−1
n

∥∥∥
≤

∥∥∥yvn

∥∥∥
µ

+∞∑
p=1

∣∣∣−1/2(−1/2 − 1)...(−1/2 − p + 1)
∣∣∣ µp

p!
.

Donc
lim
n→∞

∥∥∥sny − y
∥∥∥ = 0. (4.3)

∥∥∥∥∥∥∥tny −
[
1 +

√
3

2

]1/2

y

∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥
[
e +

√
3

2
en

]1/2

y −
[
1 +

√
3

2

]1/2

y

∥∥∥∥∥∥∥
≤

+∞∑
p=1

1/2(1/2 − 1)...(1/2 − p + 1)
p!

(

√
3

2
)p

∥∥∥ep
n
y − y

∥∥∥ .
On a

+∞∑
p=1

∣∣∣1/2(1/2 − 1)...(1/2 − p + 1)
∣∣∣

p!
< +∞,

∥∥∥∥∥∥
√

3
2

en

∥∥∥∥∥∥
p

< 1
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√

3
2

∥∥∥X3
− X

∥∥∥ < 1

et comme
lim

n→+∞

∥∥∥ep
n
y − y

∥∥∥ = 0 pour tout p,

on obtient

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥∥tny −
[
1 +

√
3

2

]1/2

y

∥∥∥∥∥∥∥ = 0 (4.4)

rny −
[
1 −

1
√

3

]
y =

(
en −

e
√

3

)
y −

[
1 −

1
√

3

]
y =

[
eny − y

]
.

On a

lim
n→+∞

[
eny − y

]
= 0,

alors

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥rny −
(
1 −

1
√

3

)
y

∥∥∥∥∥∥ = 0 (4.5)

rn, tn et sn sont bornées, et on a

√
3

2

[
1 −

1
√

3

] [
1 +

√
3

2

]1/2

=
1
2

[√
3 − 1

] [2 +
√

3
2

]1/2

=
1
2

[√
3 − 1

] [4 + 2
√

3
4

]1/2

=
1
2

[√
3 − 1

] [1 +
√

3
2

]
=

1
2

(√
3 − 1

) (√
3 + 1

)
2

=
1
2
×

2
2

=
1
2
,

et ∥∥∥P(en)y − y
∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥ e
2

y +

√
3

2

[
en −

e
√

3

] [
e +

√
3

2
en

]1/2 [
e +

3
√

3
2

e3
n
−

3
√

3
2

en

]−1/2

y − y

∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥
√

3
2

rn tnsny −
y
2

∥∥∥∥∥∥ =

√
3

2

∥∥∥∥∥∥rn tnsny −
y
√

3

∥∥∥∥∥∥
=

√
3

2

∥∥∥∥∥∥∥rn tnsny −
[
1 −

1
√

3

] [
1 +

√
3

2

]1/2

y

∥∥∥∥∥∥∥ ,
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√

3
2

∥∥∥X3
− X

∥∥∥ < 1

donc∥∥∥P(en)y − y
∥∥∥ ≤ √3

2

∥∥∥∥∥∥∥rn tnsny − rn tn y + rn tn y −
[
1 −

1
√

3

] [
1 +

√
3

2

]1/2

y

∥∥∥∥∥∥∥
≤

√
3

2

∥∥∥rn tnsny − rn tn y
∥∥∥ +

√
3

2

∥∥∥∥∥∥∥ rn tn y −
[
1 −

1
√

3

] [
1 +

√
3

2

]1/2

y

∥∥∥∥∥∥∥
≤

√
3

2
‖rn‖ ‖tn‖

∥∥∥sny − y
∥∥∥

+

√
3

2

∥∥∥∥∥∥∥ rn tn y −
[
1 +

√
3

2

]1/2

rny +

[
1 +

√
3

2

]1/2

rny −
[
1 −

1
√

3

] [
1 +

√
3

2

]1/2

y

∥∥∥∥∥∥∥
≤

√
3

2
‖rn‖ ‖tn‖

∥∥∥sny − y
∥∥∥ +

√
3

2

∥∥∥∥∥∥∥ rn tn y −
[
1 +

√
3

2

]1/2

rny

∥∥∥∥∥∥∥+

√
3

2

∥∥∥∥∥∥∥
[
1 +

√
3

2

]1/2

rny −
[
1 −

1
√

3

] [
1 +

√
3

2

]1/2

y

∥∥∥∥∥∥∥
≤

√
3

2
‖rn‖ ‖tn‖

∥∥∥sny − y
∥∥∥ +

√
3

2
‖rn‖

∥∥∥∥∥∥∥ tn y −
[
1 +

√
3

2

]1/2

y

∥∥∥∥∥∥∥
+

√
3

2

[
1 +

√
3

2

]1/2 ∥∥∥∥∥∥rny −
[
1 −

1
√

3

]
y

∥∥∥∥∥∥
(4.3), (4.4) et (4.5) montrent que

lim
n→∞

∥∥∥P(en)y − y
∥∥∥ = 0.

Donc (P(en)) est une unité approché borné squentielle de A.

Remarque 4.1 Soit A une algèbre de Banach commutative possédant une unité appro-
ché borné squentielle (en)n telle que

‖en‖ < 1 et lim inf
n→+∞

∥∥∥e3
n − en

∥∥∥ < 2

3
√

3
.

Alors A est une unité approché borné squentielle formés d’idempotents.

Démonstration. on peut extraire une sous-suite de la suite (en) tel que
∥∥∥e3

n − en

∥∥∥ <
λpour tout n, avec 0 < λ < 2

3
√

3
.Alors d’aprés le théorème 4.1 on a : lim

n→∞

∥∥∥P(en)y − y
∥∥∥ =

0 pour tout y ∈ A,et
(
P(en)

)
n est une unité approché borné squentielle formés

d’idempotents de A, voire [4].
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Corollaire 4.1 Soit A une algèbre de Banach commutative possédant une unité appro-
ché borné squentielle (en)n telle que

‖en‖ < 1.

Si A ne possède aucun idempotent non nul, alors lim inf
n→+∞

∥∥∥e3
n − en

∥∥∥ ≥ 2
3
√

3
.

Démonstration. Si non, lim inf
n→+∞

∥∥∥e3
n − en

∥∥∥ < 2
3
√

3
on peut former

P(en) =
e
2

+

√
3

2

[
en −

e
√

3

] [
e +

√
3

2
en

]1/2 [
e +

3
√

3
2

e3
n
−

3
√

3
2

en

]−1/2

de A et P2(en) = P(en).

4.3 Semi-groupe dans une algèbre de Banach com-
mutative

Lemme 4.2 Soit (T(t))t�0un semi-groupe continu et borné à lorigine dans une algèbre
de Banach commutative, et soit A la sous-algèbre ferméer engendée par (T(t))t�0 c’est-
à-dire A =

[
Sp (T(t))t�0

]− . Alors x = lim
t→0+

T(t)x pour tout x ∈ A, et (T(tn))tn�0est une
unité approché borné squentielle de A pour toute suite (tn) de réels posotifs qui converge
vers 0.

Démonstration. puisque l’application t→ T(t) est continue , on a T(t+ s)→ T(s)
pour tout s ∈ R+∗ .

D’ou’ T(t)
n∑

i=1
βiT(si) =

n∑
i=1
βiT(t)T(si) →

t→0+

n∑
i=1
βiT(si) pour {si , 1 ≤ i ≤ n} ⊂ R+∗ et

βi ∈ C , 1 ≤ i ≤ n .
comme (T(t))t�0un semi-groupe continu et borné à lorigine, alors sup

t∈]0,1[
‖T(t)‖ <

+∞, donc pour tout x ∈ A, x = lim
t→0+

T(t)x. D’ou’ le résultat.

pour la suite , on suppose que le semi-groupe (T(t))t�0 est seulement continu.
on désigne par ρ(T(t)) le rayon spectral de(T(t))t�0 .

lim
t→+∞

‖T(t)‖1/t = ρ(T(t)). Donc (T(t))
1+ρ(a) →t→+∞

0.
Soit

I =
{
x ∈ A / x = lim

t→0+
(T(t)) x

}
.

Alors I est un idéal de A.
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On pose

p(x) = sup
t � 0

∥∥∥(T(t)) e−ξtx
∥∥∥ pour tout x ∈ I, ξ = Log(1 + ρ((T(t)))).

Donc p est une norme sur I.
On a, pour x ∈ I et y ∈ A :

p(x) = sup
t � 0

∥∥∥T(t)e−ξtx
∥∥∥ ≥ lim

t→0+

∥∥∥(T(t)) e−ξtx
∥∥∥ = ‖x‖ ,

et
p(xy) ≤ p(x)

∥∥∥y
∥∥∥ ,

pour s ∈ R∗+,

p((T(s)) x) = sup
t � 0

∥∥∥(T(t)) e−ξtT(s)x
∥∥∥ = sup

t � 0

∥∥∥e−ξ(t+s) (T(t + s)) x
∥∥∥ . ∣∣∣eξs

∣∣∣
≤

∣∣∣eξs
∣∣∣ sup

s+t � 0

∥∥∥e−ξ(t+s) (T(t + s)) x
∥∥∥ =

∣∣∣eξs
∣∣∣ p(x),

pour x ∈ A, on pose

q(x) = sup
y,0,y∈I

{
p(xy) / p(y)

}
et

q(x) = sup
y,0,y∈I

{
p(y) ‖x‖ / p(y)

}
≤ ‖x‖ ,

q((T(s))) = sup
y,0,y∈I

{
p((T(s)) y) / p(y)

}
≤

∣∣∣eξs
∣∣∣ , s ∈ R+∗

q est une semi-norme sur A. Pour tout x, y ∈ A, on pose

H =
{
x ∈ A / q(x) = 0

}
.

Alors H est un idéal de A.On pose l’algèbre A0 = A/H , et on note π la surjection
canonique de A sur A0. Pour tout

.
x ∈ A0, on pose

.
q(

.
x) = inf

y∈H
q(x + y) ou’ x ∈

.
x.

Alors
.
q est une norme sur l’algèbre A0 = A/H et que q(x) =

.
q(

.
x) pour tout x ∈ A.

Donc (A0,
.
q) est une l’algèbre normée commutative.

On note Ã0 la completion de (A0,
.
q), et i : A0→ Ã0 l’ingection canonique.

L’application θ : A π
→ A0

i
→ Ã0 est continue.
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comme
q((T(t))) ≤

∣∣∣eξt
∣∣∣ ,pour t ∈ R+∗ ,

on voit que θ((T(t)) est bornée à l’origine. Comme

Ã0 =
−−−−

θ(A), Ã0 =
[
Sp (θ(T(t))t�0

]− et
.
q (θ(T(t)x − x) →

t→0+
0.

Donc (θ(T(tn))tn�0 est une unité approché borné squentielle pours Ã0 avec
toute suite (tn) qui converge vers 0.

Exemple 8 Soit(T(t))t�0 un semi-groupe continu et borné à lorigine dans une algèbre de
Banach commutative, et soit A la sous-algèbre ferméer engendée par (T(t))t�0 c’est-à-dire
A =

[
Sp(T(t))t�0

]− . Alors on a :

lim sup
t→0+

‖T(3t) − T(t)‖ <
2

3
√

3
si et seulement si A est unitaire,

et dans ce cas l’unité e de A vérifie :

e = lim
t→0+

T(t) et lim sup
t→0+

‖T(3t) − T(t)‖ = 0.

Démonstration. Supposons que le semi-groupe (T(t))t�0 est continu et borné à
lorigine. Si

‖T(3t) − T(t)‖ <
2

3
√

3
pour tout t ∈ ]0, t0[ ,

on définit l’application
h : ]0, t0[ → A

t 7→ h(t)=P(T(t))

par

P(T(t)) =
e
2

+

√
3

2

[
T(t) −

e
√

3

] [
e +

√
3

2
T(t)

]1/2 [
e +

3
√

3
2

T(3t) −
3
√

3
2

T(t)
]−1/2

.

comme l’application t→ T(t) est continue , alors h est continue.
D’aprés le lemme 4.1 :

P(T(t)) ∈ A, P2(T(t)) = P(T(t))

Si P(T(t)) , P(T(t′)), comme P(T(t)) et P(T(t′)) sont deux idempotents de l’algèbre
comutative A, il résulte de la théorie de Gelfand que l’on a ‖P(T(t)) − P(T(t′))‖ ≥ 1
voir [10] donc dans un voisinage de t on a P(T(t)) = P(T(t′)). Alors la fonction h
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est localement constante et comme elle est continue, elle est constante. Donc il
est un élément g ∈ A tel que

g = P(T(t)) pour tout t ∈ ]0, t0[

le théorème 4.1 et le lemme 4.1. P(T(tn)) est une unité approché borné squen-
tielle formés d’idempotents de A, pour toute suite (tn) de réels positifs telle que
tn →

n→+∞
0.

Soit f un élément quelconque de A , alors on a P(T(t)) f = g. f pour t ∈ ]0, t0[ .
Donc

f g. = g. f pour tout f ∈ A

D’ou’ A est unitaire.
Supposons que le semi-groupe (T(t))t�0 n’est pas borné à l’origine.
Considérons l’algèbre de Banach (Ã0,

.
q) définie au (lemme 4.2),

lim
t→0+

sup
.
q (θ(T(3t) − θT(t)) = lim

t→0+
sup q ((T(3t) − T(t)) ≤ lim

t→0+
sup ‖T(3t) − T(t)‖ .

Si
lim sup

t→0+

‖T(3t) − T(t)‖ <
2

3
√

3
,

alors
lim
t→0+

sup
.
q (θ(T(3t) − θT(t)) <

2

3
√

3
,

et comme Ã0 =
[
Sp (θ(T(t))t�0

]− , Ã0 est unitaire, et θ(T(t) →
t→0+

e où est l’unité de

Ã0.
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4.4 Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons considéré une algèbre A, un élément x de A tel
que

‖x‖ <
2
√

3
et

∥∥∥x3
− x

∥∥∥ < 2
√

3
,

et on montre qu’elle admet un idempotent p(x) non nul, et en applique le résultat
aux semi-group.

Nous nous intéressons à l’étude de certaines inégalités dans une algèbre
de Banach commutative possédant une unité approchée borné séquentielle qui
ne possède aucun idempotent non nul. Nous avons prouvé dans le quatrième
chapitre de cette thèse et d’après l’article scientifique référé sous [2], tel que
si A est une algèbre commutative de Banach contenant unité approché borné
séquentielle (en)n telle que :

‖en‖ < 1 et lim inf
∥∥∥e3

n − en

∥∥∥ < 2
√

3
,

Donc A possède une unité approchée borné séquentielle ne possède aucun
idempotent non nul. Les différentes propriétés liées à ce type d’inégalités ont été
étudiées comme application. Nous donnons l’exemple suivant, une sous algèbre
fermée qui est construite par un semigroupe continu (T (t))t>0 et bornée au point
d’origine comme le montre la section 3 de ce chapitre. En plus des premiers et
deuxièmes chapitres que l’introduction, le troisième chapitre se concentre sur
l’étude des Algèbres de Banach, commutatives qui a une unité approché borné,
soutenue par quelques exemples illustratifs.

Après la réalisation de ce travail, comme perspective de recherche, il serait
intéressant de réaliser les objectifs suivants :

1. Amélioration de résultats d’Esterle-Mokhtari : Soit K un sous-corps de R,
soit n ≥ 1 un entier, et soit (T(t))t∈K∗+ un semigroupe non identiquement
nul dans une algèbre de Banach, K∗+ désignant l’ensemble des éléments
strictement positifs de K. Esterle et Mokhtari ont montré dans [12] que si

lim sup
t→0+

‖T(t) − T((n + 1)t)‖ <
n

(n + 1)1+ 1
n

alors la sous-algèbre fermée A engendrée par le semigroupe possède une
unité J telle que

lim
t→0+
‖T(t) − J‖ = 0,
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de sorte qu’il existe u ∈ A tel que T(t) = etu pour t ∈ K∗+ (on notera que ce
résultat ne nécessite aucune propriété de continuité pour le semigroupe
considéré).
On essayer de démontrer que ce résultat reste valable en remplaçant la
condition

lim sup
t→0+

‖T(t) − T(n + 1)t‖ <
n

(n + 1)1+ 1
n

par la condition plus faible, il existe ε > 0 tel que

‖T(t) − T(n + 1)t‖ <
n

(n + 1)1+ 1
n

pour tout t ∈ K∩]0, ε], autrement dit, en affaiblissant les conditions de
continuité pour le semigroupe près de l’origine.

2. Explicitation des idempotents associés aux semigroupes fortement conti-
nus ne vérifiant pas le condition ‖T(t) − T(s)‖ ≥ 2

√
3

près de l’origine.

3. Considérer d’autres problèmes concerné le comportement à l’origine de la
distance entre éléments d’un semi groupe et inégalités dans un Algebre de
Banach.
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