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Résumé

Cette these s’intéresse aux problemes de produit et commutativité des opérateurs
de Toeplitz quasihomogene ce qui reste un probleme ouvert jusqu’a ce jour. De
nombreux résultats encourageants dans ce sujet sont discutés. Ceci fait, voyant
que les notions de la puissance et racine jouent un role tres important dans I’étude
de la commutativité de ces opérateurs. Ensuite, on présente notre contribution sur
la puissance de ces opérateurs dans un cas particulier.

Dans un second temps nous réalisons une étude sur les opérateurs de Toeplitz
défini sur I'espace de Hardy. Précisément, les opérateurs dans ’espace Modele qui
sont appelés les opérateurs de Toeplitz tronqués. Les travaux sur le theme du semi-
groupes des opérateurs de Toeplitz sur I’espace Modele sont introduits.
Mots-Clés ; Espace de Hardy, Espace Modele, Puissance d’Opérateur de Toeplitz
Quasihomogene, Opérateur de Toeplitz Tronqué, Semi-Groupes.

Abstract

This thesis is interested in the product and commutativity problems of quasiho-
mogeneous Toeplitz operators which remains an open problem until today. Many
encouraging results in this topic are discussed. This done, seeing that the notions
of power and root play a very important role in the study of the commutativity of
these operators. Then, we present our contribution on the power of these operators
in a particular case.

Secondly, we carry out a study on the Toeplitz operators defined on the Hardy
space. Precisely, the operators in the Model space which are called the truncated
Toeplitz operators. The work on the theme of the semi-groups of Toeplitz opera-
tors on the Model space is introduced.

Key-Words ; Hardy Space, Model Space, Power of Quasihomogeneous Toeplitz
Operator, Truncated Toeplitz Operator, Semigroups.
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Liste des Symboles

{4y

Le disque unité ouvert du plan complexe C et T son bord.
L’ensemble des fonctions mesurables et carré sommable sur T.
Transformation de Fourier de la fonction f.

L’ensemble des fonctions holomorphes sur D.

L’espace de Hardy.

Le noyau reproduisant en A € D sur 'espace de Hardy H?.
La projection orthogonale de L? sur H?.

L’opérateur de décalage & droit ou shift sur H2.

L’espace Modele associe a la fonction intérieure wu.

Le noyau reproduisant en A € D sur 'espace Modele K2.
La projection orthogonale de L? sur K2.

L’opérateur de Laurent ou multiplication par la fonction ¢.
L’opérateur de Toeplitz de symbole ¢.

Espace de Banach.

L’algebre de Banach des opérateurs linéaire bornée dans X.
L’ensemble des éléments inversibles dans B(X).

L’ensemble résolvant de 'opérateur A de domaine de définition D(A).
Espace de Bergman.

La mesure de Lebesgue normalisée sur D.

Transformation de Mellin de la fonction ¢.

Produit de convolution de Mellin.

La partie entiere de x.

Opérateur de Toeplitz tronqué sur K2 de symbole .

La compression de l'opérateur shift sur K2.

Produit tensoriel.

Opérateur de conjugaison de la fonction f.

Opérateur de shift généralisé.

L’ensemble des opérateurs de Toeplitz tronqués de type a.
L’ensemble des opérateurs commutant avec 'opérateur A.
L’ensemble des opérateurs de Toeplitz tronqués et borné sur K2.
Classe de Nevanlinna et Nt la classe de Smirnov.
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Introduction

Il y a au moins deux raisons a l'intérét continu et croissant chez les opérateurs

de Toeplitz. D'une part, les opérateurs de Toeplitz sont importants en relation avec
une variété de problemes en physique, théorie des probabilités, théorie de I'infor-
mation et du controle, et plusieurs autres domaines, bien que nous n’étudions pas
les applications de ces opérateurs dans ce these. D’autre part, outre les opérateurs
différentiels, les opérateurs de Toeplitz constituent I'un des plus importants classes
d’opérateurs non auto-adjoints et ils sont un exemple fascinant de la interaction
fructueuse entre des sujets tels que la théorie des opérateurs, analyse complexe, la
théorie des fonctions et la théorie des algebres de Banach.
Le plan complexe sera noté C, le disque unité ouvert D et son bord T. Notons que
dm est la mesure de Lebesgue normalisée sur T. L’espace de Hardy H? se compose
de toutes les fonctions holomorphes qui ayant des représentations en séries entieres
avec des coefficients carrés sommables. On bien connu que H? est un espace de
Hilbert muni du produit scalaire

(f.g) = / F(2)g(z)dm().

L’opérateur de Toeplitz de symbole ¢ € L°°(T) sur H? défini par

T,: H* — H?
[ —=T,f =P(ef).

ot P la projection orthogonale de L*(T) sur H?, qui est donnée explicitement par
I'intégrale de Cauchy :

f©)
71— Zz

Dans la théorie des opérateurs de Toeplitz il a deux problemes essentiels ; le produit
et la commutativité. En 1964 A. Brown et P.R. Halmos dans [8] donnez le résultat
le plus populaire sur cette question dans 'espace de Hardy H?, qui dit : L opérateur
T,Ty est un opérateur de Toeplitz si et seulement si @ ou ¢ est analytique, dans

Pf(z) = dm(§), zeD

4



Introduction

ce cas T, Ty = T,y.

L’opérateur de shift sur H? noté par S défini comme I'opérateur de multiplication
par z. Théoreme de Beurling caractérise tous les sous-espaces invariants par le
shift dans I'espace H2. En effet, I'espace Modele K2 est un sous-espace fermé non
nul de H? invariant par 'opérateur adjoint de shift S*, c’est-a-dire

K2 =H*©ouH>

pour une fonction intérieure u. Comme dans I'espace de Hardy, K? est un espace
de noyau reproduisant définie par

1 —u(Nu(2)

, (A2)eDxT
1— Xz

kx(z) =

De plus, la projection orthogonale P, de L*(T) sur K2 donné par la formule sui-
vante

1 - u(Nu(d)
(PO = 5= [ 10 el

L’opérateur de Toeplitz tronqué AZ est la compression sur K? de l'opérateur
de Toeplitz défini sur espace H?, de méme S, et S* sont les compressions des
opérateurs S et S* sur I'espace Modele K?2.

De nombreux chercheurs ont étudié les propriétés des opérateurs de Toeplitz tronqué,
voir par exemple [5], 6, 9, 17, 18, 19, 20, 38, 39, 40, 41, 44, 47].

Un role important va étre joué par les travaux de D. Sarason. En particulier, dans
[38] il est fourni une condition nécessaire et suffisant pour un opérateur borné
dans K? pour doit étre un opérateur de Toeplitz tronqué. En outre, espace des
opérateurs de Toeplitz tronqués est fermé par la topologie faible. De plus, et donne
une caractérisation complete des opérateurs de Toeplitz tronqués de rang un.

Nous dirons qu’un opérateur de Toeplitz tronqué A est de type o € C si

A=A

pt+aSyptc?

cette notion a introduit par N.A. Sedlock dans [41]. Ensuite, il donne des conditions
nécessaires et suffisantes pour le produit de deux opérateurs de Toeplitz tronqués
sur un espace Modele étre lui-méme un opérateur de Toeplitz tronqué.

L’auteur dans [42] donné le résultat suivant : (73);>0 un Cy semi-groupe tels que
pour tout ¢ > 0, T; commute avec S,,. Alors, (7});>0 est de contraction ; si et seule-
ment s’il existe une fonction analytique C' a une partie réelle non positive sur D
telle que pour tout ¢t > 0, on a Ty = T(e!'“ + ¢H™).

Le méme auteur dans [43] études les opérateurs dissipatifs sur I'espace Modele, et
aussi le générateur infinitésimal de semi-groupe fortement continu.



Introduction

Les auteurs dans [47] utilisent les résultats dans [38, 4], 42], [43] pour obtenir
une caractérisation des semi-groupes des opérateurs de Toeplitz tronqués. Plus
précisément, ils étude le générateur de semi-groupes uniformément continus et
Co— semi groupes de contraction des opérateurs de Toeplitz tronqués.

Soit dA(z) = %rdrd@ est la mesure de Lebesgue normalisée sur le disque unité,
'espace de Bergman noté L? consistent les fonctions holomorphe dans 'espace
de Lebesgue L?(D,dA). Cet espace est a noyau reproduisant, de plus est un sous-
espace fermé de L?*(D, dA). Donc, on peut écrire 'opérateur de Toeplitz sur I’espace
de Bergman de symbole ¢ € L*(D) comme suit
fw)e(w)

of(2) = Dmdfl(w), fel?zeD

L’étude des opérateurs de Toeplitz dans I'espace de Bergman est plus difficile que
celle dans 'espace de Hardy, par exemple seulement en 2001, un théoreme similaire
que le théoreme de Brown-Halmos a été donné par P. Ahern et Z. Cuckovié¢ dans
[11.

Pour tout fonction f dans L?*(D,dA) nous pouvons écrire ce qui suit

flre®) = e on(r),  @x € L*([0,1],rdr).

kez

Un opérateur de Toeplitz est dite quasihomogene de degré p € Z si son symbole
est de la forme e, olt ¢ est une fonction radiale, i.e; Vz € D,¢(2) = ¢(|2]).
Dans cette these, on s’intéressera seulement sur les opérateurs de Toeplitz quasi-
homogene.

Soit p € Z, pour tout n € N la valeur de l'opérateur de Toeplitz quasihomogene
sur les éléments de la base de L?

0 , 1 n<p
Tip " = o 1
e 9¢(€ )(Z) { 2(n +p+ 1)¢(2n +p+ 2)2”"’1’ ,SI n>p

avec éﬁ\ la transformation de Mellin de la fonction ¢ qui est un outil tres important
dans I’étude de ce sujet.

Le résultat dans [I4] permet d’étudier la commutativité de 'opérateur de Toeplitz
quasihomogene avec symbole €7, ot p,m € N et m # p.

I. Louhichi et L. Zakariasy dans [29], ils prouvent qu’un opérateur de Toeplitz qua-
sihomogene ne commute qu’avec un opérateur de Toeplitz quasihomogene de méme
signe du type. Aussi : Si T,iuog, p € N* commute avec f(re) =3, 5 ey (r) €
L*>(D,dA). Alors, pour tout k < 0 on a ¢ = 0.

En 2006, les auteurs dans [28] donner des conditions nécessaires et suffisantes

6



Introduction

pour que le produit de deux opérateurs de Toeplitz quasihomogenes soit encore un
opérateur de Toeplitz quasihomogene.

Plus récemment, il a été prouvé dans [2] que si 'opérateur Ty = TE{QLOO ¢ik0,,, COIN=

©
mute avec T,2,52 alors Ty = aT,2,52 + 3, ou o, 8 € C. Ce résultat est généralisé
dans [45] pour I'opérateur Ty, ()42 3(2)» O @1 est un polynome holomorphe non

constant, m € N* et ¢y est une fonction holomorphe sur D avec ¢2(0) # 0.

Dans [25] I. Louhichi introduit la notion de racine (ou puissance) d'un opérateur
de Toeplitz quasihomogene. Par ailleurs, il est déterminé le commutant de 'opérateur
Tiivoy, p € N* dans le cas ou cet opérateur admet T — p®™m¢ racine. Dans la méme
direction, I. Louhichi et N.V. Rao dans [26] preuves l'existence de T — p racine
pour l'opérateur de Toeplitz quasihomogene T, avec la fonction ¢ de la forme

suivante :
k

o(r) = Zrai(lnr)bi, a;,b; € N.
i=1
Avec collaboration du I. Louhichi nous avons donné une condition suffisante pour
la puissance d’un opérateur de Toeplitz quasihomogene T.ie,, avec la fonction ra-
diale ¢ est un polynome reste toujours un opérateur de Toeplitz quasihomogene
[7. L'un des principaux résultats obtenus caractérise les opérateurs de Toeplitz
qui sont commutant avec I'opérateur de Toeplitz quasihomogene TLips,. De plus,
nous avons fourni des nombreux exemples importants.

Notre travail se divise en trois chapitres;
Le premier chapitre est intitulé : Notions de base, il se limite a présenter les outils
nécessaires a la compréhension du reste de la these comme 'espace de Hardy, es-
pace Modele et les opérateurs de Toeplitz, et aussi quelques résultats connus sur
les semi-groupes sont munis de leur preuve.

Le deuxieme chapitre présente une étude globale sur les opérateurs de Toeplitz
quasihomogenes en particulier les problemes de produit et commutativité. On vou-
lait améliorer les résultats de Louhichi sur la puissance d'un opérateur de Toeplitz
quasihomogene ; c¢’est dans ce chapitre qu’on trouve notre contribution dans cette
direction.

Le dernier chapitre parlera sur les opérateurs de Toeplitz tronques, précisément
qui sont de type . Nous allons nous intéresser par les semi groupes des opérateurs
de Toeplitz tronqués.



Chapitre 1

Notions de Base : Espace de
Hardy, Espace Modele,
Opérateurs de Toeplitz et Semi
groupes

On note par L?(T) Pensemble des fonctions mesurables et carré sommable par
rapport a la mesure de Lebesgue normalisée notée m sur T est un espace de Hilbert
muni du produit scalaire (f, g) = [ fgdm. Notons que la famille {z";n € Z} forme
une base orthonormale.

Pour toute fonction f dans L?(T) on peut se développer en série de Fourier sous

la forme suivante : 5
=> f(n)z

neZ

avec les coefficients f (n), appelés coefficients de Fourier de la fonction f, définie

par
o 271' 9 ) 6 d@
Fln) = (f,2") = / feem® ez
0 2T
Voici deux théoremes fondamentaux de la transformation de Fourier.

Théoréme 1.0.1. (Plancherel-Parseval)
Si f € L*(T) et si (cp)nez est la suite de ses coefficients de Fourier de f. Alors

I = (5 [ 1) = 3 el

neZ

De plus, [ est la somme de la série de Fourier {S,(f)}n>0 avec

lim ||f — S|l =0,
n—oo
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ou
— § Ckezkt

k|<n

Théoréme 1.0.2. (Riesz-Fischer)
Toute suite (ay)nez C C telle que Y, 5 |an|* < 0o est une suite des coefficients de
Fourier d’une fonction f dans L*(T).

1.1 Espace de Hardy H?*(D)

On appelle espace de Hardy H?(D) sur le disque unité D I'ensemble des fonc-
2

tions holomorphe qui ont une quantité lim 5= / | f(re™)|?dt fini, c’est-a-dire;
r—1-

(D) = { [ € Hol(D) : lim %/[f(re”)|2dt<oo ,
r—1- m

ou Hol(D) ’ensemble des fonctions holomorphes sur D.
De plus, cette quantité définit une norme sur H?(D) comme suit :

2T
o = tim 5= [ e P,

Théoreme 1.1.1.
Soit f une fonction holomorphe sur D telle que f(z Zan Donc, [ €

H?(D) si et seulement si

40 1 2w
Z |an|? < oo, a, = —/f(eit)e_mtdt.
~ 2m

= 0

Preuve. .
Soit f(z Zanz telle que 2z € D, on pose z = re avec r € [0,1] et ¢ € R.

=0
D’apres le Théoréme de Plancherel-Parseval [1.0.1], on obtient :

+oo
:Zannznti_/lf |dt Z|an|22n
n=0
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On passe a la limite, on a :

r—1- 27

1 2m +o0 +o00
. it |2 1 2 2n 2
lim —/\f(rez)| dt = tim S JauPr = ol < oo
0 n=0 n=0

Remarque 1.1.2.
On a donc une autre écriture de la norme de f € H*(D) :

+oo %
1fll2 = <Z|an|2> :

On définit I'espace de Hardy H? sur le cercle unité T par :
HA(T) = {f € L*(T) ; f(n) =0, n<0}.
on rappelle aussi la limite radiale de f et on note f* donne par
. +m .
f*(ezt) _ Zaneznt‘
n=0

Théoréme 1.1.3. .

Supposons que f(z) = Zanz” une fonction dans H*(D). Alors
n=0
lim f(re™) = f*(e").
r—1-

existe presque partout sur T, de plus

[ llzzz = 111 2

Le théoreme suivant identifier H?(T) & I'espace H?(D). Donc, dans tout ce qui
suit dans cette thése on utilise la notation H? laquelle désignera indifféremment
H?(D) ou H?(T) suivant le contexte.

Théoréeme 1.1.4.
L application :
®: H*D) — H*T)
f — )

est un isomorphisme isométrique.
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Preuve.
Puisque . ‘
Tim [}~ £, =0 () = flre))
On a:

[fllz == Tim || fifl2 = [|f*]l2-
r—1

Comme f*(n) = 0 pour tout entier n < 0, 'application ® est bien une isométrie
de H*(D) dans H*(T).

Maintenant, il est clair que ® une application linéaire et injective.

Pour la surjectivité on suppose que g € H?(T) donc g est de la forme g(e) =
Zanemt avec Z |an|? < oo.

n>0 n>0

Ensuite, d’apres le Théoreme [1.1.1} la fonction f(z) = Z a,z" définit sur D ap-
n>0

partient a H?(D). Ainsi, 'application ® est surjective, on conclut que I’application
® est un isomorphisme.

Ainsi ® est bien un isomorphisme isométrique. n

Théoréme 1.1.5. [15]
L’espace de Hardy H*(D) muni de la norme || - ||o est un espace de Banach.

Théoreme 1.1.6.
L’espace H*(D) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire suivant :

27
< [,9>mo=< 9" >rm= %/f (e t)g (ef)dt.
0

Preuve.
On a,
< [, [ >mw2o= |/ 2

grace au Théoreme [1.1.3| on obtient :

1f* [ z2ery = 11 fl2-

donc, la norme de H?(D) se déduit bien du produit scalaire que nous avons fixé.
De plus H?(D) est un espace complet, d’apres le Théoreme [1.1.5, Ainsi H?(D) est
bien un espace de Hilbert. O

Théoreme 1.1.7.
Pour toute fonction f dans H*(D) et pour toute z € D, on a :

s £l
f(2)] < T

11



Espace de Hardy, Espace Modele, Opérateurs de Toeplitz et Semi groupes

Preuve.

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwartz sur f on obtient, pour tout z €
D:

2 =1 an"

n>0

<D lanll2"]

n>0

< (z w) (z w)
n>0 n>0
1 3
= [|f]l> % (1——|z]2)

]

Corollaire 1.1.8.
Toute suite convergente en norme dans H?*(D) converge vers la méme limite
uniformément sur tout compact dans D.

Preuve.
Supposons que {f,}nen € H?(D) une suite convergente en norme dans H?(D)
vers une fonction f dans H?(D), autrement dit ;

|fn — fll2 =0, quand n — oco.
Ensuite, pour tout nombre réel 0 < R < 1 et pour tout n fixé, le Théoreme [1.1.7]

implique que;

o] < Wn =Sl
é&%‘f”(’z) fE| < —F— i

c’est-a-dire, f,, converge uniformément vers f dans le disque fermé {|z| < R}. On
déduit que, f, converge uniformément vers f sur tout compact dans D. O]

Vz € D,

Ezxemples 1.1.9.

1
La fonction z + log (
1—=2

2" 1
=Y = appartient a H*(D la série Y~ —
) — appartient a (D), car la série e
n>0 n>0
est convergente.

L’espace de Hardy H? admet un noyau reproduisant ky en A € D, définie par :
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pour toute fonction f € H? on a

(fikx) = f(N).

De plus,
1

P

La projection orthogonale P de L? sur H? peut étre exprimée en terme dun
opérateur noyau :
f(Q)

:% Tl—ZZ

[EAl? = (kx, k) = ka(N)

P(f)(z) |d¢].

Remarque 1.1.10.
Une définition similaire pour les espaces de Hardy H?(D), (0 < p < o0) peut
étre formulée comme suit :

27
HY(D) = { f € Hol(D) : lim — / F(re)Pdt < oo
r—1— 27
0

et H>*(D) I'espace de fonctions f holomorphes sur D telles que

sup | f(2)] < oco.
zeD

De plus, nous avons les inclusions suivantes :
H>(D) c H?(D) Cc H(D).

pour 0 < g < p < 0.
Il est bien connu si g € H*(D) et f € H*(D). Donc

fge H*D) et |fgllz < [Ifl2llgll-

13
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1.2 Espace Modele

L’opérateur de décalage & droite (ou shift) sur H? noté S définit par :
SIfl(z) = 2f(2), feH? z€T
et son adjointﬂ I'opérateur de décalage a gauche S* : H? — H? est définit par :

— f(0
T A (CE (IR
Définition 1.2.1.
Un sous-espace M de H? est dit invariant par 'opérateur de shift S s’il est
fermé et tel que

SM C M.

Le résultat suivant que nous allons énonce donne une caractérisation complete
des sous espaces invariants par le shift dans H?. Tout d’abord, on dit que u une

fonction intérieure si appartient a H* et de module égale 1 presque partout sur
T.

Théoréme 1.2.2. ( Beurling )
M # {0} est un sous-espace de H? wvérifiant zM C M, si et seulement s’il
ezxiste une fonction intérieure u telle que

M = uH?

Pour une preuve de ce théoreme, on pourra se reporter a [33].
Notons que E est un sous espace fermé invariant par S dans H? si et seulement si
E* est invariant par S*.

Définition 1.2.3. ( Espace Modele )
Le sous espace fermé non nul de H?, invariant par S* appelé espace Modele est
noté K?2. De plus, on a

K? = (uH?*)* = H* o uH*.

pour une certaine fonction intérieure u.

1. Soit H un espace de Hilbert et A € L(H). Alors il existe un unique opérateur A* € L(H),
appelé adjoint de A, qui vérifie la relation suivante :

(Az,y) = (x, A*y), Vo, y € H

De plus, on a

Al = [1A7]].

14
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Proposition 1.2.4. Soient u et v deux fonctions intérieures.

1. St u divise v dans H*, alors
K2 C K.
2. Siu divisible dans H? par z, alors K? contient les constantes.

Preuve. 1. Soit f € K2. Alors fLuh pour toute fonction h € H?.
Par hypothese on a, v = ug avec g une fonction dans H>. Alors

(f,vh) = (f,ugh) =0,
car gh € H* (voir Remarque [1.1.10)), ensuite
feK’

ce qui acheve la preuve.

2. Si f € K2, alors
(f,z2") =0 pour tout n > 1.

donc, K? est 'ensemble des applications constantes. Il suit de la point
précédente que K2 C K2.
O

Pour toute f = uh € uH?, on a

FA) = u(MNh(A) = w(A)(h, kx)
= u(A)(@f, k)
= <f7 WUI{:A>7

donc le noyau reproduisant de uH? est u(X)u(z)kx(z).
Comme dans le cas de I'espace H?, chaque K? est un espace & noyau reproduisant
noté kY donnée par ky — u(A)uky. De plus, pour (A, z) € D x T;

ki(z) = %AX)Z@

En effet, si f € K2 on obtient

= <f7 k>\> - U()\) <f> Uk>\>

= (f, (1 = u(Nu)ks).

15
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De plus,

(1 —u(Nu)ky € K2

car pour tout h € H?, on a

(uh, (1 = u(Nu)ky) = w(A)h(X) — u(X)(uh, uky)

On déduit que :
)= (k). feK
Soit u une fonction intérieure, on désigne par P, la projection orthogonale de L*(T)

sur K2 donne par :
P, =P — M,PM;.

ou M, et My les opérateurs de multiplication par u et u respectivement.
En particulier, pour tout f € L*(T), on a :

(f,kx) = (f, Puky) = (Pfkﬁ
= (Puf)(N)

1— u(u(0)
27T/f 1_M 1= ulVuO), e,

Maintenant nous allons donner la caractérisation suivante :

Proposition 1.2.5.

Soit u une fonction intérieure .
L’espace Modéle K2 est I’ensemble des fonctions f € H? telles que f = uzg presque
partout sur T pour une certaine fonction g € H?. Autrement dit,

K} = H*(|uzH>.
Preuve.
Pour toute fonction f dans K2, il est clair que f1luH?. Donc
(f,uh) =0, Vhe H?<& (uf h)=0, VheH*
euf e (H) =L 0 H? = zH?
& fcuzH? car |ul=1, ppsur T.
alors f € (uH?)" si et seulement si f dans uzH2. O

Exemples 1.2.6.

Soit u une fonction intérieure .
Si u(z) = 2" alors K2 est 'ensemble des polynomes de degré (n — 1) & coefficients
dans C. c’est-a-dire

K2={ap+ a1z +az* +---+a, 12" ag,-,a, 1 €C}hL

16
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1.3 Opérateurs de Toeplitz sur I’Espace de Hardy
H2

Nous allons voir dans cette section un apercu de certains opérateurs tres étudiés
sur l'espace de Hardy H? = H?(T).
Soit P : L*(T) — H? la projection orthogonale définie par :

P( f: anemt> = ianemt.

n=-—0oo n=0

Pour toute fonction f dans L*(T). On a,

1P fll2 < [ fll2-

Définition 1.3.1.
Soit ¢ € L*>°(T). L’opérateur de Laurent (ou opérateur de multiplication) M, :
L*(T) — L*(T) est donné par :

(M f)(e") = p(e) f(e"). (1.3.1)

Théoreme 1.3.2.
Soit ¢ € L*(T), alors M, est un opérateur borné. En particulier,

sup{[|Mfll2: f € H*, | fll2 = 1} = ¢l

Preuve.
Il est clair que, ||M,|| < ||¢|le, car :

1

2w . .
Mo = 5 [ letethrenar

1 2m ;
<llelgs [ 1Pt = lolil 13

La réciproque est un peu plus compliquée. Etant donné ¢ > 0 on peut trouver un
ensemble A, C T, de mesure strictement positive tel que

lp(e)] > [l¢lloc — € sur A..

On définit x = xa, comme la fonction qui est égale a 1 sur A, et 0 sur son
complémentaire.
On a x € L*(T) et ||x||3 = n(Ac), ou p est la mesure de Lebesgue normalisée sur

17
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le cercle unité.
De plus,

1

2m
M 2 - it it th
M0 = 5 [ el ie(e)

2
> (Illloe =€) a(40).
Par conséquent

M|l
o > lelle —€ et Myl > [lollo — €,

2

Comme € > 0 était arbitraire, cela nous montre que ||M,|| > ||¢||ls, €t nous avons
donc égalité.

A présent, notons que xy = x4, n'est pas nécessairement dans H2. Mais, si I'on
éerit y(e) =302 cxe™, alors la suite des fonctions (f,,) donnée par

fm(ez’t) _ eimtx(eit> _ Z Ckei(ker)t.

k=—o0

satisfait || fi|l2 = || x||2 et

1M fls = | Mo Moz > (llloo = €) il

On remarque que :

NP fm — finllz = || Z cpeiErmt _ Z GO
k=—m k=—00
—m—1 1
= ( Z \ck]2>2 —0 lorsque m — oo.
k=—o00

Par conséquent,
[P fmll2 = [Ixll2 et [[MyPfm — Mg finll2 = 0.
Ce qui implique
| MyP fnll2 = || Myxll2 lorsque m — 0.

1M P finl2
1P foml2

ce qui donne l'inégalité inverse. O

Notons que Pf,, € H? et > (|l¢lleo — €) pour m suffisamment grand,

18
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Remarque 1.3.3.

Si ¢ est une fonction mesurable sur T est essentiellement non borné, alors
nous pouvons prendre suite des fonctions ¢, € L>(T) telles que |p,(e)| croit
de fagon monotone vers |@(e™)| presque partout et ||on|l.c — oo(on remplace
simplement ¢ par 0 aux points ou la valeur absolue de ¢ est supérieure a n). Alors
| M, f|| > || My, f|| pour toute fonction f € H? et

1Mo, || = [lnlloe — o0,

de sorte que M, est non borné sur H? .

Corollaire 1.3.4.
Soit ¢ € H*®. Alors Uopérateur M, : H* — H? qui définit par la relationm
satisfait
[ M| = [l el oo-

Preuve.

Ci résulte du Théoreme , une fois que l'on a vérifie que - f € H? (et pas
simplement dans L?(T)) pour p € H* et f € H* . On peut montrer directement
en multipliant les séries, ou alternativement, en calculant les produits scalaires :

(- f,e*) = (p, fe'*) =0 pour k<0,

car o € H? et f(e)e™ n’a que des coefficients de Fourier d’indice strictement
négatifs non nuls. O]

Nous introduisons maintenant les opérateurs de Toeplitz sur ’espace de Hardy
H?.

Définition 1.3.5.
Pour ¢ € L*(T), Popérateur de Toeplitz de symbole ¢ est défini par :

T,: H> — H?
f—=T,f=P(M,f).
Dans le cas ou ¢ € H*, on remarque que 7;, est le méme opérateur M,,.

Remarque 1.3.6.
1. Soit ¢(z) =Y pe . diz". Alors

Toe, = P(Z dkeiktemt)

k=—o00
9
_ ipt
- E dp—ne )
p=0

19
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ou p = n+k. Ceci donne une matrice de Toeplitz de T, ; a savoir la matrice

2. Des cas spéciaux importants sont les suivants :

si o = 1, alors T, est I'identité ;

si ¢(z) = z, alors T, est le shift (& droite) ;

si p(z) = 1, alors T,, est 'adjoint du shift (ou encore le shift & gauche).
Enfin, il est clair que, T,, = 0 si et seulement si ¢ = 0.

Dans la suite, On discute quelques propriétés des opérateurs de Toeplitz sur
I’espace de Hardy.

Théoreme 1.3.7.
Pour toute fonction ¢ dans L>(T). On a,

1Tl = llellco-

Preuve.

Comme ||P|| = 1 on constate aisément ||T,| = ||[Pp2M,| < [[My| = |l¢], il
suffit simplement de prouver que 'inégalité inverse est vrai.
Etant donné e > 0, il existe une function f € H? avec ||f|ls = 1 et

1Mo fll2 > [lplloc = e,

par le Théoreme [1.3.2] on peut supposer, sans perte de généralité que f est un
polynome

N
ple’) = Z cre’™,
k=0
car on peut toujours trouver une suite de polynomes p,, telle que
lpn — fll2 =0 et |Mypy — My f| — 0.
Nous allons tout d’abord montrer que, pour tout £ > 0, on a
(T, — M,)(e™e* )]s — 0 lorsque m — 0.

20
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A cette fin, avec ¢ ayant les coefficients de Fourier (d,,), comme ci-dessus, cette
quantité est simplement

9] —1-m—k
H(I o P) Z dreirteimteiktuz _ H Z drei(r—i-m—&-k)tHz
r=—o00 r=—o0
—1-m—k 1
=( X 1ar) o
r=—o00
lorsque m — oo. Il s’ensuit que
N
(T = Mo)(e™p(e))la < el [(T, = My)e™ ™ |5 — 0.
k=0
Comme ||e™plly = ||p||2, on a donc

1T (™ p)ll2 = My (™ p) ]l = lle™ ppll2 = [|Mopl2.

D’autre part,
[Mepl| > [[#llc — €.

Ce qui donne le résultat car € > 0 est arbitraire. O

Bien que les opérateurs de Toeplitz puissent étre bornés, ils ne sont pas, en
général, des opérateurs compacts.

Proposition 1.3.8.
Le seul opérateur de Toeplitz qui soit compact est Ty = 0.

Preuve.

Supposons que T}, un opérateur de Toeplitz compact. Rappelons que les opérateurs
compacts envoient les suites faiblement convergentes aux suites convergentes aux
norme. Pour cela, on a;

{{Tpessn;etn)} — 0 lorsque n — 0.

puisque {es,} converge faiblement vers zéro lorsque n — oo. D’autre part, T}, est
un opérateur de Toeplitz, donc

<T¢€s+n7 et+n> = ¢s—t-

oll ¢y, est le k™ coefficient de Fourier de la fonction ¢.
Donc, pour tous les entiers non négatifs s et ¢, on a

(,bsft = 07

c’est-a~dire, ¢ = 0 pour tout entiers k, ce qui implique que ¢ = 0 p.p ce qui
signifie que Ty = 0. O]

21
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Théoréeme 1.3.9.
L’application ¢ — T, linéaire et injective application de L a l’espace des
opérateurs de Toeplitz, de plus on a :

Preuve.

Il est clair que ¢ — T, linéaire.
Maintenant si T, et T, sont égale. Puis en comparant leurs matrices. Alors ¢ et
1 ont le mémé coefficients de Fourier ce implique que ¢ = 1) est 'application soit
injective.
Si f,g€ H? on a:

(T f,9) = = (f, PM,g) = ([, ¢9)
/ f(e ’9 e“’ )g(e?)do

:_/ 2(@) () g(c)db

=(@f,9) = (PMgf,9g)
_< ¢f7 >

1.4 Compléments sur les Semi-Groupes

Dans cette partie, nous rappelons les résultats clés de semi-groupes et donnons
également leur propriété et les théoremes fondamentaux utilisent dans ce domaine.
On pourra consulter pour plus de détails [[16], [22], [23], [30], [32], [35]].

Tout d’abord, ont noté par X l’espace de Banach sur le corps des nombres com-
plexes C et par B(X) I'algébre de Banach des opérateurs linéaires bornée dans X
et nous désignerons par GL(X) 'ensemble des éléments inversibles dans B(X).

Lemme 1.4.1.
Soit X un espace de Banach et f : [a,b] — X une application continue. Alors

M / fls)ds = fla).
Preuve.
Nous avons :

I3 [ ss = f@l =17 [ 156) - st@ldsl < sw [156) - (@]

s€la,a+t]
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L’égalité de I’énoncé résulte de la continuité de 'application f. n

Définition 1.4.2.
Soit A un opérateur dans B(X). L’ensemble résolvant de A noté p(A) est donne
par :

p(A)={A e C telleque A — A est inversible dans B(X)}.
Rappelons aussi que I'application :
R(-; A) : p(A) = B(X)
A— RONA) = (M — A,
s’appelle la résolvante de 'opérateur A.

Proposition 1.4.3.
Soit A € B(X). Alors p(A) est un ensemble ouvert dans C.

Preuve.
Définissons 'application :
¢:C— B(X)
A= o(\) = — A
Evidemment ¢ est continue, et si A € p(A), alors \I — A € GL(X) et par suite
p(A) = o H(GL(X)).
Comme GL(X) est un ensemble ouvert dans B(X), on voit que p(A) est ouvert. [

Lemme 1.4.4. [22]
SiAe B(X) et ||Al| <1, alors I — A e GL(X) et

(I—A)"= im.

Proposition 1.4.5. [30/
La résolvante d’un opérateur A € B(X), a les propriétés suivantes :

1. Si A\ € p(A), alors :

R(AA) = R(p; A) = (0 — N R(A; A)R(; A).
2. R(-; A) est une application analytique sur p(A).
3. SiAeCet|N>||Al, alors A € p(A) et nous avons :

n

R<)\’ A> - Z A\ntl '
n=0

4. Pour tout n € N et pour tout X\ € p(A), on a :
d’I’L
WRO\;A) = (=1)"n!R()\; A"t
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1.4.1 Semi-Groupes Uniformément Continus

Définition 1.4.6.
Soit (T'(t))+>0 une famille d’opérateurs linéaire borné de X dans X. On dit que
(T'(t))t>0 est un semi-groupes si :
e T(0)=1 (I identité opérateur sur X)
o T'(t+s)=T()T(s) pour tous nombres réels ¢, s > 0.

La générateur infinitésimal de semi-groupe (7'(t));>o défini sur le domaine :

T(t)x —
D(A) ={z € X, ltifgl Tz exists},
par
T(t)x — drT(t
Az = lim )z —a = () pour tout x € D(A).
£10 t dt  li=0
On dit que le semi-groupes (7'(t));>0 est uniformément continu si
lt%l |T(t) —I|| =0. (1.4.1)

Remarque 1.4.7.
Si le semi-groupe (7°(t)):>o est uniformément continu, alors on a :

tim [|7() — T(8)] = 0.

Le résultat ci-dessous fournit une condition nécessaire et suffisante étre pour
lui un opérateur est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément
continu.

Théoreme 1.4.8.
On dit que l'opérateur A est infinitésimal générateur d’un semi-groupe uni-
formément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire borné.

Preuve. (<) Soit A un opérateur linéaire borné sur X. On définit
o (A"
T(t)=et=>)" —
n=0

converge en norme et définit un opérateur linéaire borné pour tout ¢t > 0,
et on a:

T(0) = I

T(t)T(S tA sA Z

'k:'
n=0 k=0

:Zﬂ:ﬂwﬁg),
n!

n=0
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(=

De plus on a :

A" tn A
IT(t) — I < HZ |y _Z ” I = etlal — 1 =% g,

et

|—5—-4|| < H; — | < A 22 0.

ce qui implique que (7'(t));>0 est un semi-groupe uniformément continu et
A son générateur infinitésimal.

) Supposons que (7'(t))+>o un semi-groupe uniformément continu des opérateurs
linéaires bornée sur X.
Fixer p > 0 assez petit, telle que ||[I — p~* [” T(s)ds|| < 1. Alors d’apres le
Lemme m ona:

p~* [ T(s)ds est inversible ainsi [ T(s)ds est inversible. Donc

R~ T (h) — 1) /OPT(s)ds =

h (/OPT(erh)ds—/OpT(s)ds)
h‘1< /p p+hT(s)ds - /O hT(s)ds)
(

p p
(h—1/ T s+h)ds—h—1/ T(s)ds).
0 0
Autrement dit,

WY T(h) — I) = (h*l /OPT(S + R)ds — B! /OpT(s)ds> (/OPT(s)ds)_l.

Si h — 0 on utilise le Lemme _ donc ht (T(h) I) converge en norme
a Popérateur linéaire borné ( fo s)ds)™! qui le générateur infi-
nitésimal de (7'(t))s>o-

]

Corollaire 1.4.9.
Soit (T (t))e>0 un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaire borné.
Alors, on a les propriétés suivantes :

1. 1l existe un constante w > 0 telle que ||T(t)|| < et

2. Il existe une unique opérateur linéaire borné A telle que T(t) = e'4. (A le

générateur infinitésimal de T(t) )

3. t — T(t) une application dérivable en norme avec

(o

= = AT(t) = T() A
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Preuve.

Le point 2 est clair ( voir les Théoremes [1.4.8 et [1.4.15)).
Maintenant on utilise le point 2 pour démontrer facilement les points 1 et 3. (Car
A est borné et I’exponentiel est dérivable). ]

1.4.2 Semi-Groupes Fortement Continus

Définition 1.4.10.
Un semi-groupe (7'(t)):>0 des opérateurs linéaires bornés de X est fortement
continue, si pour tout z € X on a

ImT'(t)r = .
£,0

Les semi-groupes fortement continue sont appelé semi-groupe de classe Cy ou
Cp—semi-groupe.

Remarque 1.4.11.
Les semi-groupes uniformément continus sont Cy— semi-groupes puisque :

Ttz —z|| < ||T(t) = I||||z]| = 0  lorsque ¢ — 0.
Mais, il existe des Cy— semi-groupes qui ne sont pas uniformément continu.

Théoreme 1.4.12.
Soit (T(t))i>0 un Co— semi-groupe, donc il existe une constante w > 0 et
M > 1 telle que pour toutt >0, on a

IT()] < Me™".
En effet, on dit que (T'(t));>0 est un semi-groupe de type (M, w).

Preuve.
Supposons que (T'(t));> est un semi-groupe d’opérateur linéaire borné. Alors :

M1 T <M Vselo1l.
On pose t = s + n ensuite, pour tout s €]0, 1 et pour tout n € N. On a :

IT@ = NT(s +n)ll = [T )]
< M|T)|"
< MM"™
S MenlogM — Mewt.

avec w = log M. O
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(T'(t))s>0 est un Cy— semi-groupe de contraction si de type (1,0), i.e :
vt>0, TO[ <1

Corollaire 1.4.13.
Si (T(t))i>0 est un Co— semi-groupe. Alors Uapplication :

0,403t —= T(t)r € X,
est continue sur [0, +oo[ quel que soit v € X.

Preuve.
Soient tg, h € [0,4+00] et z € X. Si ty < h, nous avons :
T (to + h)x — T(to)z|| = | T(to)T'(h)x — T(to)x|l
< NTE) T (h)z — ||
< Me"™||T(h)x — x||.
Si tg > h, nous obtenons :
|T(to — h)x = T(to)x|| = [|[T(to — h)x = T(to — h + h)z||
= ||T(to — h)x — T'(to — h)T'(h)z||
< | T(to = R)IT(h)x — =
< Me*M=M|T(h)z — 2.

la continuité forte en ¢, de 'application considérée dans I’énoncé est évident. [

Théoréme 1.4.14.

Soient {T(t) }1>0 un Co— semi-groupe sur un espace de Banach X et A son
générateur infinitésimal. Alors :

e D(A)=X.

o A est un opérateur fermé.ﬂ

Preuve. e Soient x € X et ({n)nen C RY telle que lim,, o ¢, = 0. Posons :
I
VYneN, z,= t_/ T(s)xds € D(A),
n Jo
D’apres le Lemme [1.4.1] on obtient :

1 [
lim z, = lim —/ T(s)xds =T(0)x = x.
0

n—oo n—oo n

Par conséquent D(A) = X.

2. Lopérateur A : D(A) C X — Y est dit fermé si G(A) = {(x, Az), x € D(A)} est fermé
dans X x Y.
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e S0it (x,)nen C D(A) telle que lim, o z, = z et lim,,_,o Az, = y. Alors,
pourt >0 on a

1T (s) Az = T(s)yll < [ T(s) | Az — yl| < Me™*|[Azy =y

pour tout s dans [0,¢]. Par suite, T'(s)Ax, — T(s)y, lorsque n — oo,
uniformément par rapport a s € [0, ].
D’autre part, puisque x,, € D(A), nous avons :

t
T(t)x, —x, = / T(s)Ax,ds,
0

done
t

lim [T'(t)z, —x,] = lim [ T(s)Ax,ds,

n—o0 n—o0 0

cela implique que;
t
Tt)r —x = / T(s)yds.
0

Finalement, on voit que :

T(t)x — I

Tz =lim— [ T(s)yds =y.

t\(o t t\«o t 0

pour z € D(A) et Az =y, on en déduit que A est un opérateur fermé.

m

Le théoreme suivant affirmer que le générateur infinitésimal générer un unique
Cp— semi-groupe.

Théoreme 1.4.15.
Soient (T'(t))i>0 et (S(t))i>0 deur Co— semi-groupes des opérateurs linéaires
bornés. Si

limM — limM = A,
t10 t t10 t
Alors, pour toutt >0 on a :
T(t) = 5(t)

Preuve.
Soient t > 0 et « € D(A). On définit Iapplication suivante :

0,t] 3 s = U(s)zr =T(t —s)S(s)x € D(A).
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Alors, pour tout x € D(A), on a

d d a
EU(S)x = %T(t —5)S(s)x+T(t — S)ES(S)JJ

=—AT(t —s)S(s)x + T(t — s)AS(s)x =0,
par suite U(0)z = U(t)x, pour tout z € D(A), d’ou :
T(t)xr = S(t)xr, VYxe D(A) et Vt>0.
Mais, comme L
D(A)=X et T(t),S(t) € B(X) Vt>0,

nous en déduisons que :

pour tout ¢t > 0 et tout z € X. O

Théoréme 1.4.16. [16/
Soit (T'(t))e>0 un Co— semi-groupe de type (M, w) et (A, D(A)) sont générateur
infinitésimal. Alors on a :
e SiXeC telle que RNz = [ e MT(s)ads existe pour tout x € X. Alors,
pour tout A € p(A) on a
R(N, A) = R(N).

e Si Rel > w. Alors X\ € p(A) et
RO\, A) = / N (s)ds.
0

e Pour tout X\ telle que Re\ > w,

M

MA| < ———.
1RO A < - —

1.4.3 Théoréeme de Hille-Yosida

Dans la suie nous présentons un résultat tres important concernant les semi-
groupes de classe Cy. 1l s’agit du célébré théoreme de Hille-Yosida qui donne une
caractérisation pour les opérateurs qui sont générateurs de Cy— semi-groupes. Il a
été montré pour la premiere fois indépendamment par Hille et par Yosida.

Théoreme 1.4.17.
Pour tout opérateur linéaire (A, D(A)) sur un espace de Banach X, les propo-
sitions suivantes sont équivalentes :
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1. (A, D(A)) générateur de Cy- semi-groupe de contraction.

2. o A est fermé et D(A) dense dans X
o Pour tout A\ >0 on a :

A€ p(A) et [[ARNA)| <1

Preuve. (1 = 2) Soit (A, D(A)) un générateur du Cy— semi-groupe de contrac-
tion. Alors, grace au Théoreme [1.4.14] on a, A fermé et D(A) dense dans
X.
D’autre part, a partir du Théoreme [1.4.16[on a
M
RMNA)| £ =——— VRe) > w.
IROLAN € 22— YReA > w

comme A est le générateur du Cy- semi-groupe de contraction. Alors w = 0
et M =1, cela implique que A > w et

1 1

RMNA)| < ——=—.

1RO, A < 2 = 5

(2 = 1) Pour cela on a besoin des lemmes suivants.
Lemme 1.4.18.

Soit A un opérateur que vérifier la condition 2 du Théoréme de Hille-Yosida

[1.4.17. Alors, pour tout x dans X, on a
lim AR\, A)z = z.

A—00

Preuve.
Soit x € D(A). On a :

AR, A)x — zf| = AR, A)z|

= [[R(A, A) Az]|
1
< XHAIH — 0, lorsque A — 0.
Par hypothese, D(A) est dense dans X, ce qui acheve la preuve. m

Lemme 1.4.19.
Soit A un opérateur qui vérifie la condition 2 du Théoreme de Hille-Yosida

1.4.17. Done, pour tout x € D(A) on a
lim Ayx = Ax.

A—00

ou Ay l'approximation de Yosida de A, défini pour tout X > 0 comme suit :

Ay = MR\ A) = NXR(\, A) — AL
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Preuve.
Pour z € D(A), on a

)\hm Ayx = hm AR\, A)x
= )\hm AR\, A)Ax
= Ax.

O

Lemme 1.4.20.
Soit A un opérateur vérifier la condition 2 du Théoreme de Hille-Yosida

[1.4.17 Alors, Ay est le générateur de Co— semi-groupe de contraction
() 0. De plus,

le" — el < tl|lAve — Ayl

pour tout A\, > 0 et pour tout v € X.

Preuve.
Par définition Ay est un opérateur linéaire borné et donc généré un Cy—
semi-groupe est satisfait :

HetA/\H < ef)\tHet)\QR()\,A)H < ef)\tet)\QHR(A,A)H <1

Ce que implique que e est un Cy— semi-groupe de contraction.
A présent, on sait que et etdn A, A,, commutant. Alors :

||6tA)‘:L‘ tA”J}H _ H/ tsAAe t(1— S)A"m)dSH

g/ et =D (A — A 2)||ds
0

S tHA)\(E — ANZ‘H

On revient a la démonstration de Théoreme |[1.4.17] (2 = 1)
Soit x € D(A). Alors

le" e — e ol <t Axe — Azl

< t|Axx — Azx|| + t||Ax — A,z
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D’apres le Lemme [1.4.19| on a, ez convergent lorsque A — oo pour tout
x € D(A) et cet convergence est uniform sur un intervalle borné.
De plus, D(A) est dense dans X et ||| < 1. Alors, on obtient

lim ey = T(t)a; Ve e X.

A—00
cet limite T'(t) est continu uniforme sur un intervalle borné et vérifie la
propriété de semi-groupe et pour tout x € X on a :

T(0)z = lim "z =2 = T(0) = I.
A—00

En outre, t — T'(t)z continu pour tout ¢ > 0 comme la limite d’une fonc-
tion uniforme continus ¢t — e z. Alors, T(t) est un Cy— semi-groupe de
contraction sur X.

Enfin, il suffit démontrer que A est un générateur infinitésimal de T'(¢).
Soit z € D(A). On a :

Tt)r —x = lim ez — o
A—00
t

= lim e A\ xds
A—00 0

- /O t T(s)Axds.

puisque, e Ay converge uniforme vers T'(t) Az sur un intervalle borné.
Soient B un générateur infinitésimal de T'(t) et x € D(B) telle que Az = Bz
et A C B[ alors par la condition nécessaire on a

1 € p(B).

En effet, la condition 2 dans la Théoreme de Hille-Yosida [1.4.17on a 1 €
p(A) et comme A C B. Donc :

(I = B)D(A) = (I — A)D(A) = X.
Ainsi,
D(B)=(I—-B)'X =D(A).

donc,
A=DB.

]

3. Si A, B sont deux opérateurs non bornés de domaines D(A), D(B), on note A C B lorsque
D(A) C D(B) et B|D(A) = A.
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1.4.4 Semi-Groupes dans un Espace de Hilbert

Dans cette partie, on définit quelques notions sur la théorie des opérateurs,
puis on présente quelques résultats de générateur infinitésimal d'un semi-groupe
fortement continus dans un espace de Hilbert.

Définition 1.4.21.
On dit qu'un opérateur non borné A sur un espace de Hilbert H est coercif s’il
existe une constante C' > 0 telle que

Re{Au,u) > C||ul|?, Vu € D(A).

Lemme 1.4.22.
Un opérateur non borné A : D(A) — H coercif et fermé admet un inverse
continu

A H — D(A).
(de norme inférieur a C~' ou C est la constante de coercivité).

Lemme 1.4.23.
L’adjoint A* d’un opérateur A a domaine dense est fermé.

Preuve.
Soit (U, vy = A*Up)nen une suite du graphe de I'adjoint A* de A convergeant
dans H x H vers (u,v). Alors, pour tout ¢ € D(A), on a

n—oo

(v = A, 0) = (v,9) = (u, Ag) = Tim [(A*un, 9) = (un, Ag)| = 0.

Comme D(A) est dense dans H, cela implique que v = A*u et donc ImA* fermée,
ce qui acheve la preuve. O

Définition 1.4.24.
Un opérateur non borné est dit dissipatif si

Re(Au,u) <0, u € D(A).
Il est maximal dissipatif si en plus il existe A\g > 0 tel que A — ¢! soit surjectif.

Remarque 1.4.25.
En fait A — Aol est bijectif d’inverse continu car

—Re((A — XD )u,u) > Nollul|*.
implique que A — Aol est injectif et de plus par Cauchy-Schwarz
(A = XoD)ull = Xolful]

ce qui implique que [[(A — \I) 7| < %
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Lemme 1.4.26.
Soit A un opérateur maximal dissipatif et B un opérateur dissipatif, si A C B
alors A = B.

Preuve.

Soit v € D(B), il existe u € D(A) tel que (B — A )v = (A — M )u et comme
Au = Bu,on a (B — X )(v—u)=0.
Comme B est dissipatif nous obtenons

0=—((B—X)(v—u),v—u) > Nv—ul
ce qui implique u = v et donc v € D(A). Ceci donne D(A) = D(B)et A=B. O

Remarque 1.4.27.

Ce lemme justifie la dénomination de maximal dissipatif : il n’y a pas d’opérateur
dissipatif B plus grand pour la relation d’ordre ( C ) qu'un opérateur maximal
dissipatif.

Lemme 1.4.28.
Un opérateur mazimal dissipatif est a domaine dense.

Preuve.
Supposons que v € D(A)*, comme A— Mo est surjectif, donc il existe u € D(A)
telle que
v=(A—=Xl)u.

Nous avons donc
0 = Re(u,v) = Re(Au,u) — )\0||u||2 < —AOHUHZ,

ce qui implique u = 0 et v = 0. Ainsi, D(A)* = {0} et donc D(A) est dense dans
H. [

Lemme 1.4.29.
Soit A un opérateur mazximal dissipatif. Alors, il existe Ay > 0 telle que pour
tout A > X\g lopérateur (A — XI) inversible avec inverse continu.

Preuve.
D’apres la Remarque [1.4.25 A — A1 est inversible d’inverse R(\g; A) borné.
De plus, on a

(A=) = (A ol — (M — AOI)> - <A - >\01> (1 — (A= M) R(; A)).
il suffit donc a montrer que 'opérateur borné ;
Ty =1—(XA=Xo)R(Ao; 4).
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est inversible et son inverse continu pour tout A > \,.
Remarquons que

(Tyu, u) = [Jull* = (A = Xo)(R(Ao; A)u, u) > [Jul]*.

Par conséquent, T) est coercif et par le Lemme [1.4.22| T, est inversible d’inverse
continu. O

Théoréme 1.4.30. ( Lumer-Phillips )

Un opérateur non borné a domaine dense dans un espace de Hilbert, est le
générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu de contraction si et
seulement s’il est maximal dissipatif.

Preuve.

Si A est a domaine dense et maximal dissipatif alors A vérifie les hypotheses du
Théoréme de Hille-Yosida [1.4.17] il existe donc un unique semi-groupe de contrac-
tion associé a A.

Réciproquement, soit A un générateur infinitésimal d’un semi groupe de contrac-
tion (7T°(t))¢>0. Alors, pour tout u € D(A), et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

re( MUY LN < (sl ~ ul?) <o

en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient que A est dissipatif et par le Théoreme
encore A est maximal dissipatif. O

Le résultat suivant, donne une condition plus simple pour un opérateur pour
générer un semi-groupe fortement continu de contraction.

Corollaire 1.4.31. [35]

Soit A un opérateur non borné de domaine dense. Alors A est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe de contraction si et seulement si A et son adjoint
A* sont dissipatifs.

Semi-Groupes Unitaires et Théoréme de Stone

Lemme 1.4.32.

Si (S(t))i>0 un Coy— semi-groupe de contraction et si A son générateur infi-
nitésimal. Alors, (S*(t))i>0 est un Co— semi-groupe de contraction et l'adjoint A*
de A son générateur infinitésimal.

Preuve.
Soit (S(t))i>0 un semi-groupe fortement continu de contraction. Alors, on a

S*(t+t) = (S(t+1)) = (SE)St)" = 5"(t)S*(t),
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et
sfo)y=1 . 5Ol =I5®] <1

Donc, S* est un semi-groupe de contraction. De plus, pour tout u € H on a :
1™ (H)u — ull* < 2||ul® — 2Re(S* (t)u, u) = 2||ul]* — 2Re{u, S(t)u).

On en déduit que S* est fortement continu, car le terme a droite tend vers 0 lorsque
t tend vers 0.

Maintenant, Supposons que B est le générateur infinitésimal de S* et soient u €
D(B)etve D(A), on a:

(Bu,v) = lim 1(S’"(t)u —u,v) = lim 1<u, S(t)yv —v) = (u, Av).

t—0 t t—0 ¢t

On en déduit que la forme linéaire u — (Bu,v) est bornée par ||Av||, et donc que
u € D(A*) ainsi, Bu = A*u.

Soient u € D(A*) et v € D(A), en intégrant d(Su) _

dt

Au, on a

(S(tyv —v,u) = /0 (AS(T)v, u)dr.

ce qui donne :

t

(1, S* ()0 — v) = / (v, S(r)* A*u)dr.

0
et comme D(A) est dense dans H, on en déduit que

t

St)'u—u= / S(r)*. A*udr

0
Ceci permet de conclure que v € D(B) et A*u = Bu. Ainsi, D(A*) = D(B) et
A*=B. [

Définition 1.4.33.
Soit S un semi-groupe fortement continu, on dit que S est unitaire, si

pour tout ¢ > 0.

Théoréme 1.4.34. (Stone)
Un opérateur non borné A a domaine dense D(A) est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe fortement continu unitaire si et seulement si A est anti-adjoint,

i.e. D(A*) = D(A) et A* = —A.

36



Espace de Hardy, Espace Modele, Opérateurs de Toeplitz et Semi groupes

Preuve.
Soit S un semi-groupe fortement continu unitaire. Pour tout u € D(A) on a :

lim S —u = lim S*(¢) (_u — S(t)u> = —Au.
t—0 t t—0 t

On en déduit que D(A) C D(A*) et que A*u = —Au pour tout u € D(A). En
intervertissant les roles de S et S* on obtient que A est anti-adjoint.
Réciproquement, supposons que A soit un opérateur anti-adjoint. Alors

—Re{(A — Du,u) = ||ul]*.

lorsque u € D(A). On en déduit que A — I est coercif, et qu'’il n’est pas difficile de
voir qu’il est fermé car A est fermé. Donc, (A — I) est inversible, d’inverse continu
par conséquent A est maximal dissipatif. On note S le semi-groupe engendré par
A. En calculant la dérivée

d 9 _
%HS(t)uH = 2Re(AS(t)u, S(t)u) = 0.

on obtient,
1S(®)ull* = 1SO)ull® = [Jull*.

ce qui implique que S(t) est unitaire. ]
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Chapitre 2

Opérateurs de Toeplitz sur
I’Espace de Bergman

L’objectif de ce chapitre et tout d’abord nous donnons quelques propriétés et
résultats sur les opérateurs de Toeplitz quasihomogene. En particulier, on va in-
sister sur les problemes de produit et commutativité.

Motivé par la représentation en coordonnées polaires d’'un élément dans L*(D, dA),

plusieurs auteurs intéresse par les opérateurs de Toeplitz quasihomogene (voir [2],
[14], [25], [26], [27], [28], [29], [43]).
Ainsi, comme on est intéressé a étudier les problemes de produit et commutativité,
on va étudiera la puissance de ces opérateurs. L’idée principale est alors d’utiliser
les notions de puissance et racine pour répondre a ces questions dans quelques cas
particuliers.

2.1 Espace de Bergman

Comme annoncé précédent soient Hol(D) I'espace des fonctions holomorphes
dans D, et L?(D,dA) lespace de Lebesgue usuel muni du produit scalaire défini
par :

< f,g>= /Df(z)@dA(z), f.g € L*(D,dA).

tel que dA(z) = Lrdrdf est la mesure de Lebesgue normalisée sur le disque unité
D du plan complexe C.
On note par L? l'espace de Bergman qui définit par l'intersection de Hol(D) et

L*(D,dA), i.e.
L2(D) = {f € Hol(D): || f]2, = / F(2)PdA(z) < oo}
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Lemme 2.1.1.
Pour tout f € L?, il existe une constante positive C' tel que

|f() <Clfllzz, V2 €D.

Preuve.
Soit z € D, on pose r, = 1 — |z|, en utilisant la propriété de la moyenne pour
f € L%, on obtient

1
10 = e L fiAw)

Donc,

o e Wl
IO = G, M) <

Soit K un compact dans D, alors on a

sup |f(2)] <

L
ek (dist(K,0D))2 " e

Proposition 2.1.2.
L’espace de Bergman L%(D) est fermé dans L*(D,dA).

Preuve.

Soient (f,), une suite dans L2(D) convergente vers f € L?(D,dA) pour la
norme de L?*(D,dA), donc (f,), est de Cauchy dans L?*(D,dA), par le Lemme
211 on a

sup | fu(2) — fm(2)| = 0, st n,m — oo.
zeK

pour tout compact K dans D.
Alors (f,,)n est de Cauchy dans Hol(D) parce qu’il est complet pour la topologie
de convergent uniforme sur tout compact. Donc, pour tout compact K C D

af € Hol(D), sup|fu(z) — f(2)] =0, si n— oo.

zeK

Comme L?*(D,dA) est un espace de Hilbert donc complet, alors il existe g €
L?(D, dA) tel que

| fn(2) — g(2)l2 = 0, ST n — 0.

par conséquent, f = g p.p et donc f € L2(D). O
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L’espace de Bergman L2 est un espace de Hilbert muni du produit scalaire
induit par celui de L?*(D,dA) est aussi la famille {\/n + 12",n € N} en est une
base hilbertienne orthonormée.

Pour z € D fixé, la fonction L? 3 f — f(z) est une forme linaire continue. Donc
d’apres le Théoreme de représentation de Riesz, il existe une unique fonction K, €
L? appelée le noyau reproduisant ott le noyau de Bergman est donné explicitement

par la formule

1

La projection orthogonale ot projection de Bergman noté par P de L?*(D, dA) dans
L? est bien définie car 'espace de Bergman est un sous espace fermé de L?*(D, dA).
De plus on a

Pf(z) =< Pf,K, >=< f,PK, >=< f, K, >= /D %dfl(w),

pour tout f € L? et tout z € D.

2.2 Opérateurs de Toeplitz Quasihomogene
On définit I'opérateur de Toeplitz T, sur LZ(D) de symbole ¢ € L>(D) par :

T,: L2(D) — L%(D)
f—=T,f = P(of).

Pour tout z € D, on peut écrire T, comme suit ;

1) = Plo(2)f(2) = [ 120 4, (2.2.1)

p (1 —zw)?

Quelque propriétés immédiate des opérateurs de Toeplitz sont regroupées dans la
proposition suivants.

Proposition 2.2.1. [/§/
Soient a, f € C et ¢, € L>(D). Alors
(1) 1Tl < 9]l
(2) Toppy = Ty, + BTy
(3) (T,)* =T, tel que @ le conjugue de .
(4) T, =0 ¢ =0.
(5) Sipe H®, donc T, Ty = Tyy et TzTy = Ty
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Une fonction ¢ : D — C est dite radiale si pour tout z € D, on a ¢(z) = ¢(]z]).
k =

Soient R = {v : D — C radiale, fo lv(r)|?rdr < oo} et pour tout k € Z, R
szR

Pour tout u € Ry, on a

[ 1uIPaAe) = [ e oFaae?)
_ /01 /0% o(r) 2rdbdr = 27 /01 fo(r)Prdr < oo,

donc, Ry, est un sous espace de L*(D,dA). De plus, si k # [ on a Ry L R;.
Puisque les polynémes en z et Z sont dense dans L?(D, dA), nous avons la décomposition

suivants,
’(D,dA) = PRy

kezZ

Note que pour une fonction radiale ¢ € L'(D, dA) on peut lui associer une fonction
dans L'([0, 1[,rdr). Alors pour tout fonction f € L*(D,dA), on a

= Z e® o (r), o € L*([0, 1], rdr).
ez

Définition 2.2.2.

Soit f une fonction définie sur D. Un opérateur de Toeplitz T} est dite quasi-
homogene de degré p € Z si le symbole f est quasihomogene de degré p € Z, i.e.
Il existe une fonction radiale ¢ telle que pour tout z = re? € D, on peut écrire

f(re?) = e®ig(r).

Pour une fonction ¢ € L'([0, 1], 7dr), considérées comme nulles p.p sur l'inter-
valle |1, 0o[. On définit la transformation de Mellin de ¢, notée ¢, par

_ /O S ldr,

Il est clair que pour ¢ € L([0,1],7dr), qg est une fonction holomorphe bornée sur le
demi-plan IT = {z; Rz > 2}. De plus, la transformation de Mellin (}5 est uniquement
déterminée par ses valeurs sur toute suites arithmétique d’entiers. En fait, nous
avons le théoreme classique suivant [36, p. 102].

Théoreme 2.2.3.
Supposons que f est une fonction holomorphe bornée sur {z : Rz > 0} qui
est nulle sur une suite des points distincts z1, 2o, . . ., vérifiant :

(1) inf{|z,|} >0
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(2) 2 nzy R(1/2n) = 00

Alors f est identiquement nulle sur {z : Rz > 0}.
Dans le corollaire suivant, nous allons nous placer dans un cas plus particulier.

Corollaire 2.2.4.
Soit (ng)k>0 une suite d’entiers positifs supérieures ou €gales a 2 vérifiant la

condition .
IE
k>0 |k
Si ¢ € LY([0,1],rdr) est telle que d(ny) = 0 pour tout k > 0, alors ¢ est nulle.

La formule d’inversion de la transformation de Mellin est donnée par

o(r) = = /C N o(z)r dr, (2.2.2)

2 S i
ou l'intégration se fait le long d’une ligne verticale passant par $(z) = ¢ dans II.
Aussi, on définit la convolution de Mellin de la fonction f et g noté f *,, g par :

+00 T dy
(f *a 9)(r) = F(=)g(y)—-
0 Y Y
la convolution de Mellin se rattache a la transformée de Mellin par la relation :

~

f*vg=1f-3

Le lemme suivant donne la valeur d’un opérateur de Toeplitz quasihomogene évalué
a tout élément de la base orthonormée de 1’espace de Bergman.

Lemme 2.2.5.
Soient n,p € N et ¢ une fonction radiale intégrable. Alors, pour tout n > 0, on

Toos(€")(2) = 2(n + p+ 1)p(2n + p 4 2)2" 7.

0 , 8 n<p

Tewsl®) O ={ 51 dn—ps 2 map
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Preuve.
Pour tout n,p € N et par la formule 2.2.1} on a
e p(w)wn
T.: " = [ —————dA
o)) = [ TR dAw)
1 2w ) 0 ) do
:/ / ¢(r)r"e’(”+p)92(l€+ 1)rPe™ 0k dr—
0 Jo k=0 T
1 00 o do
= / o(r) Z(k +1) / e (MAP=R)O ZZ otk g gy
0 =0 0 T
1
=2(n+p+1) / G(r)r? TP g P
0
=2(n+p+ 1)5(277, +p+2)"P.
par le méme calculation si on change p par —p on obtient le résultat désire. O

Pour répondre a la question de produit des opérateurs de Toeplitz quasiho-
mogene, nous en profiterons la proposition ci-dessous.

Proposition 2.2.6.

Soit f et g deux fonctions bornées quasihomogénes de degré p et s respecti-
vement. S’il existe une fonction h tel que TyT, = T}, alors sa fonction h est
quasthomogene de degré p + s.

Preuve.
Soient ¢ et ¥ deux fonctions radiales, telles que f = e ¢ et g = €*%). Par le
Lemme [2.2.5] si p et s est supérieur ou égal a 0, alors pour tout n € N, on a

ToiogToisoy(2") = 4(n+ 5+ 1) (n+p+ s+ 1020+ 5+ 2)d(2n + 25 + p+ 2) 2"+
dans le cas ot p € N et s <0, on a TyipoyTyisoy(2") =

{0 ,si n<—s

~ ~

dn+s+D(n+p+s+Dv(2n+s+2)p(2n+2s+p+2)2"PH  si n>—s

Maintenant, nous aurons besoin du résultat suivant (pour la preuve voir ([29,
Proposition 3 p.3])) : Une fonction bornée w est quasihomogene de degré p € Z si
et seulement si, pour tout entier n > 0, il existe A, € C tel que

[0 , 8l n< maX(—p, O)
T,(z") = { An2"P st n > max(—p,0)

~ o~

Ainsi, si TfT, = Ty, par prendre A, = 4(n+s+1)(n+p+s+1)Y(2n+s+2)p(2n+
2s+p+2) dans I’équation précédente, h c’est une fonction quasihomogene de degré
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p+s.
Si p et s sont a la fois négatifs, ousi p < 0 et s > 0, alors en considérant I'opérateur
adjoint on obtient le méme résultat. O]

On dit que ¢ est une T-fonction si 7, qui donne par la relation , définis
un opérateur borné sur L2.
Dans [28] les auteurs donne une réponse aux probleme de produit des opérateurs
de Toeplitz quasihomogenes.

Théoreme 2.2.7.

Soit p,s € Z tel que p > s > 0, et soit ¢, deux fonctions radiales sur D
telles que €@ et e=%) sont des T-fonctions. Alors le produit Toivo T —isoy €St un
opérateur de Toeplitz si et seulement s’il existe une fonction radiale w vérifie :

(1) e®=)%y est une T-fonction.

(2) W2n+p—s+2)=0,50<n<s—1.

(3) w est une solution de l’équation suivant :

1 rPT5w = 1P %y 1759,
Dans ce cas, Teiwo g1 —isoy, = Toi—s)0,,-

Preuve.
La condition nécessaire est clear. Il reste montrer la condition suffisante.
On Supposons que TiipoyT,-isoy est un opérateur de Toeplitz, donc grace de Pro-

position [2.2.6] on a

TeipG ¢T67139w - Tei(p—s)ew 5

de plus le Lemme [2.2.5] implique

0 ,81 n< —s

SO 619 — R -
&(2n+p—s+2) {2(n_3+1)¢(2n_5+2)¢(2n—25+p+2) st on>—s

D’autre part, pour tout n > s on a

1 -~ o~
m@(2n+p—s+2):w(2n—s+2)gb(2n—2s+p+2)’
on pose k =n — s, on obtient
1 -~ ~
G AP+ 2) =2k 45+ 202k +p+2), Vhe

Autrement dite,
(Lspr rP7°w) (2 + 2) = (rP * 3y 7°¢) (2k + 2).

Ce qui termine la preuve. O
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Remarque 2.2.8.
(1) Si p,s € N* et si ¢,9 sont deux T-fonctions radiales. Alors le produit
Teivoy Teiso,, est un opérateur de Toeplitz si et seulement s’il existe une T-
fonction radiale w telle que

r* sy Pw = 1P x 1.

(2) En passant aux opérateurs adjoints, on vérifie que le produit 7,—ipo 5T, —is0,
est un opérateur de Toeplitz si et seulement si Tyipo, T i50,, €st un opérateur
de Toeplitz est on obtient des résultats similaire comme dans la Théoreme

227
La corollaire suivant est un cas simple de la Théoréme ot ¢(r) = rh et
o) = vt
Corollaire 2.2.9.

Soient p,s € N tel que p > s et l,ly € R\] — oo, —1[. Alors, le produit

Tivo,y T, —iso,1, est un opérateur de Toeplitz si et seulement si

(a) lo—p>—1,11 —s>—1ets=0ous=1.

ou
(b) lh=p=0ouly=5s=0.

Preuve.
Supposons que le produit 7ipe,, 1, ise,1, €st un opérateur de Toeplitz et en

appliquant la Proposition avec f(z) = e?|z|, g(2) = e ™9z|2 et h(z) =
P~y (), donc

2(n—s+1) 2(n—s+p+1)
2n—s+1l+2)2n—2s+p+1 +2)
=2(n+p—s+1D)w2n+p—s+2)"P.

n+p—s

Teipe,r.ll TefiSQTl2 (Zn) -

par la transformation inverse de Mellin, on obtient

lo+s lo—p Litp l1—s 1 _ _
w('r’):{ Tt et S h—s#EL—p

rh=s{1+ (L +p)logr}, Si Li—s=1l—p
il est clair que la fonction w est borné ou presque borné si la condition suivante
est satisfaite :
Li+p#0, la+s#0, et l1—s>—-1, lpa—p>-—1
ou
(%) lo+s=0, et |1 —s>-—1
ou
lih+p=0, e lb—p>-—1

par un calcul direct des coefficients de Mellin de la fonction w montre que pour
tout entier m > 2, on a
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(1) Siliy+p#0etily+s#0,o0na

m—(p+s)
(lh—s+m)(lo—p+m)

w(m) =

(2) Siliy +p#0etly+s=0, alors

(m) = htp
(I —s+m)(la+s—1—p)

(3) Sily +p=0¢et ly+ s # 0, donc

l2+$
(b—p+m)(lb+s—1 —p)

@(m) =

(4) Sily+p=0etily+s=0,alors

1

Bm) = o

Ainsi, nous voyons que w(m) = 0 si et seulement sim =p+s, [ —2+ s #0 et
[y +p # 0. Donc

G2k+p—s+2)=0k=s—11+s#0,l+p#0.

En résumé, si le produit est un opérateur Toeplitz alors, soit s = 0 et (*) est vraie,
ou bien s = 1 et (x) est vraie, l; +p # 0,1l + s # 0. Il est facile de voir que ces
conditions impliquent que soit (a) soit (b) est vraie.

Quant a la suffisance des conditions (a) et (), si la condition (a) est satisfaite,
alors le produit est un opérateur Toeplitz par le Théoreme , si la condition (b)
est satisfait alors le produit est aussi, clairement, un opérateur Toeplitz puisque,
dans ce cas, au moins I'un des deux facteurs est 'opérateur d’identité. O
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2.3 Commutativité des Opérateurs de Toeplitz
Quasihomogenes

Cette section vise a étude et déterminez le commutant d’un opérateur de Toe-
plitz quasihomogene. Dans le théoreme suivants on a donné le résultat principal
de [14] qui caractérise le commutant d’un opérateur de Toeplitz quasihomogene
dans un cas particulier.

Théoreme 2.3.1. .
Soient h(re?) = Y ek (r) et p(re) = @™ deux fonctions dans L=(D, dA),

k=—o00

ot € R, meN, deN. Alors
ToTy = TyTs,

si et seulement si pour tout entiers k, il existe des constantes réelles ag(k), a(k) =
b(k) = 28k (k) = %—k et d(k) k+5+m telles que :

26
['(2/20 + a(k))T(z/26 + b(k))
['(2/26 + c(k))T(2/20 + d(k))’

k
267

Ui(2) = ao(k)

ou I' est la fonction de Gamma.

L’une des principaux conséquences obtenus dans [I4] est de pose des conditions

nécessaires et suffisants telle que la fonction ¢, soit rationnelle ou irrationnelle.
Désormais, nous allons énoncer le lemme :

Lemme 2.3.2.
Soient p € N et ¢ une fonction bornée sur [0, 1] et soit

f(re?) = eMp(r),

keZ
Alors,
Teip0¢Tf = TfTeiped) = Teip0¢Teik9¢k = eike(kaeipéd), VkeZ
Preuve.
(=) Pour tout n € N, on a :
Tezpﬂd)Tf Z 1p0¢Teik6¢k ;
k+4+n>0
et
Tf ezp9¢ Z Tzk:9 ezp9¢7
k+n+p>0
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(<=

Ensuite, pour tout (n,m) € N? on a,
<TfTeip9¢Zn, Zm> = <Tei(m—n—p)€¢min7pTeip9¢zn, Zm>

et
<Teip0¢Ton, Zm> = <Teip9¢Tei(m—n—p)9

n m
- ).

Donc,

<Teip9¢Teik0 2" 2" > =

Pm—n—p

{<
, m#Zk+n+p
<

Tezped,sz 2> . m=k+n+p
et

< Teikew TeW%Z 2" > =

B , m#*k+n+p
N <TfTez-pe¢,z”,zm> , m=k+n+p

Maintenant si Tyipoy Ty = Ty T4, alors pour tout (n,m) € N? et pour tout
k € Z, on obtient :

< Teip6¢Teik0¢an, 2" >=< TeikﬂwkTeip6¢Zn, 2™ >
par conséquence,

Teiped)Teike% =T, ire Teip0¢, Vk e Z

Pk

) Supposons que pour tout k € Z, TipoyT,ino,, = Tyire,, T,

ox Leivo g, alors en

particulier pour tout (n,m) € N>, sim =k +n+p, on a

< Teip9¢Tei(m—n—p)G Zn, Zm >= Tei(m—n—p)e T

n m
Pm—n—p eiped)z ,Z > .

Pm—n—p
d’apres les calculs précédent, on en déduit :
< TivoyTy2", 2™ >=< TiT,ipe 2", 2™ > .

c’est-a-dire
Teip0¢Tf - TfTeiped).

]

La proposition suivante assurée qu'un opérateur de Toeplitz quasihomogene
peut étre seulement commuté avec un opérateur de Toeplitz quasihomogene de
méme degré.
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Proposition 2.3.3.
Soit p, s € N* tel que p > s et soient ¢ et ¢ deux fonctions radiales bornées. Si

Teip9¢Te—i50w — Te—iSGwTe'LPO(z) .

alors ¢ est nulle ou v est nulle.

Preuve.
Supposons que TLis, commute avec T,-isv, et si 'on utilise le Lemme
pour tout n € N, on obtient :

S +p+22n+2p—s+2)=0, n<s—1, (2.3.1)

et

n—s+1~ ~
m¢(2n+p—25+2)w(2n—8+2), n>s,

(2.3.2)
De I’équation on déduit que pour tout entier ng < s — 1 il existe une suite
(ng)k>0 définit par ngq = ng, + p ou ny + s pour laquelle on a :

(2n+p+2)Y(2n+2p—s+2) =

(20, +p+ 2)0(2n, +2p — 5+ 2) = 0, (2.3.3)
En effet, soit ng < s — 1 tel que :
$(2n0 +p+ 2)@5(2% +2p—s5+2)=0,
Il vient que :
5(2710—1—29—1—2) =0 ou $(2n0+2p—5—|—2) = 0.

Si 5(2% +p+2) =0 (resp. Q/A\(Qng +2p — s+ 2) = 0) alors, en posant n; = ng+
(resp. ny = ng + p) et en remplacant dans I’équation n par nq, on obtient :

n—s+1~

d(2n1 +p+ (2 +2p — s+ 2) = Mo 4+ 1+ 2)0(2nq — s+ 2).
Cb( 1 TP W( 1 P ) n1+p+1¢( 0oTpP W( 1 )

(resp. G (2n1+p+2) (20 +2p—5+2) = ML G2 +p—25+2) (2n0+2p—5+2)).

Comme ¢(2ng + p+2) = 0 (resp. (2no + 2p — s+ 2) = 0), il vient que :
G(2n1 +p+ 2)0(2n, +2p — s+ 2) = 0.

Ainsi en réitérant le méme procédé, on arrive a construire une suite n; d’entiers
positifs vérifiant ’équation [2.3.3] De plus il est simple de voir que pour tout k& > 1,

2n, +1 < 2(ng + kp) < 2(k + 1)p,
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car ng < s < p. Donc

> ! +00. (2.3.4)

Py 2nk +1

Soit Fq et Es les deux ensembles définis par :
Ey={keN:¢2ny+p+2) =0} et Ey={keN:¢@2n,+2p—s+2)=0}

Il est clair que :

1
+227’Lk+1'

an + 1 k€eFEs

1
> <2
A
D’ot1, d’apres 1'équation , au moins I'une des deux séries ), p anﬁ et
Y ke o anﬁ est divergente, donc ¢ est nulle ou 9 est nulle. O]

La proposition suivante dit en particulier que la commutant d’un opérateur de
Toeplitz quasihomogene est unique. Pour la démonstration nous avons besoin le
technique suivant.

Lemme 2.3.4.
Soient F et G deuz fonctions analytiques bornées sur le demi plan {z € C :
Rz > 2} et non identiquement nulles. S’il existe un entier p € N tel que :

F(2)G(z +p) = F(z + p)G(2),
alors, F' = C'G pour certain constant C.

Preuve.

En définissant h(z) = ggz), par les hypotheses h une fonction analytique et

borné sur {z € C: Rz > 2}. De plus, il existe p € N tel que

~—

h(z) = h(z +p),

c’est-a-dire h une fonction p— périodique, par conséquence h = C, ou C une
constante. O

Proposition 2.3.5.

Soient p,s € N* et ¢ une fonction radiale bornée non identiquement nulle.
Sl existe iy, 19 deux fonctions radiales bornées non identiquement nulle telle que
Tiisoy, et Tisoy, commutent avec Toipey. Donc, 11 = Cipy pour certain constant C'.
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Preuve.
Par I’hypothese et pour tout entier n > 0 :

n+p+1~ —
— (2 2 2 2 2).
n+s+1¢( n+p+2)(2n+2p + s+ 2)

n+p+1~ —
— (2 2 2 2 2).
n+8+1¢( n+p+2)s(2n + 2p + 5+ 2)

S2n+p+2s+2)h(2n + 5 +2) =

S2n+p+ 25+ 2)in(2n +5+2) =

ce qui donne;
V12n+s+2)Un(2n+2p+s+2) = (2n+ 2p + 5+ 2)¥a (20 + 5+ 2).
On pose z = 2n + 2, il vient :
roun(2)roun(z +2p) = roun(z 4 2p)ron(2), Yz € {Rz > 0}
Ainsi, si 'on pose F' = 7;% et G = 7% dans le Lemme [2.3.4, on obtient :
Py = Crovy,
pour certain constant C', et ceci implique ¢; = Cs. O
On aura discuté le cas radial.

Proposition 2.3.6.
Soient ¢ et ¢ deux fonctions radiales bornées et soit p € N*. Si

Teip9¢Tw — T¢T6ip9¢.
alors ¢ =0 ou ) est constante.

Preuve.
Supposons que Ty Ty = TyT,ive, alors, pour tout entier naturel n, on a :

(n4+p+1)o2n+p+2)2n+2p+2) = (n+ 1)d(2n + p + 2)0(2n + 2).

~

Maintenant, on considere l’ensemble F = {n € N;  ¢(2n + p + 2) = 0}. Notons
d’abord que si ) % = 0o donc grace a Corollaire [2.2.4] on a ¢ = 0.
nek

Sinon Y % = 00, par conséquent on a :
neCnE

(n+p+1)@2n+2p+2) = (n+1)(2n+2), Vn€eCNE

o1



Opérateurs de Toeplitz sur 'Espace de Bergman

Pour tout ng € CNE et tout k£ € N*. On pose n = ng + 2(k — 1)p, on obtient :

(2n0 + 2kp + 2)0(2no + 2kp + 2) = (2ng + 2(k — 1)p + 2)(2ng + 2(k — 1)p + 2)
= (2ng + 2(k — 2)p + 2)8(2no + 2(k — 2)p + 2)

= (2ng + 2)¥(2ng + 2).
Autrement dit, pour tout entier k> 1 :

C ~

b(2 Up+92)=—— = C1(2 2%p + 2).
Y(2no + 2kp + 2) = 0 + 2kp + 2 (2ng + 2kp + 2)

Donc, 9 est constante. 0

Remarque 2.3.7.

Par passage a 1'adjoint on déduit que les Propositions et le Lemme
2.3.2| est encore valable pour un entier négatif p et un entier positif s. On peut
aussi supposant que p et s deux entiers négatifs dans la Proposition [2.3.5] est le
résultat reste vraie.

Dans [27, Theorem 2|, les auteurs prouvent que si 'opérateur T y

commute avec T, =, alors nous avons ce qui suit :

T - ZTZ
% etk fr(r) Q( +2);

k=—o00

ou () une fonction polynome de degré inférieur ou égal 3.
Dans Darticle [2], le théoreme suivant est présenté, qui est une généralisation du
résultat précédent.

Théoreme 2.3.8. N
Si Ty ou f(re®)y = 5 e fi(r) tel que TyT,2 52 = T,2,52Ty. Alors, on a

k=—0o0
Ty = c1(2* +7°) + co,
avec ¢y, ¢ € C.

Puis, dans [45] une autre généralisation de ce résultat a été donnée en rem-
placant le symbole 22 + z2 par le symbole

f(2) = filz) + 2" fo(2),

oum € N* et f, g sont deux fonctions polynome holomorphe non constant.
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2.4 Racines des Opérateurs de Toeplitz Quasi-
homogenes

ieme

Soit p € N, on dit que I'opérateur de Toeplitz quasihomogene T,ipo 4 a une T'—p
racine si et seulement s’il existe une fonction radiale borné v tel que

p
(Taéw) — eipt‘)d) .

Grace a cette notion. Ci-dessous, on reformule le Lemme [2.3.2] en utilisant les
propositions et De plus, on rassemble dans la proposition suivante
quelques conséquences utiles dans la preuve.

Proposition 2.4.1.
Soient ¢, deux fonctions radiale borné non nulle et n,p, s € N*. Nous avons

(1)
n np p
<Teip58¢> - <Tei30w> = Teip39¢ - Cl (T6i59w> .

ot ¢ une constante.
(2) Si Tyney commute avec T,iso,, alors il existe ¢ € C tel que

S p
(Teip6¢> = Cy (Teisew) .

Pour la démonstration voir |25, Propositions 7,9].

Théoreme 2.4.2.
Soient p € N* et ¢ une fonction radiale bornée tel que T,ipo, admet une T —p
racine Teioy,.
Si Tivog commute avec Ty, ot f(re') =3, 5 ™oy (r) € L>(D,dA). Alors,
(1) Pour tout k € Z_, on a ¢, = 0.

k
(2) Pour tout k € N, si <Tei9w) est un opérateur de Toeplitz, alors fr, =0 ou

k
Teikefk — (Teiew) .
k

(8) Supposons que k € N et <T6i6w> n’est pas un opérateur de Toeplitz, donc

ieme

forcément on a f, = 0.

Preuve.
On suppose que l'opérateur 1.y commute avec TZkeZ ek, (r), du le Lemme
2.3.2| et pour tout k € Z on a
T6ip9¢Teik9g0k — Teik9¢kTeip9¢7
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d’apres la Proposition [2.3.3|on a ¢, = 0 pour tout k£ < 0.
k

Maintenant, soit k& € N tel que <Tei9¢> est un opérateur de Toeplitz quasiho-
mogene de degré k et de plus commute avec Ty et comme le commutant est

k
unique (voir la Proposition [2.3.5)), donc fi = 0 ou Tyirey, = (Teww) .
k
D’autre part, si (Tei%) n’est pas un opérateur de Toeplitz, et s’il existe un

op¢rateur de Toeplitz quasihomogene Tiiroy, commute avec T,ie,. En utilisant
la Proposition le point (2), on obtient

P k pk
(Tosos)” = (Tewos) = (Tuow)

k
Par conséquent, la Proposition [2.4.1(1) implique que Tyiro s, = <Tew¢> contradic-

tion. Ceci acheve la preuve. O

Dans [14] les auteurs étudient la commutativité de Popérateur Time,» avec
p,m € N (voir Théoreme [2.3.1)). Plus tard, I. Louhichi dans [25] a reformulé cette
théoreme et en a donné une breve preuve.

Théoréeme 2.4.3.
Soient m € N* et p € N. Alors, pour tout entier s tel que 1 < s < m il existe
une fonction radiale bornée 1 vérifie l’équation suivante

Tei59¢Teim0rp — Tei'm,GTp Tei59,¢ .

Preuve.
On constate aisément que le cas de s = m est trivial. Maintenant, on définit la
fonction radiale ¢ suivante

ro(r) = (f *ar g)(r),

avec

Fr)=2mr® (1 —r*™) 7w, g(r) = 2m™P(1 —r?™)u
Pour la démonstration de la fonction ¢ est borné voir [14].
En effet, si on pose x = 7™ on obtient

N 2% + 2m + 25 + 2 R 2% +3 2
Flok4ome2) = BEEEZM T 29T 2 4 5y o Gok4ome2) = B( oM PE 2 S
m

).

2m 2m m

ou B désigne la fonction Béta. Par conséquent (en utilisant les propriétés des
fonctions Gamma et Béta ), on a

2k‘+2m+2$—|—271_i)_ 2k+25+23(2k~|—23+2,1_£).

B —
( 2m m 2k +2m + 2 2m m
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et
B(2k+3m+p+2 s)_ 2k+m+p+2 B(2k+m+p+2 s)
2m "m’ 2k+m+p+2s+2 2m "m’
Ainsi,
2k +2m + 2 ~ s
sty Tyimos () = 2k+m+p+2(%+2m+28+2)w(2k+2m+8+2)zk+ *
2k 4 2 2)(2k + 2 2 2)—
_ Rk +2m+2)(2k +2m + 25 + )rs¢(2k+2m+2)zk+m+s
2k+m+p+2
_(2k:+2m—|—2)(2k+2m—|—2s+2)B(2k‘+2m+28—|—21 s>
N 2k +m +p+2 2m T om
2k + 3 2
« B( +om+p+ ,i)
2m m

_(2k—|—2m+2s+2)(2k+23+2)B(2k+2s+2 1 s)
B 2k +m +p+2s+2 2m m
2k 2
«pEEtmtpt? s

2m m

— eim@,rpTeisew(Zk).

[]

En particulier, si s = 1 il existe une fonction radiale bornée ¢ tel que TLio,
commute avec T,ims,» du [25, Proposition 7], on obtient

m
<Te7ﬁ9,¢}> — Leimbpp.

en résume, I'opérateur 1.ime,» admet toujours une T'—p
et pour tout p € N.

En 2011, I. Louhichi et N.V. Rao dans leur article [26] ont étudié la racine d’un
opérateur de Toeplitz quasihomogene, notamment les opérateurs de symbole e ¢
avec

ieme

racine pour tout m € N*

k

o(r) = r(lnr)", a;b; > 0.

n=1
Leur méthode de démonstration ils reposent de facon essentielle sur le produit de
convolution de Mellin et les fonctions Béta et Gamma.
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2.5 Puissances des Opérateurs de Toeplitz Qua-
sihomogenes

Le but de cette partie est de présente notre contribution sur la puissance des
opérateurs de Toeplitz quasihomogene [7]. Tout d’abord, nous choisissons d’énoncer
le lemme classique suivant de 'analyse complexe ([11, Lemma 2.2 p.29]) que nous
utiliserons plus tard pour prouver notres résultats.

Lemme 2.5.1.

Soit f(s) une fonction holomorphe dans le demi-plan droit Rs > . Si | f(re')| <
Cr=" avec —m < 0 < 1 et r > Ry pour certaines constantes Ry, C' et v(> 0), alors
pour tout t >0, on a

lim e'f(s)ds=0 et lim e f(s)ds = 0.
r—00 Q r—00 Q0

ot 1 et 2y sont respectivement les arcs BCD et DEA de € comme dans la figure
1.

C| B
Q=0UQ
0
D O
Qs
N
E[ A

FIGURE 2.1 — Le contour de Bromwich
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Nous aurons également besoin du lemme simple suivant.

Lemme 2.5.2.
Soit f une fonction polynomiale dans r® et °log”(r) ou «, (3 et v sont dans
Z. Sia>—1etB,v€eN, aors f € L*([0,1],rdr).

Le lemme suivant détermine les valeurs des puissances d'un opérateur de Toe-
plitz quasihomogene borné évalué en tout élément de la base orthogonale de L2 (D).
En fait, 'opérateur de Toeplitz quasihomogene et ses puissances mappent l'espace
des polynomes en z en lui-méme.

Lemme 2.5.3.
Soient p € N, s € Z, et soit 1 une fonction radiale dans L*([0, 1], rdr). Alors,
pour tout n € N, on a

p—1
(Teis%)p(f”)(z) = [H 2n+ js+ s+ 1)(2n + 2js + s + 2)] 2"tPe
=0

P20+ 2)s + 5+ 2)

— _ n—i—ps‘
H?;é 1(2n + 255 + 2s + 2)

z

ou 1 désigne la fonction constante de valeur un.
Nous avons une définition analogue de la T — p*™ racine dans [25], nous dirons
qu’'un opérateur de Toeplitz quasihomogene Tis,, admet une 7" — peme puissance

si et seulement s’il existe une fonction radiale ¢ tel que
(Teisﬂw)p — eip39¢.

En particulier, (T,ipo,)° = I ot I I'opérateur d’identité dans L2(D).

Le corollaire suivante preuve 'existence de non trivial opérateur de Toeplitz qua-
sihomogene admet toujours une puissance.

Corollaire 2.5.4. [25]

p
1l existe une fonction radiale bornée i tel que le produit <T6i6w> un opérateur
de Toeplitz quasihmomgene pour tout p € N.

Nous sommes maintenant préts a énoncer notre résultat principal qui peut étre
vu comme une généralisation de corollaire précédent.

Théoréme 2.5.521.

Soit P(r) = Zairki une fonction polynomiale radiale non nulle et soit Py =
i=1
{=ki:i=1,...,m} et Z@ sont les ensembles de poles et de zéros de sa transfor-

mation de Mellin @//J\, respectivement. Suppose que :
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(1) Sii=1,...,m au moins un k; est un nombre impair. On note par k;, le

plus grand nombre impair. '
2) 1l existe un ensemble d’entiers {oy; V=V, , tel que :
( i=1,i#ig’ q
(i) {O‘z‘}iﬁ‘;&io C ZQZ’ et
(ii) Pour touti € {1,...,m}\ {io}, on a, —k; < a; < k; +1 et k;
sont la méme parité.
Alors, (Tpioy)P est toujours un opérateur de Toeplitz pour tout p € N.

Preuve.

m
Puisque ¢(r) = Z a;r*, on obtient
i=1

et o

et donc Py = {—k; : i = 1,...,m}. Il est clear que (voir [2I, p.105-106]) la

fonction 7:[}\ peut étre étendue a une fonction méromorphe dans C. Ceci implique,

avec I’hypothese du théoreme, que ¢ peut s’écrire comme

1 (=)
D(z) = THTD f(2),

-
Il
—

ou f est holomorphe et non nulle dans un voisinage de chaque pole —k;, avec
¢t = 1,...,m. Ensuite, pour tout entier p > 1, nous montrons l'existence de la

P
fonction ¢ dans L?([0,1],rdr) tel que (Tei%) = T.iwoy. En effet, le Lemme
implique que pour tous les entiers n > 0, on a

p—1
[T2n + 2+ (@0 + 25 +3) = 2n + 2p + 2)6(2n + p + 2).
=0

2.5.3

En utilisant le Théoreme [2.2.3] il est facile de voir que si p = 1 alors ¢ = ¢. Donc
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soit p > 2, on complexifie 1’égalité précédente et on pose z = 2n+ p+ 2, on obtient

o) = [TIG-p+2i+ 2] [T] 0 - p+2i+1)]

j=0 j=0

p—2 (m,p—1)

[ (z—p+2l+2)” II (Z—ai—p+25+1)}

_ti=0 (3,5)=(1,0),i#io h(z)
(m,p—1) ’
I[I (+ki—p+2j+1)

(c.5)=(1,0)

oi h(z) =[1"Z f(z —p+2j + 1).

Ainsi 5 est une fonction méromorphe dans C et a des poles simples aux entiers
—kqg+p—2j—1,avec (d,j) = (1,0),...,(m,p—1). De plus, la ligne d’intégration
dans la formule d’inversion ([2.2.2]) est décalée vers la gauche en prenant des résidus
dans le contour de Bromwich (voir Figure 2.1). En utilisant le Lemme et le
Théoreme des Résidus, nous concluons que ¢ est déterminé par la somme des
résidus a tous les poles a gauche de Rz = ¢ et nous avons

(mvp_l

)
6(r)= > Res¢(2)

(dvj):(l»o)

pka=pt2+l (2.5.1)
z=—kq+p—2j—1

Claim : ¢ appartient a L*([0, 1], rdr).
Pour le prouver, il suffit, en utilisant le Lemme 2.5.2} de montrer que PyCZ.
Sans perte de généralité, nous supposons que ki < kg < ... < k,,. Ensuite, nous
avons les cas suivants :

Cas1l: p<k.Ona

p<ki<ky<...<kp,

ensuite,
kq—p >0, pour tout d € {1,...,m}.

Donc,
ki—p+2j+1>1,pourtout d € {1,...,m} et tout j € {0,...,p—1}.
Case 2 : k, <p <k, pourn € {l,...,m — 1}. Ici, nous considérons deux
sous-cas.
Cas A : ne{l,...,m—1}\ {ip}. De Case 1 nous savons que

ka—p+2j+1>1, Vde{n+1,....,m}etVje{0,....,p—1}.
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Maintenant, si d € {1,...,n}, on a

—kg+p—1

—2 .

—kg+p—1
2

ki—p+2j+1<0ie j<

—kg+p—1
— = , alors pour tout

Si on pose jo = | | la partie entiere de
de{l,...,n} et tout j € {0,...,jo}, nous avons

kqi—p+2j+1<0. (2.5.2)

Ensuite, nous montrerons que les poles de ;5 dans (2.5.2]) sont annulés
par des zéros de ¢. En d’autres termes,

V(. d) € £(0,1), -, Gos )}, 36, 5) € {(1,0), .., (m, p — 1)}, eti # g
tel que
—; + 28 = kg + 27.
9
kataat2) o

Pour ce faire, on prend i = d et on pose s = 5 par
I'hypothese (2)(ii), s € N, et
25 = kg + ag + 2j
< kg + ag + 250
<ag+p-—1
< 2p,
ce qui implique s < p — 1.
Cas B : n =1y. Alors pour tout j € {0,...,j50 = L%J}, on a
ki,—p+2j+1<0. (2.5.3)

Comme pour le sous-cas précédent, ces poles de ¢ sont annulés par des

- ks + 27 — 1
zéros de ¢. En fait, en prenant [ = Nig 2 — 2

que [ € {0,...,p — 2} et aussi que 20 + 2 = k;, + 2j + 1 pour tout

j S {077]0}
Cas 3 : p > k,,. Nous suivons le méme argument que dans le cas 2.

, il est facile de voir

O

Remarque 2.5.6.
Si ¢ admet des poles de multiplicité supérieurs a 1, 'expression (2.5.1)) devient

(mvpfl)
o(r) = Z g, (log r)pka P2t
(d,5)=(1,0)
ou n € N est la multiplicité du pole z = —k;+ p — 27 — 1; et le méme argument

dans la preuve reste vrai.
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Ezxemples 2.5.7.
Soit ¥(r) = 3r — 12r% 4+ 1073, Alors

-3 1210 (z-D(z-2)
LS s R Bl Gy i) o

En utilisant le Lemme [2.5.3] on obtient pour tout n > 0

< e’%) (€")(z [HQ n+j+2)d2n+2j + 3)] P

7=0
2n+2j+2)(2n+ 25+ 1)

2n+25+4 )
2n +2j +5)(2n + 25 + 6)
1)

S )
(2n +25+4)
o )
( )

H 2n+25+2)2n+ 25 +

Hp“ 2n + 25 +1)(2n + 25 +2)
B (2n+2)(2n+1)(2n +4)(2n + 3) g
C(2n+2p+2)2n+2p+1)(2n 4+ 2p 4+ 4)(2n + 2p + 3)

n—+p

z

—_—] |

Nous voulons maintenant trouver une fonction radiale ¢ telle que

p
(Tuns) (€)(2) = Tumo (€)(2),
pour chaque entier p > 1. Cela équivaut a trouver ¢ pour lequel

Tonog(€")(2) = (20 + 2p + 2)$(2n + p + 2)2"*
(2n+2)(2n+1)(2n+4)(2n + 3) i

T @n+2p+2)2n+2p+ 1)(2n+2p+ 4)(2n+ 2p + 3)

Y

et donc pour tout n > 0, il faut avoir

(2n+2)(2n +1)(2n +4)(2n + 3)
(2n+2p+2)22n+2p+1)2n+2p+4)(2n+2p + 3)

d(2n+p+2) =

En utilisant le Théoreme [2.2.3| et on pose z = 2n + p + 2, on obtient

(z=—p)z—p-—1)(z—-—p+2)(z—p+1)
(z4+plz+p—1(z+p+2)(z+p+1)

o(z) =

Il est clear que gg est holomorphe sur {z;z > 0} et admet des podles simples a
1—p,—p—2,—p —1 et de pole double a —p. Enfin pour trouver la fonction ¢,
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nous utilisons la transformation de Mellin inverse et le Théoreme des Résidus et
nous obtenons

6(r) = Res 6(2)

+ Res ¢(z)

r"~! 4+ Res a(z)

z=1-p

P2 4+ Res gg(z)r_z
z=—p—2

z=—p

ol ay, as, as, ay et as sont des constantes réelles. Il convient de mentionner ici que
pour tout p > 1, la fonction ¢ est "presque bornée” [II, p. 204] et donc T,ipe, est
un opérateur de Toeplitz borné.

Dans la proposition suivante, nous prouvons l’existence de fonctions radiales
non polynomiales 1) pour lesquelles (Teww)p est toujours un opérateur de Toeplitz
pour tout p € N.

Proposition 2.5.8.
1l existe des fonctions non polynomiales 1) telles que la puissance (Tei9¢)p est
toujours un opérateur de Toeplitz pour tous les entiers p > 1.

Preuve.
Soit 9 (r) = r + 4r*log r. Donc
~ —4 1 22
U(z) =

Gr2? 21l GiDGEi2E

En utilisant le Lemme [2.5.3] nous obtenons cela pour tout n > 0 et tout p > 1
p—1
Pon : o : n+p
<Tei9,¢}) &) (z) = [H 2(n+7+2)Y(2n+ 25 + 3)] z
H

2n+25+4 o

o )(2n + 25 + 3)?
“i(2n 425 +4)(2n + 25 + 5)?
(2n 425 + 3)2
o(2n 425 + 5)2
Zof )

)

H

M+ 2j + 3)2

]:1(271 +2j+3 2”
 (2n+3)

(2n + 2p + 3)?

n+p

On veut trouver une fonction radiale ¢ telle que
p
(Tuoy) (€)(2) = Tuang(€")(2)
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pour chaque entier p > 1 et tout n > 0. Cela équivaut a trouver ¢ pour lequel

Toios(€")(2) = (2n + 2p 4 2)$(2n + p + 2)2™*P

_ (2n + 3)? ip
(2n + 2p + 3)?
Donc pour tout n > 0, nous devons avoir
~ (2n + 3)?

d2n+p+2) =

(2n+2p+2)(2n +2p + 3)*

En utilisant le Théoreme et le changement de variables z = 2n 4+ p + 2, on
obtient

(z—p+1)*
(z+p)(z+p+1)%

P(z) =
Il est clear que gg est holomorphe sur {z;Rz > 0} et a un pole simple & —p et

un double pole a —p — 1. Enfin, pour récupérer la fonction ¢, nous utilisons la
transformation de Mellin inverse et le Théoreme des Résidus et nous obtenons
r” + Res q?(z)

6(r) = Res 9()|

= (1—2p)*? + 4p7“p+1<(1 —p) +plog r).

Tp-i-l
z=—p—1

Enfin, pour tout p > 1, la fonction ¢ est presque bornée et donc T,ipe, est un
opérateur de Toeplitz. O

Remarque 2.5.9.

Notez que dans I’Exemple [2.5.7| (resp. Proposition , au lieu d’utiliser la
transformation inverse de Mellin et le Théoreme des Résidus pour obtenir la fonc-
tion ¢, on peut récupérer ¢ a partir de sa transformation de Mellin en écrivant la
décomposition en fraction partielle de ¢(z) puis en utilisant les identités suivantes

P
> Tm _ 1 n _ (=D)"n! . , .
a savoir r"(z) = et r™In"(r)(z) = GTmyert pour tous les entiers non négatifs
m et n.

En utilisant des arguments et des notations similaires a ceux de la preuve du
Théoreme [2.5.5, nous obtenons le corollaire suivant.

Corollaire 2.5. %10.

Soit (r) = Z a;r™ une fonction polynomiale non nul et s € N*. Suppose que :

i=1

(1) pouri=1,...,m, il existe au moins un k; tel que k; — s soit un entier non
négatif et divisible par 2s. Soit k;, le plus grand de ces nombres.

(2) il existe un ensemble d’entiers {ci; }i=1" 4, tel que :
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(i) {cubizlimi, € Zg-
(i) Vi e {1,--- m} \ {io}, on a —k; < a; < k;j+ s et oy + k; est divisible
par 2s.
Alors, (T,iso)? est toujours un opérateur de Toeplitz pour tout p € N.

Ezxemples 2.5.11.

Soient m, n, et p des nombres naturels.

1) Mlexiste a, 3 € Ret s € N tels que Tiiso q,n 4 gm) admet toujours une T'—p
puissance pour tout p > 1. Par exemple, (Tesie(, 824 %ng))p est toujours un
opérateur de Toeplitz.

2) Pour tout p,s € N, le produit (T,ise,=)? est un opérateur de Toeplitz si et
seulement si m > s et m — s est divisible par 2s.

Remarque 2.5.12.

(i) Dans [25, Theorem 13 p.1472], le troisieme auteur a montré que si Ty,
admet une 7" — p*“™¢ puissance et si Ty est un opérateur de Toeplitz borné
tel que TyTi0,, = T,iny Ty, alors Ty doit étre la somme des puissances de
T,i0,. Dans le méme esprit et sous 'hypothese du Théoreme (resp.
Corollaire , si Ty commute avec Tiio, (vesp. Tyiso,), alors Ty est la
somme des puissances de Tyioy, (vesp. Tyise,) également.

(ii) Soient ¢ une fonction polynomiale non nul et s un nombre naturel. Si 70
admet une T — p’®™¢ puissance pour tout p € N, alors par le Théoréme m
et le Corollaire il est facile de voir qu’il existe un entier positif n tel
que (T,inoy)P est un opérateur de Toeplitz pour tout p.

(iii) Nous rappelons que 77 = Ty, ot f est le conjugué complexe de f. Donc

ieme

en passant a l'adjoint, T;-i, a une T — pime puissance si et seulement si

Teioy a cela aussi. Par conséquent, les résultats précédents restent vrais pour
I'opérateur de Toeplitz quasihomogene de degrés négatifs.

Dans ce qui suit, nous abordons le cas des opérateurs de Toeplitz radiale.

Théoreme 2.5.13.
Soit P(r) = Z a;r™ un symbole polynomial non nul. Alors, pour tout p € N,

il existe un symbole radial ¢ € L*([0,1],rdr), tel que

(Ty)" = Ty

De plus, sip>2 on a

Za” (logr)¥, avec fB;,7; € Net ;i ; € R.
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Preuve. R
Comme indiqué au début de la preuve du Théoreme 1 peut étre écrit

comme 1

U(2) = 7 f(2),
[I1(z+ks)

i=1
ou f est holomorphe et non nul dans un voisinage de chaque pole —k;, 2 = 1,...,m.
Maintenant, nous prouvons U'existence de ¢ dans L?([0, 1], rdr) pour lequel (T,)" =
T, pour tout entier p > 1. Si ¢ existe, le Lemme implique que

(2n+2)7" [d(2n + 2)]p — H(2n+2), ¥n > 0.

Notez que p est un entier positif et que notre discussion est triviale pour p = 1
puisque dans ce cas ¢ = 1.
Nous supposons donc p > 2. On pose z = 2n + 2, on obtient

az) == [0(=)]

= —h(Z),
(Z+]€i)p

3

)

ou h(z) = (f(2))P. De la méme maniére que dans la preuve du Théoréme et
en utilisant la formule de Leibniz, nous montrons que

o(r) =Y Res 6(2) -

Il
—_

z=—k;

1 _ or—1 2Pt

= Z lim — —
(p - 1)' z——k; QzP~1 H (Z i kl)p

1=1,1%i
U im [ -1t g N )
(p—l)!zl%'w;O [j!(p—l—j)!g =) D

3 {;!9(”(—1@) (=1 (log r)p—l—j(r’“)} ) ;

h(z)-r—=

NE

<.
Il
—_

I

T
=\ Ulp—1-7)
. | 2Pl
tel que gV est le j°™¢ dérivé de la fonction g(z) = — h(z)
I[I (z+k)r
1=1,i#i
1y,
Enfin, on posent o, ; = égm(—ki), Bi=ki>0etyv=p—1—7>0,
jlp —1—7)!
nous obtenons le résultat. O
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Ezxemples 2.5.14.
Soit ¢(r) = r™ avec m € N. Alors on a 9)(z) = g
2.5.3| implique que pour tout p > 1 et tout n > 0, on a

. Encore une fois, le Lemme

p—1

(T)" (€")(2) = [H(Qn +2)¢(2n +2)

j=0
_ (2n+2p
(2n+2+m)p

Nous voulons trouver un symbole radiale ¢ tel que

(Ty)” (€")(2) = T4(£")(2),

pour tout n > 0. Cela équivalent de trouver ¢ tel que

(2n + 2)7~!

dan+2) = (2n+2+m)p’

En utilisant le Théoreme [2.2.3| et on pose z = 2n + 2, on obtient

Clair que gg admet un pole d’ordre p a z = —m. Pour obtenir ¢ nous choisissons
de procéder comme suit (mais on peut aussi utiliser la décomposition en fraction
partielle de ¢(z) comme mentionné dans la Remarque [2.5.9)).

o(r) = Res a(z) orT

zZ=—m

1 : ap—l -1 —z
RrER =l G

1 ol (p—1)! I\ p—1ei) (NG
:_(p—l)!zl—lgzlm; [M(z )( ).(r )():|

= lim > {%(F —D(p—2)--- (G +1)27 - (=1) (logr)’r ™)

(p =Dl zmmm = Ll (p = 1 = j)!

= mz { p—1)( 1'7 _2)1 _%""Umj .(logr)j]

=" Z ajm(logr)’,
=0
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ou oy, = (p_l)](-%)(;i)i;g)fl)mj- Finalement, il est facile de voir que ¢ est une fonction

presque bornée et donc T, est un opérateur de Toeplitz.

Nous concluons par une conséquence simple mais intéressante de notre princi-
pale résultats.

Corollaire 2.5.15.

Soient s € N* et ¢(r) = Z a;r* une fonction polynomiale non nulle. Alors, il
i=1

ewiste un entier N € N* tel que T.isoy, admet une T' — p
les nombres entiers 1 < p < N.

ieme

puissances pour tous

Preuve.

m

Puisque ¢(r) = E a;r*, nous pouvons écrire 1(z) = =2 —, ott le numérateur
i1 [T (z+k:)

1=1

f est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a m — 1. Evidemment,
si 1 satisfait les conditions du Corollaire 2.5.10], alors N peut étre n’importe quel
entier dans N.

Maintenant, supposons que I’hypothese du Corollaire [2.5.10| ne soit pas valable.
On veut trouver N € N tel que pour tout entier aléatoire p entre 1 et N il existe
une fonction radiale ¢ satisfaisant

p
(Teisﬂw) == 6ip394p7

Si tel est le cas, alors en utilisant le Lemme [2.5.3| et on pose z = 2n + ps + 2, nous
devons avoir cela pour tous les entiers n > 0

p—1

(Teis%)p(gn)(z) = [H 2n+ js+ s+ 1)(2n + 2js + s + 2)} Z"tPe
j=0
pl:[l(z —ps+2js+2s)f(z —ps+2js+s)

_ [J—O
o (mzpfl)
[I (z—ps+ki+2js+s)
(ivj):(lvo)

= (2 +ps)@(2).

] Zn—l—ps

De méme, et comme dans la preuve du Théoreme [2.5.5, on en déduit que ¢ doit

étre de
(m7p71

)
QD(T‘) = Z Ozi,j’l“ki_ps—i_QjSJrs.
(4,9)=(1,0)
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tel que o ; sont des constantes. De plus, puisque k; —ps +s < k; —ps +2js+ s
pour tout (i,7) = (1,0)---(m,p — 1), la fonction ¢ sera dans L?([0, 1], rdr) si
ki — ps + s > 0. Sinon T, ne sera pas borné et donc pas un opérateur de
Toeplitz. Par conséquent, il suffit de prendre N = L%J ]
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Chapitre 3

Semi-Groupes des Opérateurs de
Toeplitz Tronqués

Dans ce chapitre, nous rappelons I'essentiel et les résultats classiques qui nous
avons besoin pour présenter les résultats des semi-groupes des opérateurs de Toe-
plitz. D’abord, nous rappelons quelques définitions et résultats sur la théorie des
opérateurs de Toeplitz tronqué dans I’espace Modele. Ensuite nous rappelons les
résultats de N.A. Sedlock sur ces opérateurs.

3.1 Opérateurs de Toeplitz Tronqués

On définit 'opérateur de Toeplitz tronqué sur I'espace K> comme suit :
Al KL — K
= Ag(f) = Pulef)-

pour un certain symbole ¢ € L2

On observe que l'opérateur de Toeplitz tronqué de symbole @ et 'adjoint de
I'opérateur de Toeplitz tronqué de symbole .

De plus, les opérateurs A7, S, et Sy est la compression sur K? des opérateurs T,
S et S* (respectivement) défini sur espace H?.

Dans [38], 'auteur donne une condition nécessaire et suffisante tel que 'opérateur

dans I'espace Modele soit un opérateur de Toeplitz tronqué.

Théoreme 3.1.1.
Un opérateur borné A sur K2 est un opérateur de Toeplitz tronqué si et seule-
ment s’il existent deuz fonctions 1, x appartient ¢ K? telle que

A—S,AS; = (v ® k) + (kg ® x),
dans ce cas A = AZW.
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Le point 2 dans la Remarque dit que le symbole de I'opérateur de Toeplitz
dans I'espace de Hardy est unique. Naturellement, nous avons la question suivante ;
est ce que sa reste vrai dans I'espace Modele ? une réponse de cette question donne
dans le théoreme suivant.

Théoréme 3.1.2.
Soient u une fonction intérieure et o dans L?. Alors, on a

u 2 )
Ay =0 & peulH”+uH?

Preuve.
(<) Supposons que ¢ € uH? +uH?, donc il existe deux fonctions 1 et x dans
H? telles que :

¢ = u + uy.
Pour tout f € K = K2NH> on a :
of =uwpf+uxf,

qui est orthogonale & K2 car uK® C uH™ et uK® C uH>.
Ainsi, A7 = 0 pour tout f € K°, et comme K° est dense dans K? acheve
la preuve.

(=) On suppose que A7 =0 et on pose p =1 +X avec ¥, x € H?. Donc,

Ay = —AZ.
D’une part, (voir [38], Lemme 2.4) on a
I —S5,5, =ki®ky.
ol ® le produit tensoriel défini sur ’espace de Hilbert H par :
Ve,ye H z®y:z€ H — (z,y).x € H.
Donc;
AT — SuSy)ks = Ay (kg @ kg)kg

= [(agng) @ kg |k

= (kg, ko) Ay kg -
De la méme facon on a;

(I — SuS;) Ayky = (kg @ kg) Ay kg
— (ALK, kSRS,
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D’autre part, Ag et S;; commutent et 'opérateur Ay, commute avec S,,, ainsi
puisque A} = —AZL donc A} commutent avec S, et S;;. Alors

(K K AURS = (ALK, KRS,
Autrement dit, il existe une constante ¢ € C vérifiée :
» = Cky.
par conséquent
0= (A} —chky = P, | (¢ — c)(1 — u(0)u)
= P,(¢v —c).

est équivalent a
Y —c € uH?

Alors, A} = cl et de plus A} = —A% doncAY = —cl.
Comme précédemment ci-dessus on peut montrer que
X+ c€uH?

D’ou
o=1—c+X+c€uH?*+uH?

Ezxemples 3.1.3.
Soit u une fonction intérieure. Pour tout f dans K2 on a :
Ai(f) - Akg(f) = A1—1+@u(f)
= Augu(f)
Pu(u(0)uf)

WP uf) =0 (car uf €ul? = (K3)*)

Alors A; = Akg, et comme A; est auto-adjoint, donc
Ay = Ape = A}:,g = A%.
Définition 3.1.4.

On dit que la fonction u admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory
au point 77 € T si pour tout § > 0 et tout z telle que |z — w| < (1 — @), on a

u(z) —uln) _

lim =u (n).

z—n z—n
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On sait que u admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory au point
n si et seulement si chaque fonction dans K? possédé une limite non-tangentielle

7.
Autrement dit, k) est la limite de kY en faisant tendre A vers n non-tangentielle
dans le disque et donc
1—
piey = Loz g
1 -7z

Nous rappelons aussi que pour toute fonction intérieure u 'espace K? admet un
opérateur de conjugaisonﬂ définit pour tout z € T par

K23 f = Clf](2) = f(2) = u(2)zf(2) € K2.

Nous pouvons maintenant déterminer rapidement la conjugaison de noyau repro-
duisant dans le lemme suivant :

Lemme 3.1.5.
Pour tout le couple (X, z) dans (D, T) et pour tout f € K2 on a :

0 u(z)—u(A

2. F(N) = (k3. f)-
Preuve.
1. Soit (A, z) € (D, T). Alors
K(2) = u(2)2k}

L —u(Mu(z)
1—- Az

=u(2)z

(Car |ul|=1 ppsur T)

zZ— A

2. Soit f € K2. Donc, on a

(kY. f) = (CkY, f) = (CELCPf) = (CF, kY = (F, kY)Y = F(N).

1. Soit H un espace de Hilbert sur C. Un opérateur de conjugaison sur H est un opérateur
C : H — H vérifiant
o (Cx,Cy) = (y,x).
o O%=1Idy.
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]

Le théoreme suivant donne une caractérisation des opérateurs de Toeplitz
tronqué de rang 1.

Théoréme 3.1.6. [38/
(a) Pour tout X\ € D les opérateurs A“%A = kY @k} et A"

E7
FED

=k® lg/\‘ sont des

opérateurs de Toeplitz tronqués de rang 1.
(b) Si u admet une dérivée angulaire au sens Carathéodory au point n € T

alors A: — =k’ k" est un opérateur de Toeplitz tronqué de rang 1.
upkE—1 " 7

(c) Les seuls opérateurs de Toeplitz tronqués de rang 1 sont des multiples des
opérateurs définis dans (a) et (b).

Terminons cette section par le lemme suivant :

Lemme 3.1.7.
Les opérateurs de Toeplitz tronqués sur K2 sont C-symétriques (i.e : CALC =
(A2)* ) par lopérateur de conjugaison C.

Preuve.
Soit ¢ € L? telle que AY est un opérateur de Toeplitz tronqué.
Alors, pour tout f € K et pour tout g € K2, on a :

(CALCS, g) = (Cg, A,Cf)
- / (g ORQul)¢ F()dm (<)

- /T OO dm (<)
= (A5, 9) = ((AL)" . 9).

O

On appellera shift généralisé noté par S avec a € D, 'opérateur définit par

a ~
1 — au(0) 0
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D. Sarason dans [38] étude les opérateurs bornés dans 'espace K2 qui commute
avec 'opérateur S¢. Le travail de D. Sarason a été étendu par N.A. Sedlock dans
[41] qui donne la proposition suivante.

Proposition 3.1.8.
Soient o € D et A un opérateur borné sur K2.
(1) Si A commute avec S°. Alors, A un opérateur de Toeplitz tronqué et de
plus on a
A=A

o+aSy,p’
ou p = Ak¥(1 — au(0))~!
(2) Si A commute avec (SO‘) Alors, A un opérateur de Toeplitz tronqué et
son symbole a sous la forme anp + Sﬁﬁ +¢, pour ¢ € K2 et c € C.

Preuve.
Supposons que A commuté avec S¢. Nous allons faire ici quelques calculation
par l'utilisation de définition de 'opérateur Sy .

AS, =ASY - — % akrg g
1 — au(0)
—seA-— % Ak
1 — au(0)
=S A+ — e (AR - — AR ® kY
b 1 — au(0) 0 - au(0) o

On va appliquer le Théoreme [3.1.1}, donc

A— S,AS* = A— AS,S* + L_)kg @ S, (Ak)

1 —oau(0
— _Aku ® Sy k}“
1 — au(0)
_ ke k4 —1OY g g
— au(0)
+ _k‘" ® Sy Ak:“
1 — au(0)
AkY AkY
=—2L @k + ki ®@as, (—0_>
11— au(0) 1 — au(0)

grace au relation I — S,S) = ki ® k{/, voir [38, Lemma 2.4].
Pour le deuxieme point, soit A* commuté avec I'opérateur S¢. Ainsi, par le point
(1) Vopérateur A* est de Toeplitz tronqué avec symbole ¢ + @S, @,
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ou p = A*k¥(1 — au(0))~t
Par conséquent,

o u
A= A¢+5Su§5 )

Si on pose ¥ = S, p, nous obtenons

Suth = 5,9,8 = S,S%0 = ¢ — p(0)kL.

implique que le symbole de l'opérateur A est ar) + @ + ¢(0). O

3.2 Opérateurs de Toeplitz Tronqués de Type «

L’objectif de cette section est de présenter quelques résultats de N.A. Sedlock
[41] qui donne une condition nécessaire et suffisaient pour le produit des opérateurs
de Toeplitz tronqués est un opérateur de Toeplitz tronqué, et aussi défini I'algebre
de ces opérateurs, qui joue un role important en théorie des semi-groupes des
opérateurs de Toeplitz.

Définition 3.2.1.
Un opérateur de Toeplitz tronqué A est a appartient BS pour o € C*, si

A=A

pt+aSyptc?

avec o une fonction dans K7 et ¢ € C, et aussi A% dans B si le symbole ¢ est
holomorphe et si ¢ est anti-holomorphe donc Af € By°.
Ou B est 'ensemble des opérateurs de Toeplitz tronqués de type a.

Tout d’abord, nous commencons par le lemme suivant :

Lemme 3.2.2.
e Pour tout X dans D on a :

SEEY = MK — u(\)kY.
Suky = Nkt — u(\)kg
e Pour A € D\ {0} nous avons :
Suky =
ik =
avec u une fonction intérieure.
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Preuve.
e Soit A € D, alors

_ (L= uwky — (1= u(A)Ju(0))kx(0)

_ (L= uu)ky — (1 — u(N)u)kx(0)

L (L= u(u)ka(0) = (1= u(Nu(0))k(0)

_Q —mu)k/\ _Zk,\(O) T (0) (1 —u(N)u) —Z(l — u(MN)u(0))
= (1= ) = a0

En appliquant I'opérateur de conjugaison C' a la premiere égalité, on ob-
tient :

Skt = CS*COk:
= CS kY
= Ok} — u(N)kg)
— MY — u( M)k

e Nous supposons que A € D\ {0}, donc on a :

S,k = P, Sk
235«1—Jﬁm@)
— P,Sky Qm‘Rﬁﬂjwa:®
~ P, (zmz))

a Pu<1 —ZXz>
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Alors,

=

|
= >l = >l = >l =
U
VS
-
[ -
>|
I\
|
[S—y
——

Par un raisonnement similaire a celui de la preuve du point précédent, on
voit que

Sk = CS,COkY
= OS, kY

= (508 - k)
— (R - R

]

Remarque 3.2.3.
Plus généralement, si © admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory
au point A € T. Alors, les égalités dans le Lemme |3.2.2] restent vraies pour tout A

dans T.

Proposition 3.2.4.

Tout opérateur de Toeplitz tronqué de type o € C a un symbole de la forme
0+ aS,3 + ckl ot (0) =0 et c € C, et aussi tout opérateur de type l'infini a un
symbole de la forme @ + cki avec ¢(0) = 0.

Preuve.
Premierement, soit A un opérateur de Toeplitz tronqué de type a € C. Donc,

le symbole de A écrit comme suit

¢+ aS,¢ + ckl,
ot ¢ € K2 et c € C.
On définit la fonction ¢ par
(¢, kg)
<k0 ) k0> ‘
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Il est facile de voir que ¢(0) = 0. De plus, par le Lemme ona S,k = —u(0)k,
ainsi

A rasidrery = AW (o, k) P (0, ki) —_—
(kg kg) (k§, Kg)°
= Agomﬁgﬂclkg-
avec ¢ € C.
Pour la deuxieme, considérons A = Aj et soit ¢ = ¢ — <</f3’ ’/27)% k§. Alors,
A=A o)
(kg kg) "
ce qui finit la preuve. m

Le corollaire suivant établit le lien entre les opérateurs de Toeplitz tronqué de
rang 1 et du type a.

Corollaire 3.2.5.
Tout opérateur de Toeplitz tronqué de rang 1 appartenant a B
pour un certain \ € C.

«
u’

avec a = u(\)

Preuve.
e D’apres le Lemme [3.1.5 on a
u(z) _u(z) —ud) +uld) u(A)
2=\ z2—A _kA(Z)+Z—)\‘

Du point (a) dans le Théoreme |3.1.6, on a
i@kl =Au = A u

=X kXt
- A@-ﬁ-u(k)%’ (Asuky = Asky)

- A@Jru(x)suk;-

donc k’Nﬁf ® kY est un opérateur de Toeplitz tronqué de type u(\).
e Pour tout A € T,

Suk = MY —u(N)kY,  (voir Lemme B22)
u(z) —u(N) .
A T R

() (1 . (A)u(z))
= A = —u(A)k§
A1 = Az)

— ARu(AR — uk = () (K — k),
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Ensuite,

ASuEE = A = Aameg-1

donc

Am = Am—m = —.
kX—1 kX—kg w(N) Sy kY

Maintenant, si u admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory au
point A et nous utilisons le Théoréme [3.1.6] point (b), nous obtenons

u u __ _ _
Y@ R = Ay g = Ak;m(x)su@'
Par conséquent, kY ® kY est un opérateur de Toeplitz tronqué de type u(A).
o [l suffit de remarquer que si A un opérateur de Toeplitz tronqué de rang 1,
encore le Théoreme [3.1.6] point (c) et la démonstration ci-dessus terminée
la preuve.

]

Le lemme suivant peut se révéler forte utile dans la détermination des opérateurs
de Toeplitz tronqué du type a.

Lemme 3.2.6.
Soit o dans D. Alors, on a

1

070 o (0) Suky+okg

Se =8+ —2
1 — au(0)

Preuve.
Pour tout o € D, on obtient

Sut — proki=8,+ 2 _au
1 — au(0) 1—au(0) =
=S, +A" &« =
1—au(0)
=8, +A"_ — —
u — u(0) + u(0)
Z(1 = au(0))
=S, + A" -
+ s (kG +u(0)2)
S T S L _ou(0)

1—ou(0) k& 1—au(0)
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Donc, on a
0
gog 4 gy O o
1 —au(0) % 1— au(0)
1
1 — au(0) 1 —au(0) k&
1—oau(0) " ° 1 —au(0) &
1 u a1 .
1—au(0) ™ " 1—au(0) B 1-au(0) Sekt+oki

[]

Regroupons dans le théoreme suivant quelques propriétés importantes des opérateurs
de Toeplitz tronqué du type a que soumis par N.A. Sedlock.

Théoréeme 3.2.7. [/1)
Pour tout « € CU {oo}. Nous avons les assertions suivantes :
(1) B> = {82}, le commutant de S¢. De plus, le symbole d’un opérateur AY
dans {S°} écrire sous la forme :
Sila| <1 alors, ¢ = ¢+ aS,@ avec

Ak
p=—"2—.
1 — au(0)
Si|a| > 1 alors, ¢ = ¢+ aS,p + ¢ avec

1

~ a ~ ~

L a —u(0)

Sia =00 alors, ¢ = S,@ + ¢ avec
o= S,AkY, et o= (AkY, k).

(2) B est une algebre commutative fermée.
1

(3) A € B si et seulement si A* € B, en utilisant la convention & = oo et
1
= =0.

(4) Si A € B est inversible alors A™' € B.

(5) Soient ¢, dans L*(T) telle que Ay et Ay sont des opérateurs de Toeplitz
tronqué. Alors, le produit AgAy est aussi un opérateur de Toeplitz tronqué
si et seulement si l'un d’euz est égal a cI avec ¢ € C, ou les deur sont du

type o pour un certain o, dans ce cas le produit A,Ay € B

(6) Siay # az € CU{oo}. Alors B2 NB2? =cl ou c € C.
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3.3 Semi-Groupes des Opérateurs de Toeplitz Tronqués

En 2018, A. Yagoub et M. Zarrabi donnent le premier travail sur les semi-
groupes des opérateurs de Toeplitz. Le but de cette partie est des présenté leur
travail, et nous renvoyons a [47] pour tous les résultats et les démonstrations.
Tout d’abord, nous avons besoin de rappeler les résultats suivants :

Théoreme 3.3.1. [/1]

Soit A un opérateur borné sur K> et soit « € D. Alors, A est un opérateur
de Toeplitz tronqué de type o si et seulement s’il existe une fonction ¢ € H? tel
que A = A", . Si A est de type « alors il existe une fonction v € H* telle que

l1—amw
[¥]leo = [|All et A= A", et donc tout opérateur de type o a un symbole borné.

1
De plus, si ¢, sont dans H*, alors

Aty AY, =AY,
1—au l1—au 1—an
Proposition 3.3.2.
Soit A un opérateur de Toeplitz tronqué et borné sur K?2. Alors, A est unitaire
si et seulement s’il est égal a P(S2) pour certains a € T et & € L¥(T, puy) tel que
||| =1 po— presque partout.

Preuve.

Si A un opérateur unitaire i.e; AA* = [ et comme A un opérateur de Toeplitz
tronqué et borné sur K2, du Théoreme le point (5), les opérateurs A, A* sont
de type «, le méme théoreme (point (3)) affirmer que o = % c’est-a-dire o € T.
D’autre part, un opérateur est de type « si et seulement s’il commute avec SZ,
dans ce cas A est unitairement équivalent & M, sur Uespace L?(T, ia), ol i, est
la mesure de Clark.

En particulier, {M.}" est I'espace des opérateurs de multiplication induits par
L™ (11,) et donc A égal a &(S$) avec ® € L®(uq).
Par conséquent, on a

1= AA" = O(S2)B(S5) = [B[2(S2).
ce implique que |®| = 1, u,— presque partout. L’autre direction est évidente. [

Avant de commencer, nous noterons 7, I’ensemble des opérateurs de Toeplitz
tronqués et borné sur l'espace K2.

Proposition 3.3.3.
Soit (T})i>0 C Tu. Alors, (T})i>0 est un semi-groupe si et seulement s’il existe
a € C tel que pour toutt > 0, T, € BS et l'un des cas suivants est satisfait :
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Cas 1 : Si |a] = 1, alors pour tout t > 0, il existe &, € L®(us) tel que
T, = ®,(S%), et pour tout t,s > 0, &Py = Pyys pio— p.p et Po =1 po—
D.p.

Cas 2 : Si|a| < 1, donc pour tout t > 0, il existe &, € H™® tel que T, =
D,(S9), et pour tout t,s > 0, la fonction intérieur u, divise PP; — Dyys et
by — 1.

Cas 3 3 Si |a| > 1, donc pour tout t > 0, il existe &, € H™® tel que T, =

O,(ST)*, et la fonction intérieur uL divise O, — Py et Py — 1.

Preuve.

On vérifie facilement que la nécessaire condition est vraie.
Pour la suffisaient condition, puisque pour tout t,s > 0, T;T; = Ty € Ty, (voir
Théoreme le point (5)) il existe a € C tel que pour tout ¢ > 0, T} € BS.
Ensuite, nous avons les cas suivants :

Cas 1 : Soit @ € T. D’apres la Proposition [3.3.2] pour tout ¢ > 0 on a

ﬂ = (I)t(SS)v
avec ®; € L>(,). De plus, la propriété de semi- groupe donne :
D, 0,(5y) = P(S7)Ps(Sy) = Puses(5y)-

ce qui implique que ®;®, = Dy po— p.p- Aussi, on a Ty = $o(S%) =1 de
sorte que ®y =1 ps— p.p-
Cas 2 : Si|a| <1 et grace au Théoreme on a:

T, = ®,(S%), Vt > 0.

avec ¢, € H* pour tout ¢t > 0.
Comme (¢;P;— Py, 4)(5Y) = 0. En effet, (O, Ps—Pyys) € H si et seulement
si u, divise ;95 — Py .
De la méme maniere ®; — 1 € H*> on obtient u, divise &y — 1.
Cas 3 : Si|a| > 1, en considérant 'opérateur adjoint et par argument similaire

comme le cas 2 on obtient le résultat désiré.
O

Le corollaire suivant est une conséquence simple de la Proposition [3.1.8]

Corollaire 3.3.4.
Sotent A, B deux opérateurs de Toeplitz tronqués de type o € C. Donc on a,
o Sila| <1, alors A= B si et seulement si Ak§ = Bk}.
o Sila| > 1, alors A= B si et seulement si Akt = BkY.
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Comme application directe du corollaire ci-dessus, on obtient la caractérisation
suivante des semi-groupes.

Théoreme 3.3.5.

Soit (Ty)i>0 C Tu. Alors, (T})i>0 est un semi-groupe si et seulement s’il existe
a € C tel que pour tout t > 0, Ty € BS et l'une des conditions suivantes est
satisfaite ;

(1) |a] <1 et pour tout t,s >0 on a,

T,Tsky = Ty skl et Toky = k.
(2) |a| > 1 et pour tout t,s >0 on a,

TTuk = Toesky et Tokg = k.

3.3.1 Semi-Groupes Uniformément Continus

Maintenant, on s’intéressera au générateur de semi-groupes des opérateurs de
Toeplitz tronqués.

Proposition 3.3.6.
Un opérateur borné A sur l'espace K? est un générateur d’un semi-groupe uni-

formément continu des opérateurs de Toeplitz tronqués si et seulement sil existe
a € C tel que A € BS.

Preuve.
(=) Soit (1})i>0 un semi-groupe uniformément continu des opérateurs de Toe-
plitz tronqués et A son générateur. R
On a d’une part, de Théoreme (5) il existe o € C tel que pour tout

t >0, T, € B D’autre part, comme A = lim+ Ttt_I dans la norme de
t—0

Popérateur, et puisque BY est un algebre fermée (Théoreme [3.2.7)(2)), on
obtient que A € BY.

(<) Supposons que A € B pour certains o € C. Encore une fois, puisque B
est une algebre fermée, donc pour tout t > 0, et € BY.
Ainsi, A est le générateur de semi-groupe uniformément continu (voir Théoreme
des opérateurs de Toeplitz tronqués donne par (e')>o.

O

83



Semi-Groupes des Opérateurs de Toeplitz Tronqués

Le résultat suivant fournit une description de générateur de semi-groupes des
opérateurs de Toeplitz tronqués.

Théoreme 3.3.7.

Soit (T)i>0 C Ty un semi-groupe et soit A sont générateur. Alors, (T})i>o est
uniformément continue si et seulement s’il existe o € C tel que pour tout t > 0,
T, € BS et l'une des conditions sutvantes est satisfaite :

(1) Si|a| <1, alors lopérateur A = A" — est borné, avec
U+aS, ¥

1 . T)ky — kY

- au(0) t—0* 13

existe dans la norme de l'espace K2.

(i1) Si|a| > 1, alors Uopérateur A = A" —  est borné, avec
U+aS,V+c

T(t)ky — ki ~
U=S,0, e — _ lim <%k3>

a —u(0) t—o+

Ty kg .

) + existe dans la norme de K2.
T(H)kE kY . ;
W existe dans la norme de K? et 'opérateur

\ . 1 .
o Vg := a=u(0) lim;_,o+

(117) Sia = o0, Uy :=lim;_,o+

A=A%_ est borné, tel que
Su¥-+c

U=5", et lim <m,%>.
t—0+ t
Preuve.
Soit (7})¢>0 un semi-groupe des opérateurs de Toeplitz tronqués et bornés.
Alors, d’apres le Théoreme il existe o € C tel que pour tout t > 0, T; € B.
De plus, supposons que (7});>o soit uniformément continue avec générateur B =

lim+ % du la Proposition [3.3.6| B € BS. Ensuite, on a les trois cas suivants :
—0

(i) Si|a| <1 et comme B € B2 (voir Théoréme [3.2.7 (1)) nous avons

B - A’LL —
U+aS, ¥

BKY
avec U = =0
1—au(0)

B3 on a;

. Ainsi, B est le générateur de (T3);>¢ est grace au Corollaire

T kv — Lu
Bl = tim 20 =K (g _ uon)w,

t—0t
Finalement,
1 Tiky — k¢
(1 —au(0)) t=0*

et 'opérateur A" _ est borné.

U+aS, ¥
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(ii) De méme pour || > 1, B € B et encore par le Théoreme [3.2.7(1),¢ +
S, + ¢ est un symbole de B, ol

1 ~ : « o
1 sBR et = BE:, kY.
7T a0y a—u<0)< o4
Puisque BkY = tlirg}r w, par conséquence ¥ = ¢, ¢ = ¢ et Azms 5 un

opérateur borné.
(iii) a = oco. La preuve de ce cas est similaire a celle ci-dessus.
Pour l'inverse, supposons que (7});>0 C BS et que les hypotheses dans le point (7)
est vrai. Nous posons

1 TkY — k¥
O = _ hm ( ) 0 0 )
1 — au(0) t—o* t

D’apres le Théoreme m(l), la fonction ¢; + .S, p; est un symbole de I'opérateur

T(t)—1T .
%. Donc pour toute fonction f € K2°, on a

T(t)—1 -
t—0+ t—0+
_ P, ((xp +asS,7) f)
- A\II—&—oeSu"Iv/f.
Comme K est dense dans K2, alors 'opérateur borné A“ _ est le générateur

+aS, ¥

du semi-groupe uniformément continu (73):>o.
Les cas (ii) et (iii) se traitent d’une fagon similaire. O

Comme nous avons vu dans I’Exemple pour n € N* espace Modele K2,
est de dimension finie, et formé par les polynomes de degré n — 1. Le théoreme
suivant décrire tous les semi-groupes uniformément continus des opérateurs de
Toeplitz tronqués dans K?,.

Théoreme 3.3.8.
Les semi-groupes uniformément continus des opérateurs de Toeplitz tronqués
sur l'espace K2, sont :

1. , . s
=1+ nrn—lei(n—10 JZO w’ (eth - 1)k:=Lei9wﬂ' B Kooy
2.
1 —_ —
= e 2 s ©
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3.
1 n—1
Ty =1+ =3 (€ = Dkt @ Koy
7=0
4.
T = Ztga-
.
Tt = Zt¢~

tel que 0 <r < 1,0 €R, (cj);-‘;& eC" w= e et @ un polynome de degré n — 1.

Preuve.

Soit (73);>0 un semi-groupe uniformément continu des opérateurs de Toeplitz
tronqués sur K2, et soit A son générateur. On a d’une part, par le Théoréme m

il existe a € C tel que pour tout ¢ > 0 'opérateur 7; et A sont dans B .
D’autre part, nous avons I'un des cas suivants :

1. Pour 0 < |a] < 1, nous savons que la famille {/;:jz\?, j=1,--+,n} est une

base de 'espace K2, (voir [38]), ot A; = re®

de I'équation 2" = a avec o = (re?)" et 0 < r < 1.

n
Ainsi, A = A’;Jram avec ¢ = Zlajkf\: et (a;)j—; C C. Donc
J:

n

_ Au _ AL
A=Al 55 > A oS
jil J J

w’™l j =1,---,n les solutions

Par le Théoreme |3.1.6| et Corollaire [3.2.5, les opérateurs lgi ® kf\‘j sont de

type u()\;) = «, et pour tout j,s on a
(FY, @ kX)) (RS, @ k) = djsu (Aj)kY, @ kS,
ou ¢ le symbole de Kronecker. Alors

n —
ta; kY QkY.
CI;% — etA — He TN Xj

eta]-ul ) — 1

:H[I+W

(5, @ k)|

j=1 !
etaju,()\j) _ 1 —
[ )]
" j=1 u'(Ag) ( 5 @ 2
1 n—1 —_——
=1+ e 2 0 (€ = Dy @ Kl
=0
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pour certains nombres complexes cg, -+, Cp_1.
. Pour 1 < || < o0, en appliquant le cas ci-dessus a (7}"):>0, on obtient que
T; de la forme;

1 e
s ety 2 T~ Do € Bt

. SiJa] = 1, on pose a = €™ et 1'équation u(z) = « admet n solutions
distinctes (car u' ne s’annule pas sur T) sont ¢; = ew/™1j = 1,--- | n
dans T. Comme dans le cas ci-dessus, {kf;, 1 < j < n} est une base
orthogonale pour l'espace K?2,.

©(¢5)
' (¢)I

Maintenant, pour tout ¢ € Kfn, on a @ = Z a;k C , ol a; = aussi

j=1

n

n
_ Au _ AU _ U u
A=A 55— Z aJAkngru(Cj)Sul% B Zl ashe; k-
j:

j=1
Puisque les opérateurs kéf] ® ké‘] sont de type « et pour tout j,s on a
(e, & KR @ k) = Sl (GIIRE, © R

L’opérateur A engendre un semi-groupe des opérateurs de Toeplitz tronqués,
donc

Tt_HZ[ Gl 4 _1(/@ ® k)
—r4l ni(et% 1)k ® Ko
ni=
pour cg, -+ ,cp_q1 € C.

. Si =0, alors il existe ¢ € K2, tel que A = AY. Notez que la fonction ¢
est holomorphe et borné, donc T = e'4¢ = AY,.

. Pour |a] = oo, on applique le cas 4. & (1})¢>0, on obtient alors que T, = A%.
[
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3.3.2 Semi-Groupes Fortement Continus

Cette partie a été organisée comme suit : nous allons d’abord annoncer les
résultats de [47] sur les semi-groupes fortement continus des opérateurs de Toe-
plitz tronqués, puis nous rappellerons quelques propriétés des opérateurs fermés
et densément définis sur 1'espace K? afin de prouver ces résultats, et enfin nous
présenterons ces preuves.

Rappelons que la classe A de Nevanlinna est I’ensemble des fonctions holomorphes
v tel que p = % ou W,y € H*® et x ne sont pas identiques a zéro.
La classe de Smirnov N'* défini comme suit :

v
Nt ={—€N, x une fonction extérieure}.

En particulier, si ¢ = % appartient & N et tel que u, x sont relativement premiers,
on dit alors que la fonction ¢ appartient a la classe locale de Smirnov désigne par
N,

La proposition suivante donne le symbole du générateur d'un Cy— semi-groupes
des opérateurs de Toeplitz tronqués sur l'espace K?2.

Proposition 3.3.9.
Si A est le générateur infinitésimal d’un Co— semi-groupes des opérateurs de
Toeplitz tronqués sur K2. Alors, l'opérateur A écrit sur l'une des formes suivantes :
1. Pour|a|=1on a

A=d(52),
ou ® une fonction mesurable.
2. Pour |a| < 1;
A=A, |
avec ¢ € NJ;
3. Si la > 1 nous avons
A= Auﬂl’

avec ¢ € Nf .

@
4. A= Ag, pour un certain ¢ € N
L’auteur dans [43] fournit une condition nécessaire et suffisante pour un opérateur
dissipative sur I'espace K2 pour étre commuté avec I'opérateur S¥. Le théoréme

en bas établit une caractérisation complete des Cy—semi-groupes de contractions
sur K2.
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Théoreme 3.3.10.

La famille (T})i>0 C K2 est un Cy— semi-groupes de contractions si et seule-
ment sl existe a € 6, une fonction analytique C sur D avec une partie réelle non
positive et une fonction mesurable q sur T, tel que l'une des affirmations suivantes
est verifié :

(1) |af <1 et Ty =A%, .

l—aw
(2) la] > 1 et Ty = A &

a—u

(5) a =00 et T, = Al
(4) la] = 1, esssupR(g(€)) < 0 et T, = 9(52).
¢eT

Pour a € D, on doit ensuite un outil tres important dite l'opérateur de Crofoot
note par U, et défini comme suit :

Uy : K} — H?

fos v = YLDy

1 —ou

R.B. Crofoot dans [I3] montre que U, est une isométrie de K2 sur KZ avec
uq = 7==-. De plus, D. Sarason dans [38] preuve que la transformée de Crofoot
d’un opérateur de Toeplitz tronqué est un opérateur de Toeplitz tronqué.
L’opérateur V,, est une isométrie de L?(j,) sur K2 (voir [10]) défini par :

()

Tl—EZ

(Vaf>(2) = (1 - @u) dﬂa(z)'

Dans [44] D. Suarez caractérise les opérateurs fermés et densément défini sur K2

qui commute avec I'opérateur de shift. Ce résultat a été complété par D. Sarason
dans [40], par le théoréeme suivant.

Théoréme 3.3.11. [{0]
Un opérateur fermé A densément défini dans l'espace K? commute avec S, si
et seulement si A = Al pour certains ¢ € N,

On utilisera alors le résultat ci-dessus et 'opérateur de Crofoot pour obtenir
la proposition suivante qui donne une écriture simple de symboles d’un opérateur
fermé densément défini dans I'espace K2 commute avec S,,.

Proposition 3.3.12.
Soit A un opérateur fermé et densément défini sur K2. Alors on a,
(i) Sia €T, alors A commute avec S et (S&)* si et seulement si A = ®(S2)
pour une fonction mesurable ® : T — C.

89



Semi-Groupes des Opérateurs de Toeplitz Tronqués

(i) Si o€ D, nous avons A= A", _ avec ¢ € N .

1—aw

Revenons a la démonstration des résultats principales énoncer dans le début
de cette section.

Preuve de Proposition [3.3.9

Pour l'instant, nous avons juste besoin de démontrer le point 1. et 2. car si en
considérant 'opérateur adjoint A* qui est le générateur infinitésimal du Cy—semi-
groupe (T});>0, nous allons montrer aisément les points 3. et 4.

Soit A le générateur infinitésimal d'un Cp—semi-groupe (7}):>o des opérateurs de
Toeplitz troqués sur 'espace K2. D’aprés la partie précédente, il existe o € C tel
que pour tout ¢ > 0 l'opérateur 1, appartient a B, de plus, grace au Théoreme
A un opérateur fermé et densément défini sur K2

Maintenant, on suppose que || < 1. Donc, les opérateurs T, commute avec S¢
cela implique que A commute avec SZ, et la Proposition (ii) achevé la preuve
de point 2.

Pour |a] = 1, I'opérateur S est unitaire, d’ott normal. Ainsi, par le théoreme de
Putnam-Fuglede 7; commute aussi avec (S9)*, donc A commute avec (S$)*, et
encore en utilisant la Proposition [3.3.12(1), nous obtenons le point 1. ]

Preuve du Théoréme [3.3.10.

Soit (7})i>0 un Cp—semi-groupe de contractions des opérateurs de Toeplitz
tronqués sur K2. Donc, il existe a € C telle que pour tout t > 0 on a1} € BS.
De plus, nous avons les trois cas suivants :

(1) Pour |a] < 1 alors la famille (Ua_thUa> est un Cp—semi-groupe de

>0
contractions sur I'espace KZ est commute avec I'opérateur S, . Par le
Théoreme 2 dans [42], il existe une fonction analytique C' sur D avec une
partie réelle non-positif telle que

U'TU, = A, VE2>0.
Donc, pour tout ¢t > 0, on a

Ty = U A% Ut = A%

l—au

dans ce cas le générateur de <U o 1TtUa> est 'opérateur A¢ et enfin A
>0

1—au

est le générateur de (73)s>o.

1

(2) Pour 1 < | < 400 et pour tout ¢ > 0 'opérateur 7} commute avec S,
et en utilisant le cas ci-dessus, on obtient

@y = (A ) = A

€ ae
1_( a—u

o
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avec générateur A* -
a—u

(3) Si a € T, alors pour tout ¢ > 0 'opérateur VT,V est un opérateur de
multiplication sur L?(ju,), donc il est commuté avec 1'opérateur de multi-
plication par z (voir [I2, Corollary 6.9 p.286]).

D’apres la Proposition 4.11 p.32 dans [16], il existe une fonction mesurable
g sur T telle que esssup R(g(£)) <0, et
¢eT

Va_lﬂva - Metq .

Il s’ensuit que
T, = VoMV = €"(S3).

Puisque (73);>0 est un semi-groupe de contractions, on a

ess sup R(q(€)) < 0.
EeT

De plus, ¢(S2) est le générateur de (7}):>o.

3.3.3 Exemples

Avant de finir ce chapitre, nous allons présenter les exemples de semi-groupes
des opérateurs de Toeplitz tronqués qui fournée dans [47].

Ezxemples 3.3.13.
Soit n € N* et on pose u(z) = 2", donc (voir ’Exemple on a

2 2 -1
Kz, =span{l,z,z°,--- 2" " }.

n—1 v

Notez que pour ¢(z) = 3735, @(k)2F € K2 on a, S..3 = Y071 ¢(n — k)2F, de
plus kZ" =1 et k" = 2" L.
D’apres le Théoreme la famille (7})¢>0 C 7., est un semi-groupes si et seule-
ment s'il existe a € C tel que, pour tout ¢t > 0, T} appartient a B et 'un des deux
cas suivants est vrai :

(1) Pour o € C et pour tout ¢ > 0 le symbole de 'opérateur 7} écrit comme

suit :
Z% z +aZg0t n—k

k>0

puisque Tok§ = k¢, alors
¢0(0) =1, @o(1) ="+ =¢o(n—1)=0.
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et aussi Ty T5k§ = kg. Donc, pour tout t,s >0 et tout 0 < k<n—1ona
n—1

rva(k Zsot )Gk —m)+a > G(m)Gu(n—m+k).

m=k+1

(2) Si a = oo, alors T3 a un symbole de la forme suivante :

S G

k>0
Par le Théoreme on a Tthk% = Tt+slgg et T()]gg = l%‘ ainsi
©o(0) =1, @o(1)=---=&(n—1)=0,

etpourtoutt,sEOettout0<k<n—1ona

Qotu-‘rs Z th 908 k m)

Exemples 3.3.14.
(1) Dans [38] D. Sarason caractérisée tous les opérateurs de Toeplitz tronqué

de rang un (voir Théoreme . Puis, N.A. Sedlock preuve dans [41] que
tous ces opérateurs sont de type a (voir Corollaire . En particulier,
pour A € D l'opérateur A = lgj ® kY est de type u(\) et par la Proposition
A engendre un semi-groupe uniformément continu des opérateurs de
Toeplitz tronqués donne par

2 3

o —(ky @ kY)? + 3 — (kY @ kY)® +

2 3

S @ k) + s

A= T+t(ky @ kY +

=1 +t(ky @ k) + = u (A2 (kY ® KY) +
Si ' (\) = 0, alors N

A= T+ t(ky @kY).
et si u' (\) # 0, alors

(kY ® KY).
Remarquez que k§ ® k:~§f est I'opérateur adjoint de l%(’ ® kY. Donc kY ® k:~§f

est le générateur du semi-groupe uniformément continu des opérateurs de
Toeplitz tronqués comme suit :

T, = I+ t(kf @ kY), siu'/(A\) =0
etm—l ~ /
T, =1+ ————(ky®kY), siou(N)#0
u' (M)
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(2) Supposons que u admet une dérivée angulaire au sens de Caratheodory en
¢ €T, on considérons A = k ® k¢ 'opérateur de Toeplitz tronqué de type

u(¢) avec symbole k¢ + u(C)SukA:é‘ (voir Théoreme [3.1.6| et Corollaire [3.2.5)).
En effet, on a

A2 =EHQOA et [u(Q)] = kE(C) = [|k¢]1® # O,

comme dans (1) on voit

t' (O _ 1
tA € u U
et =14+ ——— (k! @ k).
(O T
(3) Soient @ € D et Ay, Ag,---, A, sont n solutions distinctes de 1’équation

u(A) = a.

Notez que si u est un produit de Blaschke fini d’ordre n alors I'espace Modele
K? de dimension fini (voir [34] p.33). De plus, la famille {k,, 1<j<n}
est une base de K2 et toute fonction ¢ dans K? peuvent étre écrit sous la

—~

n
forme p = > ajk&‘j ou les a; sont des nombres complexes.
j=1
Si A un opérateur de Toeplitz tronqué de type a, alors on a

A=A go—i-aSusO Zaﬁ k“ Fu() Suk”'

les opérateurs /Ej: ® k. sont de type u();) = a et pour tout j, s nous avons
(RS, @ k)RS, @ KS,) = djsu (AR5, @ RS,

ou ¢ le symbole de Kronecker.
Alors, A engendre un semi-groupe des opérateurs de Toeplitz tronqués
donne par

n

ta;k® kv
EzetA:HQJA] Xj

j=1

— u etaju () — 1 ~ u
= j];\g [I + tajk:)\j ® k/’)\j] ]];][V [[ + W(k’)\j ® ]{,‘)\j)}
=1+t aky @k +Z[t% 1(@@@3)]

JEM JEN
ot M ={j, u(N)=0}et N={j, u'(\)#0}
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(4) Soient u un produit fini de Blaschke d’ordre n et |o| = 1. En utilisant le fait
que v’ ne s’annule pas sur T. Donc, I'équation u(¢) = @ admet n solutions

distinctes (1, (o, -+, (, qui sont dans T.
La famille {k:“ﬁ, 1 < j < n} est une base orthogonale de K2 et pour tout
n
#($)

pe K2 o= Zlajké‘j, ou a; = Dk et nous avons
j:

n n
AW AU _ Lu u
A= AsoJraSu@ Z aJAkngru(Cj)Suk?”j z; ajkc; © e,
J:

j=1

Puisque les opérateurs k:’gj ® k:z‘] sont de type « et pour tout j,s on a
(k¢ @ kg ) (kg @ k) = 0js|u (G)IkE @ k-

Comme dans le cas ci-dessus, on obtient

etailu () _ 1

T, =1 —— (k! QK!)|.
3 [T ke ok
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Conclusion

L’objectif présenté dans l'introduction de la these est étude le produit et la
commutativité des opérateurs de Toeplitz. Nous résumons ici les résultats que nous
avons obtenus dans le cadre de cette these, et nous présentons quelques pistes de
recherches possibles a partir de ces résultats.

Dans le cadre de cette étude, nous en avons étudié les propriétés des opérateurs
de Toeplitz tronqués de type a. Nous avons ensuite présenté les travaux de Yagoub
et Zarrabi qui sont donné une caractérisation complete sur les semi groupes des
opérateurs de Toeplitz tronqués.

Le cas de I'opérateur de Toeplitz sur I’espace de Bergman est un plus différent
a celui de Hardy. Grace a notion de puissance d'un opérateur de Toeplitz quasi-
homogene, on peut déduire quelques résultats importants sur la commutativité et
le produit de ces opérateurs.

Arrivé au terme de ce these, il est temps pour moi de récapituler les principaux
résultats obtenus. Ces travaux, effectués en collaboration avec Issam Louhichi. En
2007, Louhichi donne un exemple d’un opérateur de Toeplitz quasihomogene ad-
met toujours un puissance.

Nous avons utilisé la transformation inverse de Mellin et I’analyse complexe
pour fournée des conditions suffisantes telles que la puissance de l'opérateur de
Toeplitz quasihomogene avec la partie radiale soit une fonction polynomiale restée
toujours un opérateur de Toeplitz quasihomogene.

Pour la perspectives une premiere piste de recherche serait de déterminer si

les conditions dans notre résultat sont nécessaires. Une autre piste consiste a
s'intéresser aux autres fonctions radiales.
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