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Résumé

Cette these vise a proposer une contribution a I'étude d’un probleme
de transmission entre deux fluides de Herschel-Bulkley incompres-
sibles, rigides et viscoplastiques dans une couche mince bidimension-
nelle en régime stationnaire, en supposant que les coefficients caracté-
ristiques des deux fluides sont différents et en imposant a l'interface de

contact fluide-fluide des conditions aux limites de transmission natu-

relle, c’est-a-dire continuité des vitesses et continuité des contraintes,
ainsi que des conditions sur I'un des deux bords de la couche mince.
La these comporte trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous
introduisons les notions générales de la mécanique des milieux conti-
nus, ainsi que diverses équations et outils mathématiques. Dans le
deuxieme chapitre, nous montrons 'existence et I'unicité d’une solu-
tion faible a ce probleme de transmission. Dans le troisieme chapitre,
nous nous intéressons a 1’étude du comportement asymptotique d’'un

probleme mécanique de transmission.

Mots - clés : fluide de Herschel-Bulkley ; transmission ; couche

mince ; comportement asymptotique.



Abstract

This thesis aims to propose a contribution to the study of a trans-
mission problem between two incompressible, rigid, and viscoplastic
Herschel-Bulkley fluids in a two-dimensional thin layer in a stationary
regime, assuming that the characteristic coefficients of the two fluids
are different and by imposing on the interface of fluid-fluid contact
conditions at the limits of natural transmission, in other words, conti-
nuity of speeds and continuity of stresses, as well as conditions on one
of the two edges of the layer thin. The thesis has three chapters. In
the first chapter, we introduce general notations of the mechanics of
continuous mediums, as well as various equations and mathematical
tools In the second chapter, we showed the existence and the uni-
queness of a weak solution to this transmission problem. In the third
chapter, we are interested in the study of the asymptotic behavior of

a mechanical problem of transmission.

Key words and phrases : Herschel-Bulkley fluid ; transmis-

sion ; thin layer ; asymptotic behavior.
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NOTATIONS

Si © est un domaine de R™ (n =2,3) et 1 < p < 400 on note par :

Q I’athérencede €.
r la frontierede €2, supposée souvent réguliére.
[ (i =1,2) une partie de la frontiere I
mes (I';)  la mesure de Lebesgue superficielle de T';.

v la normale unitaire sortante a I.
Uy, Uy les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v sur €.
C (ﬁ) I’espace des fonctionsréelles continue sur m.
Hi= {ocel>( Q" / Div(o) € L*(Q)"}.

Wm.P(Q) 1espace de Sobolev de paramétres m et p.
H™(Q)  Tespace de Sobolev de paramétres m et p = 2; H™ (Q) = W™ 2 (Q).
Wi r (') Despace de traces d’ordre p.
Wr le dual topologique de I'espace Wr; Wi = W it (™.
vy I’application trace.

Si H est un espace de Banach réel, on utilise les notations :

!

H le dual topologiquede I’espace H.

H = {a=(n) [ meH i=Tn}.

oy = Aw=(zy) [ =y =zl , i, j=1..,n}
(., Jg'w g le produit de dualité entre 'espace H etl'espace H.
.1 2 la normede 'espace H.

2H I’ensemble de toutes les parties de H.

Ty —T la convergence forte de la suite (x,) vers I’élément = dans H.
Ty =T la convergence faible de la suite (x,) vers I’élément x dans H.



Pour une fonction f, on note :

dom (f) le domaine de f.
epi (f)  Depigraphe de f.

g ; la dérivée de f par rapport a la i-éme composante ;.
f' la dérivée de f par rapport au temps.
%{ la dérivée particulaire de f.

Vf le gradient de f.

(Vf + V)

D (f) la partie symétrique du gradient de f, D (f) = 3
div (f) la divergence de f.

of le sous-différenciel de f.
Autres notations :

liminf la limite in férieure.

Sh I'espace des tenseurs symétriques d’ordre 2 surR™.
Div (o) la divergence du tenseur o € S,,.

o le déviateur du tenseur o € S,,.

tr (o)  la trace du tenseur o € S,,.

) le tenseur identique.

D.p presque partout.

| .| la norme Euclidienne de R" et S,,.

le produit scalaire Euclidiende R"™ et S,,.

iv



INTRODUCTION GENERALE

Dans la mécanique des fluides, la rhéologie est I'étude de 1’écoulement des fluides. La
mesure de la résistance d’'un fluide a la déformation sous contrainte de cisaillement est donnée
par sa viscosité qui peut étre percue comme 1’épaisseur du fluide. Certains fluides présentent
une viscosité constante, ce sont les fluides Newtoniens comme de nombreux fluides courants,
tels que l'eau, le lait et ’éthanol [41]. Un groupe beaucoup plus large de matériaux montre une
viscosité qui varie avec la contrainte de cisaillement, c’est le cas des fluides non Newtoniens.
Trois catégories de fluides non Newtoniens existent, dont le comportement differe de celui
d’un écoulement Newtonien :

— Fluides dilatants,

— Fluides rhéofluidifiants ou pseudo-plastiques,

— Fluides viscoplastiques.

Pour les fluides dilatants, la viscosité augmente a mesure que la contrainte de cisaillement
augmente en magnitude. Le matériau devient plus épais sous la contrainte. Un exemple de
fluides dilatants est la solution d’amidon de mais [48]. C’est un exemple populaire d’un

fluide non-Newtonien souvent utilisé. L’effet du comportement non-Newtonien est montré en



faisant passer une personne sur une baignoire remplie d’une solution d’amidon de mais. On
remarque que tant que la personne applique une quantité insuffisante de force a la surface de
la baignoire (passage rapide), elle peut parcourir le fluide sans y pénétrer. Une fois que cette
personne augmente la force en restant dans un point précis, la viscosité du fluide n’est plus
suffisamment élevée pour porter le poids de la personne, ce qui 'amene a plonger.

D’autre part, les Fluides rhéofluidifiants présentent une viscosité décroissante a mesure que
le taux de cisaillement augmente. En d’autres termes, ils deviennent (plus minces) lorsque la
contrainte appliquée augmente. Des exemples des fluides rhéofluidifiants sont des concentrés
des fruits tels que le concentré de jus d’orange ou la sauce aux pommes [48].

Certains matériaux montrent un taux de déformation seulement si la contrainte appliquée
dépasse un certain seuil. Si la contrainte appliquée est inférieure a cette valeur critique, le
matériau a un taux de déformation nul et il se comporte comme un corps rigide. Ce type de
matériaux sont appelés les fluides viscoplastiques et la valeur critique, qui doit atre dépassée
pour se comporter comme un fluide, est appelée la limite de plasticité ou bien la contrainte
seuil [38]. Dans la littérature, trois types de fluides viscoplastiques sont caractérisés par leurs
relations reliant la contrainte et le taux de cisaillement. Les modeles les plus utilisés dans la
littérature sont :

— Fluides de Casson;

— Fluides de Herschel-Bulkley ;

— Fluides de Bingham.

L’écoulement de nombreux matériaux peut étre décrit par le modele de Herschel-Bulkley.
On cite a titre d’exemples : I’écoulement du magma, 1’écoulement de la boue (glissement du

terrain), ’écoulement du sang dans les arteres, I’écoulement du pétrole,...etc.



Les fluides de Herschel-Bulkley attirent maintenant une grande attention dans 1’étude
des matériaux viscoplastiques. L’écoulement des matériaux de type de Herschel-Bulkley se
produit dans divers domaines de la recherche moderne, allant de la géologie, la géophysique
a la médecine et de nombreuses autres applications industrielles. Le modele de Herschel-
Bulkley est utilisé, entre autres, pour décrire I’écoulement des matieres pétrolieres, de boues,
du béton, du mortier durant le collage, du magma, du sang ainsi que certains mélanges de
poudres. Un matériau souvent associé aux fluides de Herschel-Bulkley est la dentifrice. Une
certaine quantité minimale de force doit étre appliquée sur le tube avant que la dentifrice ne
se déverse du tube [40].

Dans les écoulements de faible épaisseur, lorsque 1’épaisseur diminue, I'influence relative
des effets de surface par rapport aux effets de volume augmente. Il convient alors d’accorder
une importance particuliere a ce qui se passe a l'interface fluide solide et qui induit les
conditions aux limites a imposer aux équations décrivant I’écoulement.

Usuellement, la plupart des travaux mathématiques concernant les équations de Navier-
Stokes supposent des conditions d’adhérence aux parois, plus rarement des conditions de
glissement ou des conditions en pression. Dans le cas des écoulements de faible épaisseur,
on sait justifier [6, 2, 22] par des techniques asymptotiques l'approximation des équations
de Navier-Stokes par une équation dite de Reynolds [8, 27, 43|, laquelle prend en compte
implicitement les conditions limites aux parois.

L’étude du comportement asymptotique a déja été faite et des résultats ont été obtenus
pour plusieurs fluides. Le premier résultat, dii & Bayada et Chambat [5], justifie I’équation
de Reynolds, obtenue a partir des équations de Stokes considérées dans un domaine mince.
L’écoulement du type Navier-Stokes est traité par Assemien, Bayada et Chambat [4], ainsi

que par Nazarov [39], pour différentes conditions aux limites du domaine d’étude.



Pour les problémes non linéaires, plusieurs résultats sont connus, mais aucun n’englobe le
cas du fluide de Bingham. Ainsi, I’écoulement d’un fluide dont la viscosité est donnée par une
loi de puissance a été traité par Mikelic et Tapiéro [36] et par Bourgeat, Mikelic et Tapiéro
[10]. Par ailleurs, Taous [49] a étudié une classe des fluides & viscosité non linéaire, le modéle
de viscosité étant celui de Litvinov [29]. En fin Bunoiu et Saint Jean Paulin [14] ont étudié
une classe des fluides a viscosité non linéaire, parmi lesquels ont trouve les fluides du type
Cross, Carreau et Williamson. Les auteurs de [13] ont étudié le méme probleme, dans lequel
seules les conditions de Dirichlet sur la frontiere ont été considérées.

Cette these a pour objet ’étude d’un probleme de transmission entre deux fluides incom-
pressibles, rigides et viscoplastiques de Herschel-Bulkley dans une couche mince bidimen-
sionnelle en régime stationnaire, en supposant que les coefficients caractéristiques des deux
fluides sont différents et en imposant sur l'interface de contact fluide-fluide des conditions
aux limites de transmission naturelles, autrement dit continuité des vitesses et continuité des
contraintes, ainsi que des conditions sur 'un des deux bords de la couche mince.

Cependant, nous abordons ici un probleme de transmission entre deux domaines bidi-
mensionnels Q5 et Q5 en couche mince (les épaisseurs relatives au parametre €), et nous
supposons qu’il n’y a pas de séparation entre les domaines pendant le processus, c’est-a-
dire que le contact est bilatéral. Nous avons donc la méme difficulté induite par 1’absence
des hypotheses de symétrie que dans le probleme du revétement. On cherche a connaitre le
comportement asymptotique des fluides lorsque € tend vers zéro.

Cette these se subdivise en trois chapitres. Elle est structurée de la maniere suivante :

Le premier chapitre, aborde brievement des notions générales pour faciliter la lecture
de cette these. Aussi bien que pour la bonne compréhension des probléemes traités dans la

suite. Nous commencons par un rappel des notions générales de la mécanique de milieux



continus : on introduit mathématiquement par I’établissement d’un systeme d’équations aux
dérivées partielles posé sur un domaine de R2. Ce systéme comprend la loi de comportement
du fluide, I’équation du mouvement et du corps ainsi que les conditions initiales et aux limites
auxquelles il est soumis. La loi de comportement du fluide de Herschel-Bulkley traitée dans

cette these donnée par :

G = pe? |D (w)["™* D(u) + gerpd: s [D(u)| # 0 .
o< ge si |D(u)]=0 ’

ou ¢ désigne le déviateur du tenseur des contraintes o, u représente le champ des vitesses,
D(u) désigne le tenseur taux de déformation, ue?, ge > 0 sont les coefficients qui caractérisent
le modele de Herschel-Bulkley et qui représentent respectivement : la consistance (la viscosité)
et le seuil de plasticité, le parametre p, 1 < p < 2, est 'exposant de loi de puissance du
matériaux (représentant I'indice de rhéofluidification, indice d’écoulement, de viscosité).

Ce modele est une mixture du modele de Bingham et du modele en loi de puissance
(proposé par Herschel et Bulkley en 1923). Lorsque p = 2, on retrouve les fluides de Bingham,
lorsque g = 0, on retrouve une loi de puissance (rhéofluidifiant), et lorsque p = 2 et g = 0,
on retrouve le modele de Navier-Stokes (Newtonien).

Nous présentons ensuite quelques résultats classiques de l'analyse fonctionnelle non li-
néaire : on introduit les fonctions convexes, les opérateurs fortement monotone, les inéquations
variationnelles elliptiques. Pour finir nous rappelons les espaces fonctionnels et les principales
notations utilisées.

Dans le deuxieme chapitre, on s’intéresse a 1’étude d’un probléme de transmission
entre deux fluides incompressibles, rigides et viscoplastiques de Herschel-Bulkley dans une
couche mince qui occupent deux domaines bornés 2] et €25 en dimension deux avec contact

bilatéral et des conditions aux limites de transmission naturelles, en supposant que les coef-



ficients caractéristiques des deux fluides sont différents. Dans ce cadre, on décrit la position
du probleme et les conditions aux limites, concernant le champ de vitesse, et le champ des
contraintes qui nous permettent de faire la formulation variationnelle du probleme mécanique
de départ, puis nous étudions l'existence et I'unicité de solution faible du probléme.

Dans le troisiéme chapitre, on s’intéresse a 1’étude du comportement asymptotique
d’un probléme de transmission lié par les fluides incompressibles, rigides et viscoplastiques
de Herschel-Bulkley en régime stationnaire avec des viscosités différentes py et ps, dans des
domaines 27, €25 supposés minces, avec des conditions aux limites de transmission naturelles a
I'interface de contact entre deux domaines. Nous commencons par décrire le cadre fonctionnel
dans lequel nous allons travailler, et la formulation variationnelle du probléme concernant le
champ de vitesse et le champ de la pression. Ensuite, nous utilisons les différentes inégalités
de Poincaré, Korn, Cauchy-Schwartz, Young et Holdre pour obtenir des estimations a priori.
Ce qui nous permet de faire un passage a la limite afin d’obtenir le probléme limite [42, 18].

Dans ce cas nous avons obtenu [44] :

P P2 g
o (T Pausion (%) + i %]
dy +\fg23zgn (‘9“21
— dpir  — dp; 1p
:fll—i f21—71nW P(Qy Uy).

Ou py et po sont les consistances de milieux §2; et {25 respectivement, g; et go sont le seuil de
plasticité de milieux €2; et €2, respectivement, ﬁ\l est la premiere composante de la fonction
fz- qui représente une densité massique des forces extérieures de milieux €; (i =1, 2), u;
est la premiere composante de la fonction uw; (i =1, 2) et ((uiy,0), (u21,0)), (p1,p2) sont le

champ de vitesse et la pression des problémes limites dans 27 U 2.



CHAPITRE 1

MODELISATION ET OUTILS MATHEMATIQUES

Le but de ce chapitre est d’introduire les outils mathématiques et mécaniques nécessaires
pour une bonne compréhension de la suite des probléemes traités. Il comporte deux parties.

Dans la premiere partie, nous commencons par un rappel des résultats essentiels de la
théorie des milieux continus et la loi de comportement du fluide de Herschel-Bulkley, puis,
nous présentons le systeme d’équations aux dérivées partielles qui modélisent quelques pro-
blémes aux limites modélisant le comportement fluide dans le cas stationnaire et ce dans
un domaine borné en dimension deux, ensuite nous décrivons les différentes conditions de
contact qui interviennent dans tout le document.

La deuxieme partie comprend des rappels sur les résultats classiques de I’analyse fonction-
nelle non linéaire, on y présente ici quelques résultats fondamentaux concernant les fonctions
convexes, les inéquations variationneles elliptiques. Pour finir, nous rappelons les notions de

bases ainsi que quelques résultats sur les espaces de Sobolev.



Saf Salim 1.1 Modélisation

1.1 Modélisation

L’objet de cette section est d’établir le cadre physique et mathématique décrivant des
problemes de contact en mécanique des solides et des fluides utilisés dans cette these en
suivant [7], [15], [19], [23], [45] et [47]. Ceci se traduit mathématiquement par 1’établissement
d’un systéme d’équations aux dérivées partielles posé sur un domaine de R? (d = 2, 3). Ce
systeme comprend la loi de comportement du matériau ou fluide, I’équation du mouvement

du corps ainsi que les conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis.

1.1.1 Les équations de conservation

Considérons un milieu continu qui occupe un domaine borné € de R? pendant un intervalle
de temps |0, 7. Lorsque I'hypothése des milieux continus est vérifiée, nous considérons un
milieu continu qui occupe un domaine borné € de R? pendant un intervalle de temps ]0, 7’|
régi par les principes de la thermomécanique des milieux continus qui permettent d’établir
les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement. Nous allons préciser ici

I’ensemble des équations correspondantes, dans €2, on a :

1. L’équation de conservation de la quantité de mouvement. Soit u(z,t) le champ
des vecteurs vitesse a l'instant ¢ € |0, T des points x = (x1,x2) € Q du milieu continu
en mouvement par rapport au repeére (ox), o (z,t) de composantes oy, (I,m =1,2),
est le tenseur des contraintes. La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus
exprimant 1’équivalence entre le tenseur des forces extérieures et le tenseur des accé-
lérations pour un systeme matériel quelconque, conduit a 1’équation du mouvement

suivante :

P (6;1; —|—u.Vu> =Dwo+f, (1.1)

Theése de doctorat en Sciences : Probléme de Transmission entre deux Fluides de Herschel-Bulkley



Saf Salim | 1.1 Modélisation |

ou le vecteur f, de composantes f; (I =1,2), représente une densité massique des
forces extérieures, p = p(z,t) est la densité du milieu au point = € et Div désigne

I'opérateur divergence, c’est-a-dire

8alm

P (1=1,2) (1.2)

Div o =

2. L’équation de conservation de la masse. La forme locale de la conservation de la
masse s’applique seulement sur un point = = (z1,25) € Q de I'élément de volume df2

du milieu. L’expression générale de ’équation de conservation de la masse s’écrit :

Zﬁj +u.Vp+pdiv(u) =0 (1.3)

Le processus d’évolution modélisé par (1.1) contient un terme non linéaire par rap-
port aux composantes de la vitesse, dans certaines situations I’équation (1.1) peut se
simplifier. S’il s’agit d’un probleme statique le premier membre des équations (1.1) est

identiquement nul et on les appelle équations d’équilibre
Divo+ f=0 (1.4)

Elles sont alors linéaires par rapport aux composantes oy, du tenseur des contraintes.
Cette situation s’applique également lorsque le champ de vitesse u varie trés lentement
par rapport au temps dans le cas ou les deux termes pg—? et pu.Vu sont négligeables

(processus quasi-statique).

3. L’hypothese d’incompressibilité du volume pour les milieux fluides. Un fluide
est dit incompressible lorsque son volume demeure constant sous ’action d’une pression

externe. L’hypothése d’incompressibilité tres réaliste physiquement, se traduit par

TrD(u) =0
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ou D(u) est le tenseur des taux de déformation, de composantes

1 0y Oy,

D) = 5 * o

), 1<, m<2 (1.5)

Le milieu est dit homogene, si sa densité est indépendante de x. Donc I'équation de

conservation de la masse se réduit a

0

P _,
ot

p constante indépendante de z et t. Il est méme possible de poser p = 1, ce qui est fait

dans la suite, et revient simplement a choisir I'unité de densité de la masse.

Dans le cas du milieu non-isotherme, I’équation de conservation de I’énergie du premier
principe de la thermodynamique. Cependant, nous considérerons toujours que la température
milieu sera constante dans tous les problemes posés dans cette these.

D’un point de vue mathématique, nous disposons trop d’inconnues par rapport au nombre
d’équations. Il est facile de voir que les fonctions inconnues sont au nombre de cing, repré-
sentées par les composantes oy, (I,m = 1,2) du tenseur des contraintes (symétrique) et les
composantes u; (I = 1,2) de la vitesse. Donc les équations précédentes sont insuffisantes pour
décrire les mouvements des milieux continus, elles doivent étre complétées par d’autres re-
lations que 'on appelle lois de comportement, qui sont des relations entre le tenseur des
contraintes et le tenseur des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais
qu’il faut imaginer et réaliser pour établir une loi de comportement. Les expériences phy-
siques pour les matériaux unidimensionnels constituent le point de départ dans 1’établissement
de ces lois. Nous présentons ci-dessous la loi de comportement viscoplastique du fluide de

Herschel-Bulkley traitée dans cette these.

Theése de doctorat en Sciences : Probléme de Transmission entre deux Fluides de Herschel-Bulkley



Saf Salim | 1.1 Modélisation

1.1.2 Loi de comportement du fluide de Herschel-Bulkley

Les lois de comportement caractérisent le comportement de chaque type de milieu continu.
Bien quelles doivent respecter certaines propriétés d’invariance, leur origine est souvent expé-
rimentale et ¢’est toute une série d’essais physiques qu’il faut réaliser pour obtenir une loi de
comportement. On présente ici une description de la loi de comportement viscoplastique du
fluide de Herschel-Bulkley traité dans cette thése en suivant [19], [25] et [46]. Le modele de
Herschel-Bulkley est caractérisé par la propriété suivante : le matériau commence a s’écouler
seulement si les forces appliquées dépassent une certaine limite, dit seuil de plasticité. Pour
décrire ce modele, on a besoin de certaines notations.

Soient u le champ des vitesses et D le tenseur taux de déformation défini par :
1 t
D (u) = = (Vu+ V'u). (1.6)
2
On considere aussi son déviateur

D=D- 1t (D) (1.7)

n

ou tr(D) représente la trace de D et ¢ le tenseur identique. On note par o le tenseur des

contraintes de Cauchy et son déviateur
o = 0+ po. (1.8)

Dans I’équation (1.8), le scalaire —p = %tr (o) représente la partie sphérique du tenseur des
contraintes. On peut identifier p avec la pression. En plus des déviateurs D et o, un autre
tenseur S est introduit comme étant la partie des contraintes qui correspond aux propriétés
plastiques du matériau. Pour décrire un tel processus, on utilise une collection de fonctions

réguliéres t — (5(75),5(15),5(15)) pour t € [0, T] ou T" > 0 est la durée du processus. Le
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modele rigide viscoplastique de Herschel-Bulkley supposé que

& = S+pulD P ?D, (1.9)
f(8) = 15" = g¢* <0, (1.10)
D = 265, (1.11)

ou u est le coefficient de viscosité, % est le seuil de plasticité pour le cisaillement pur et A

est une fonction telle que

{ A(t) =0si f (S) <0ou f(S)=0et f'(S) <0, (1.12)

At)>0si f(S)=0et f(S)=0.

Dans (1.12), f '(S) désigne la dérivée par rapport au temps de la fonction t — f (S(t)) et

(1.10) est la condition de Von Mises. En tenant compte de (1.10), Vinvariant S; = 1 [S|* ne

3
doit pas dépasser la carré du seuil de plasticité pour le cisaillement pur %.

D’apres (1.11) et (1.12), il vient que le déviateur du tenseur taux de déformation peut
varier seulemet si S reste sur la surface f (S) = 0, en se déplagant le long de cette derniere.
Pour tout autre processus, D est nul. C’est la raison pour laquelle |S| = g est appelé condition
d’écoulement.

Dans le modele de Herschel-Bulkley, on suppose toujours I'incompressibilité du volume,

c’est-a-dire

pour n’importe quel processus de n’importe quelle durée T" > 0.
Le modele de Herschel-Bulkley peut étre considéré en utilisant seulement les tenseurs D

et D. En effet, de (1.9) et (1.11), on a
6 = (1+2ulD P ?N)S, (1.13)

5l = (1+2u]D (W) X)]S]. (1.14)
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Si |a] > g, alors de (1.10) et (1.14) on déduit que A > 0 et de (1.12) on a |S| =g > 0.

L’équation (1.14) entraine que

v <|5| _ ) |
2u|D ()" \ g
De (1.11) et (1.13), on a

g.

~ 2\ _ 1 g
D = 5 g = p—2 1 — T
1+2u|D W)[P2N" u|D (u)] 5|

Comme tr (D) = 0, on aura d’apres (1.7) que D = D. Par conséquent

D= ()

Supposons maintenant que || < g. Alors si |[S| = g, de (1.14) on obtient A = 0, et si
|S| < g, de (1.12) on aura aussi A = 0. D’ou finalement D = 0. Ainsi, on obtient la loi de

comportement du fluide de Herschel-Bulkley suivante :

L _ l ~ . ~
5 (1 7 ) g si |o| >y, (1.15)
0 si o] <g.

On peut aussi inverser 1'équation constitutive (1.15). Si |D| = 0, d’apres (1.15), ona |g] < ¢
et si |[D| #0,ona |g]| > g.
7

Par ailleurs, on sait que |6 = 2u|D (u)|["~" |D|+ g, donc si on combine cette formule avec

(3) I'équation constitutive (1.15) s’écrit :

{ 6 =ulD (WP D+ g si[D]#0, 116)

o] <g si |[D] =0.

Il facile de voir que les deux lois constitutives (1.15) et (1.16) sont équivalentes. Par consé-

quent, on considere (1.16) comme étant la loi de comportement du fluide de
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Herschel-Bulkley. Par ailleurs, les expériences physiques ont montré que les coefficients
qui caractérisent le modele mécanique de Herschel-Bulkley, autrement dit la viscosité u et le

seuil de plasticité g, dépendent de la température, ce qui explique le comportement thermique

de fluide de Herschel-Bulkley.

Remarque 1.1. Si dans la loi de comportement (1.16), on prend g = 0 et p = 2, on 0b-
tient la loi de comportement d’un fluide visqueux incompressible Newtonien. Par conséquent,
pour g suffisamment petit, le fluide de Herschel-Bulkley peut étre considérer comme un mo-
dele voisin des fluides visqueux Newtoniens. Si g est strictement positif, on obtient la loi de
comportement du fluide de Bingham, on observe des zones rigides au sein de l’écoulement.
Quand g croit, ces zones rigides augmentent et peuvent bloquer compléetement [’écoulement.
Cette propriété s’appelle propriété de blocage. le fluide de Herschel-Bulkley posséde la par-
ticularité supplémentaire, mise en évidence par la loi de comportement (1.16) :tant que le
seuil g n’est pas atteint, le fluide se déforme comme un milieu rigide sans couler. On explique
physiquement ce phénomene par le fait que ces fluides sont pour la plupart des suspensions de
particules quasi sphériques dans un solvant. Quand les particules sont faiblement concentrées,
le seul effet de leur présence est d’augmenter la viscosité proportionnellement a la concentra-
tion des particules. Si on augmente toujours la concentraction, les particules finissent par se
toucher. Le solvants n’occupe plus que les interstices. Le liquide devient pateur a cause des
forces entre les particules en contact. Pour provoquer son écoulement, il faut vaincre toutes
ces forces, ce qui permet d’expliquer l’existence du seuil g.

Un tel comportement s’observe dans le cas de certaines huiles ou de certaines boues,
utilisées dans la technique des forages pétroliers ainsi que dans certaines peintures. On ['utilise
aussi pour décrire l’écoulement a haute température de certains corps solides, par exemple le

processus de moulage de métauz. Pour plus d’exemples, on revoit aux ouvrages [3], [21] et
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[24].
1.1.3 Conditions aux limites de contact

Nous présenterons les différentes conditions aux limites utilisées pour la fermeture du
probléme que nous utilisons par la suite dans cette thése. Supposons dans cette section que

le milieu occupe un domaine Q de R? donné par
Q:{(x,y)€R210<a:<1, 0<y<h(a:)},

de frontiere réguliere notée I' = 'y UT'y, ou I'y est la frontiere inférieure d’équation y = 0, I'y
est la frontiere supérieure d’équation y = h(x). On suppose que
h :10,1[ — R% ,est une fonction de classe C".

— I, la surface o on a des conditions imposées en vitesse (condition de Dirichlet) :
u = 0.

Contact bilatéral entre deux domaines. Supposons dans ce paragraphe que le
milieu occupant deux domaines Q; et Qs de R? ou les deux domaines sont en contact
bilatéral, i.e. il n’y a pas de séparation entre deux corps pendant le processus, il s’agit
d’un contact bilatéral. En posant €y =10, 1[x]0, hi(z)[et Qy =10, 1[x]hy(x), ho(z)],
ot h; : 10, 1[ — R%, est une fonction de classe C*' ;i =1,2.

Les frontieres des €2y, €25 seront notées 02, = I'gyUT'; et 02y = I'gUT'; respectivement. I’y
est la surface bilatérale définie par y = hy(x). I'y est la surface inférieure définie par y = 0 et
I’y est la surface supérieure définie par y = hy(z). On note par n le vecteur normal extérieur
unitaire sur la frontiere I'y orientée vers I'extérieur de €2; et vers I'intérieur de {2s.

— Sur la surface inférieure et supérieure, nous supposons

u; =0sur [';,i =1,2.
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— Sur la frontiere bilatérale entre deux domaines, nous supposons

uy —upy = 0 sur [y,

om—oon = 0surll,

autrement dit continuité des vitesses et continuité des contraintes.

1.2 Outils mathématiques

1.2.1 Elément d’analyse non linéaire

Dans la premiere partie de cette section, H désigne un espace de Banach réflexif muni
de la norme ||.|g . On note aussi par H' l'espace dual de H et par (.,.)q/ g le produit de

dualité entre H' et H.

1.2.1.1 Propriétés générales

On dit que la suite (z,), € H converge faiblement vers z € H et on note x,, — x si
<l7 (L’n>H,XH —> <l, JZ>H/XH VZ E H,.

Dans ce cas, = s’appelle limite faible de la suite (x,), .
En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz, il résulte que si x, — x, alors x,, — x. La
réciproque n’est pas toujours vraie. De plus puisque 'espace de Banach est réflexif on a le

résultat suivant :

Théoréme 1.1. (de Bolzano- Weiertrass). Soit (x,,), une suite bornée de H, il existe alors

un élément x € H et une sous-suite de (z,), notée (z,), telle que r, — w.
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1.2.1.2 Fonctions convexes et sous-différentiabilité

Nous commencons ici par quelques préliminaires sur les fonctions convexes et les fonc-
tions semi-continues inférieurement, ensuite nous donnons une généralisation de la notion de
gradient aux fonctions convexes, voir pour plus détails [11, 20].

Soit ¢ une fonction définie sur un espace vectoriel réel E et a valeur dans |—oo, +00] .

La fonction ¢ est dite propre si elle n’est pas identiquement égale a oo, c¢’est-a-dire s’il

existe z € E tel que ¢(x) < oo. La fonction ¢ est dite convexe si

o(tr + (1 —t)y) < to(x) + (1 —t)p(y) Vr, y € E, t €0, 1]

La fonction ¢ est dite strictement convexe si cette derniere inégalité est stricte pour tout =z,
y € E et tels que x # y.

On définit le domaine et ’épigraphe de ¢, respectivement, par :

dom(y) = {z € E tel que p(z) < oo},

epi(p) = {(z,a) € E xR tel que p(z) < a}.

Il clair qu’on peut établir les résultats suivants :

(i) ¢ est propre si et seulement si dom(p) # ¢.
(ii) Le domaine de ¢ est un convexe de E si ¢ est convexe.

(iii) ¢ est convexe si et seulement si epi(y) est un ensemble convexe dans E x R.

Une fonction ¢ définie sur un espace topologique E et & valeur dans |—oo, +00] est dite
semi-continue inférieurement si :
Vo € R, 'esemble {z € E tel que ¢(x) < a } est fermé.

Nous donnons ici quelques propriétés des fonctions semi-continues inférieurement.
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Lemme 1.1. soit ¢ : H — R. Alors

(i) ¢ est semi-continue inférieurement si et seulement si epi(y) est fermé dans H x R.

(ii) ¢ est semi-continue inférieurement si et seulement si pour tout x € H et tout € > 0 il

existe un voisinage V,, de x dans H tel que ¢(u) > ¢(x) — € pour tout u € V.

Il en résulte en particulier que si ¢ est semi-continue inférieurement et si x,, — x, alors

liminf ¢(x,) > ¢(x).
Ce lemme nous conduit au résultat suivant :

Théoréme 1.2. Soit ¢ : H — R une fonction conveze et propre. Alors ¢ est semi-continue
inférieurement si et seulement si elle est semi-continue inférieurement pour la topologie faible
de H.

Une fonction ¢ : H — |—00, 00| est dite Gateauz-différentiable en un point u € H s’il

existe un élément Vp(u) € H' tel que

iy Pt 1) — o(u)

t—0 t

= (Vp(u), V) g Yv e H. (1.17)

L’élément V(u) est appelé la différentielle au sens de Gateauz de ¢ au point u.
La fonction ¢ est dite Gateauz-différentiable si elle Gateaux-différentiable en tout point

de H, dans ce cas lopérateur u — V(u) : H — H' s’appelle le gradient de la fonction .

La convexité des fonctions Gateaux-différentiables peut étre caractérisée de la facon sui-

vante :

Lemme 1.2. Soit ¢ : H — |—00,400] une fonction Gateaua-différentiable. Alors ¢ est

convexe si et seulement si

o(v) = () > (Vplu), v — )y Va0 € HL. (1.18)
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L’inégalité (1.18) suggére une généralisation de la notion de gradient auz fonctions convezes.
On dit que la fonction ¢ : H — |—00, +00] est sous-différentiable en un point uw € H s’il

existe f € H' tel que

o(v) = (1) > (f0— Wy Vo€ H. (1.19)

Lélément [ est appelé sous-gradient de ¢ au point u et l’ensemble des sous-gradients de

en u est appelé le sous-différentiel de ¢ en u et est noté dp(u) :
dp(u) = {f € H': 0(v) — @(u) > (f,v — g v € H} (1.20)
On note par dom(0y) 'ensemble défini par :
dom (0p) = {u € H :0¢(u) # ¢} . (1.21)
En utilisant (1.20), (1.21) et la définition du domaine d’une fonction, il résulte :
dom (0p) C dom (p) . (1.22)

La fonction ¢ est dite sous-différentiable si elle sous-différentiable en tout point de H,

c’est-a-dire dom(0p) = H.

Lemme 1.3. Soit ¢ : H — |—o00,+00] une fonction sous-différentiable. Alors ¢ est

convexe, propre et semi-continue inférieurement.

Dans le cas d’une fonction convexe, le lien entre I'opérateur gradient et sous-différentiel

est donné par :

Lemme 1.4. Soit ¢ : H — |—o00,+00] une fonction convexe et Gditeaux-différentiable.

Alors ¢ est sous-différentiable et on a

dp(u) ={Vep(u)} VueH.
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1.2.1.3 Opérateurs fortement monotones et inéquations variationnelles

Soient H un espace de Banach réflexif et séparable, A : H — H’ un opérateur non
linéaire, ¢ : H — ]—00, +00] une fonction propre et f € H'. Un nombre considérable et
problemes aux limites en mécanique des milieux continus ont un lieu avec les problemes
suivants.

Trouver u € H tel que
(Au, Vv — W) g +0(0) —o(u) > £, v—u).yg VveH, (1.23)

ol (., .)gpypr €t le produit de dualité entré H' et H.
Le probeme (1.23) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espéce sur
H.

L’opérateur A est dit :

(i) Strictement monotone si

(Au—AvV, v —U) g >0 Vu,veH, (1.24)
(Au—Av,v—u)p, g =0=v=u '
(ii) coercif si
A /
limM = +oo0 si lim |jul|g = +o0. (1.25)

[ullg

(iii) Hémi-continu si la fonction réelle t — (A (u + tv), V). g €st continue pour tout ¢ € R.

En ce qui concerne le probleme (1.23), on a le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréeme 1.3. [11, 28] Soit A : H — H' un opérateur Strictement monotone, borné,
hémi-continu et coercif et soit p une fonction convexe et semi-continue inférieurement pour
la topologie faible de H. Alors linéquation variationnelle elliptique de seconde espéce (1.23)

admet une solution unique.
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1.2.2 Espaces fonctionnels et opérateurs divergence et déforma-

tion

On introduit ici des notions générales sur les espaces de Sobolev. On présente en plus
leurs principales, notamment les injections de Sobolev, le théoreme de trace et les différents
résultats de compacité. On rappelle ensuite les espaces de Sobolev utilisés en mécanique des
milieux continus et liés aux opérateurs divergence et déformation. Pour plus de détails sur

cette partie, on revoit aux ouvrages [1], [16], [17], [25], [26] et [46].

1.2.2.1 Espaces de Sobolev

Dans toute la suite, 2 C R est un domaine borné, 1 < p < oo et m € N. On rappelle que

W P(Q)) est I'espace
W™ P(Q) ={uel’(Q): D*ucLP(Q), 0<|al <m},

ou D*u désigne la dérivée d’ordre aw € N™ de u au sens des distributions.

Si 1 < p < oo, alors W™ P(Q) est un espace de Banach réel pour la norme

||U||Wm7p(g) = ( > HDO‘uHip(Q)) Vu e W™ 7(Q2).

0<|a|<m

On note aussi par (W™ P(Q))’ espace dual de W™ P(Q) avec % + ]% =1

Pour m = 1, on définit I'espace de Sobolev W ?(Q)

ou

WhHP(Q) = {ue LP(Q):Vi, 1<i<n, 3

)

: LP(Q)},

muni de la norme induite,

hSA

ou

8l‘i

||UHWm,p(Q) = (Hunip(g) + Z
i=1

P
si 1<p<oo.
L2 (Q)
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En particulier, 'espace H™(Q2) = W™ 2(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

et la norme induite, respectivement,

0<|a|<m

|

H™(Q) — ( > ||DauHi2(Q)) Vu € H™ ().

0<|al<m
Pour s réel positif quelconque, on définit ’espace de Sobolev H?({2) comme étant 1'espace
intermédiaire d’ordre 6 entre H™(2) et H(Q) = L?(Q)
H(Q) = [H™(Q), L*(Q)],, (1—@m=sct0<f<L.
D’autre part, W™ *°(Q) est un espace de Banach pour la norme

[ullwm. = (q) Zogn‘ﬁicm(supess |D%|) Yue W™ >(Q).

Nous utiliserons trés souvent dans les raisonnements, les théoremes de compacité et en par-

ticulier celui de Rellich, les injections de Sobolev et le théoreme de trace de Sobolev.
Théoréme 1.4. (Injections de Sobolev). Soit Q@ un ouvert Lipschitzien de R™ et 1 < p < oco.

(i) Sip e [1, n[, alors W P(Q) s’injecte continuement dans L(2) avec q € [1, %} )
(ii) Si p = n, alors W ?(Q) s’injecte continuement dans LI(Q) ceci Vq € [n, + ool .
(iii) Sip € ]n, + oof, alors WH P(Q) s’injecte continuement dans C(€2).

Théoréme 1.5 (Théroeme de compacité de Rellich). Soit Q0 un ouvert borné et Lipschitzien

de R" et pe[l, +ool. Aors WhP(Q) s’injecte compactement dans LP(2).

Théoréme 1.6 (Compacité LP —L7). Soit 2 un ensemble de mesure finie de R" et 1 < g <
p < o0. St (uu)u>1 est une suite qui converge presque partout vers u et qui est bornée dans

L?, alors u, — u dans LA.
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Lemme 1.5. Soit © un ouvert borné de R} xR, et g,, g des fonctions de LY(0), 1 < g < o0
telles que

ng”Lq(@) <c et g,—g p.p. dans O.

Alors

g, — g dans © faible.

Théoréme 1.7 (Théoréme de trace de Sobolev). Soit Q un ouvert borné et Lipschitzien
de R™. Alors l'application

D(Q)— D (T):u—u /r,

se prolonge par continuité en une application linéaire continue
W P() — L7 (1) s u — A(w) = u /.,

v est appelée application trace sur W P(€)).

Soit 1 < p < 00. On appelle espace de traces, l’espace vectoriel
WD) = 4 (Wh () = {y(u), ue WhP(Q)},
quie ’'on munit de la norme

18013y = 0 (el ooy / 7(0) = £}

L’espace W' P(T) est un sous-espace de LP (T'), de plus c’est un Banach, qui est réflexif

lorsque 1 < p < 00. On constate aisément que l'application
v WhP(Q) — W» P(TD).

est continue de norme inférieure a 1.
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Théoréme 1.8. (Injections de Sobolev pour les espaces de traces). Soit Q@ un ouvert borné

et Lipschitzien de R™ et 1 <p < oc.

(i) Sipe€l, n[, alors W' P(T) s’injecte continuement dans L4(Q2) avec ¢ € [1, (Z__lﬁp} et

compactement dans LP(T").
(ii) Sip=n, alors W' P(T) s'injecte continuement dans LI(Q2) ceci Vg € [1, + oo] .

(iii) Sip € |n, + oo[, alors Wi P(T") s’injecte continuement dans C' (T).

1.2.2.2 Opérateurs divergence et déformation

9

Nous désignons S,, 'espace des tenseurs d’ordre deux sur R" (n = 2, 3), et par . et ||
représentent respectivement, le produit scalaire et la norme Euclidienne sur R” et S,,.

Ainsi,

n
wv = Ywuu, [u=(uu)? Vu veR"
=1
n 1
oT = Z OimTmi, |o| = (0.0)2 Vo, 7€S,.
I, m=1

On utilise les notations suivantes :

()" = {o=(om) ] om=0melP(Q) /lm=T, n},

s

W (@) = {u=(w) [ e WH(Q) /1=T n},
~ {ueL @) /D W e @),
H = {oel?(QU" / Div(o) e L’ (Q)" },
o D: Whr ()" — LP ()" et Div: Hi — LP (Q)" sont les opérateurs de déformation

et de divergence définis par

D (u) = (Dyy, (1)) : Dy, (u) = ;(ul m + Unm, 1) et Div (o) = (alm m ) (1.26)

Theése de doctorat en Sciences : Probléme de Transmission entre deux Fluides de Herschel-Bulkley



Saf Salim 1.2 Owutils mathématiques

Comme la frontiere I' est Lipschitzienne, le vecteur normale sortant v a la frontiere est défini
p-p-

Pour tout champ de vecteurs v.e W7 (Q)"  nous conservons la notation v pour désigner
la trace de v sur I' et on note par v, et v, les composantes normale et tangentielle de v sur

la frontiere, données par les formules :
V, =V.U, V; =V — V, U (1.27)
Désignons par v I'application trace
v WHP(Q)" — LP(T)",
et faisons introduire les notations
Wi = W5 P(D)" =y (WP (Q)) et Wi = W (D),

et par (., ‘>W}xWr le produit de dualité entre Wi et Wr. Pour tout o € Hy, il existe un

élément noté ov € Wt tel que la formule de Green suivante soit satisfaite :
(ov, 7V>W'wap = (o, D<V>>LP(Q)?X” + (Div(o), V>Lp(n)" vve Whr(Q)".
En outre, si o est assez régulier (par exemple C!), nous avons
1, n
(ov, 7V>W,war = /Fay.vdv Vve WhP(Q)",

ou dv représente I’élément de surface. Nous définissons de facon analogue les composantes

normale et tangentielle de o sur la frontiere I' par les formule :
0, = 0V.V, O, =0V — O,V.

Tout au long de cette these, dans les problemes mécaniques, I' est partitionnée en deux

parties mesurables I'; et I', telles que mes(I'y), mes(IT'y) > 0.

Theése de doctorat en Sciences : Probléme de Transmission entre deux Fluides de Herschel-Bulkley



Saf Salim 1.2 Owutils mathématiques

Nous aurons besoin de I’espace des déplacements admissibles
Wp:{vewl’p(Q)”:V:O surI‘}.

L’inégalité de Korn généralisée s’applique sur Wr : il existe une constante C' > 0, dépendant

uniquement de £ et I, telle que

D) llpr @y = C IVlwe oy Vv € WHP(Q)"
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CHAPITRE 2

PROBLEME DE TRANSMISSION GOUVERNE PAR LE
FLUIDE DE HERSCHEL-BULKLEY

Dans ce travail, on a montré ’existence et l'unicité d’une solution faible de ce probleme
de transmission. Ce chapitre est organisé de la maniére suivante.

Dans la sous-section 1, nous présentons le probléme mécanique de transmission en régime
permanent pour les deux fluides de Herschel-Bulkley. En outre, nous introduisons quelques
notations et le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler. Dans la sous-section 2,
nous obtenons la formulation variationnele du probleme. Nous montrons dans la sous-section

3 l'existence et 'unicité d’une solution faible de ce probleme de transmission.
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2.1 Position du probleme

Nous considérons deux fluides de Herschel-Bulkley rigides, viscoplastiques et incompres-
sibles occupant deux domaines bornés Q5 et 5 de R%. On note par € (0 < & < 1) est un petit
parametre qui tend vers zéro, avec ses fronticres 925 et 995 de classe C! et sont divisées en

trois parties I'y, I'] et I'§ mesurables, telles que mes (I'7), mes (I'5) > 0, données par
00 =Tqul] et 095 =I5 UTs,

ou
— I'f est 'interface de contact fluide-fluide définie par xo = ehq (7).
— I'{ est la surface inférieure définie par xo = 0.
— I'§ est la surface supérieure définie par xo = chy(x1).
Telle que h; : 10, 1[ — R (i = 1,2) est une fonction de classe C* (]0, 1).

On désigne par €2° le domaine €] U 25 et on suppose que :
Qf = {(:L’l,xg) ER?0<z1<1 et 0< < ehl(xl)}

et

Qf = {(a:l,xQ) ER*0<x; <letehi () <a9 < Ehg(xl)}.

Les fluides sont soumis a des forces volumiques données de densités f;, f5 respectivement.
On note par Sy I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R?, et par ".” et
|.| respectivement, le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S,. Ainsi, pour tout
u,v € R2, ww = wuy, |u| = (u.u)2, et pour tout ,7 € Sy, 0.7 = Oy Tim, || = (0.0)2. Ici et
ci-dessous, les indices [ et m sont compris entre 1 et 2 et la convention de sommation sur des

indices répétés est adoptée.
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On désigne par of le déviateur du tenseur des contraintes o = ((05)un), donné par

e tr(0)

o; = ((Uf)lm)v (Uz‘a)lm = (07 )im — 9 Otm » @ =1,2.

Ot 0 = (0yy,) est le tenseur identique.
Soit 1 < p < 2. Nous considérons les tenseurs de taux déformations défini pour chaque

u; € VV“”(QZ‘?)2 par

D) = (Din(0)), Din() = ()i + (0)m), i =1,2.

On note par n le vecteur normal extérieur unitaire sur la frontiere I'g orientée vers 'extérieur
de Qf et vers I'intérieur de €25.

Pour chaque champ des vecteurs v € W P(Q$)? on écrite aussi v pour sa trace sur 92,
i=1,2.

Le probléeme de transmission en régime permanent pour les deux fluides de Herschel-
Bulkley est donné par le probleme mécanique suivant :

Probléme ( P.2.1). Trouver le champ des vitesses ui = (us;, u%,) : 25 — R?, le champ

des contraintes of = (05;,05) : F — Sy, i = 1,2 tels que

Div o] + fi = 0 dans Qf, (2.1)

Div o5 + f5 = 0 dans €25, (2.2)

o = e? |D ()P 2D (uf) + gre 2 si D (ul 0
o pae? |D (uf)] (ui) + g |D (uf) D (wd)l # dans Qf, (2.3)
o < gie si [D (uf)| =0
05 = 1122” |D (u5)[" 2 D (u5) + g2y si |D (u5)] # 0
2 |D (u$)] dans €5, (2.4)
< e si D (u3)] = 0
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divuf = 0 dans Qf, (2.5)
divug = 0 dans 3, (2.6)
u; = 0 sur I'], (2.7)

us = 0 sur I, (2.8)

uj —us = 0 sur I'y, (2.9)
oin—osn=0surl7y. (2.10)

Ici, I'écoulement dans les domaines €5 et €25 sont respectivement données par (2.1) et
(2.2) ou les densités sont supposées égales a un pour les deux fluides. les équations (2.3)
et (2.4) représentent, respectivement, la loi de comportement des deux fluides de Herschel-
Bulkley ot p1€?, pse? > 0 et gie, goe > 0 sont respectivement la viscosité et le seuil de
plasticité du fluide de Herschel-Bulkley. Le parametre p tel que 1 < p < 2 est l'indice de
puissance du fluide. (2.5) et (2.6) représentent la condition d’incompressibilité pour deux
fluides respectivement. (2.7) et (2.8) représentent la condition sur la vitesse sur les frontieres
IS et I'§ respectivement. Enfin sur la frontiere I', (2.9) et (2.10) représentent la condition de
transmission pour l'interface liquide-liquide.

On introduit le cadre fonctionnel suivant :

V() = {vi € WhP(Q5)? . dive; = 0 dans Q et v; = 0 sur Ff}, i=1,2.
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Ve ={(v1,v9) € V(Q) x V(€5) : vy —vy =0 sur I'§}.

V(€2), i = 1,2 qui est un espace de Banach pour la norme induite

Hvuv(ﬂf) = ”UHWLp(Qgp ;

et V¢ devient un espace de Banach pour la norme suivante :

(w1, v2)llye = loally o) + llo2llyag) »

1
p P
LP(QE)) .

On désigne par (., .)jeyy- le produit de dualité entre V' et V=.

ou

Ovm
81‘1

HUHWLP(QE) = (HUHIZP(QE) + Z

1<l, m<2

Dans toute la suite, on désignera par ¢ des constantes positives diverses ( probablement
différentes) dépendant seulement des données du probleme. Notons par p’ le conjugué p c’est-

N . 1 1
a-dire = + = = 1.
P + v’

2.2 Formulation variationnelle du probleme

Nous allons dériver dans cette section une formulation variationnelle du probléme méca-

nique (2.1)-(2.10).

Lemme 2.1. Supposons que (f, f5) € V.

Soit (us, uy) solution de (2.1)-(2.10), alors elle vérifie le probléme variationnel suivant :

Trowver (u§,u5) dans VE, telle que
(0 (ui, u3) s (01 = ui, 2 = u3))yer e + J (01, 02) = J (0, u3) 2 (2.11)
> Jo: fi-(v1 —ui)dzids + Jor f3.(v2 — uj)dzidzy V(vi,v2) € VE,
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o
¢ VE— VT (uj,uf) — & (ui,uf)  V(vg,00) € VE

(¢ (ui,u3), (01, 02))yergye = me” /Q | D(u§) [P~ D(uf).D(vy)dwydvs +

1

Hoe? /Q D)7 D). D(vz)drd,

2

j  VE—R,

j(v1,v9) = glg/Qe |D(v1)| dxidzy + gog /QE | D(vy)| dxydzs.

1
Démonstration. Supposons que (uj,u5) solution de (2.1)-(2.10) soit suffisamment réguliere.
En multipliant I’équation (2.1) par v; — uj, et 'équation (2.2) par vy — u§, ou (vy,v9) € V,
et en utilisant la formule de Green sur chaque sous domaine €2, 7 = 1,2 on obtient

/ o;D(vy — ui)dxydxy +/ 05D (vg — ug)dxdzy
Qs Qs

1

[ tny(vy — ) _/ Sna(vy — u5)d
/am oini(vy — uj)ds o o5na(ve — ug)ds

1 2

/ fi(vy —ui)dxyday —I—/ fs(vg — us)dxydxs, Y(vy,v9) € VE. (2.12)
En utilisant maintenant les conditions aux limites (2.7)-(2.10), on trouve

€ —w6)d +/ e AV
/895 oini(vy — uj)ds 80302712(1)2 us)ds

1

= /alnl( ds+/ oini(vy — uj)ds
I

1

—l—/ osna(ve — ug)ds +/ o5na(vy — u3)ds
rs re

2

= /1“5 oin(vy — uj)ds — /FE osn(ve — u3)ds

0 0

= 0.
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Donc (2.12) devient comme suit

/ o;D(vy — ui)dxidxy +/ 05D (ve — us)dxydy
Qs 05

1
/QE fi(vy —ui)dxydes + /Qs f5(vg — us)dxydxs, V(vi,vy) € VE.
1 2
Par ailleurs, on aura, en utilisant la définition de EE, 1 = 1,2 et les conditions d’incompressi-
bilité (2.5) et (2.6)
/ oiD(vy — uf)dzidry + / 05D (vy — u§)dzyda,
i Q3

t £
_ /E(Jg— T<201)5)D(vl—u§)da:1dm2+

1

tr(os
/6(0'; — (202)5)D("02 — u5)dxdz

2

= /5 o;D(vy — ui)dxidxs + /QE 05D (ve — u5)dxydas.
2

1

Alors

/ o1D(vy — ui)dxidzy +/ 05D (ve — u3)dxidrsy
Q: Q3

1

< P /QE |D(u$)[P? D(uS)D(vy — ) )dayday +

1

oe? /Q D)2 D(u5) D(vy — u§)dards + g1 /Q [D(v1)| dz1ds

2 1

—g1€ /QE |D(u7)| dxidxs + goe /QE |D(v2)| dzydzy — goe /Qe | D(u3)| dzidxs.

1 2 2

Par conséquent
<¢ (uiv Ug) ’ (Ul - Ui, U2 — ug)>\/'5’><V6 + J(Ulv U2) —J (uia Ug)

/ £ (01 — uS)dzrdey + / f5.(vs — uS)dzrdzy Y(v1,vs) € V.

La preuve est terminée. O]
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2.3 Résultats d’existence et d’unicité

Théoréme 2.1. Supposons que (f5, f5) € V. Alors il existe un unique u® = (u3,uj) € V¢

solution du probléme variationnel (2.11).

Démonstration. On peut facilement prouver que 'opérateur ¢ peut s’ecrire

<¢ (Ufi, u;) ) (Ula UQ))VE’XVE = <d‘]1 (D(ui))v D(Ul»LP'(Qi)‘S*XLP(Qi)‘g +

(dJ2(D(us3)), D(U2)>Lp’(Q;)§pr(Q; 4
ou la fonctionnelle J;, i = 1,2 est défini par

P
Ji i P C Sy — R, 0 Ji(0) = ﬁ/ lo|? dxidxa, 0 = 1,2,
p I

et d représente le dérivée au sens de Gateaux.
Cette fonctionnelle est convexe et semi-continue inférieurement sur LP(Q5)? et Gateaux-

différentiable et sa dérivée au sens de Gateaux au point o € LP(25)? est

<d<]i(0),T>Lp’(Q§)§XLp(Q§)§ = /QE ie? |o P2 o.rday das,

Vroe LP(Q)Y i=1,2.
En effet, on a

(dJ;(o), T)Lp/(ﬂf)gxm(g?)g = /Qs e? o’ o rday das

IN

[ el lo ™ fr] darde,

7

1
7

p'(p—1) ?
< c lo| dx,dzs
o

(/QE |7|” da:ld@)p
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Oronsait quel < p <2 = 0<p-—1<1, de plus il existe une constante strictement

positive 0 de sorte que
§lo| > 1, Vo € LP(Q5)2\ {0}, i =1,2.
Cela entraine I'existence d'une constante C(p,d) vérifiant 'inégalité
1) erys < C s 0) 10 pogarys o € LHQENE, i = 1,2
D’aprés le lemme (1.2) et la propriétés (1.18), J;(0) est convexe si et seulement si
(dJi(o1), 09 — Ul)Lp/(Qf)ngp(Qf)g < Ji(02) — Ji (01) ,You,00 € LP(X)E, i =1,2.

En utilisant I'inégalité de Young, on aura

<d<]i(0'1), g9 — 01)L”’(Q§)§XLP(Q§)§ S _/Q€ ,Lti€p |0_1|p—1 |0'2| d[L‘ldl'g — /QE ,uz-ep |0'1|p dl’ldl’g

IN

—1
pp /QE wie? |o1|P dzydag +

1
*/ Mi€p|02‘pd$1d9€2—/ Mi€p|01|pd951d$2
pJas Qs

IN

1 1

*/ [Li€p|0'2|pd$1dl'2 - */ Mi€p|0'1|p dl’ldl‘g
b Jos D /a5

S Ji(O'Q) — Ji(Ul), V01,02 € Lp(Qf);l,Z = 1, 2.

Par conséquent, d.J;, est semi-continue et monotone, de plus d.J; est strictement monotone et
bornée, i = 1, 2.
A cette fin, on a
<dJZ(01) - dJi(UQ), g1 — 02>L7’/(Qf)§><LP(Qf)§
> e’ /QE(|01| — o) (jon["7" = [oo]" ) d1d

7

Vo, 00 € LP(Q)E i=1,2.
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Donc si o1 # 02, nous avons (dJ;(01) — dJi(02), 01 — 02) 1 (eyixpoeys > 0. ce qui signifie
que dJ;, est strictement monotone, i = 1, 2.

D’autre part, pour tout (u§,us), (vi,vs) € VE, nous avons

[(D(ui, u3), (vi,v2))vercve| < MlEp(/QE |D(“§)|p/(p71)dimdiE?)F(/QE |D(vy)[? dazydacs) v

1 1

! (— 1 1
([ D derda)? ([ (D) darde)?

2 2
1. P 1
< me(([ D) dudes) )7 ([ D) dardrs)’
1 1
1 P 1
([ D) dordes) )P ([ D) dridas)?
2 2
5 5
< e oS gy ol gy + 2”1 el g
z z
< e’ ||U§||€(Qi) [(vr, v2)[lye + pog” ||U§||€(Qg) [[(vr, v2) ]y«
z z
= e A s Y [CAS [

Alors,

P
p/

Dl,,E

< WU

16 (uf, us)lyer < pae? [|uil

Ce qui prouve que 'opérateur ¢ est bornée sur Ve.

Maintenant, d’apres I'inégalité généralisée de Korn, qu’il existe une constante ¢ > 0 telle

que
(6 (05 05) 0 08y = eI g+ I ) ¥ 05, 05) € V7

Alors
(0 (5,08), (5, )by N Tvion) Flver)
[ i ey ) e A
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Par passage a la limite quand ||(ug, u3)||;.- — +00 nous trouvons

(b (ui, us5), (U§,U§)>V5/Xva > ¢ lim rP cos? 0 + rP sin? 6 e
[ (ug, u5) |l - T rotootefo,z] rcost +rsind

il s’en suit que 'opérateur ¢ est coercif sur Ve.

Par ailleurs, la fonctionnelle

j o VE=R

(v1,v2) = J(v1,v9) = glé/ |D(vy)| dzydxs + 926/ | D(v)| dz1dxs,

i 5

est continue et convexe sur V¢, elle est donc semi-continue inférieurement sur Ve.
En effet, pour montrer la continuité de j il suffit de considérer une suite (vi,,va,) € V©
qui converge vers (vy,vy) dans Ve, et utiliser I'inégalité de Holder et la continuité de g;, go

sur V¢ pour obtenir

7 (V1n, Vo) — J (v1,09)] < E/QS g1 |D(v1y)| dx1das — 5/QE g1 |D(v1)| dxydxy

_|_

8/ [0 |D(U2n)| dl’ld.TQ - 6/ gz |D(U2)| dl’ldl'g
25 Q5

IN

91877163(9?);1' (/QS |D(vin —v1)[° d$1d132> '

1

RS

+gQ€mes(Q§)Fl’ (/Qs

2

|D(U2n — UQ) ‘p d$1d$2>

IN

¢ <||Uln — villy sy + llvan = U2||V(Q;>)

IN

cl|(vin — v1, V2 — Va) ||y -

Theése de doctorat en Sciences : Probléme de Transmission entre deux Fluides de Herschel-Bulkley



Saf Salim | 2.3 Résultats d’existence et d’unicité

De plus, pour la convexité, on a pour toute (us,u), (vi,v9) € V=, t € [0,1]
g (tuf + (1 —t)vy, tug + (1 — t)vy) = /QE 1€ | D(tu + (1 — t)vy)| dzyda,
1

+ [ e DGt + (1~ t)os)| ey

IA

/QE gie |D(ts)| daydas + /Q g1 [D((1 = t)vy)| daryds
1 1

+/QE g2 | D(t5)| darrdics + /Q 022 |D((1 — t)vn)| da1das

IA

t (/QE g1€ | D(u3)| dxydzy + /QE goe | D(us)] dxldx2> +
1 2

(1 — t) </Q€ agi1€ |D(U1)| d.’L’ldl’Q + /QE gs& |D(’U2)| dl‘ldl'2>
1 2
< g (ug,ug) + (1= 1)) (v1,02).
Par conséquent le résultat d’existence et d’'unicité de la solution résulte des théoreémes clas-

siques, sur les inéquations variationnelles avec opérateurs monotones et fonctionnelles convexes,

voir [11]. O
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CHAPITRE 3

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UN PROBLEME DE

TRANSMISSION ENTRE DEUX FLUIDES DE
HERSCHEL-BULKLEY DANS UNE COUCHE MINCE

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de comportement asymptotique d’un probléme
mécanique de transmission entre deux fluides incompressibles, rigides et viscoplastiques de
Herschel-Bulkley dans une couche mince bidimensionnelle en régime stationnaire avec des
viscosités différentes, et les conditions aux limites de transmission naturelles a l'interface de
contact. Ce chapitre est organisé de la maniere suivante :

Dans la section 1, nous introduisons quelques notations et le cadre fonctionnel dans lequel
nous allons travailler. Dans la section 2, nous présentons le probleme mécanique et sa formula-
tion variationnelle. Dans la section 3, nous nous intéressons au comportement asymptotique,
pour cela nous prouvons quelques résultats de convergence concernant la vitesse et la pression
lorsque 'épaisseur tend vers zéro. En outre, 'unicité d’une solution limite a également été

établie.
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3.1 Introduction et cadre fonctionnel du probleme

On note I lintervalle ouvert I = ]0,1[. On introduit la fonction h; : I — R¥ tel que
h; € CY(I),i=1,2.

Nous considérons les domaines suivants :

Q, = {;I;y JER?)/zel et 0<y<hz )}

0 = {331,332 ER?* z, €1 et0<x2<5h1($1)}

Q, = {xy JER? z el ethl()<y<h2($)}7

O = {961,5172 €ER*/ z €1 etghl(x1)<x2<€h2(5€1)}

ol £ > 0 est un petit parametre qui tendra vers zéro. Remarquez que si (z1,z5) € Q5 , alors
ona (r,y) = (r, %) €Qy,i=1,2

Cela nous permet de définir, pour chaque fonction ¢5 : 2 — R, la fonction goA:f 0 — R
donnée par ¢ (x,y) = ¢f (x1,22), 1 = 1,2.

Pour 1 < p < 2, notons par p’ le conjugué p c’est-a-dire % + 1% =1, et fi = (fu, fiz) €
L¥ (€;)? une fonction donnée. Nous définissons la fonction ff € L (Q)? tel que ff = f,
i=1,2.

Pour chaque domaine ¢, nous supposons que sa fronticre 92 est de classe C!, i = 1,2
et est divisée en trois parties I'j, I'j et I'; mesurables, telles que mes (I'7), mes (I';) > 0,
données par 0] = I'f UT'] et 005 = I'g UTS, ou I est la frontiere bilatérale définie par
xry = ehy(z1). La surface inférieure I'] est définie par xo = 0, la surface supérieure I'§ est
définie par xo = chy(z1). Nous désignons par 2° le domaine Q5 U Q5.

On note Sy l'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R? et par ”.” et |.|

respectivement, le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S,. Ainsi, pour tout
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1 1 .
u,v € R% ww = wuy, |ul = (u.u)?, et pour tout 0,7 € Sy, 0.7 = OpnTim, |0| = (0.0)2. Ici,
les indices [ et m sont compris entre 1 et 2 et la convention de sommation sur des indices
répétés est adoptée.

On introduit le cadre fonctionnel suivant :
Wi (€)= {v e WhP(Q) s v, = 0 sur I |

WEEQ;) = {v,- € WhP(Q5)? : div(v;) = 0 dans Qf},

WP () = Jv; € WHP(Q)? : div(v;) = 0 dans Qz} ,

Lo(SY) = ¢f € LP() - /m @5 (21, x2)dw1drs = 0 } ,

k3

h
o3
—~
=

I

— — ——
hS

m

h

3

5

S~
5
—

s
£
ISH
8
QU
<

I
o

——

v € LP () - %*ZZ’ c P (Qi)}, i=1,2. (3.1)

Wp = Wp (Ql> X Wp (Q2>7

we =] (o) @ WES(Q]) X WES(Q5) s o1 = v
div. = )
sur I'g, v; = 0 sur I'] et vo = 0 sur I'§

We = {(v1,09) € WEP(Q5)? x Wi P(25)? 1 v1 = vy sur [ }

Tous ces espaces sont des espaces de Banach.

On désigne par (., )y e le produit de dualité entre W< et W* et par ||.||WF1,_p(Q§) la

norme de l'espace Wy P(62), i = 1,2.

3.2 Le modeéle et sa formulation variationnelle

Nous considérons deux fluides de Herschel-Bulkley rigides, viscoplastiques et incompres-

sibles qui occupent les domaines 25 et €25. Les deux fluides sont en contact bilatéral, le long
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de la partie commune I',.
On note par u = (u5},u5,) le champ de vitesse, par of = (05,05) les tenseurs des
contraintes et par D(u) les tenseurs de déformations linéarisées, i = 1, 2.
Nous modélisons les matériaux avec le tenseur de contrainte total de Cauchy
0f (uf) = —pi Ly + of (u5),
ou Ef désigne la partie déviateur, et p; la pression, ¢+ = 1,2. Le fluide est supposé étre
incompressible, rigide et viscoplastique, et la relation entre Er\f/ et D(u$) est donnée par le

modele de Herschel-Bulkley :

< g€ si |[D(u5)] =0

1=1,2

,-\E ) )
a;

{ 07 = pie? |D(uS) P72 D(ug) + gie ol si | D(ug)| # 0,

ou g;e est le seuil de plasticité, p;eP est la viscosité ( g; > 0 et u; > 0 sont des constantes

indépendantes de € ), p représente 'indice de loi de puissance, u$ est le champ de vitesse et
D(uf) = 5(Vu; + (Vug)T), i = 1,2.

On note par n le vecteur normal extérieur unitaire sur la frontiere I'y orientée vers 'ex-

térieur de (2] et vers l'intérieur de €25.

— L’équation de conservation de la quantité de mouvement
Div o; + ff =0 dans Q;,i=1,2

ou le vecteur ff, 7 = 1,2 de composantes ff; (j = 1,2), représente une densité massique
des forces extérieures.

— L’équation d’incompressibilité

divu; =0 dans €25, i = 1,2.
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Nous décrivons les conditions aux limites sur la frontiere 0€2;. Nous supposons que

— Sur la surface inférieure et supérieure, on a

u; =0, e =1,2sur I}

— Sur la frontiere bilatérale entre deux domaines, on a

e e _ 5
uj —uy; = 0surly,

£ & — 19
o;n—o,n = 0surly,

autrement dit, nous supposons la continuité des vitesses et la continuité des contraintes.

Le probleme de transmission en régime stationnaire pour les fluides de Herschel-Bulkley

en couche mince est donné par le probleme mécanique suivant :

Probléme ( P.3.1). Trouver le champ des vitesses u$ = (us;, u%,) : 25 — R?, le champ

des contraintes of = (05,,05) : Q5 — Sy et la pression pf : Q5 — R, i = 1,2 tels que

Divoi+ fi =0

dans
divus =0 } e

Div o5+ f5 =0
divu; =0

} dans €25

o5 (u5) = o (uf) + pils

— e — 5 D’U,E . £
7% = me D@ D(ws) + gre ety i |Dup)] #0

< gie si D) =0

o

o5(us) = o5(ug) + p3lo

— e — 5 DUE . £
%5 = 122” |D(u5) "> D(u5) + g 2 st [D(u5)] #0

53] < g0 i |Du3)] =0

(3.2)
(3.3)
dans (3.4)
dans 3 (3.5)
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ui = Osur '] (3.6)

u; = 0sur[§ (3.7)

ui —u; = 0sur [ (3.8)
oin—o5n = 0surI7{. (3.9)

Dans toute la suite, on désignera par ¢ des constantes positives diverses (probablement
différentes) dépendant seulement des données du probleme. Notons par p’ le conjugué p c’est-
a~dire %D—l— i =1

Formulation variationnelle

En multipliant 1’équation (3.2) par v; — u§, et 'équation (3.3) par vy — u$, et en utilisant
la formule de Green sur chaque sous domaine €2, ¢ = 1,2, et par addition, on trouve

/ ;D (v — u3)dxidzsy +/ 05D (ve — us)dxridry —
Qs Qs

1

/895 oini(vy — uj)ds — /{ms o5ne(ve — ug)ds

1 2

/f1 dmldxg—i—/ £5 (03 — u5) dardas, (o1, v5) € W,

En tenant compte des conditions (3.2)-(3.9), on trouve la formulation faible.

Trouver (us,u) € W5, et (p5,p5) € LE () x L (95) tel que
¢((u§7 u‘;) ) (1)1 - uia U2 — u;)) - 1<Z<2 (pf, diV(?Ji - uf)) + J(Ulv UQ) —J (uiv ug) (310)

S

> fQ? f5.(vy — u§)dzydey + fﬂg f5 (v — u§)dxydrs, Y(vq,v9) € WE,
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ou

¢((ul,u3), (vi,02)) = e /Q D))" D(u5).D(v1)dards +

1

poe? /QE |D(u$) [P~ D(uS). D (vy)dy des,

2

(p;,div(v;)) = /pf.div(vi)dxld:vg, i=1,2,
o

j(v1,v9) = 915/95 |D(vy)| dxidxs + goe /QE | D(vy)| dxydxs.

On sait que ce probléme variationnel a une solution unique (u§,u5) € W5, et (pf,p5) €

LF () x LY (Q5), voir pour plus détails [45, 5, 49, 32, 33].
3.3 Comportement asymptotique

Dans cette section, nous établissons quelques résultats concernant le comportement asymp-
totique de la solution lorsque ¢ tend vers zéro. Nous commencons par rappeler les lemmes

suivants, voir [37, 9, 11, 20, 12].

Lemme 3.1.

o . , 1
. L’inégalité de Poincaré. Pour chaque v; € Wi P(Q5)? nous avons

ove

7

<e
8352

5] ogeeye <

Ci=1,2. (3.11)

LP(Q5)2

. L’inégalité de Korn. Pour chaque v; € Wp; P(Q5)? il existe une constante positive Cy indépen-
dante de €, tel que

vaz'6||LP(Qf)4 < Co [|[D(v5) ”Lp(ﬂg)4 ;=12 (3.12)
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Lemme 3.2 (Minty). Soit E un espace de Banach, A : E — E’ un opérateur monotone et
semi-continu, J : E — |—00, +00] une fonctionnelle propre et convexe. Soitu € E et f € E'.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1L{(Au;v —u)prxp + J(v) — J(u) > (fiv—u)ypxg Yv€EE.

2(Av;v —w)pxp + J(v) — J(u) > (fiv—uypxp YveEE.

Les principaux résultats de cette section sont énoncés par la proposition suivante.

Proposition 3.1. Soit (uS,u5) € W, et (p5,p5) € LE () x LE () la solution du probléme
variationnel (3.10). Alors, il existe (@7 , W) € W, ()? x W, (Q)* et (77 ,73) € LY () x

LE Q) tels que

(us,u5) — (@1 ,3) faiblement dans W, (Q1)* x W, (), (3.13)
Ousy Ous, .
: — (0,0) faiblement dans LP(€) x LP(Qs), (3.14)
oy = 0Oy
(5, 15) — (B .12) faiblement dans LY () x LY (). (3.15)
Démonstration. En Choisissant (vi,v9) = (0,0) comme fonction de test dans I'inégalité

(3.10), on en déduit que
pme? D)ooy + Hag” 1D (u5)]7o(qg)s
/ fiuidzidxsy +/ f5 usdzrdxs.
0 Q5

En utilisant les inégalités de Poincaré, Korn et par passage aux variables x et y, on obtient

’ LP(91)2+‘U2 LP(£22)2 < ¢ (3.16)
ous 0w
‘ Uq Us < , (3'17)
8y Lr(Q1)2 ay LP()2
U 7z
Hau1 |2 < < (3.18)
ox ()2 ox LP(Q2)2 I3
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De plus, nous utilisons les conditions d’incompressibilité (3.2), (3.3) et la formule de Green,

pour tout fonction (5, ¢5) € WEP(Q5) x WP (Q5)

1 2

8/5\ e
/ Uiz pidxdy + /
(971 (9y Qo

0 .
= 5/ ug, 1 dzdy + 5/ U5, —2dxdy.
Q1 83: Qz afﬂ

a/e\ e
Y22 p5dxdy
dy

—

Ce qui donne, en faisant usage de (3.1)

e e
‘ Oui + | Oz < ce. (3.19)
%y W=1r'(Q) %y W17 (Qy)

On peut alors extraire une sous-suite encore notée par (u, us) telle que

(us,u3) — (11, Uz) faiblement dans LP(Q;)? x LP(Q,)?, (3.20)
(881;1, a;;) = (aa?, %“;) faiblement dans LP(Q;)2 x LP(Q)2, (3.21)

e arEel
<3u12 3u22

oy oy ) — (0,0) faiblement dans LP(€2y) x LP(y). (3.22)

P

Soit maintenant (v§,v5) € WpP(€5)? x WF(Q25)?, en employant (u§ — v§,u5 — v§) comme

fonction de test dans 'inégalité (3.10), en utilisant les conditions d’incompressibilité (3.2) et
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(3.3) ainsi que la formule de Green et I'inégalité de Holder, on obtient

/ VS dzides + / Vpiuidedes
o o5

< P (/
QE

1

D) P dxld@) ( /Q E

1

=

|D(v])| dxldx2>

1

—l—glai“]\/[eas(ﬂl)i (/ |D(v])| dxldx2>
QE

1

Tz "
(Y
f2 LP/(Q2)2 2

e
1

+5’

-I—s’}%

LP' (Q1)2

1
+ 126" </QE |D(U§)|pd$1d902> (/Qs

2 2

WI},lp(Ql)z Wllép(Qz)Z

|D(v3)|” dxldx2>

S =

+gg€i+1MeaS(Qg)i (/Q |D(v5)| dxldx2> . (3.23)

2

D’autre part, il est facile de vérifier que, apreés quelques manipulations algébriques, on trouve

=

—

£
Uy

i=1,2. (3.24)

( I8 |D<vf>|Pdas1dx2)p <o

i

W%;p(ﬂz‘)g ’
Par conséquent, de (3.17), (3.18), (3.23) et (3.24) il s’ensuit que

/ Vpividxldxg%—/ Vpsvsdaidzs
QF Q3

< cs(‘

En passant aux variables = et y dans le cdté gauche de (3.25), on retrouve les estimations

—

£
+ ||vs

7€
v - ) (3.25)

1
WFip(Ql)2

Theése de doctorat en Sciences : Probléme de Transmission entre deux Fluides de Herschel-Bulkley



Saf Salim 3.3 Comportement asymptotique

suivantes :

e e
b1 Lgl(Ql)—i_‘pQ Lgl(Qz) C,
opi [ _
— C7
0L || -1 () 0L ||yyr-100 ()
opi ap3
apl + ap2 < ec
Y llw e ) Y llw—1r ()

(3.26)

(3.27)

(3.28)

Par conséquent, nous pouvons extraire une sous-suite encore notée par (pﬁ, pg) telle que

(1/7%,]/95) — (p1, p2) faiblement dans Lg/ (Q) x Lgl (Qa),

(3.29)

La preuve est terminée. Cette preuve permet également de déduire que la pression limite

vériﬁe (]/7; (xay) ,]/)E(CC,Z/)) = (ﬁ(%),@(l’))

Proposition 3.2. La vitesse limite donnée par (3.13) vérifie

hi(z) ha(z)
/0 ur1(z,y)dy +/h o U1 (x,y)dy =0 Va € I.
1T

Démonstration. Nous savons des conditions d’incompressibilité (3.2) et (3.3) que

. div uf(xy1, z2)p1(x1)dr1des + /QE div ug(xy, 22)pa(zq)dr1dey
1 2

=0 V(p1,92) € D(I)”.

Cela implique, en utilisant la formule de Green

d d
/Qi Ui1($1,$2)£($1)d$1dw2 —1—/93 ugl(xl,xg)c;z(xl)dxld@

Ouiy(z1, 2)

— o angpl(ﬂfl)d{lfldl?‘{‘/ﬂg

Ouy (21, v2)

0t po(1)dx1dTs.

]

(3.30)
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Par conséquent, par passage aux variables x et y en utilisant le théoreme de Fubini et la

formule de Green, nous pouvons déduire

1 d i 1 d ha
Lo (g [ ey det [oaw) (3 [ i oy ) de
= 0Y(p1,2) € D(1)*.

Alors,

1 d hl(:l?)/\ h2 :E)A
/Ow(x) . /0 ullxydy+ uglxydy dx =0V € D(I).

Alors,

d hi(z) ha(z)
Ar /0 ullxydy+ uglxydy = 0.

De plus, le fait que (us;, u5;) € LP(Qy) x LP(Qy) et (hy, hy) € CH(I)x C'(I) donne, en utilisant

I'injection de Sobolev WP (I) c C°(I)

ha(x)

hi(x) _ _
L ey + [y € 0T,

Ainsi, par passage a la limite lorsque ¢ tend vers zéro, en tenant compte des conditions aux

limites (3.6), (3.7) et (3.8), la propriété (3.30) peut étre déduite. O

Nous extrayons dans la proposition ci-dessous 1’équation vérifiée par la solution limite

(@1, 13) € W2 et (1, 75) € LE (1) x LE ().

Proposition 3.3. Si (8“—;1, agzl) # (0,0), alors le point limite (uiy,usz;) et (p1,p2) donné

par (3.13) et (3.15) vérifie le probléme limite

— e p—2 o~
w1 | dun [P 6U11 V2 (8u11) s Buor P77 duas
7 | 37/ n =
_2 o5 | 9y + 2 91519 - o5 | 9y Oy
+2gsign (22

dy

dpy — dps
ﬂ + for — P2 dans WL 7 (). (3.31)

= fi1 — -
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Démonstration. Introduisons l'opérateur & défini comme suit
oW — W,

(B0, 18), (05, ) hwawe = pue® [ D)™ D(ws) D (o) dsdr

1

Y pige? /Q ID(u3)["7 D) D(v5)da1 drs.

2

Il est facile de vérifier que ® est monotone et semi-continu ( pour plus de détails, voir les
références [35, 12, 10]). De plus, nous savons que la fonctionnelle

(vi,v3) € W& — g1 /Q |D(v])| dz1dzs + go /QE | D(v3)| dzydxs

1 2

est propre et convexe. Alors, I'utilisation du lemme de Minty permet d’affirmer que (3.10)
équivalent a l'inégalité suivante

(1" /Qg |D(v)[P~? D(v) D (v — uS)dardas + gie /QE |D(v)| dwidxy

1 1

e /Q D) | dayday + pse? /Q D@52 D(v5) D (v — u5)da1dxs

1 2

+goe /QE |D(v5)| dxidxy — goe /QE |D(u3)| daxydxs

2 2

o fi-(vf —ui)dzydes + /Qa p; div(v] — uf)dzidey
+/ f5.(v5 — us)dxydy —I—/ p5 div(vs — us)dzydy, V(vi,v5) € W-.

Notre but est maintenant de passer a la limite lorsque € tend vers zéro. Pour cela, nous
utilisons la proposition (3.1) et la faible semi-continuité inférieure de la fonctionnelle convexe

et continue

(05, 05) € W = gie /Q D (v5)| daydzs + goe /Q D (v5)| da1ds.

1 2
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On trouve l'inégalité limite suivante

2

/ L (|owa|” |, |oma|'| T 1 [0on 0(on — )
= o 9% || Oy oy 2| Jy oy
0013 0(V12 — Ua)
dzd
dy y o
1 361\12 861\22 3 1 8?71\12 8171\22 3
(B e gy / dud
o o \/2_[ Oy oy TG o, V2 || Oy Oy vy
. / 1 'a@2+ ol 1 [0m 0w~ w)
He2 0 9% || Oy oy 2| Oy oy
002 O3 — Us)
dzd
dy dy o
1 3@\12 (9@\22 3 1 8172\12 8172\22 3
— | |== — dxdy — dxd
+92 0 /2 [ oy oy 9, V2 || Oy oy vy

> [ Fi@ - w)dady + [ Fidiv(E - )dedy + [ (5 — ) dedy
1 1 2

+ | pdiv(t; — @)dedy, VU1, T5) € W, (Q1)° x W, (). (3.32)

Qo

En outre, de (3.13) et (3.14) nous trouvons

<8171\2 Ougy

Ty, 8y> = (0,0) dans €27 x .

Il suit, en gardant a Uesprit (3.30), que ui(x,y) = (u11(x,y),0) et , uz(z,y) = (uz1(z,y),0).
Cela permet également de choisir (v12,v22) = (0,0) dans (3.32). Considérons maintenant
I'opérateur ® tel que

W, =W, ,
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<®(271\17 172\1)7 (61\17 @))Wé xWp

-3 O " dity Ol gy + 12 / oy [ 51 O vy,
22 Jo, | Oy dy 0Oy 22 Ja, | Jy dy Oy

Il est clair que I'opérateur ® est monotone et semi-continu et la fonctionnelle

V2 0oy V2 0091
o) €W, — Y2 / GO gy + Y2 / V21 1rd
(11, a1) € W, 5 91 o | oy ray + 5 92 o | Oy ray

est propre et convexe.

Par conséquent, nous en déduisons en utilisant encore le lemme de Minty (3.2)

P2 A — — _—
M1 / Oy Our; 8(011 - aun)d d \/§ / Jon ded
5 Ja, | Oy oy oy vdy + g N Q.| Oy rey

V2 Ot po |0 "7 Otz O(Uar — Otiy)
_ve dody + 12 / dzd
291/1 dy :):y+2§ Q, | Oy dy dy B
V2 Oy V2 Ougy
ve V| ey — V2 / drd
+292/1 ay ray 29292 ay ray
>/ Fiv (o7 — @) dad —/ P — ) daed
= Jo, 11-(V11 11 Y 0, dr 11 11 Yy
—— dpa, . __ S
+/ le.(Ugl — UQl)dZEdy — 7(’021 — U21>dl’dy V(UH, U21> & Wp . (333)
Qs 0, dx
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Saf Salim

Cela donne, via la formule de Green

M1 Q oup | aun @ / ovyy
52 /Q1 3y ( By o —— ) (v11 — u1p)dzdy + 5 g1 o 78y dxdy
V2 Oy H2 o |ouy | au?l
_v= d / — G7)dxd
2 91 /91 oy ey Qs 8y (75, dy dy ) (Var = Tar)ddy
\/§ 02121 \/§ 8172\1
w50 [Ty | = e [, ||

> / f11 U11 — un)dxdy — / (V11 — Uy )dxdy

dps .
P2 ('U21 — Ugl)d.l’dy, v (UH, 'U21) € Wp. (334)

* /92 ?2\1(62\1 — tar)dudy — Q. dx

a cause du fait que WF1£ P(€);) est dense dans W,(€;), voir [9, 14], on peut prendre vy; = U1 t¢;

et Va1 = Ugy £ o dans (3.34), ou (¢1, p2) € erip(Ql) X W#;p(92> pour obtenir les inégalités

suivantes :
o P=2 A _
,ul/ 0 auup 8u11 dd @ / a(”ll"’@l) ded
2% 918y ( oy dy prirdy + g N o dy ey

V2 diiri pa 0 (|0wm | Ot
- drdy — — dxd
g N /91 oy vy /QQ dy y dy Py
2 Un 2 Ua1
+\/_92/ M drdy — \/_92/ Otz drdy
2 Qs oy 2 Q| Oy

_ dos _
> / fupidedy — / 7p1s01dxdy+ / farpadady
Qq Q4 d.fL' Q2

-
— [ SPeadudy Vigr,p2) € WL (@) X Wi ().
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et
o), ““%; et [ e

— doy —
—/ fn(pldﬂidy—i—/ ﬂ901d$dy—/ le@gdxdy
(951 (951 dI Qo
+/ - P2 idy (pr, ) € W P(50) x Wi (0).

Remplacer dans ces deux inégalités la fonction de test (1, ¢2) par (Api, Aps), A > 0, en

divisant les inégalités obtenues par A. Le passage a la limite quand A tend vers 0 implique,

sous I’hypothése (6171\1 8“—/2\1) # (0,0), que
dun [P o

y 0 oy
gi /{21 883/ ( dy dy ) Prddy

+\f91 /Q sign (82} ) (8(;0; )d:rdy
+\fgz /92 sign (37;62;1 ) (350; )dmdy

_ dor _
> / fupidedy — / 7p1901dxdy+ / farpadady
(921 (951 dIL’ Qo

.
_/Q —adrdy Vo1, 2) € Wi () x Wi ().
2
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Saf Salim 3.3 Comportement asymptotique
et
oy 0 (|oan| " oun)
7 - xr
22 Ja, Oy Jy oy pLevey

2 . [ 0ug \ [Opy
/lezgn< By ><8y )d:vdy

p=2 A
MQ/ 0 Otiny |77 Oum drd
+2§ Q, Oy ( oy dy P20y

\/§ . Oty o

— doy —
Z —/ fll(pldlldy + / ﬂ@ldl’dy — / fgl@gdxdy
(951 (951 dI Qo

dp2
[ Padady V(o) € WP () x W (Qa).
Q, dx
Par conséquent, on obtient en combinant ces deux inégalités et en utilisant une intégration

—

simple par parties
o [ w|oan| " oun, V2 . oun
— — (= -— dxd
0 | o low" P owm, V2 0w,
— — (= — dxd

_ dr _
:/ fi1 — e prdxdy +/ fo1 — == padxdy
Ql d:U QQ dl‘

V(p1,92) € erip(Ql) X WI};p(Q2>‘

Considérons
{ ®1 dans Ql

o dans Qy
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Saf Salim 3.3 Comportement asymptotique

et
~ p—2 o~ . —~
a, = _8% Kfé agi; 65;) + %9152971 (88;1)] dans
0 dans 2,
0 dans €y
ay = 2 o~ . _ |
i _8% KS’E 8551 6;;) + ?gzszgn (88;1)] dans Q,
b, = (?1\1— %) dans € 7
0 dans €,
N 0 dans O,
L (72\1— %) dans Qg
Alors

/Q(ﬁ + az)pdrdy = /Q (@1 + az)prdedy + /Q (a1 + az)padady
1 2

- / Giprdudy + / Gapaddy
Ql Q2

o | lownloun. V2 . oun|
o ay (2§ ay ay ) + 9 QISZgn( ay ) praxray

o | 0w P 0w, V2 . Ous
B v dad
+/92 3 (2§ 9 8y) + 5 g2sign( ay) padrdy

—  dpyy —  dpsy
:/ fi1— P prdxdy +/ for — P2 padxdy
o dx Qs dx
= / biprdady + / bypadady
Ql Q2
=4@+®wmywmw#my

Ce qui donne finalement (3.31).
Désormais, nous désignerons par (u11, u21) € W, et (p1,p2) € L¥ (9) x LF (€2 la solution

du probléme limite (3.31). O
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Saf Salim 3.3 Comportement asymptotique

La proposition suivante montre I'unicité de la solution limite (u1y, p1) et (ua1, p2)-
Proposition 3.4. Le probléme limite (3.31) a une solution unique (Ui, uz1) € W, et
(P1,13) € LY () x LSI(QQ) avec la condition (3.30).

Démonstration. Supposons que le probléme limite (3.31) a au moins deux solutions (@11, 1) €
W, (51,72) € LY (1) x LY (Q) et (@, @) € Wy, ( D1y p2) € L5 () x LE (Q). En parti-

culier, (@11, U21), (P1,P2) et (Ui, Us1), (D1, D2 ) sont solution de la formulation faible (3.33).

Alors
P2 A— — — .
1 / Oun Ouyy O(v11 — Oupy) V2 / oo
— dxd — ——|dxd
22 Ja, | Oy oy dy ray + 2 2 Q | Oy vy
V2 [ ]2 g, = Outzi " Otz (01 — 0 ,
g N Q | Oy 25 Jy oy dy Y
Ng) D1 V2 Dy
ve IOy — Y2 / dzd
+292/Q2 dy ray 29292 dy ray
> / fn V11 — un dl)?dy / UH — Ull)dl’dy
—_— d Do
+/Q f21 ('U21 — UQl)d.CL’dy — 0 . (U21 - Ugl)dﬂfd’y V(UH, U21) S Wp. (335)
2 2
et
— p—2 -
w0 | 0 05 — Oam) V3 [ o
= dxd — —— | dxd
25 /91 oy dy oy v+ g Nt Oy ey
V2 I o [ |0 |7 O 0w — Oy
_ve dody + 22 / dzd
2 N /Ql dy oy + 22 Ja, | Oy dy Ay v
V2 OUa1 V2 Oy
Ve drdy — Y2 / dzd
+292/ ay ray 29292 ay ray
> /Q J11 (011 — wqy)dedy — A %(vn — uyy)dzdy
T — — d o —
+/Q f21(U21 — u21)dxdy — o Zf(’l)gl — u21)dxdy V(Uu, Ugl) - Wp. (336)
2 2
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Saf Salim 3.3 Comportement asymptotique

En employant v17 = w11 , U1 = U1 et V17 = U1y , Va1 = Uz comme fonctions de test dans

(3.35) et (3.36), respectivement. En soustrayant les deux inégalités obtenues, on peut déduire

&/ oun | oun _ |own|" o | o(@ — ),
25 Ja, \| Oy dy Oy oy dy y
"y O | Ot |0w | 0 | O(Tm — %) o
23 Ja, \| Oy dy dy Ay Ay
d d Ds — P2 —— —
< /91 (P1dxp1)(un — uyy)dxdy + o, (p2dxp2>(uz1 — Ugy )dxdy. (3.37)

Observez que pour chaque z, y € R,

2
p—2 p—2 ’SC—y’

=yl Ty) (@ —y) z2 5, 1 <p<2

(b =) e =) 2 e e

Cela conduit, en utilisant (3.37), a

2

‘a@_@ ’ ‘a@_@
) ]
ﬂ/ L da dy+@/ L dedy
22 Jo <8u11 +’8m1 > 25 Ja, (ag;l n ag’;l )
Y Y
d d
S/ 7@1 pl)(un — uyy)dxdy + 7@2 p2)(U21 — Uy )dzdy
of) dx Q dx
hi(z)
—/ /0 (un —un)dy d
1 d(ps —15) fhe(z)
0 dx hi(z)
L’utilisation de (3.30) donne
—_— |2 - -2
’3(“13“11) ‘W
a2l / L iy + 2 / LY | dedy =0 (3.38)
25 Jou (|05 | o 25 Jou (|0 | | |om
dy oy Y 9y
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Saf Salim 3.3 Comportement asymptotique

Ce qui donne, en gardant a ’esprit (3.38)

(8(17\11 — ) Oz — ?72\1)> = (0,0).

gy Oy
Depuis (uxn(a:, hi(z)), U (z, hg(x))) = (un(z, hi(x)),uz1(z, ho(z))) = (0,0), on en déduit
que (U1, ay) = (Uq, Uy a.e. dans ) x Q. Enfin, pour prouver 1'unicité de la pression, nous
utilisons I'équation (3.31), avec les deux pressions (1 , p1 ) et (2 , Da )-

Nous trouvons

A -7 _, o, W2~ F)

= 0.
dx dx

Ensuite, en raison du fait que (71 , 1 ) € L5 () X LE (), (75, 72 ) € LE () x LE () le

résultat peut atre facilement déduit. n
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Ans cette these, on a étudié 'existence et I'unicité de la solution d’un probleme de
D transmission entre deux fluides de Herschel-Bulkley incompressibles, rigides et visco-
plastiques dans une couche mince bidimensionnel en régime stationnaire, en supposant que
les coefficients caractéristiques des deux fluides sont différents et en imposant a I'interface de
contact fluide-fluide des conditions aux limites de transmission naturelle, c¢’est-a-dire conti-
nuité des vitesses et continuité des contraintes, ainsi que des conditions sur 'une des deux
bords de la couche mince.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle (ou I'inéquation
de la formulation variationnelle), et on utilise les techniques sur les inéquations variationelles
avec opérateurs monotones et fonctionnelles convexes introduir dans [11] pour obtenir 1'exis-
tence et I'unicité d’une solution faible.

L’étude de comportement asymptotique d’un probléeme mécanique de transmission entre
deux fluides incompressibles, rigides et viscoplastiques de Herschel-Bulkley dans une couche
mince bidimensionnelle en régime stationnaire avec des viscosités différentes, et les conditions

aux limites de transmission naturelles a l'interface de contact fait une partie treés imprortant



dans cette these.

Travaux perspectives

1. En considérant le cas ou les coefficients caractéristiques des deux fluides sont différents

et variantes.

2. Donne une méthode dans laquelle nous pouvons trouver les parametres de Herschel-

Bulkley expérimentalement.
3. En considérant le phénomene péristaltique avec le fluide de Herschel-Bulkley.

4. L’étude d’'un probléme mécanique de transmission entre deux fluides incompressibles,

rigides et viscoplastiques de Herschel-Bulkley dans une couche mince tridimensionnel.
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