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RESUME

L’objet de cette theése est I’étude des équations différentielles stochastiques rétrogrades (en
abrégé EDSR, BSDE en anglais) avec application au controle stochastique et aux équations
aux dérivées partielles (EDP, PDE en anglais). Les EDSR ont été introduites en 1973 par J.-
M. Bismut pour la premiére fois dans le cas linéaire, E. Pardoux et S. Peng en 1990 ont établi
le premier résultat d’existence et d’unicité de la solution d’une EDSR dans le cas non linéaire.
Depuis, la littérature sur les EDSR ne cesse de s’accroitre. Ceci est essentiellement di aux
nombreuses applications qu’elles ont pu apporter dans divers domaines de mathématiques tels
que les équations aux dérivées partielles, les mathématiques Financiéres, le controle optimal,
les jeux différentiels et la géométrie différentielle.

Cette thése contient une introduction générale et trois chapitres.

Dans l'introduction générale on donne un apercu général sur la théorie des équation différen-
tielles stochastiques rétrogrades (EDSR). On donne les résultats antérieurs sur les équations
différentielles stochastiques rétrogrades et sur les EDSR reflechiés et les EDSR avec champ
moyen. On présente les résultats de la présente thése.

Le premier chapitre traite un probléme d’existence de solutions faibles d’équations diffé-
rentielles stochastiques progressives-rétrogrades (EDSPR). Le générateur de PEDSPR, est
supposé continu en (y, z) mais éventuellement discontinu en z. Le drift de la composante
progressive est simplement un drift mesurable et le coefficient de diffusion peut étre discon-
tinu. Notre approche est basée sur des équations aux dérivées partielles.

Le deuxiéme chapitre traite le principe du maximum de Pontryagin pour un systéme dont
la dynamique est dirigé par une EDSR & champ moyen et & horizon infini, ou les coefficients
dépendent de la loi marginale du processus d’état par l’espérance de sa valeur. De plus,
la fonction du cott est aussi de type champ-moyen. Les conditions nécessaires d’optimalité
pour ses systémes seront établies sous la forme de principe du maximum par les techniques
de perturbation convexe.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions les équations différentielles stochastiques rétro-

grades réfléchies lorsque le générateur est a croissance quadratique en la variable z et la



condition terminale est dans 2.
Mots clés : EDSR — EDS de type champ moyen — Horizon infini — principe du maximum
— EDP —Martingale — Existence — Control de type champ moyen — Estimation de Krylov —

Formule d’It6 Krylov — Formule de Tanaka.
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ABSTRACT

The objective of this thesis is the study of backward stochastic differential equations (ab-
breviated BSDEs) with application to stochastic control and partial differential equations
(PDE). BSDEs was introduced in 1973 by J.-M. Bismut for the first time in the case where
the generator is linear, E. Pardoux and S. Peng in 1990 who established the first result of
existence and uniqueness of the solution in the non-linear case. Since then, the literature on
BSDEs has continued to grow. This is mainly due to the many applications they have been
able to bring in various areas of mathematics such as partial differential equations, financial
mathematics, optimal control, differential games and differential geometry.

This thesis contains a general introduction and three chapters. The main results of which are
presented in the general introduction which also contains the previous results on the bakward
stochastic differential equations, reflected BSDEs and the BSDEs with mean-field type.
The first chapter deals with a problem of existence of weak solutions of forward-backward
stochastic differential equations (FBSDE). The FBSDE generator is assumed to be continuous
in (y,z) but possibly discontinuous in x. The drift of the progressive component is simply
measurable and the diffusion coefficient can be discontinuous. Our approach is based on
partial differential equations.

The second chapter deals with the Pontryagin’s maximum principle for a system whose
dynamic is governed by an BSDEs with mean-field and infinite horizon, where the coefficients
depend on the marginal law of the state process by the expectation of its value. In addition,
the cost function is also of the mean-field type. The necessary conditions of optimality for
this system will be established in the form of the maximum principle by the techniques of
convex perturbation.

In the third chapter, we study reflected backward stochastic differential equations when the
generator is quadratic growing in the variable z and terminal condition in 2.

Key words : BSDE — Mean-Field SDE — Infinite horizon — maximum principle — PDE —
Martingale — Existence — Mean-Field control- Krylov’s estimate — It6-Krylov’s formula —

Tanaka’s formula.
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Introduction générale

Dans cette thése, nous nous intéressons a I’étude des équations différentielles stochastiques
rétrogrades (EDSR) avec des applications au controle stochastique et aux équations aux
dérivées partielles (EDP). Ce genre d’équations est apparue sous forme linéaire en 1973 dans
un travail de J.M. Bismut [2I]. La théorie des EDSR non linéaires a commencé avec larticle
de Pardoux et Peng [65] dans lequel les auteurs ont établi un résultat d’existence et d’unicité
des solutions pour ce type d’équation dans le cas ou le générateur est uniformément Lipschitz
en (y, z). Depuis, la littérature sur les EDSR ne cesse de s’accroitre. Ceci est essentiellement
di aux nombreuses applications de ces équations dans divers domaines de mathématiques tels
que les équations aux dérivées partielles, les mathématiques financiéres, le controle optimal,
les jeux différentiels et la géométrie différentielle. On commence par ’exemple habituel sur
les EDSR.

On se donne un mouvement Brownien d-dimensionnel W défini sur un espace probabilisé
filtré (2, F, (Fi)i>0,P) et € une variable aléatoire Fr—mesurable et a valeurs dans R*. Nous
considérons 1’équation différentielle suivante :

&= —H(t,Y;), Yt €[0,T], (1)

Yp=¢ .

Supposons, sans perdre de généralité que H = 0, par conséquent le probléme devient

4 =0, Vt € [0,T],

Yy = €.

(2)
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On va chercher donc, pour chaque instant ¢, une solution Y; ne dépendant pas du futur apres
t. Autrement dit, le processus Y est Fi-adapté. Un calcul simple montre que cette solution est
donnée par Y; = £. Il est clair qu’elle n’est pas adaptée sauf si £ est déterministe. La meilleure
approximation donc pour que la solution soit adaptée est la martingale Y; = E(§|F).

Si on travaille avec la filtration naturelle du mouvement brownien, le théoréme de représen-
tation des martingales browniennes nous permet de construire un processus Z adapté et de

carré intégrable tel que
t

Y= B(@lF) = Bl + | ZaW,
0
On en déduit, en différentiant la relation précédente que E(&|F;) est la solution de ’équation

suivante :

dY, = Z,dW, Vte|0,T),

Y = £

(3)

Il est clair, que la structure de ’équation initiale a été modifiée, faisant apparaitre un
nouveau terme Z;dW; qui permet de rendre la solution adaptée. Comme nous introduisons un
terme supplémentaire Z dans I’équation, il est naturel d’autoriser la fonction H a dépendre

de Z, ce qui nous conduit au probléme suivant :

dY, = —H(t.Y,, Z))dt + ZdW;, Vi € [0, T),
Yr = ¢

ou, de fagon équivalente, sous forme intégrale
T T
Yt—ﬁ—i-/ H(T,Y;,Zr)ds—/ Z.dW,., 0 <t <T. (5)
t t

L’inconnu de I’équation est le couple de processus (Y;, Z)iejo,1)-

Les EDSR réfléchies ont été introduites par El Karoui et al. dans [34] dans le cas unidimension-
nel avec une barriére continue. Il s’agit de chercher un triplet de processus progressivement

mesurables (Y, Z, K) ou le processus K est croissant et tel que :
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T T
Y{t=§+/H(3,Y5,Zs)ds+KT—Kt—/stWS, vt € [0,77],
t t

YtZSt7 OStSTa

(K}) est un processus croissant, continu tq Ky = 0,
T

\ 0

Ici, S est un processus progressivement mesurable, qui joue le role d’une barriére. Le role
du processus K est de pousser le processus Y vers le haut pour le maintenir au-dessus de la
barriére S. La derniére condition est connue sous le nom de condition de Skorohod et garantit
que le processus K agit de maniére minimale, c’est-a-dire seulement lorsque le processus Y
veut traverser la barriére inférieure S.

Cvitanic et Karatzas ont introduit dans [31] les EDSR reéfléchies a deux barriéres continues :

) Y, =&+ [T H(s,Ys, Z)ds + [T diS — [TdK; — [T Zdw,, 0<t<T,
(i) ¥t < T, L, <Y, < U,
(iti) [ (U — Yi)dK; = [, (Y — L)dEK; = 0.

Dans [31], les auteurs ont prouvé I’existence d’une solution unique dans le cas ou le générateur
H est uniformément Lipschitzien et la condition terminale ¢ est de carré intégrable. Les
barriéres sont soit réguliéres soit elles satisfont la condition dite de Mokobodski qui conduit
a l'existence d’'une semi-martingale positive entre L et U. Lorsque £ est bornée, H satisfait
H(s,y,z) < C(14¢ (y)+]|z|*) [avec ¢ est une fonction bornée sur des ensembles compacts| et
les barriéres satisfont la condition de Mokobodski, I’existence d’une solution a été prouvée par
Bahlali, Hamadéne et Mezerdi [20]. Dans Hamadéne et Hassani [43], existence de solutions
a 'EDSR réfléchie & deux barriéres a été prouvée dans le cas ot la donnée terminale £ est
de carré intégrable et H a une croissance linéaire uniforme en y et z et les barriéres sont de
carrées intégrables et satisfaisant L, < Uy, Vt € [0, 7. Il existe de nombreuses études sur ces
équations, voir par exemple [56] 36].

Dans un travail récent Buckdahn et al. [26] (2009) ont introduit une notion d’équation diffé-
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rentielle stochastique rétrogrades de type champ moyen (MF-BSDE) de la forme
T T
Yoo et /E’ H (s,Y!, 2, Y, Z,)] ds - /stws,o <t<T, (6)
t t

ou, pour t € [0, 7],

B'[H (s,,Y], 2, Ye, Zo)| (w) = B [H (5,Y], Z, Ys (w) , Zs (w))]

/H Wiw, s, Y (W), Zs (W), Y, (W), Zs (w)) P (dw'),

Ils ont établi ’existence et 'unicité de la solution sous la condition de Lipschitz uniforme sur
le générateur. Dans [29], Chen a établi un résultat d’existence et unicité pour des équations
différentielles stochastiques rétrogrades & horizon infini. Cette thése contient trois chapitres,

que nous décrivons dans ce qui suit.

Dans le premier chapitre, nous établissons ’existence de solutions faibles pour un systéme

découplé I’EDS-EDSR (ou EDSPR) défini comme suit :

X, =a+ [[0(X,)du+ [ o(X,)dW,,

Y HXT +f fXﬁ}/;“;ZT de tSSSTa

b est la dérive, o est le coefficient de diffusion, (W;); est un mouvement brownien et MX est
la partie martingale de X.

Dans [44], les EDSPR multidimensionnelles ont été étudiées lorsque les parameétres sont
continus et l'existence de solutions a été établi sous une condition dite de L?-domination.
Dans ce travail, nous établissons I’existence de solutions pour 1’équation . Les hypotheses
dont nous avons besoin pour les coefficients b, f et ¢ rendent le cadre classique des EDSPR
inadapté. Il est clair que 'existence de solutions fortes pour une EDS avec un coefficient de
diffusion discontinu n’est en général pas garantie. Par contre, la notion de solution faible

semble particuliérement pertinente dans notre contexte. La notion de solution faible a été
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introduite par Skorokhod dans [71], voir aussi Stroock et Varadhan [72]. Nous cherchons
une solution faible au systeme d’EDS-EDSR . Pour cela, nous exploiterons le fait que

I'EDS-EDSR (|7 est connecté a I’équation aux dérivées partielles semi-linéaire

%(57 ry, T2) = Lo(s, 1, x2) + f(@1, 2, v(s, 71, T2), Vau(s, 21, 72)),

U(wah x2) - H(x17 x2)7 0 S S S t?

ou

0 0
L= Z aij('rl’ x2)8l‘iaxj + Z bi<l’1, 332)8:1:2 (9)

ij i

La stratégie consiste a construire une solution v de cette EDP et qui soit assez réguliére au sens
de Sobolev de sorte qu’elle permet d’utiliser la formule d’It6-Krylov pour obtenir 'existence
de solutions faibles de PEDS-EDSR ([7)). Pour résoudre 'EDP (), notre stratégie est basée
sur une méthode développée par Doyoon & Krylov [33]. Nous en déduisons que le processus

(Ys, Zs) := (v(s, X5), Vau(s, X;), s € [0,t]) est une solution faible de PEDS-EDSR (7).

Dans le deuxiéme chapitre, on considére un probléme de contréle optimal & horizon infini ot

la fonction cotit est donnée par

—+00

J<u>:E[O £t X0 Blp(X0)), ur)ds| | (10)

ouy:R —R.
Le processus d’état est régi par une équation différentielle stochastique de type champ moyen

(appelée aussi EDS de McKean-Vlasov) de la forme :

dX, = b(t, X0, B (U(X), u)dt + o(t, Xo, B (B(X,)) , u)dW, )

Les équations différentielles stochastiques de type champ moyen ont été introduites dans un
article de H. P. McKean dans son étude probabiliste de ’équation aux dérivées partielles

de Vlasov, modélisant ’évolution des systémes de particules en physique statistique. Les
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propriétés d’existence et d’unicité ont été obtenues dans [28, 406, (63, [73]. Pour une introduction
a cette théorie, on peut voir les notes de cours de Sznitman [73]. Les EDS de type champ
moyen se sont avérées étre un cadre naturel de la théorie des jeux & champ moyen, introduite
par P.L. Lions et JM Lasry [52] et aussi par Huang, Malhamé et Caines [45] en 2006. Depuis,
une vaste littérature a été développée sur la théorie des jeux a champ moyen motivée par des
applications a diverses situations, comme la théorie des jeux les maths financiéres, les réseaux
de communication et ’étude de larges populations. On peut voir [28] qui est une référence
récente et assez compléte sur le sujet.

En utilisant les résultats obtenus par Z. Chen [29] et R. Buckdahn, J. Li, & S. Peng [26],
nous démontrons l'existence et 1'unicité d’une solution (Y, Z) de I’équation différentielle sto-

chastique rétrograde de type champ moyen & horizon infini de la forme :
+oo “+oo
v :§+/ B [f(s, Y, 2., Yo, Z,)] ds—/ ZAW,, >0,
t t

On établit aussi des conditions nécessaires et suffisante d’optimalité, sous la forme d’un
principe du maximum.
Dans le troisieme chapitre, nous considérons des équations différentielles stochastiques rétro-

grades réfléchies avec deux barriéres

) YeC Krand K- €K, Z € L2
i)Y, =¢+ [ H(s,Ys, Z)ds + [ dKF — [ dK; — [ Z,dW,,  0<t<T, 12)

’
(
(
(i) Ve < T, L, <Y, < U,
(

iv) [T(U,—Y)dK; = [] (Y — L)dK; =0,

\

ou le générateur H(t,w,y, z) est de croissance quadratique en sa variable z. La donnée ter-
minale £ est de carré intégrable. Les solutions sont contraintes & rester entre deux processus
continus L et U. L’objectif de ce travail est d’étendre une partie des résultats de [13] [14] aux

EDSR réfléchies. Nous utilisons d’abord la formule du temps d’occupation pour montrer que

pour toute solution (Y, Z, K™, K~) de 'EDSRR avec des données (H(t,y,z),&, L, U)
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satisfaisant :

[H(t,y, 2)| < m+ f(y)]=],

le temps passé par Y dans un ensemble négligeable de Lebesgue est négligeable pour la
mesure | Z;|2dt. C’est-a-dire que 'estimation de Krylov suivante est valable pour toute fonction

mesurable positive ¥
TATR 9
B[ W12 s < C Iy (13)

on T = TR AT ATR tq 7 = inf{t > 0 : |Y}| > R}, 7% := inf{t > 0 : K;' > R},
Tp = inf{t > 0: K > R} et C' est une constante dépendant de R, ||1l.1(q) et || fllLi(z,_mp-
En utilisant I'inégalité nous prouvons que la formule de changement de variable d’It6-

Krylov suivante est valable pour ® appartenant a 1’espace de Sobolev

6 = 00) + [ @ 0av+ ) [ 00012 (14)

ou (Y, Z, K™, K™) est une solution arbitraire de 'équation (12). Ceci nous permet d’établir

que 'EDSRR posséde au moins une solution.






Chapitre 1

Existence d’une solution faible a une
EDSR markovienne a coefficients

discontinus

(Travail conjoint avec K. Bahlali et A. Elouaflin)

Résumé. Nous établissons 'existence de solutions faibles pour un systéme découplé d’une
équation différentielle stochastique progressive (EDS) et une équation différentielle stochas-
tique rétrograde (EDSR). Le générateur H(z,y, z) est supposé continu en (y, z) mais éven-
tuellement discontinu en z. Le coefficient du dérive de la composante progressive est supposé
simplement mesurable et le coefficient de diffusion peut étre discontinu. Notre approche est
basée sur des équations aux dérivées partielles.

Mots clés : EDSR, EDS, Solution faible, EDP.

2020 Classification AMS : 60H20. 60H30, 35J60, 60J35.



Existence d’une solution faible & une EDSR markovienne.

Existence of a weak solution to a Markovian BSDE with discontinuous coefficients

(Joint work with K. Bahlali and A. Elouaflin)

ABSTRACT. We establish the existence of weak solutions for a decoupled system of a for-
ward stochastic differential equation (SDE) and a backward stochastic differential equation
(BSDE). The generator H(z,y, z) is assumed continuous in (y, z) but possibly discontinuous
in z. The drift of the forward component is merely measurable drift and the diffusion coeffi-

cient can be discontinuous. Our approach is based on partial differential equations.

Key words : BSDEs, SDE, weak solution, PDE.
2000 Mathematics Subject Classification. 60H20. 60H30, 35J60, 60J35.
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Existence d’une solution faible & une EDSR markovienne.

1.1 Introduction

Soit (W};)i>0 un mouvement brownien standard k-dimensionnel, défini sur un espace de pro-
babilité complet (Q2, F,P) et (F;)o<i<r sa filtration augmentée par les P-négligeables de F.
Soit f(t,w,y,2) une fonction définie sur [0,7] x Q x R x R? & valeurs dans R telle que,
pour tout (y,2) € R x R% le processus{ f(¢,, 2) bo<t<7 soit progressivement mesurable. On

considére 'EDSR
T T
Y, =¢ +/ f(X,, Y, Z.)dr —/ Z.dMX, t<s<T, (1.1)

ol £ est une variable aléatoire F;— mesurable et a valeurs dans R. Une solution de I’équation
est un processus (Y;Z) qui est adapté a la filtration engendrée par le mouvement
brownien W et qui satisfait 1’équation et une certaine condition d’intégrabilité qui sera
précisée plus tard.

La version linéaire de ’EDSR apparait comme 1’équation adjointe dans le principe du
maximum de Pontryagin en controle stochastique. Les EDSR linéaires ont été introduites
dans [21] par Bismut pour une utilisation en controle stochastique. Les EDSR non linéaires
ont été introduites par Pardoux & Peng dans [65] dans le cas ou le coefficient f est globale-
ment lipschitzien. Depuis, de nombreux travaux ont été développés avec des applications au
controle stochastique, en mathématiques financiéres et aux équation aux dérivées partielles.
Le document [35] et I'article [66] contiennent une bonne introduction a ce sujet.

Les EDSR a coefficient localement lipschitzien ont été étudiées dans [42] en dimension un et
dans [, 6] en dimensions supérieures & un. Les EDSR unidimensionnelles & coefficient continu
et de croissance linéaire ont été considérées dans [54] [55] ou le théoréme de comparaison a été
utilisé pour prouver l’existence de solutions. Les EDSR multidimensionnelles & croissance sur-
linéaire ont été étudiées dans [16, [15] ou lexistence, ['unicité et la stabilité des solutions ont
été obtenues. Des applications a des systémes d’EDP semi-linéaires éventuellement dégénérés
ont également été données dans |16, [15].

Dans ce chapitre, nous considérons le systeme d’EDS-EDSR. découplé suivant, également
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appelé EDS progressive rétrograde (EDSPR) Markoviennne,

X,=x+ fts b(X,)du + fts o(X,.)dW,,
(1.2)

Y, = H(Xr) + [T (X, Yr, Z)dr — [ Z,dMX t <5 <T,

ou M* est la partie martingale de X.

Les coefficients b, o, f et H sont des fonctions mesurables définis comme suit :

b: R — R

U:Rd+1r—>Rka

H:R*—R
fRTI X R xR — R

Les conditions imposées aux coefficients sont précisées plus bas.

Les EDSPR multidimensionnelles de type ont été étudiés dans [44] lorsque les coefficients
sont continus. Dans notre situation, les coefficients o, b, f ne sont pas nécessairement continus
par rapport x. Notre approche utilise les EDP.

Dans la littérature sur les EDS d’Ito, il y a deux notions de solutions : faibles et fortes.
Une solution forte est adaptée par rapport a la filtration du mouvement brownien, tandis
qu’une solution faible ne I'est pas nécessairement . Plus précisément, une solution faible (au
sens de Skorokhod voir [71]) est un ensemble constitué d’un espace de probabilité filtré,
d’un mouvement brownien W et d’un processus continu X de sorte que le couple (X, W)
satisfait la premiére composante de I’équation . Une solution (X, W) est appelée forte
si le processus X est adapté a la filtration du brownien directeur W.

Les équations de type sont plus adaptées a la notion de solution faible au sens de
Skorokhod. Comme dans les EDP linéaires, les solutions faibles (en loi) du sytéme d’EDS-

EDSR ([1.2)) sont suffisantes pour donner une représentation probabiliste des solutions ’EDP

12



Existence d’une solution faible & une EDSR markovienne.

semi-linéaires. Il s’aveére que l’existence d’une solution faible pour des EDSR classique (i.e.
non markovienne) avec générateur continu (ou discontinu) est assez difficile a établir. Peu de
résultats sont connus dans cette direction. Et a notre connaissance, les résultats connus sont
[17,123]. Dans [17], le "sens faible" provient de la composante rétrograde, mais seulement dans
les cas particuliers ou le générateur f prend la forme f(t,z,y, z) := zh(t,z,y, z). Cependant,
les EDSR considérées dans [I7] ont un générateur seulement mesurable. L’article [23] est
le premier travail qui construit une solution faible pour les EDSR dans le méme esprit que
pour des EDS progressive d’Ito. Dans [23], le sens faible provient de la composante rétro-
grade et dans le cas ou le générateur est seulement continu et borné. Bien que le générateur
considéré ne dépend que de y, le résultat [23] peut étre vue comme 1’analogue de Skorohod
[71]. Notons que le travail [44] établit 'existence de solution pour un systéme d’EDS-EDSR
multidimensionnel dont le coefficient de TEDSR est seulement continu mais la solution X
de la composante progressive est forte, i.e adaptée a la filtration du brownien. Dans notre
situation X n’est pas nécessairement adaptée a la filtration du brownien.

De notre point de vue, la premiére difficulté pour établir I'existence et 'unicité de solutions
faibles pour les EDSR est liée au théoréme de représentation d’Itd. La deuxiéme difficulté
réside dans le fait que si on veut essayer d’imiter la méthode développée pour définir des
solutions faibles pour les EDS progressives, il est important d’introduire une topologie rai-
sonnable, sur l'espace canonique de (Y, Z7), qui permet d’obtenir la compacité des lois et
Iidentification des limites. Cette topologie semble difficile & exhiber.

Dans ce chapitre, nous traitons de ’existence de solutions de ’équation . Les hypotheéses
que nous imposons aux coefficients b, f et 0 ne permettent pas d’établir I’existence de solutions
fortes pour la partie progressive. C’est a dire des solutions qui ne sont donc pas nécessairement
adaptées a la filtration du brownien directeur. Ceci ne améne a chercher des solutions faibles

au systeme ((1.2)). Pour ce faire, nous allons exploiter le lien entre les EDS-EDSR (|1.2)) et les
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EDP semi-linéaires

%(87 11, T2) = Lo(s, 21, 12) + f(21, 2, v(s, 21, 22), Vou(s, 21, 12)),
(1.3)
v(0,x1, T3) = H(z1, x2), 0 < 5 <'t,
ol
L'—Zw(x T2) o +Zb~(m To) 0 (1.4)
= g \L1y L2 (91'181'] ' i\1y L2 8302 .

2, ] A

et a:=(00");;.
Avant d’expliquer notre stratégie pour traiter le probléme, précisons quelques notations qui
seront, utilisées tout au long du document. Pour tout p > 0, on note,

]LP

I o(R) := L’espace des (classes de) fonctions u définiées sur R qui sont p-intégrables sur les

ensembles bornés de R.
C([0, t] x R := I'espace des fonctions continues sur [0, ¢] x R+,
W2

> 10c = L’espace de Sobolev des (classes de) fonctions u défniées sur R telles que u et ses

P P T / " : A p
dérivées généralisées v’ et v appartiennent a L] (R) .
C := L’espace des processus F;—adaptés et continus.

SP := L’espace de processus ¢, F;—adaptés et satisfaisant : E (SUPogth ](pt|p) < 00.

L% := L’espace de processus ®, F,—adaptés et satisfaisant : fOT |<Dt]2 dt < 0o, P — p.s.

MP := L’espace de processus ¢, F;—adaptés et satisfaisant : {(fOT |gos|2ds> ’2’] < 0.

La stratégie consiste a construire une solution v, de 'EDP , qui soit suffisament régu-
liere au sens de Sobolev puis a utiliser la formule d’It6-Krylov pour obtenir I'existence d’une
solution faible de 'EDSR . Nous utilisons des arguments de compacité pour construire
une fonction continue v qui appartient a 1’espace W;:i,c([(), t] x R et qui vérifie "EDP
considérée. Notons qu’en raison de ’absence d’une régularité Holder du coefficient de diffu-
sion, nous ne pouvons pas obtenir des estimations ponctuelles du gradient de la solution v.

Notre stratégie est basée sur une méthode alternative. Nous utilisons un résultat de Kim &

Krylov [33] pour obtenir des estimations P-locales des dérivées généralisées prmiéres et se-
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condes. Nous établissons une estimation W; 2 de la solution v sur une boule de [0, t] x R*,

,loc

Ceci nous permet d’appliquer la formule d’It6-Krylov & v et d’en déduire que le processus
(Ys, Zs) := (v(s, Xs), Vau(s, X;), Vs € [0,t]) est une solution faible du EDS-EDSR ([.2).

Le chapitre est organisé comme suit : dans le paragraphe 2, nous rappelons quelques défini-
tions et énongons les hypothéses. Dans le paragraphe 3, nous énongons le résultat principal
et le paragraphe 4 est consacré a la démonstration du résultat principal. Dans le paragraphe

5, on donne quelques résultats supplémentaires.

1.2 Hypothéses et préliminaires

Nous considérons les hypothéses suivantes :

Hypothése (A)

(i) Il existe une constante positive K telle que, pour tout x := (z1,z5) € R?

|a(z1,32)] < K (14 |aaf?)

b(w1, 22)| < K (14 [21] + |72]) -

(ii) Il existe une constante positive § telle que pour tout z := (z1,75) € R? et £ € R?

d+1

Zaij($1,$2)§z‘§j >0 |§|2-

1,7=1

iii) a est mesurable en x; et, pour tout N > 0, il existe une fonction positive continue py
p
satisfaisant lim, o pn () = 0 tel que, pour presque tout (xi,z3), (x1,25) dans le disque
D(0,N),
a1, 22) — alz1,23)| < p(|z2 — 25)).
Hypothése (B)

(§) f(z1,x9,y,2) est continue en (z3,y,2z) pour presque tout x; et, il existe une constante
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positive K telle que, pour tout (z1,72,7,2) € R x RY x R x RI*+!
|f(z1, 22,9, 2)| < K (1+ [z2] + [y| + [2]) .

(Jj) H est a croissance polynomiale, c’est-a~-dire qu’il existe une constante positive K telle
que |H(z)| < K(1+ |z|?), pour un ¢ € N*.

(Ji3) H e W2 1,.(RT1 R), pour tout p; > d + 2.

Définition 1.1 Une solution (faible) de I’équation est un triplet (W, X,Y, Z), (Q, F,P), (F)),
ou (F;) est une filtration satisfaisant aux conditions usuelles, W un (F;)-mouvement brow-
nien et (X,Y,Z) est un processus (F;)-adapté et satisfait l’équation P — p.s. pour chaque

te€0,T] et

P ( [ ORI+ (R + 70X, Y 20+ 205 < oo) .

Définition 1.2 Une solution forte de l’équation , sur l’espace de probabilité donné

(Q, F,P) et par rapport au mouvement brownien fixé W, est un processus (X,Y,Z) qui sa-

tisfait 1’équation et tel que

(i) (X,Y) est un processus continu.
(ii) (X,Y,Z) est (F}V)-adapté.
(iii)
T
P ([ X+ R + (X Ye 2]+ 12505 < 00) =1
0
Si de plus, [|(X,,Y,, Z,)|° = B [fol X2 ds+ [ Va2 ds + ) |Zs|2ds] < o0, alors on dit que
(X,Y, Z) est une M? solution.

Toute solution forte est une solution faible. c’est a dire que, I'existence forte implique 1’exis-

tence faible, voir par exemple [17] ou [23].

Définition 1.3 Une fonction u(t,x) est une W;’z solution de I’EDP st u appartient

1,loc

a W;floc et satisfait I’équation pour chaque (t,x).
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1.3 Les principaux résultats

Théoréme 1.1 Supposons que les hypothéses (A) et (B) sont satisfaites. Alors, ’EDP

,2

loc SOlution.

) 1
admet au moins une Wp

Supposons que les conditions (A), (B) sont satisfaites. Alors, d’aprés [49], le probleme de
martingales est bien posé pour la composante progressive de ’équation (1.2)). En outre, on a

le corollaire suivant qui est le deuxiéme résultat principal de ce chapitre.

2
1,loc

Corollaire 1.1 Supposons que les hypothéses (A) et (B) sont satisfaites. Soit u une W;
solution de I’EDP , qut existe par le Théoréme . Alors, le processus

{(Ys, Zs) := (u(s, Xs), Veu(s, Xy)), s€][0,T]},

est une solution faible de ’EDSR telle que,

(a) (Y,2) est F¥X—adapté et (Ys, [ Z,dMX)o<y<; est continu.
(b) B [suppe.c; Vil + fy 1Z:0(X) dr| < o,
La preuve de ce corollaire découle d’une application de la formule d’Ito-Krylov a la solution

u de PEDP ([1.3)).

Remarque 1.1 Comme a est uniformément elliptique, alors l’assertion (b) du corollaire

est équivalente a

t
E {sup |YS|2—|—/ ’U(X)‘2d7“:| < 00.
0

0<s<t

1.4 Preuve du Théoréme [1.1]

On suppose que les hypotheses (A) et (B) sont satisfaites tout au long des démonstrations.

Soit a?

s OF, S, H™ les régularisées (la régularisation classique par convolution) en tous les

arguments des coefficients a;j, b;, f, H respectivement. Les fonctions ajy, by, f", H" sont

bornées et indéfiniment dérivables avec des dérivées bornées de tout ordre, mais les bornes

peuvent dépendre de n. La suite H" converge vers H dans Wp% 1o Dour chaque p, donc
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uniformément sur des ensembles compacts. Les suites aj, b7, f" convergent respectivement

vers a, b, f dans L] pour tout p > d + 2.
On pose
" ::Zan-(xl Tg) o —l—an(xl Tg) 0 : (1.5)
07 K ’ &Ulascj . ! ’ 8$1
Pour chaque n, 'EDP
%(s, x1, ) + L™0"(s, 1, x2) + [™(x1, T2, V™(8, X1, T2), V,0"(8, 1, T2)) =0,
(1.6)

Un<T,{E17 CCQ) = Hn(xla Ig), 0<s< T7
admet une solution unique v" € C*2 ([0, T] x R**1).

Lemme 1.1 Pourn € N*, on désigne par (X", Y™, Z™) la solution de I’EDSR markovienne
associée auz coefficients b", ™, f*, H"™ et et partant de (t,x) € [0,T] x R4,
(i) Supposons que (A)-(i) et (A)-(iii) sont vérifiées. Alors, pour tout p > 0, il existe une

constante positive K1 = K1(T, K) telle que

0<s<T

supE { sup |X§|p} < Ki (1+|z])

(i) Supposons de plus que (B) — (j) et (B) — (jj) sont vérifiées. Alors, il existe une constante
positive Ky = Ky(T, K) telle que

sup [v"(t, z)| < Ko (1 + |x|?)

o v"™ désigne la solution de I’EDP @ et q l’exposant qui apparait dans [’hypothése B-(jj).

Preuve. L’assertion (i) est classique (voir par ex. [18]). Nous démontrons 'assertion (ii). En

utilisant les arguments standard des EDSR, on peut montrer que

B( sup [YIP) < BH"(XD)P) exp(3(K + 1)T) + (1 + [22)T exp((K (1 + T2)).

0<s<T
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Puisque H est a croissance polynomiale, il en est de méme pour H". Il existe donc une

constante positive K| = K;(q) telle que

B( sup [Y2P) < Kj(L+[a?) exp(3(K + 1)T) + (1 + [2")T exp((K (1 + T%)).

0<s<T

Puisque v"(t,x) = Y};", on déduit que
0" (¢, 2)]* < Fo(1+ [af*),

ot K5 est une constante qui dépend de 7', K, K;, K|. Le Lemme est prouvée. m

Du Lemme précédent, on en déduit que [v"(¢,x)|* est localement bornée sur [0, 7] x R4

(alors localement intégrable). Donc, pour tout R > 0, il existe une constante positive k; =

K5(1 + R??) ne dépendant pas de n telle que,

sup [v" (s, x)| < ky, (1.7)
(s,z)€[0,T]x B(0,R)

ou B(0, R) désigne la boule de centre 0 et de rayon R.

1.4.1 Estimations L}  des dérivées de v"

La Proposition suivante donne les principales estimations.

Proposition 1.1 Pour chaque p € [1,00] et R > 0 assez petit, il existe une constante positive

C(p, R, T, ky1,d) ne dépendant pas de n, telle que
T
/ / 100" + V0" + |Vt Pldsdz < Cp, R, T, ky, d).
o JB(0,R/2)

Preuve. Tout au long de la preuve de cette proposition, nous allons utiliser la convention de
sommation sur les indices répétés. Nous avons besoin quelques lemmes. Pour la simplicité,

nous supposons que H = 0.
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I1 découle de 'inégalité d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg (Théoréme 7.28, chapitre VII,

dans Gilbarg & Trudinger [37]) que, pour chaque r > 0 et chaque € > 0,

T T
/ / |V 0" (s, 21, 22)[Pdrds < e / / |V a0" (8, 21, 22) [Pdads (1.8)
o JB(,r) 0 JB(0,r)

T
+c(p, r, d)(1 + 51)/ / [0™(s, 21, To) [Pdads.
o JBo,r

Puisque v™ est uniformément bornée, alors par 'inégalité précédente et le fait que v" satisfait
PEDP 1D il reste & montrer que pour tout r > 0 suffisament petit, fOT fB(O " |V 0™ (t, 21, 22) [Pdadt
est uniformément bornée en n.

Nous allons commencer par I'estimation L?

o de Vg 2v™. Nous utiliserons la stratégie déve-

loppée dans la preuve du Théoréeme 9.11 dans Gilbarg & Trudinger [37] (voir aussi Caffarelli
et al. [27]). Nous réécrivons 'EDP ((1.6)) sous la forme suivante (la convention de sommation

sur les indices répétés est utilisée),

%(s, Ty, 12) + ai; (v, 0)%(3@1, x2) + gu(s, 1, x3) =0, s€ (0, T),
(1.9)
vn(T’ Ty, 33’2) = Oa
ou
O™ o™
In(8, 1, T) = [azj'($17 Ty) — a2j<x17 0)} m(&%, Ty) + by (71, $2)%(S7$1, 2y
i J %
(1.10)

+ fn(*rla T, vn(‘S) T, $2)7 VI/UR(S, xy, CCQ))

Pour chaque s < T et chaque boule @ := B(0, R) € R™ on pose Qs 1 r := [s, T] x B(0, R).

Pour ¢ € (0, 1), onpose ¢’ := @ Soit n € C°(Br) une fonction définie par n : R —
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[0, 1] ayant les propriétés suivantes :

a&) =1 xe B, oR),
n(x) =0, |z| > o'R,
V.n(z)] <4(1—-0)'R7', oR<|z|<0o'R,

Ve n(z)] <16(1—0)2R72, oR<|z|<0R,

\

La fonction u" := nv™ résout alors 'EDP

%(3, Ty, T9) + a (w1, O)az 8; (8,21, 2) + Gp(s, x1, 12) =0, s€ (0, T),

un(T’ Ty, x?) = 07
ou

o] ov™ On
D0, + 2a; ( 0)3_%8_% + ngn(s, x1, xa), (1.11)

Gn(s, x1, x3) 1= v"ay; (1:1, 0)———

Comme a” et b" satisfont I'hypothese (A) et f™ satisfait I’hypothese (B), nous en déduisons
que G,, est bornée dans [0, 7] x R+, Soit D un sous-ensemble borné arbitraire de R*!. Etant
donné que a}';(.,0) et G, sont bornées, et G, est a support compact, alors selon Doyoon &
Krylov [33], il existe une constante positive C' = C(d, Cy, C3, K) telle que pour tout n, nous
avons

u* € Wy A([0,T] x D) and  [[u” {120 19 py < CllGnllzeqo.rix ). (1.12)

D’apres la définition de la fonction 7, il s’ensuit que,

Hvx,xvn HLp(Qo, t,oR) < Hvxﬂcun ” Lp(Qo,¢,6'R) (1-13)

Selon l'inégalité (|1.12), il reste a estimer la quantité fOT fB(O o'R) |G (s, 1, x2)|Pdsdx. Nous

avons

T
/ / |G (s, 21, 22)|Pdsdx < Ay + Ay + As, (1.14)
B(0,0'R)
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ou

T
A= C) [l e O V(o )P
o JB0,0'R)

T
= C) [ [0, O [V V(o aa) s
0 JB(0,0'R)

T
As = C(p)/ / \gn (s, T1, z2)|Pdsdz.
o JB(0,0'R)

Le lemme suivant donne une estimation de A, A; et As.

Lemme 1.2 Pour tout p € [1,400|, il existe des constantes positives Cy := Ci(p), Cy :=

c(p, R, d) telles que pour chaque € > 0,

()
T
27%(1 — 0)PRP.A; < C(p)2*(1 — o) PR Psup |a" (1, O)|p/ / |v" [Pdsdx.
Q 0 JB(0,0'R)
(i)
T
27%(1 — 0)PRP.Ay < C(p)sup|a™(zy, 0)P [6/ / |V 0" Pdsdr +
Q 0 JB(0,0'R)

T
+ 02(1+51)/ / |v”]pdsdx].
o JB(0,0'R)

(iii)
T
As < {sup(|:c2|p)+5 <sup|b”(x1,x2)]p)} X C(p)/ / |V 20" (s, 21, xa)|" dxds
Q Q 0 JB(0,0'R)

T
+Ca (sup (o) et ro v [ jurpasas]
Q 0 JB(0,0'R)

T
+ C(p)Ch (mes(Q07T7R) + sup(|z2|?) + / / |v" (s, 1, z2)|[Pdxds
Q 0 JB(0,0'R)

T T
+ 6/ / V20" (8,21, 22)[Pdrds + Co(1 4+ &71) / / ]v"]pdsda:> :
o JB,o'R) o JB(©,R)

ot mes(Qor.r) désigne la mesure Lebesgue de 'ensemble Qo 1 -
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Preuve. Tout au long de la preuve, nous désignons par C'(p) une constante qui peut varier
d’une ligne a une autre.

e Inégalité (i)

Nous utilisons successivement le fait que a™(., 0) est uniformément bornée [qui découle de

I’hypothése (A)-(ii)] et les propriétés de n pour montrer que

T
A < C(p)2*(1 — o) * R * sup |a"(zy, O)|p/ / [v"[Pdsdzx.
Q 0 JB(0,0'R
Ainsi,
T
27%(1 — g)’RP.A; < C(p)2%(1 — o) PR Psup|a" (21, 0)|p/ / |v" [Pdsdz.  (1.15)
Q 0 0,0'R

o Inégalité (ii)

Puisque a™(., 0) et V,n sont bornées, nous utilisons les propriétés de la fonction 7 pour

obtenir

T
Ay < C(p)22(1 — o) PR sup |a" (21, O)” / / V0 Pdsda.
Q 0 0,0'R)
Ainsi,
271 - o)’ RP. Ay < C(p )sup\a 1, 0 / / V0" Pdsd. (1.16)
B(0,0'R)

On utilise I'inégalité (1.8) avec r = ¢'R et Cy = ¢(r, p, d) pour obtenir, pour tout &, que

27%(1 — o)PRP. Ay < C(p )Sup|a (z1, 0)7 {z?RdH/ / |V 0" [Pdsda
(0,0’R)

+ Cy(1 +5_1)/ / |v”|pdsdx} : (1.17)
o JB,o'R)

o [négalité (iii).

Nous avons

T
/ / . |gn(s, 71, 22)[Pdwds < I + I3 + I3,
0,0’
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avec

T
7 ::/ / la™ (1, T3) — a"(x1, 0)|" |V, 20" (s, 21, 22)|" dads,
0,0'R)

—

o3

T
[ e )l V(s ) dods,
0 B(0,0’R)

w

T
Iy ::/ / |fn(x17 T2, /Un(57 T, 1'2), van(s, L1, xZ))‘pdde'
B(0,0'R)

Nous utilisons 'hypothese (A)-(iii) pour obtenir

I < sup ph(|za]) / / |V 0" (s, 21, ) |" dads. (1.18)
(0,0’R)

|z2|<R

D’autre part, nous avons

T
I} <sup |b”(x1,m2)\p/ / |V (s, 21, 22)|” dads. (1.19)
Q 0 JB(0,0'R

En utilisant & nouveau l'inégalité d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg, (1.19)) devient alors,

]”<sup|b T, Ta)| [/ / V0" |Pdsdz (1.20)
(0,0'R)

+ Cs(1 +6_1)/ / |v”|pdsd$} ,
o JB©,o'R)

Par ailleurs,

T
n<ac (mes(Qo,T,R) + sup(|z2|?) +/ / [V (s, x1, x2)[Pdads (1.21)
Q 0 JB(0,0'R

T
+ / / ]van(s,xl,@)\pdxds) ,
0o JB@,0'R)
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Par conséquent, une fois de plus, I'inégalité d’interpolation de Gagliardo-Nirenberg donne,

T
I} <y <mes(Q07T,R) + sup(|x2|?) +/ / |v" (s, 21, x2)|[Pdxds (1.22)
Q 0 0,0'R)

T T
+ 6/ / |V 0" (s, 1, 2) [Pdxds + Co(1 + 8_1)/ / |v”|pdsdx) :
0 B(0,0'R) 0 B(0,0'R)

En combinant ([1.18)), (1.22)) et (1.20)), on obtient 'inégalité suivante

A3 < C(p) sup ph(lxsl) / / |V, 20" (8, 21, 2)|" dads
B(0,0’R)

‘I2‘<R

+ C(p) sup |b" (w1, z2)| [ / / |V 0" [Pdsda
B(0,0'R)

Q
+ Co(1 + 51)/ / \v”|pdsdx}
0 JB(0,0'R)

T
+ C(p)Cy (mes(QQT’R) + sup(|x2|?) +/ / [v" (s, 21, xa) [Pdxds
Q 0 JB(0,0'R)
T T
+ 6/ / |V 0" (8, 1, 22)|Pdeds + Co(1 + 6_1)/ / |v”]pdsdx> :
o JB(0,0'R) o JB(0,0'R)
D’ou le résultat désiré. Le Lemme est prouvé.

Lemme 1.3 (Estimation LI de V,,v"). Pour tout p € [1, p1] et R > 0 assez petit, il

loc

existe une constante positive C' = C'(p, R, T, k1) ne dépendant pas de n, tel que

T
/ / |V, 20" [Pdsdz < 2R™2PC".
0 JB(0,R/2)
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Preuve. Des inégalités (1.13)), (1.14)) et le Lemme 1.2} il découle que

T
a)2pR2p/ / |V 0" |Pdsdz
0 JB(0,0R)

T
< 2% sup |a" (w1, O)|p/ / [v"|Pdsdx
Q B(0,0’R)

+ C(p)2*(1 — )pRpsup|a (1, 0 |p{ / / |V 0" [Pdsdx
B(0,0’R)

+ Cg(1+€_1>/ / ]v"]pdsdx}
0 JB(0,0'R)

+C(p)(1 = 0)R* sup pp(|zs|) / / V. 20" (5, 21, ) [P dads
B(0,0’R)

|z2|<R

W)L ) sup 11, [/ / Vo Pdsds
DU’R

+ Cy(1+¢7t / / o™ |pd3dx}
B(0,0'R)

T
+ C(p)Cyi(1 — o) R?* <mes(Qg,T7R) + sup(|z2|?) + / / |0 (s, 21, 22)|[Pdxds
Q 0 0,0'R)

T T
+ 8/ / V20" (8, 21, 22) [Pdrds + Ca(1 + 51)/ / |v”\pdsdm) :
0o JB@©,R) 0o JB@©,0'R)

Il s’ensuit que,

T
0)2pR2p/ / |V 0" [Pdsdx
o JB(,0R)

< 2% sup |a"(z1, 0)[Pkimes(Qo, 1, r)
Q
+ O = ) R sup o (a1, 0) [ / [ Ve pdsds + Cala s Qo R>]
B(0,0’R)

+ C(p)(1 — 0)*R* sup ph(|zal) / / |V 20" dads
|z2|<R B(0,0'R)

+ C(p)(1 — o) R* sup |b" (z1, z2)|” [e/ / |V 0" Pdsdz 4+ Co(1 + 871)k{’m65(Q07 T,R)l
Q 0 JB(0,0'R

+ C(p)Cyi(1 — o) R?* (mes(QO,T,R) + sgp(]xﬂp) + kYmes(Qo. 7. r)

T
+ 6/ / |V 0" |Pdsde + Co(1 + sl)kfmes(Q()’T’R)) )
B(0,0'R
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En réarrangeant le membre de droite dans I'inégalité précédente, nous obtenons

T

(1— o) R / / IV, 0 Pdsdz
o JB(0,oR)

< C (R, p, k1, €, mes(Qo,1,r))

T
+ C(p)2*#(1 — o)P R sup |a™ (1, 0)|? [5/ / |Vx7$v”|pdsdx]
Q B(0,0'R)
£ CM)(1— ) RY sup py(|as)) / / Vs 0" dads
|lz2|<R B(0,0'R)

+ Cp)(1— o) R sup |1 (21, 2 [/ / V0 \pdsdl}
B(0,0'R)

Q
+ C(p)Cy(1 — a)2pR2p5/ / |V 0" [Pdsdz.
0 0,0'R)

Par conséquent,

T

(1 —0)2pR2p/ / |V 0" |Pdsda
o JB(,oR)

< C(R, p, k1, €, mes(Qo, 1, Rr))

+ C(p)2*(1 — o) PR Psup |a"(x1, 0)[7 [e 2pR2p/ / V0" |pdsdx]
Q B(0,0'R)
T
+ C(p) sup ph(|z2|) {(1 — 0)2pR2p/ / |V 20" dxds}
0 JB(0,0'R)

|z2|<R

T
4+ C(p) sup |1 (21, 2" {5(1—0—)21’321’ / / \vw,mpdsdx}
Q 0 JB(0,0'R)

T
+ C(p)Cy {8(1 - 0)2pR2p/ / \Vm@v"|pd8dm] :
0 B(0,0’R)

Posons A := A(p, R) = max (sup, sup, |a"(z1, 0)|?, sup, sup, [b"(z1,22)|", C1).

Puisque p(|z2|) est continue et tend vers 0 quand x5 tend vers 0, on choisit R assez petit
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1
pour que sup,,, < Pr(|72]) < Fragg) - Nous obtenons alors,

T
(1-— 0)27’R27’/ / |V 0" |Pdsda
0 B(0,0R)

< C(R, p, k1, €, mes(Qo, 1, r))

1 — T
+eAC(p) [2%(1 — 0) PRP 4 2%7] {(T“)zppﬁp / / V0" [Pdsda
0 JB(0,0'R)

1[1- r
+ - {(—J)%R%/ / |V 20" d:ﬂds] :
4 2 o JBO,o'R)

En choisissant ¢ := {4AC(p) [2*?(1 — 0) PR? 4 2211]} ", on obtient (puisque o’ := (I;U))

T
(1-— U)QPRQP/ / |V 0" |Pdsdz
0 B(0,0R)

1 T
<= {(1 — 0P R* / / |V 20" [Pdsdz
2 o JBO,o'R)

+ C (R7 D, kl) mes(QO,T,R)) .

Ainsi,

T
R [ sup (1 — 0)27)/ / |V$7wv”|pdsdm}
0<o<1 o JB(,0R)

1 T
< —R* sup {(1 — 0’2”/ / ]Vx@vn\pdsdaz}
2 o<oi<t o JB(0,s'R)

+ C" (R, p, k1, mes(Qo,1,r)) -

Il s’ensuit que

T
R? { sup (1 — 0)2”/ / |V 0" Pdsdx | < 2C" (R, p, k1, mes(Qo,1,r)) -
0 B(0,0R)

0<o<1

En prenant ¢ := 1/2, nous obtenons

T
/ / |V 0" Pdsde < 2RC' (R, p, ki, mes(Qo,1,r)) -
0o JB(,R/2)
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Le Lemme [1.3] est prouvé.

Revenons & la preuve de la Proposition [1.1]

Grace a I'inégalité (1.7), 'inégalité et estimation au Lemmal[l.3] nous en déduisons que
sup,, ||V.0"|| L,(0,T]xB(0, R/2)) €st borné. Puisque v" satisfait 'EDP , nous en déduisons
que sup,, ||0sv" ||, (0, 71x B0, R/2)) €st bornée. Par conséquent, il existe une constante positive

C =C(R,p, ki, T) telle que
T
Sup/ / Hv”|p—|— ’asvn’p+ ‘vanlp_i_ ‘Vx’xvn|p] dzds < C.
n Jo JB(0,R/2)

la proposition [I.1] est prouvée.

Revenons a la preuve du Théoréme De la Proposition et de I'inégalité (1.7)), nous
déduisons que sup,, ||U”HW;,2([07T]XB(07R/2)) < C(R, ki, T, p)). Puisque toute boule B(0, R')
peut-étre recouverte par un nombre fini de boules de rayon R/2, nous en déduisons que

n A A n 3 )
sup,, ||v ||W;72(Q07T,R) est bornée. Par conséquent, v™ converge faiblement vers v dans I’espace

W, 2([0, T] x Q), et v résout EDP (1.3)) p.s. Le théoréme est prouvé.

1.5 Quelques remarques

On suppose que les hypotheses (A), (B) sont satisfaites. Si de plus, la composante progressive
admet une solution unique trajectorielle, alors la solution de 'EDSR markovienne (1.2)) est
forte. Par exemple, les corollaires suivants donnent des conditions pour lesquelles 'EDSR

(1.2) admet au moins une solution forte.

Corollaire 1.2 Supposons en outre que,
(i) o est uniformément elliptique.

(ii) o € Wghloc(Rd,]RdXd).

(iii) o et b sont bornés.

Alors, ’EDSR markovienne admet une solution forte.
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Existence d’une solution faible & une EDSR markovienne.

Corollaire 1.3 Supposons de plus que d =1 et
(i) o est uniformément elliptique.

(ii) o est localement & variation bornée.

(iii) o et b sont bornés.

Alors, ’EDSR markovienne admet une solution forte.
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Chapitre 2

Conditions nécessaires et suffisantes
pour un contrdle optimal des
équations différentielles stochastiques

de type champ moyen a horizon infini

(Travail conjoint avec M. A. Mezerdi)

Résumé. Nous considérons un controle optimal d’horizon infini pour un systéme ou la dy-
namique évolue selon une équation différentielle stochastique de type champ moyen et la
fonctionnelle cotit est également de type champ moyen. Il s’agit de systémes ou les coef-
ficients dépendent non seulement de ’état, mais aussi de sa distribution marginale via une
certaine fonctionnelle linéaire. Sous certaines hypothéses de concavité sur les coefficients ainsi
que sur le Hamiltonian, nous sommes en mesure de prouver un théoréme de vérification, qui
donne une condition suffisante pour ’optimalité d’un controle admissible donné. En ’absence
de concavité, nous prouvons une condition nécessaire pour 'optimalité sous la forme d’un
principe de maximum faible de Pontriagin, donné en termes de la stationnarité de I’'Hamil-
tonian.

Mots clés : Equation différentielle stochastique, Champ moyen, Horizon infini, Principe de
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maximum stochastique, Equation différentielle stochastique rétrograde, Processus adjoint,

Hamiltonien.

2010 Classification AMS : 60H10, 60HO7, 49N90.
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Necessary and sufficient conditions in optimal control of mean-field stochastic
differential equations with infinite horizon

(Joint work with M. A. Mezerdi)

ABSTRACT. We consider an infinite horizon optimal control of a system where the dyna-
mics evolved according to a mean-field stochastic differential equation and the cost functional
is also of mean-field type. These are systems where the coefficients depend not only on the
state but also on its marginal distribution via some linear functional. Under some concavity
assumptions on the coefficients as well as on the Hamiltonian, we are able to prove a verifi-
cation theorem, which gives sufficient condition for optimality for a given admissible control.
In the absence of concavity, we prove a necessary condition for optimality in the form of a

weak Pontriagin maximum principle, given in terms of stationarity of the Hamiltonian.

Key words : Mean-field stochastic differential equation, Infinite horizon, Stochastic maxi-
mum principle, Backward stochastic differential equation, Adjoint process, Hamiltonian.

2010 Mathematics Subject Classification. 60H10, 60H07, 49N90.
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2.1 Introduction

On considére un probléme de contréle optimal a horizon infini ou la fonctionnelle cott est
donnée par
+o0
1) =5 [ [ 50 X0 B00) s (2.1
0
ou le processus d’état X est régi par une équation différentielle stochastique (EDS) de type

champ moyen (appelée aussi EDS de McKean-Vlasov) de la forme :

dXe =b(t, Xi, E (U(Xy)) ,u)dt + o(t, Xy, E(P(Xy)) , ue)dW, (2.2)

Les équations différentielles stochastiques de type champ moyen ont été introduites dans
I’article pionnier de H. P. McKean pour donner interprétation probabiliste de I’équation aux
dérivées partielles de Vlasov. Ces equations modélisent I’évolution des systéemes de particules
en physique statistique. Pour une introduction a cette théorie, on peut se référer aux notes
de cours de Snitzman [73]. Les propriétés d’existence et d’unicité ont été obtenues dans
[28, [46], 63, [73]. Les EDS de type champ moyen se sont avérées étre le cadre naturel de
la théorie des jeux de type champ moyen, introduite indépendamment par P.L. Lions et
JM Lasry [52] et par M. Huang, R. P. Malhamé et P. E. Caines [45] en 2006. Depuis, une
vaste littérature a été développée sur la théorie des jeux a champ moyen. Plusieurs articles
ont été motivés par diverses applications telles que la finance mathématique, les réseaux de
communication et 1’étude de grandes populations. Voir [28] pour une référence récente sur le
sujet.

Certains problémes de controle des EDS de type champ moyen dont les coefficients dépendent
de la loi marginale de la solution fournissent des modéles intéressants en finance mathéma-
tique et en économie. Le probléme de sélection de portefeuille de mean variance de Mar-
kowitz en temps continu est un exemple typique de probléme de contrdle de type champ
moyen. L’existence de controles optimaux ainsi que leurs approximations ont été étudiées

dans [10, 1T}, 12} [62] en utilisant des méthodes de compactification basées sur des controles
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relaxés. Les conditions nécessaires de Pontryagin ont été traitées sous diverses hypothéses,
voir par exemple [I1], 22]. Le cas des EDS de type champ moyen et avec saut ont été traité
dans [30]. Le livre [28] est une référence assez compléte sur la théorie des jeux de type champ
moyen et aussi sur le controle de type champ moyen. il contient également une large liste de
références. Les travaux mentionnés ci-dessous ont été réalisés pour les problémes de controle
de type champ moyen définis sur un horizon fini. Dans ce cas (en horizon fini), le principe
maximum est donné au moyen d’un processus adjoint, qui est la solution d’une équation
différentielle stochastique rétrograde, avec une condition terminale donnée par le gradient de
la fonctionnelle cotit en temps terminal du processus d’état optimal. Dans le cas a horizon
infini, une telle condition n’est pas possible. Dans [3§], les auteurs ont suggéré un principe
de maximum & horizon infini pour les EDS d’It6, basé sur un EDSR & horizon infini et une
inégalité limite sur la condition terminale. Cela semble correspondre a la théorie du controle
déterministe. Dans [59], les auteurs abordent le probléme de controle a horizon infini actualisé.
Dans [I], le travail de [38] a été étendu aux EDS avec retard.

Dans le présent chapitre, nous établissons des conditions suffisantes et nécessaires d’optimalité
pour un probléme de controle optimal stochastique de type champ moyen a horizon infini.
La dynamique est régie par une équation différentielle stochastique de type champ moyen.
Notre travail étend en particulier ceux de [38] aux équations différentielles stochastiques de
type champ moyen. Inspiré par Particle [26, 29], nous commengons par prouver l'existence et
I'unicité de la solution d’une équation différentielle stochastique rétrograde de type champ
moyen & horizon infini. La preuve est basée sur un argument de point fixe sur un espace de
Banach approprié. Ce résultat est intéressant en soi. Nous ’appliquons ensuite pour définir le
processus adjoint comme 1'unique solution d’une équation différentielle stochastique linéaire
a horizon infini de type champ moyen. Ceci est une étape importante dans la preuve du
principe du maximum. La condition de transversalité est donnée par une condition au limite,
qui est similaire & celle suggérée dans [38]. Notre deuxiéme résultat principal est un théoréme
de vérification d’optimalité. Sous des conditions de concavité de I’hamiltonien, nous donnons

des conditions suffisantes d’optimalité. Ces conditions suffisantes nous permettent de donner
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un critére pratique pour qu'un controle soit optimal. Notre troisiéme résultat est un principe
du maximum stochastique avec une information partielle qui donne des conditions nécessaires
d’optimalité. La preuve est basée sur un argument de perturbation du contréle optimal.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans le paragraphe 2, nous donnons la
formulation du probléme. Dans le paragraphe 3, nous prouvons ’existence et 'unicité de la
solution pour des équations différentielles stochastiques rétrogrades de type champ moyen,
a horizon infini. Dans le paragraphe 4, nous donnons des conditions suffisantes d’optimalité.
Dans le paragraphe 5, nous établissons des conditions nécessaires d’optimalité sous forme

d’un principe de maximum stochastique avec information partielle.

2.2 Formulation du probléme

Soit (W})i>o un mouvement brownien standard d-dimensionnel défini sur un espace de pro-
babilité (€2, F,P). Soit F :{ft}tzo la filtration naturelle de W;, ou Fy contient tous les
ensembles P-nuls de F, et F, = t\>/0]-}. Les notations suivantes seront utilisées dans ce cha-
pitre : :
— &% := l'espace des processus continus et F;-adaptés ¢ tels que E {stgg) |g0t|2} < 400.
— "H? := I’espace des processus F;-adaptés ¢ satisfaisant [ fooo \cpt|2 d_t] < +00.
— L? := P’espace des variables aléatoires F.,—mesurables ¢ satisfaisant E [[5 |2} < +00.
— Pour p > 0, on désigne : L? (R, ) := I'espace (des classes) des fonctions u défini sur R, tel
que [7uP(s)ds < +oo.
— Soit B? l'espace des processus (Y,Z) a valeurs dans R tel que Y € S2,Z € H? et
10V, 2) g = (V% + 1215) "7
B? est un espace Banach.
Nous considérons les équations différentielles stochastiques (EDS) de type champ moyen qui
sont de la forme

dX; = b(t, X, B(U(X,)), ue)dt + o (t, Xo, B(®(X3)), wp)dW,, 23

X(0) = Xo,
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oub: OXR, XRXRXU >R, 0: QxR XxRxRxU—-R V:R—->R, &:R—R.
Soit U un sous-ensemble (non vide) de R. Soit (G;):>oune sous-filtration donnée de (F;)>o
(G, C Fi, t > 0), représentant les informations dont dispose le controleur au temps ¢t. Pour

tout controle admissible définissons la fonctionnelle coftit

J() = B [ /0 X0 B (X)), un)dt] (2.4)

olp:R—=Retl: QxR xRxRxU—R.
Un controle admissible est un U —processus G-prévisible tel que2.3|admet une solution unique
telle que J(u) est bien défini. Notons Ag la famille des processus de controle admissibles.

Nous considérons les hypothéses suivantes :

(A1) ¢, P et ¥ sont continiment différentiables en x, et, b, o, sont contintiment différen-

tiables par rapport a (x,y, u).

(A.2) Toutes les dérivées dans (A.1) sont bornées et appartiennent a H?.

L’objet du probléme de controle est de maximiser la fonctionnelle cotit J. Cela consiste a
trouver u € Ag tel que

J(u) = sup J(u). (2.5)

ucAg

Un contrdle u € Ag est dit optimal s’il satisfait ([2.5)).

2.3 EDSR de type champ moyen a horizon infini

Il est bien connu, que le principe du maximum stochastique est basé sur le processus dit
adjoint qui est donné par la solution d’une équation différentielle stochastique rétrograde.
Dans ce paragraphe, nous utilisons les idées développées dans |26}, 29] pour prouver l'existence
et I'unicité d’une solution (Y, Z) d’une équation différentielle stochastique rétrograde de type
champ moyen & horizon infini.

Soit (ﬁ, F, F) = (QxQ,F ® F,PRP) le produit de (2, F,P) avec lui-méme. Nous munissons

cet espace produit de la filtration F = {7—} =FQRF, t> 0} . Une variable aléatoire ¢ €
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L (Q, F,P,R) est canoniquement étendue a Q en posant &'(w',w) = £(w') ot (W, w) € Q =
Q x Q. Pour tout 6 € L (ﬁ,]_-", @), la variable 6(.,w) : © — R appartient a L' (Q, F,P)

P(dw) — p.p.. On désigne son espérance par

Remarquerons que E' [0] = B/ [0(.,w)] € L' (Q, F,P) et

:/Qed@:/gm' 0(., )] P(dw) = E [B [6]].

L’équation différentielle stochastique rétrograde unidimensionnelle de type champ moyen et

a horizon infini qu’on considére est de la forme

) S

+oo +oo
_§+/ B [f(s,Y!, Z.,Y,, Zy)] ds—/ ZdW,, t>0, (2.6)
t t
ou

B [f(s,YS, 25, Y5, Zs)] (w) = B [f (s, Y], Zg, Ya(w), Zs(w))]

Y R I R

/fw W, 5, Yo(w), Zo(w), Ya(w), Zo(w0))P(d).

On considére les hypothéses suivantes :

(H1) f = f(w,w, 9,2, y,2) : QxR x RxRxR xR — R est F-progressivement mesurable,
et il existe deux fonctions déterministes positives u;(t) et us(t) tel que pour chaque ¢t € R,

et Chaque (yga Zgayiazi) € R4>i = 17 27

|f(ty1, 20,01, 21) — f(t, Yy, 29, 42, 22) | < ua(t) (Jyy — wal + [y — w2)
+us(t) (|21 — 25| + |21 — 221),
(H2) E([,"|£(s,0,0,0,0)| ds)* < +o0,

0

39



Conditions nécessaires et suffisantes pour un controéle optimal

(H3) [ ui(t)dt < +oo, [7ud(t)dt < +o0,

Définition 2.1 Une solution de l’équation (2.6) est un processus (Y,Z) qui appartient &

S? x H? qui et satisfait ’équation (2.6) et tel que

/+OO |f(s,0,w, Y (), Zs(W), Yi(w), Zs(w))| ds < 400,
0

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant :

Théoréme 2.1 Supposons que (H1), (H2) et (H3) sont satisfaites et & € L?. Alors, 'EDSR

de type champ moyen & horizon infini (@ admet une solution adaptée unique dans S? x H?.

Preuve. La preuve est divisée en trois étapes.

Etape 1. Existence de (Y, Z) pour une donnée (U, V).
Pour (U,V) € B? donné, nous considérons 'EDSR de type champ moyen & horizon infini

suivante :

+oo +oo
e / B [f(s, U, V", Y, 7,)] ds — / Z.dW., >0, (2.7)
t t
On peut définir dtP(dw) — p.p. une fonction h en posant

RV (w,t,Y, Z) = [f(.,w,t, U V'Y, Z)]

/f Wiw t, UW), VW), Y (w), Z(w))P(dw').

Nous remarquons qu’en raison de nos hypothéses h%"V(.,., Y, Z) appartient & H2. De plus,

puisque f est Lipschitz, alors pour tous (y1, 21), (42, 22) € R x R%, dtP(dw) — p.p.

}hU’V@)at’ Y1, 21) — hU’V(Watay2,Z2)‘ < ur(t) [y1 — Y| +ua(t) [21 — 2o

Par conséquent, d’aprés le théoréme 1 de [29], il existe une solution unique (Y, Z) € 8% x H?

a P’EDSR de type champ moyen a horizon infini (2.7)).
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Etape 2. Contraction de 'application ®(U, V) = (Y, Z).

Nous définissons ®(U, V) := (Y, Z). ® applique B* & B2. Supposons que

([ wioa)

Soit (U, V') € B2 En utilisant (H1), (H2) et (H3) et le Théoréme de Fubini, on obtient :

2 +00
+/0 ui(t)dt < % (2.8)

2

400 2
gEDm/ﬁ B [|f(s, UL, V!, Y., Z)M

2 oo
<) +68 ([ 17.0.0.0,0)ds)

+ 6B (/;oo u(s) U] ds)2 +6E (/;oo us(s) |V ds)
+ 6B (/;Oo () |Y8|ds)2 +6E (/0+°°u2(s) |Zs|ds>2,

E </0+°° sy () |V ds>2 < (/Om ul(s)ds) 1Y |2, < oo,
B ([ uezias) < ([ ) 125 <+

+o00 2
E [f +/ 9V (s,Ys, Zs)ds] < +00.
0

+o0
E [5+/ hU’V(s,Ys,ZS)ds}
0

2

2

puisque, ,

et
2

Il s’ensuit que

Cela implique que { [§ + Jy O WUV (s,Y,, Z,)ds | .7-}}} est une martingale de carré inté-
grable. Donc, d’apres le théoreme de représentation des martingales, il existe un unique

Z € H? tel que,
+o00 t
E [§+/ WY (s, Yy, Zs)ds | ft} =E [¢+n"Y(s,Y, Z,)ds] +/ Z.ds.
0 0
Pour ¢t > 0, on définit

+o0
vomgfes [ s A (29)
t
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D’apreés I'étape 1, ® applique de B? dans B2. Montrons maintenant que ® est une application
contractante pour la norme ||.|z. Solent (U, V"), (i = 1,2) deux éléments de B2. Soit
ULV = (Y, Z). Onnote Y =Y'—Y2  Z=7'—-722U=U'-U% V=V'-V2
hy = KUV (s, Y1, Z1) — hU"V?(s,Y2, Z2). D’apres Pinégalité de Doob et , on en déduit

que

(2.10)

.

112
:Esup<E{ hds|.7-"t}
H? ;

)
= )) ([T

“+oo
o]
0

En utilisant le théoréme de Fubini et I'inégalité (2.10)), on obtient

hy|d

=)

~

hs

2

1171y 2 a2 _ (o 2\ 2 72
le@!, vt - e v3)|l = (7. 2)]), ,+|2

H2

— ﬂul u H(y7 )HB2 )

ou

o a{ (T wen) e }
1—20{<f0 ds) + [ ud( }

/’Lul,ug -
En utilisant 'inégalité (2.8)), il s’ensuit que ® est une contraction stricte, elle admet donc un

unique point fixe, dans B%, qu’on note (Y, Z). On a donc (Y, Z) = (Y, Z).

Etape 3. Le cas général.

L’hypothese (H3) permet de montrer qu’il existe une constante Ty > 0 suffisamment grande

(/T:mu1<s>ds)2+/; S(s)ds < o

Maintenant, nous considérons les deux EDSR de type champ moyen & horizon infini et &

telle que,
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horizon fini, définies respectivement par :
Y, =¢ +/ 1esm} B [f(s,YS, Z,Ys, Zs)] ds — / ZdWs, t €10, 00), (2.11)
t t

et

~ . To o To .
Y, =V, +/ B/ [f(s,y;',zg,}g,zs)] ds —/ Z,dW,, t € [0, Ty). (2.12)
t t

Par les étapes 1 et 2 précédentes, 'EDSR 1} admet une solution unique (Y, Z,). Par le
travail de Buckdahn et al. [26] Théoréme 3.1, il existe une unique solution (¥, 7,) vérifiant
I'EDSR (2.12)). On en déduit que 'EDSR ([2.6) admet une solution unique [notée (Y, Z)] dans

B?. De I'unicité il s’ensuit que

Y, =Y,  tel0,Ty Z, =7, tel0,Ty

Y, =Y, t € [Tp, o] Zy =12, t¢& [Ty o]

Le Théoréme 2.1l est démontré. m

2.4 Conditions suffisantes d’optimalité

Dans ce paragraphe, nous établissons un principe de maximum suffisant a horizon infini pour
le probléme ([2.4)). Nous définissons la fonction hamiltonienne habituelle H : [0, 7] x R x U x
R xR — R, par

H(t,z,y,u,p,q) == f(t,z,y,u) + b(t,z,y,uw)p+ o(t,z,y,u)q. (2.13)

L’équation adjointe pour les processus inconnus F;-prévisibles (p(t), g(t)) (associés au ()?t, Ut))
est ’équation différentielle stochastique rétrogarde de type champ moyen a horizon infini sui-

vante : :

ap(t) = {HL(1) = R(0) } e + Goyaw (z), (2.14)
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ou

et

) = E (g—gu, R E(W(R), m) M 3 (2.15)
1E (%‘y’(t,)?t,m@)),aa@) 9 %)

+8 (50 B Be(R).00 ) SR,

Remarque 2.1 D’aprés le théoréme|[2.1) sous les hypotheéses (A.1) et (A.2), UEDSR de type

champ moyen a horizon infini admet une solution adaptée unique telle que,

“+o0o
E {sup 5 +/ G| dt| < 4o0.
>0 0
Considérons les hypothéses suivantes :
(A.3) Pour chaque u € Ag
0<E| Iim pi(X; — X;)| < 4o00. (2.16)

t——+o0

(A.4) Les fonctions ¥, ¢, ® sont concaves.
(A.5) Les fonctions by, 0, et f, sont positives.
(A.6) L’hamiltonien est concave en (z,y,u) et pour chaque t € [0, 00).

(A.7) Pour tout u € Ag, il existe u; € Ag tel que,

B H(t, X015 @) | 6] = maxB |H(t X unpind) | 6] as. (217)
ucAg
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(A.8) Pour chaque t € [0, 00)

+oo
E |:/ (Xt — Xt)2at2dt < +OO,
0

+o0
E |:/ ﬁ?oj(taXtaE(q)(Xt)),Ut>dt:| < —|—OO,
0

2

OH

E ‘_<t75(\'t7at7@7(/]\t) < +OO7

ou

et

+oo
E |:/ ’H(t7Xt7ut)ﬁt7a\:‘,)| dt:| < +4o00.
0

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Théoréme 2.2 (Conditions suffisantes d’optimalité). Supposons que (A.1) - (A.8) sont sa-

tisfaites. Soit u € Ag un controle admissible et X la solution de I'équation associée a4 u.

Soit (pt, @) la solution de I’équation associée a (u, )?) Alors, uw est un controle optimal

pour le probléme .

Preuve. Pour des raisons de simplicité, nous utiliserons les notations suivantes dans la

preuve.

SO(t) = @(Xt)v
0b 0b ~
£<t) = %(t, Xt,E(qj(Xt))a ut)a

et de méme pour les autres fonctions o(t), (t) ete...

Nous désignons par H (t) := H(t, Xy, us, pr, G;) et par PAI(t) = H(t,)?t,ﬁt,@,@). Choisissons

un u € Ag arbitraire et considérons la quantité
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Nous allons montrer que J(u) < J(@). En utilisant I'inégalité (2.16)) et la formule d’Itd
(appliquée a py(X; — )?t)), on montre que

0<E L@m [@(Xt . )?t)H
~&[m | 506~ Bs + [ Bulols) ),
_ /0 (X, — X)) AL (s)ds + /0 (X, — X)W,

¢ t
- / (Xs — Xo)X(s)ds + / (o(s) — 8(5))@653” .
0 0
En utilisant les identités (2.13), (2.15)) et 'inégalité (2.18)), (2.19)), on obtient
S t N t .
< ' 5 _ B B

0<E Lllinoo { /0 Ps (b(s) b(s)) ds /0 (XS X8> H,(s)ds

t N t
_/ (XS - Xs) X(s)ds +/ (o(s) —a(s)) (/]\Sdsj|:|
0 0

B[ 5 (-5 s+ [ (ot - 5o g

(2.22)

Notons que pour u € Ag, l'application u — E [H (t,)A(t,ut, Dt Qt) | Qt] admet un maximum

au point u = u; et que uy, Uy sont adaptés a G;. En utilisant (2.17)) et (2.20) on obtient

o0H -~ PN ~
E [8 (t,Xt,UtaPth)(Ut - Ut) | gt}
u u=7i(t)

OH > ~
= %E [H(t,Xtyutvptaqt) | gt]

(2.23)

(ut - at) S 0.

u=u(t)
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D’autre part, en utilisant la concavité de 'Hamiltonien H, les hypotheéses (A.4)-(A.5) et

I'égalité (2.23)) on obtient pour tout ¢ € [0, 00), P — p.s.

H(O) - () < B0 - %)+ S 08| 00 - %) (2.24)

b o S ]
a_y(t)E %(t) (Xt - Xt)_ Dt
05 9P -

+ 8_y(t)E %(t)(Xt - Xt)_ s
0w —

< L0 - )+ S0 | 00 - %)
b o S ]
G_y(t)E %(t)(Xt — Xt)_ Dt
05 9P -
8_y(t)E %(ﬂ(Xt - Xt)_ qt

Le Theéoréme 2.2] est prouvé. m

2.5 Conditions nécessaires d’optimalité

Dans ce paragraphe, nous etablissons une condition nécessaire d’optimalité satisfaite par un
controle optimal u;. Méme si la condition suffisante est un outil puissant pour vérifier si un
controle est optimal, il doit étre clair que la condition de concavité n’est pas toujours remplie

dans les applications concrétes. C’est un inconvénient du principe du maximum suffisant. La
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question est la suivante : Supposons que u; est un controle optimal, est-ce que I'inégalité sur

les hamiltoniens

E [H<t75€taat7@>@) ‘ gt] = HeliXE [H(ta)?tauhﬁta@) ‘ gt] p.s.,
u€Ag

est vérifiée ?

Sous quelques hypothéses supplémentaires, nous donnerons une réponse a cette question,

sous la forme d’un principe de maximum stochastique faible, donné par une condition sur la

dérivée de Gateaux de ’hamiltonien.

Tout au long de ce paragraphe, nous supposerons ce qui suit :

A.9 Pour tout ¢, h tel que 0 <t < t+ h et toutes variables aléatoires bornées G;-mesurables

a, le processus de controle 5; défini par
Bs 1= al[t,t+h}(8)a

appartient a Ag.

A.10 Pour tout u € Ag et tout 5 € Ag et borné, il existe § > 0 tel que,

u+ef € Ag pour tout € € (—0,0).

A.11 Pour tout g € Ag et borné, on définit le processus Y; = Yt(“’ﬁ ) par

d
Y, — _Xu+z-:6 o
t dE t | =0,

Y; existe et nous avons Y (0) =0 et

b b
dY; = {%(t)yt + oy

+{Spow+ S | S ow| + L on | a

8 [ v + S 0sfar
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ou

[ o ()] o] = B[ (0 (0)) 1] 229
_E :g_‘i’(t) (d%Xtqusﬁ |E_O)}

5[]

Théoréme 2.3 (Conditions nécessaires d’optimalité) Soit u € Ag un mazimum local pour
J(u), c’est-a-dire pour tout borné B € Ag il existe § > 0 tel que u + e € Ag pour tout
e € (—6,0), et J(u+ep) est maximal pour € = 0.

Soient X, et (Pr, @) respectivement les solutions des équations (fQ_Ei)—(fQ_A) et (f2_1|) associées
a u. Soit EA/t = Yt(a’ﬁ) donné par . Supposons que

(1) Y2+ (Z(1)°

oy ]y ema)a] <o O

N——

Supposons en outre que (A.3) est vérifiée. Alors u est un point stationnaire pour E[H /G|

c’est-a-dire que

OH,K6 ~ _ _
E |:%(t7Xt7utapt7Qt) ‘ gt‘| = 0.

Preuve. Pour € Ag on pose,

t——+oo

h(e) :=E { lim <@Xf+55>] .

Soit § > 0 le nombre donné dans I’hypothése (A.10). En utilisant I’hypothése (A.3), nous

pouvons montrer que pour tout § € Ag et pour tout € € (—4,0),

h(e) = h(0) =0,
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Il s’ensuit que

0="h(e)

d T -~ vute
RE (E LEE;OM i BD =0

— d -
=E| lim p,— X" |__,| .
[ )

t——+00

Dans la derniére formule on a utilisé [I] pour permuter la dérivation et 'intégration.

En utilisant (]2.14[), (]2.28[) et (]2.30[) et la formule Ito6 (appliquée a @d%Xta %) nous obtenons

o T o~ d u+tef
0= B| T p A e
to fab o~ Ob o b
=B Do 3 o (5)Ys + 2= ()B | S (5)Ys | + 2 (5),
/0‘ pS{ax(s) 5+ ay(s) am (S) au(‘S)ﬁ }ds
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Alors

d .
0= d_gj(u+€6> ‘z—:zo )
of af ab
[ {a& Wi+ GH(s)5,+ 5 (5)B

T~ d u+e
+B LL&“ P X ‘1

[ {3§<>Y+fl—£<> (d;u?) %()&}ds

teo (gh ~ 8
/0 Ds {%(S)Ys + 8_y<S)E

=E

=E

+

De ([2.13)), nous avons

o of b o
%(3,$,U,p, Q) - %(‘%IJL) + %(S,I',U)p + %(S,ﬁ,U)q.

Donc

E

0 9
/0 s )Bsds] 0.

En choisissant 3, := alp 45)(s), nous obtenons

[ >adt]

En dérivant par rapport a h en h = 0, nous en déduisons que

E

~

OH
[ [au (t XtvutaptaQt) ] =0.
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Puisque cette égalité est vérifié pour tout a G,-mesurable , nous avons alors

OH, K6 ~ _ _
E %(tﬂXhutyptaqt) ‘ gt =0. (231)

Le théoréme est démontré. m

2.6 Exemple : Un probléme de contrdle linéaire qua-
dratique

Nous considérons le probléme de controéle stochastique linéaire quadratique bien connu dans
le cadre de I'horizon infini (voir [57]). Pour une étude récente et détaillée des problémes de
LQ pour les systémes a champ moyen, nous nous référons a [60].

Pour la simplicité des notations et des calculs, nous supposons que toutes les équations et
tous les coefficients sont unidimensionnels. Soit W un mouvement brownien unidimensionnel,
Soient A, 12[, B, C, C et D des constantes. Nous supposons que la dynamique est donnée par

I’équation différentielle stochastique a champ moyen

dX,; = (ZE (X + AX, + th> dt + (5E (X 4+ CX; + th> dWs,
(2.32)

XOZZE.

La fonctionnelle cotit est donnée par

/ (RE [X7] + NE [v}]) dt, (2.33)

J(v) =

N

ou R et N sont des constantes positives.
L’espace des controles admissibles est défini par

+oo
Uy = {processus mesurablesvvérifiant £ ( [ |l dt) < +00 et I'équation ([2.32))
0
admet une solution unique avec lim; ., [|Xt“|2] existe }

Pour chaque v € U, la fonctionnelle cotit est bien définie.
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Supposons que la condition de transversalité (A.3) est vérifiée. Soit u un controle optimal

maximisant la fonctionnelle cott J(v). L’équation adjointe associé & u est
—dpy = (Apt +Cq + RX! + AE[p] + CE [[qt]D dt — q,dB,.
Alors, par la condition nécessaire d’optimalité , on vérifie que
Nuy = —Bpy — Dg;.

1
Du Théoréme , sur les conditions suffisantes, u; = N (—Bp; — Dq;) est optimal.
En utilisant les mémes notations que dans [57] et en remplacant u, par sa valeur dans les
équations de X} et (p, ), il s’avére que le controle optimal est donné sous une forme explicite

par
u =~ (N + D) {(B+CD) Xy + (B + CDo.) BIX}]}

ou ¢; vérifiée de I’équation de Riccati dont on suppose qu’elle admet une unique solution.

% +(2A+C?) ¢y — (CD + B)* (N + D) ¢? + R =0,

lirnt—>-i—c>o ¢t =0,

et 1, est la solution de ’équation suivante, qu’on suppose égallement qu’elle admet une unique

solution,

% + (2A + 22) Uy + (2(](7 +C%+ 22) b
~ (N4 D) {D(C+C) byt B(ou+ 1)+ (B+CD)on} B+ CDs) =0,

limy, 100 ¥y = 0.
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Chapitre 3

EDSR réfléchies quadratiques avec
deux barriéres et condition terminale

de carré intégrable

(Travail conjoint avec B. Labed et K. Bahlali)

Résumé. Nous considérons des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)
réfléchies avec deux barriéres dont le générateur H (¢, w,y, z) a une croissance quadratique de
sa variable z et une condition terminale £ de carré intégrable. Les solutions sont contraintes de
rester entre deux processus continus L et U (appelés des barriéres). On établit I'existence de
solutions lorsque H (t,w,y, z) = f(y)|z|* et aussi lorsque H (t,w,y, z) = a+bly|+c|z|+f(y)|z|*.
Les principaux outils sont I'estimation de Krylov et la formule d’It6-Krylov, démontrées ici,
pour les solutions d’équations différentielles stochastiques rétrogrades réfléchies avec deux
barrieres.

Mots-clés : EDSR quadratique réfléchie, formule de temps d’occupation, Inégalité de Krylov,
formule d’Ito-Krylov, formule de Tanaka.

2020 Classification AMS : 60H10, 60H20.
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Quadratic BSDEs with two reflecting barriers and a square integrable terminal
value

(Joint work with B. Labed and K. Bahlali)

ABSTRACT. We consider backward stochastic differential equations (BSDEs) with two
reflecting barriers which generator H(t,w,y, z) has a quadratic growth in its z-variable and
a square integrable terminal value £. The solutions is constrained to stay between two time
continuous processes L and U (called the barriers). We establish the existence of solutions
when H(t,w,y,z) = f(y)|z|> and also when H(t,w,y,2) = a+bly|+c|z|+ f(y)|z]?. The main
tools are Krylov’s estimate and It6-Krylov’s formula, which are proved here, for the solutions

of backward stochastic differential equations with two reflecting barriers.

Key words : Reflected quadratic BSDE; Local time; Occupation time formula; Krylov’s
inequality ; [t6—Krylov’s formula ; Tanaka’s formula.

2010 Mathematics Subject Classification. 60H10, 60H20.
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3.1 Introduction

Soit (W})i>o le mouvement brownien standard d-dimensionnel, défini sur un espace de pro-
babilite (2, F,P). Soit F ={F;}, la filtration naturelle de W;, ot Fy contient tous les
ensembles P-nuls de F. Pour p > 0, on note

LP

1 o(R) L’espace des (classes de) fonctions u définies sur R qui sont p-intégrables sur les

ensembles bornés de R.
2
Wp

10c = L’espace de Sobolev des (classes) fonctions u défnie sur R tel que u et ses dérivés

généralisées u' et u” appartiennent a L (R) .

loc

C := L’espace des processus F;—adaptés et continus.

S? := L’espace des processus continus et F;—adaptés et continus ¢ satisfaisant E sup< < lo¢|?
+00.
IL? := l'espace de variables aléatoires Fr—mesurables & p.s. satisfaisant B |¢ \2 < +00.
M? := l’espace de processus Fi-adaptés ¢ satisfaisant [ fOT o] dt < 400
L% := I'espace de processus F;-adaptés ¢ satisfaisant fOT |g0t]2 dt < 4-o00.
IC := V’espace des processus P-mesurables continus et croissants (K;);<r tels que Ky =0 et
Kr < +o00, P —p.s.
K? := D’espace des processus P-mesurables continus croissants (Ki)i<r tels que Ky = 0 et
E(K%) < +oo.

Pour (a,b) € R2, nous désignons par a V b := max(a,b), a A b := min (a,b), a~ =
max (0, —a) et a® := max(0, a).
Nous considérons les hypothéses suivantes
(A.1) H(t,w,y,z) est un processus JF; -progressivement mesurable & valeurs réelles défini

sur [0,7] x Q@ x R x RY,

(A.2) ¢ est une variable aléatoire Fr—mesurable de carré intégrable définie sur (2, F,P).
(A.3) U = (U)geyer €t L = (Li)yeycq sont deux processus qui appartiennent a S? tels que

VtST, Lt<UtetLT§§§UT,IP’—p.s.
Définition 3.1 Une solution de I’équation différentielle stochastique rétrograde réfléchie avec
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deuz barriéres et avec les données (€, H, L,U) est un quadruplet de processus (F;)—adaptés

(Y, Z, KT, K™) := (Y;, Zi, K5 K, )0<t<T qui satisfait ’équation suivante

(1)Y€C Kt and K~ €K, Z € L2,
(i) v, =€+ [ H(s,Ys, Z)ds + [ dK} — [ dK; — [ Z,dB,, 0<t<T, 1)
(i) Vit <T, L; <Y, < Uy,

| (v) [ (U = Y)dK; = [ (Y; = L)dK; = 0.

¢ est la donnée terminale et H le générateur ou coefficient, L la barriére inférieure et U la
barriére supérieure.

Dans la suite, ’équation précédente sera labellisée eq(H, &, L,U) ou bsde(H, &, L, U).

Les équations différentielles stochastiques rétrogrades réfléchies avec deux barrieres (EDSRR)
ont été introduites par Civitanic et Karatzas [31]. L'EDSRR est dite quadratique si son
générateur a une croissance au plus quadratique en sa variable z. Dans [31], les auteurs
ont établi I'existence et 'unicité des solutions lorsque le générateur H est uniformément
Lipschitzien en (y, z) uniformément en (¢,w), la donnée terminale & est de carré intégrable
et les barriéres sont régulieres ou elles satisfont la condition de Mokobodski. Lorsque & est
bornée, H satisfait H(s,y,z) < C(1 + ¢ (y) + |z|%) [on ¢ est une fonction bornée sur les
compacts] et les barriéres satisfont la condition de Mokobodski, I’existence d’une solution a été
prouvée par Bahlali, Hamadéne et Mezerdi [20]. Dans Hamadeéne et Hassani [43], I'existence
de solutions a été établie pour 'EDSR réfléchies avec deux barriéres dans le cas ou
la valeur terminale £ est de carré intégrable, H est de croissance linéaire en y et z et les
barriéres sont de carrés intégrables et satisfont L; < U; pour tout t € [0, T]. Dans Lepeltier
et San Martin [56], existence de solutions a été établie pour des EDSR réfléchies avec deux
barriéres lorsque le générateur H est a croissance linéaire et la donnée terminale £ est de
carré intégrable. Essaky et Hassani [36] ont considéré 'EDSRR dans une situation tres
générale. Ils ont établi I'existence d’une solution minimale et d’une solution maximale lorsque
& n’est que Fr—mesurable et que H a une croissance quelconque par rapport a la variable y et

une croissance quadratique stochastique par rapport a la variable z. Plus précisément, Essaky
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et Hassani supposent qu’il existe un F;-processus adaptés et positif n vérifiant E ( fOT nsds> <
+00 et un processus continu C' de telle sorte que |H(t,y, 2)| < n:(w) + Cy(w) |2[>, et il existe
une semi-martingale continue qui passe entre L et U. La derniére condition est satisfaite, par
exemple, lorsque L < U.

L’objectif principal de ce chapitre est de généraliser le résultat de [13] [14] aux EDSR quadra-
tiques et réfléchies. Nous utilisons d’abord la formule du temps d’occupation pour montrer que
pour toute solution (Y, Z, K™, K~) de 'TEDSRR avec des données (H(t,y,2),&, L,U),
il existe une fonction positive f localement intégrable et un processus stochastique positif F;

-adapté n satisfaisant [E fOT nsds < 400 tel que pour p.s. (t,w) et pour tout (y, z),

[H(t,y, )| < m+ f(y)]=],

alors le temps passé par Y dans un ensemble négligeable de Lebesgue est négligeable par
rapport a la mesure | Z;|?dt. C’est-a-dire que I'estimation de Krylov suivante est valable pour

toute fonction mesurable positive ¥
TATR 9
B[ W00 12 s < O gy (32

on T = TR ATH ATg tq 7 = inf{t > 0 : |Y}| > R}, 7% = inf{t > 0 : K;* > R},
T = inf{t > 0: K > R} et C est une constante dépendant de R, |11 oy et || fllyir—r)-
En utilisant I'inégalité (3.2]) nous prouvons que la formule de changement de variable d’It6-

Krylov suivante est valable pour ® appartenant a ’espace de Sobolev Wg,loc

o) = o)+ [ v+ [ @)z P (33)

ou (Y, Z, K™, K™) est une solution arbitraire de 'EDSRR (3.1]). Cela nous permet d’établir
I'existence d’une solution de PEDSRR (3.1).
Ce chapitre est organisé comme suit. Dans le paragraphe 2, nous présentons les résultats de

Hamadeéne & Hassani [43] qui seront utilisés dans les autres paragraphes. Dans le paragraphe
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3, nous établissons 1'existence de solutions pour les deux EDSRR bsde(f(y) |z|*,&, L, U) et

bsde(¢p(y, 2),&, L, U), o a,b, c sont des nombres réels et

05(y,2) = a+blyl +clz| + f(y) 2] (3.4)

En supposant que f est continu et globalement intégrable sur R et £ est de carré intégrable,
nous établissons 'existence de solutions pour les deux équations. Dans le paragraphe 4, nous
démontrons I'inégalité de Krylov et la formule de changement de variables d’It6-Krylov pour
les solutions d’EDSR avec deux barriéres réfléchies puis nous les utilisons pour étendre les

résultats du paragraphe 3 au cas ot f est intégrable sur R.

3.2 Reésultats auxiliaires

Considérons les hypothéses suivantes :

(A.4) Pour tout t, y, 3/, z, 2/, il existe une constante C' > 0 telle que P — p.s.

|H<S7y7 Z) - H<87ylazl)| < C(ly - y,| + |Z - Z,|)

(A.5) H est continue et a une croissance linéaire uniforme en y et z, c’est-a-dire qu’il existe

une constante C' telle que
[H(s,y,2)] < C(1+ ]yl +[2]).
Les résultats suivants sont établis dans [43]. Les auteurs ont prouvé I'existence et 'unicité de
la solution aux EDSR réfléchies (3.1]) lorsque L; < U; pour tout ¢ < T.
Théoréme 3.1 ([43], Théoréme 3.7) Sous les hypothéses (A.1) — (A.4), il existe une solu-
tion unique (Y, Z, K) a Uéquation (3.1)).

Théoréme 3.2 ([43], Théoréme 5.1) Supposons que (A.1) — (A.3) et (A.5) sont satisfaites.

Alors, l’équation admet au moins une solution (Y, Z, K).
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3.3 EDSR réfléchies avec générateurs continus

Dans ce paragraphe, nous étudierons les deux types d’EDSR réfléchies avec des don-
nées (f(y) 2>, L, U) et (p(y,2),& L,U). En supposant que f est continue et globalement
intégrable sur R et £ est de carré intégrable. Le lemme suivant est utile pour étudier les deux
types de EDSR quadratiques réfléchis. Ici, il nous permet d’éliminer le terme quadratique

additif.

Lemme 3.1 ([1]], Lemme A.1). Soit f une fonction continue et appartenant o L'(R).

u(z) = /0 " eap (2 /0 ’ f(t)dt) dy.

posséde les propriétés suivantes :

Alors, la fonction

(i) u € C*(R) et satisfait Uéquation différentielle 3u"(x) — f(z)u'(z) = 0 sur R.

(ii) u est une fonction bijective de R a R.

(iii) la fonction inverse u™' appartient a C*(R).

(iv) u est une quasi-isométrie, c’est-a-dire il existe deux constantes positives m et M telles

que, pour tout x,y € R,
m |z —y| < |u(z) —u(y)| < Mz —yl. (3.5)

Nous expliquons comment nous allons établir ’existence d’une solution pour les deux équa-
tions bsde(f(y) |2|*, &, L, U) et bsde(¢(y, 2), &, L, U). Soit u la fonction définie dans le Lemme
, on définit les processus &, L, S, Y, Z, K et H comme suit :

Y =uY), Z=4Y)Z, dK =u(Y)dK*, (3.6)
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Supposons que (Y, Z, K™, K ) soit une solution (resp. solution maximale) de 'TEDSRR (3.1]).

Alors, 'TEDSRR suivante admet une solution (resp. solution maximale)

I)YGCK and K €K, Z € L2,

iii) vt <T, L, <Y, <U,,

(
(i) YV, =€+ [ H(s,Y,, Zy)ds + [ dK, — [T dK, — [[ Z,dW,, 0<t<T,
(
| (@

lV fO Ut ?t)dF; = fO (?t—ft)dfj = 0.
(3.7)

Remarque 3.1 La propriété de maximalité des solutions est préservée par le fait que la

fonction u et son inverse sont strictement croissantes.

Proposition 3.1 Supposons que [ est continue et globalement intégrable sur R et & est de
carré intégrable. Alors, l’équation admet une solution (resp. une solution maximale) si
et seulement si ’équation admet une solution (resp. une solution mazximale). De plus,

les solutions appartiennent a S* x M? x K2.

Preuve. Supposons que (Y, Z, K+, K~) est une solution (resp. solution maximale) de 'ED-
SRR . Soit u(x fo exp (2 fo dt) dy la fonction définie dans le Lemme Nous

utilisons la formule d’It6 pour montrer que

u(Y:) = u(€) + / W (V) {H(s,Ys, Z,) — F(Y) 12"} ds
—|—/Tu’(Ys)dKj—/Tu’(Ys)sz—/Tu’(YS)stBS.

Puisque u et son inverse sont des fonctions de classe C2, globalement Lipschitz et bijectives
de R dans R, alors toute solution (7, Z, 7+,F_> de I’équation est une solution (resp.
solution maximale) de I’équation avec des données (H(s,7, %), &, L, U). Réciproquement,
supposons qu’il existe une solution (resp. solution maximale) (7, 7, K" ,7_> pour ’équation

1) le Lemme , permet de voir que (Yt, Zy, K K ) est une solution (resp. solution
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maximale) pour I’équation (3.1]), ou

Vi=u' (V).  Z=["'()]Z,
dKF = [u™! (V})] dK,, forallt <T.

Ceci montre que les équations (3.1)) et sont équivalentes. m

3.3.1 [EDSR réfléchies quadratiques avec H(t,y, z) := f(y)|z|*

Proposition 3.2 Soit f une fonction continue et globalement intégrable sur R et que les
hypotheses (A.2) — (A.3) sont satisfaites. Alors, Uéquation bsde(f(y)|z|*>,€, L, U) posséde

une unique solution.

Preuve. Nous utilisons les mémes notations que dans la proposition Selon la proposition
, I'EDSR quadratique réfléchie (EDSRQR) avec les données ( f(y) |z\2 ,&, L, U) posséde une

solution unique si et seulement si I’équation suivante posséde une solution unique

)Y €S2 K and K €K? Z e M2

iii)vte<T, L, <Y, <U,,

(
i)Y, =¢+ [[dK, — [[dK, — [1 Zaw,, 0<t<T,
(
(i

iv) fo U, — 7t)dK;:fo (Y, — L)dK, =0.

Par ’hypothése (A.2) et le Lemme , nous avons & = u(¢) est de carré intégrable. D’aprés

le résultat du Théoréme I'équation ([3.8)) posséde une solution unique.
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3.3.2 EDSR quadratiques réfléchies avec H(t,y,z) = a+0bly|+c|z|+
FW) 2" = ¢5(y, 2)

Soit ¢;(y,2) == a +bly| + clz| + f(¥)|2)*, a, b, ¢ € Roet f : R — R. L’objectif est de

démontrer que 'EDSR réfléchie quadratique suivante admet au moins une solution.

(1)Y€S2 K*and K- € K?, Z € M2,

(i) Vi =€+ [ oy, 2)ds + [ dKF — [P dK; — [ ZdW,,  0<t<T, 39)
(i) Vi < T, L; <Y; < Uy,

(i

| (V) [y (U —Y)dE] = [ (Vi — L)dK; =0,

Proposition 3.3 Sous les hypothéses (A.2) et (A.3). Supposons que f est continue et ap-

partient a LY(R). Alors I’EDSR réfléchie quadratique admet au moins une solution.

Preuve. Soit u est la fonction définie dans le Lemme [3.1 Soient Y, K, Z, £, L et U défini

par (3.6). Considérons 'EDSR :

’

)Y eS2K and K €Kk?, Ze M?

W)Y, =¢+ [[ GV, Z)ds + [[dK, — [T dK, — [T Z,dw,, 0<t<T 3.10)

(

(

(i) vt <T, L, <Y, < Uy,

(lV fU Ut ?t)dK; = fO (?t —Zt)dK: = 0,

\

ot G(7,%2) = (a+ blu'(y)|)v'(u (7)) + c|z|. En utilisant le Lemme nous montrons
que ¢ est de carré intégrable et que G est continu et de croissance linéaire. Par suite, par le
Théoreme 3.2, 'EDSR (3.10) admet au moins une solution. Nous utilisons la Proposition

pour obtenir le résultat souhaité. m
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3.4 EDSR quadratiques réfléchies avec coefficients me-

surables

3.4.1 Estimations de Krylov et formule d’It6-Krylov

Nous considérons les hypothéses suivantes :

(H1) Il existe une fonction positive f localement intégrable et un processus stochastique
positif F;—adapté n satisfaisant E fOT nsds < +oo tels que pour p.s. (t,w) et pour tout
(%),

[H(t,y,2)| < m+ f(y)]=

(H2) feL'(R).

Proposition 3.4 (Estimation locale) On suppose que (H1) est vérifiée. Soit (Y, Z, K, K™)
une solution de I’EDSRR avec les données (H(t,y,z),&, L, U). Alors, il existe une
constante positive C' dépendant de T, R et Hf||]L1([R’_R]) telle que pour toute fonction me-

surable positive W,

TNATR 9
B / W(V.) |24 ds < C 10 s ny
0

oU TR == TR NTh AN TR tq 7 = inf{t > 0 : |Y;| > R}, 7/ := inf{t > 0: K;” > R} et

Tp =1inf{t > 0: K; > R}.

Preuve. Soit 7 := T AT AT, ATE A TR, O
RNANTN ATy NTp NTp,

t
Ty = 1inf{t >0 : / |Z,|*ds > N},
0

¢
Ty = 1nf{t > 0: / |H (s,Ys, Zs)|ds > M},
0

Clairement, 75 tend vers l'infini quand N tend vers l'infini. On a la méme chose pour 75,
i, T et 75. Pour a € R tel que a < R, soit L%(Y) le temps local de Y en a. En utilisant

la formule du temps d’occupation, nous montrons que pour toute fonction positive ¥, nous

65



EDSR réfléchies quadratiques

avons

o[ [ ewizpa] s [ voam)] (3.11)

D’autre part, en utilisant la formule de Tanaka et le fait que Papplication y — (y — a)™ est

Lipschitz, on obtient
N tAT 1
(Vi = )" = Vi =) + [ LprodV+ 5T, (1),

Il s’ensuit que

1 tAT

tAT
§LfAT(Y) +/ Liy,>a}dK; < [Yinr — Yol —1—/ Liv,>ay H (s, Y5, Zs)ds (3.12)
0 0

tAT tAT
+/ Ly dKS - / Liv,>ay ZsdWs.
0 0
En passant & I’espérance dans 'inégalité précédente, on obtient
supE [L{, (V)] < 2M + 4R. (3.13)

Notons que Support(L%_(Y)) C [-R, R]. Par conséquent, en utilisant la formule du temps

d’occupation, nous obtenons
1 T tAT
SLineV) < Wi = Yol + [ mdst [ 1o (1),
0 0
tAT
+ 2R — / 1{Y52a}stWs
0

T a
0 -R

tAT
+ 2R — / 1{y52a}ZSdWS.
0
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Il s’ensuit que

T
E[LS,. (V)] < 2E {nfm ~vol+ 2+ [ nsds] (3.14)
0

+ [ @B, ) de

En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient

BLg, (V)] < Cexp (201fl_, ).

ot C" = 6R + 2|n|lL1(jox0)- En passant successivement & la limite sur N et M puis en

utilisant le théoréme de Beppo—Levi, on obtient
B (LY, (V)] < Cexp (201fly ,, ) (3.15)
Enfin, a partir de (3.15)) et (3.11]), on obtient

tATR
Bl [ vzl e <o (2101, ) 191
0 (I-R-R))

(I-R.R))
La Proposition est prouvée. m

Corollaire 3.1 (Estimation globale) Supposons que (H.1) et (H.2) sont vérifiées et £ est
de carré intégrable. Soit (Y, Z, K™, K~) une solution de l’équation . Alors il existe une

constante positive C' dépendant de T', |1l 1o 1%y » [1fllLir) €t E ( sup |Yt|) telle que, pour

0<t<T
toute fonction mesurable positive VU,

T
E [ | v |zs|2ds] < O]l

En particulier,

TATR 9
B[ W00IZ s < Ol gy
ol TR = TR ANTH ATR tq 7 = inf{t > 0 : |Y}| > R}, 74 := inf{¢t > 0 : K;' > R} et
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T = inf{t > 0: K; > R}.

3.4.2 Formule d’It6-Krylov pour les EDSRR.

Dans ce paragraphe, nous établissons la formule de changement de variables d’It6-Krylov
pour les solutions d’EDSR réfléchies & une dimension avec deux barriéres. Cela généralise les

résultats obtenus dans [13] [14].

Théoréme 3.3 Soit (Y, Z, K+, K~) une solution de UEDSR réfléchie (3.1]). Supposons que
(H.1) est satisfaite et que & est de carré intégrable. Alors, pour toute fonction u € Wiloc, on

a

t 1 t

w(Yy) = u(Yo) + / W (Y)Y, + / (V)| 2, ds. (3.16)
0 0

Remarque 3.2 Notons que toute fonction de Wiloc(R) a un représentant qui appartient a

CY(R). Dans toute la suite, nous utiliserons ce représentant.

Preuve. (Preuve du Théoréme Par la Proposition le terme fg W'(Y,) | Z)? ds est
bien défini. En utilisant la régularisation classique par convolution, nous considérons la suite
(tn ), telle que pour tout n, u, est de classe C?, satisfaisant :

(i) w, converge uniformément vers u dans 'intervalle [— R, R].

(ii) w], converge uniformément vers v’ dans l'intervalle [—R, R].

(iii) u” converge dans L}([—R, R]) vers u”.

Soit R > |Yp|. On définit 75 comme & la proposition . Puisque 75 tend a I'infini quand R
tend a l'infini, il suffit d’établir une formule pour Yia,,. La formule d'It6 appliquée a

Un(Yinr,) montre que

tATR 1 tATR )
Vi) = w00 + [ w0y +3 [0z P 3an

En passant & la limite sur n dans 'équation (3.17)) et en utilisant les propriétés (i), (ii), (iii)

et la Proposition on obtient

tATR tATR
u(Yinrs) = u(Yp) —1—/0 u' (Ys)dY, + 5/0 u'(Y,) | Zs)? ds.
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3.5 EDSR quadratiques réfléchies avec générateurs me-
surables

Dans ce paragraphe, nous utiliserons la formule d’Tto-Krylov (3.16) pour étudier 'existence

de solutions pour les deux classes d’EDSR quadratiques réfléchies (3.1) avec les données
(F() 21" &, L.U) et (¢5(y,2),€ L, U).

Lemme 3.2 ([1]], Lemme A.1). Soit f € LY(R). la fonction

u(w) = /0 exp <2 /Oyf(t) dt) dy,

posséde les propriétés suivantes :
(i) u e Wi, (R) et satisfait 'équation différentielle ju"(x) — f(z)u/(x) = 0 sur R.

(ii) u est une fonction bijective de R sur R.

(iii) la fonction inverse u™*

appartient & Wi, (R).
(iv) u est quasi-isomé, c’est-a-dire il existe deux constantes positives m et M telles que, pour
tout x,y € R,

m |z —y| < [u(z) —u(y)| < M|z —y|. (3.18)

Remarque 3.3 Puisque f n’est pas continue, alors la fonction u(z) := fox exp (2 foy f(t) dt) dy

n'est pas de classe C2. Par conséquent, la formule classique d’Ité ne peut pas étre appliquée.

2

Mais comme u appartient a l'espace de Sobolev Wy .,

nous pouvons donc utiliser la formule

d’Ito-Krylowv.

3.5.1 EDSR réfléchies avec H(t,y,z) = f(y)|z|”
Le résultat suivant donne Pexistence et 'unicité de la solution a bsde(f(y)|z|*,&, L,U).

Proposition 3.5 Supposons que (A.2) et (H.2) sont satisfaites. Alors, Uequation bsde(f(y) |2|>, &, L,U)

posséde une unique solution.
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Preuve. Soit la fonction u définie dans le Lemme [3.2] Gréace au théoréme [3.1]I’EDSRR (3.7)

avec les données (0, &, L, U) posséde une solution unique. Puisque u~! appartient a WilOC(R),

alors la formule d’Tto-Krylov (3.16)), appliquée a u~! et la solution de I'équation (3.7) avec

les données (0,¢, L, U), nous permet d’obtenir le résultat souhaité. m

3.5.2 EDSR réfléchies quadratiques avec H(t,y,2) = a+bly|+clz| +
F@) 12" = 4(y. 2)

Dans ce sous-paragraphe, nous établissons ’existence de solutions pour le EDSR ({3.1)) lorsque

H(t7 Y, Z) = ¢f(y7 Z), avec
2
O5(y, 2) == a+bly| +clzl + fy) |2]7,
ol a, b et ¢ sont des constantes positives.

Proposition 3.6 Supposons que la fonction f est globalement intégrable sur R et que & est
de carré intégrable. Alors, ’EDSR avec les données (¢¢(y, 2),€, L, U) admet au moins

une solution.

Preuve. Soit u(z) := [ exp (2 [ f (t) dt) dy. En utilisant la propri¢t¢ de quasi-isométrie de
u dans le Lemme on voit que ¢ est de carré intégrable si et seulement si & 1= u(§) est
de carré intégrable. Comme u est une quasi-isométrie et que v’ est bornée, on en déduit que
G@,z) = (a+b|u™*(y))v' (v (7)) +c|Z| est continue et & croissance linéaire. Par conséquent,
selon le Théoréme , ’EDSR (3.1)) avec les données (G(7,Z), €, L, U) admet au moins une
solution. En appliquant la formule d’Ito-Krylov a la fonction u~'(Y), nous obtenons

que 'EDSR (3.1)) avec les données (¢¢(y, 2), &, L,U) admet au moins une solution. m

3.6 EDSR quadratiques réfléchies avec générateur H

Proposition 3.7 Supposons que le générateur H(t,w,y,z) est continu en (y,z) pour tout

(t,w) et que les hypothéses (A.1), (A.2), (A.3), (H.1) et (H.2) sont satisfaites. Alors, '’EDSR
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réfléchie quadratique admet une solution minimale et une solution maximale. De plus,

pour toute solution (Y,Z, K™, K~), la composante Y appartient ¢ S>.

Preuve. Puisque f est localement bornée, alors elle peut étre majorée par une fonction
constante par morceaux que nous désignerons par h, voir [13]. En utilisant une interpolation
appropriée, on peut construire une fonction continue g telle que g > h > f. Notons en outre
que (A.3) implique qu’il existe une semi-martingale continue et (F;)-adaptée qui passe entre

L et U. Par conséquent, selon le théoreme 3.2 de [36] avec

m = a-+b(|L| + |Uy|) + ¢,

et

Cy=1+sup sup |g(aLs+ (1 —a)Uy)|,
s<t a€l0,1]

I'EDSR (3.1)) admet une solution (Y, Z, K+, K~) telle que (Y, Z) appartient a C x £? et
K*, K appartient a K. Puisque L et U appartiennent a S2, il en va de méme pour Y car

L<Y<U. m

Remarque 3.4 On présume que sous les hypothéses de la proposition 77, on peut montrer

que Z appartient o M? et (Kt — K~) appartient a K2.
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