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Résumé

L�objet de cette thèse est l�étude des équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades (en

abrégé EDSR, BSDE en anglais) avec application au contrôle stochastique et aux équations

aux dérivées partielles (EDP, PDE en anglais). Les EDSR ont été introduites en 1973 par J.-

M. Bismut pour la première fois dans le cas linéaire, E. Pardoux et S. Peng en 1990 ont établi

le premier résultat d�existence et d�unicité de la solution d�une EDSR dans le cas non linéaire.

Depuis, la littérature sur les EDSR ne cesse de s�accroître. Ceci est essentiellement dû aux

nombreuses applications qu�elles ont pu apporter dans divers domaines de mathématiques tels

que les équations aux dérivées partielles, les mathématiques Financières, le contrôle optimal,

les jeux di¤érentiels et la géométrie di¤érentielle.

Cette thèse contient une introduction générale et trois chapitres.

Dans l�introduction générale on donne un aperçu général sur la théorie des équation di¤éren-

tielles stochastiques rétrogrades (EDSR). On donne les résultats antérieurs sur les équations

di¤érentielles stochastiques rétrogrades et sur les EDSR re�echiés et les EDSR avec champ

moyen. On présente les résultats de la présente thèse.

Le premier chapitre traite un problème d�existence de solutions faibles d�équations di¤é-

rentielles stochastiques progressives-rétrogrades (EDSPR). Le générateur de l�EDSPR est

supposé continu en (y; z) mais éventuellement discontinu en x. Le drift de la composante

progressive est simplement un drift mesurable et le coe¢ cient de di¤usion peut être discon-

tinu. Notre approche est basée sur des équations aux dérivées partielles.

Le deuxième chapitre traite le principe du maximum de Pontryagin pour un système dont

la dynamique est dirigé par une EDSR à champ moyen et à horizon in�ni, où les coe¢ cients

dépendent de la loi marginale du processus d�état par l�espérance de sa valeur. De plus,

la fonction du coût est aussi de type champ-moyen. Les conditions nécessaires d�optimalité

pour ses systèmes seront établies sous la forme de principe du maximum par les techniques

de perturbation convexe.

Dans le troisième chapitre, nous étudions les équations di¤érentielles stochastiques rétro-

grades ré�échies lorsque le générateur est à croissance quadratique en la variable z et la
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condition terminale est dans L2.

Mots clés : EDSR �EDS de type champ moyen �Horizon in�ni �principe du maximum

�EDP �Martingale �Existence �Control de type champ moyen �Estimation de Krylov �

Formule d�Itô Krylov �Formule de Tanaka.
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Abstract

The objective of this thesis is the study of backward stochastic di¤erential equations (ab-

breviated BSDEs) with application to stochastic control and partial di¤erential equations

(PDE). BSDEs was introduced in 1973 by J.-M. Bismut for the �rst time in the case where

the generator is linear, E. Pardoux and S. Peng in 1990 who established the �rst result of

existence and uniqueness of the solution in the non-linear case. Since then, the literature on

BSDEs has continued to grow. This is mainly due to the many applications they have been

able to bring in various areas of mathematics such as partial di¤erential equations, �nancial

mathematics, optimal control, di¤erential games and di¤erential geometry.

This thesis contains a general introduction and three chapters. The main results of which are

presented in the general introduction which also contains the previous results on the bakward

stochastic di¤erential equations, re�ected BSDEs and the BSDEs with mean-�eld type.

The �rst chapter deals with a problem of existence of weak solutions of forward-backward

stochastic di¤erential equations (FBSDE). The FBSDE generator is assumed to be continuous

in (y; z) but possibly discontinuous in x. The drift of the progressive component is simply

measurable and the di¤usion coe¢ cient can be discontinuous. Our approach is based on

partial di¤erential equations.

The second chapter deals with the Pontryagin�s maximum principle for a system whose

dynamic is governed by an BSDEs with mean-�eld and in�nite horizon, where the coe¢ cients

depend on the marginal law of the state process by the expectation of its value. In addition,

the cost function is also of the mean-�eld type. The necessary conditions of optimality for

this system will be established in the form of the maximum principle by the techniques of

convex perturbation.

In the third chapter, we study re�ected backward stochastic di¤erential equations when the

generator is quadratic growing in the variable z and terminal condition in L2.

Key words : BSDE �Mean-Field SDE � In�nite horizon �maximum principle �PDE �

Martingale �Existence �Mean-Field control�Krylov�s estimate � Itô-Krylov�s formula �

Tanaka�s formula.
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Introduction générale

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l�étude des équations di¤érentielles stochastiques

rétrogrades (EDSR) avec des applications au contrôle stochastique et aux équations aux

dérivées partielles (EDP). Ce genre d�équations est apparue sous forme linéaire en 1973 dans

un travail de J.M. Bismut [21]. La théorie des EDSR non linéaires a commencé avec l�article

de Pardoux et Peng [65] dans lequel les auteurs ont établi un résultat d�existence et d�unicité

des solutions pour ce type d�équation dans le cas où le générateur est uniformément Lipschitz

en (y; z). Depuis, la littérature sur les EDSR ne cesse de s�accroître. Ceci est essentiellement

dû aux nombreuses applications de ces équations dans divers domaines de mathématiques tels

que les équations aux dérivées partielles, les mathématiques �nancières, le contrôle optimal,

les jeux di¤érentiels et la géométrie di¤érentielle. On commence par l�exemple habituel sur

les EDSR.

On se donne un mouvement Brownien d-dimensionnel W dé�ni sur un espace probabilisé

�ltré (
;F ; (Ft)t�0;P) et � une variable aléatoire FT�mesurable et à valeurs dans Rk: Nous

considérons l�équation di¤érentielle suivante :

8><>:
dYt
dt
= �H(t; Yt); 8t 2 [0; T ];

YT = � :
(1)

Supposons, sans perdre de généralité que H � 0, par conséquent le problème (1) devient

8><>:
dYt
dt
= 0; 8t 2 [0; T ];

YT = �:
(2)
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Introduction générale.

On va chercher donc, pour chaque instant t, une solution Yt ne dépendant pas du futur après

t. Autrement dit, le processus Y est Ft-adapté. Un calcul simple montre que cette solution est

donnée par Yt = �: Il est clair qu�elle n�est pas adaptée sauf si � est déterministe. La meilleure

approximation donc pour que la solution soit adaptée est la martingale Yt = E(�jFt).

Si on travaille avec la �ltration naturelle du mouvement brownien, le théorème de représen-

tation des martingales browniennes nous permet de construire un processus Z adapté et de

carré intégrable tel que

Yt = E(�jFt) = E[�] +

Z t

0

ZsdWs:

On en déduit, en di¤érentiant la relation précédente que E(�jFt) est la solution de l�équation

suivante : 8><>: dYt = ZtdWt; 8t 2 [0; T ];

YT = �:
(3)

Il est clair, que la structure de l�équation initiale (2) a été modi�ée, faisant apparaître un

nouveau terme ZtdWt qui permet de rendre la solution adaptée. Comme nous introduisons un

terme supplémentaire Z dans l�équation, il est naturel d�autoriser la fonction H à dépendre

de Z, ce qui nous conduit au problème suivant :

8><>: dYt = �H(t:Yt; Zt)dt+ ZtdWt; 8t 2 [0; T ];

YT = �;
(4)

ou, de façon équivalente, sous forme intégrale

Yt = � +

Z T

t

H(r; Yr; Zr)ds�
Z T

t

ZrdWr; 0 � t � T: (5)

L�inconnu de l�équation (5) est le couple de processus (Yt; Zt)t2[0;T ]:

Les EDSR ré�échies ont été introduites par El Karoui et al. dans [34] dans le cas unidimension-

nel avec une barrière continue. Il s�agit de chercher un triplet de processus progressivement

mesurables (Y; Z;K) où le processus K est croissant et tel que :

2



Introduction générale.

8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

Yt = � +

TZ
t

H (s; Ys; Zs) ds+KT �Kt �
TZ
t

ZsdWs; 8t 2 [0; T ] ;

Yt � St , 0 � t � T;

(Kt) est un processus croissant, continu tq K0 = 0;

et

TZ
0

(Yt � St) dKt = 0:

Ici, S est un processus progressivement mesurable, qui joue le rôle d�une barrière. Le rôle

du processus K est de pousser le processus Y vers le haut pour le maintenir au-dessus de la

barrière S. La dernière condition est connue sous le nom de condition de Skorohod et garantit

que le processus K agit de manière minimale, c�est-à-dire seulement lorsque le processus Y

veut traverser la barrière inférieure S.

Cvitanic et Karatzas ont introduit dans [31] les EDSR ré�échies à deux barrières continues :

8>>>><>>>>:
(i) Yt = � +

R T
t
H(s; Ys; Zs)ds+

R T
t
dK+

s �
R T
t
dK�

s �
R T
t
ZsdWs; 0 � t � T;

(ii) 8t � T; Lt � Yt � Ut;

(iii)
R T
0
(Ut � Yt)dK

�
t =

R T
0
(Yt � Lt)dK

+
t = 0:

Dans [31], les auteurs ont prouvé l�existence d�une solution unique dans le cas où le générateur

H est uniformément Lipschitzien et la condition terminale � est de carré intégrable. Les

barrières sont soit régulières soit elles satisfont la condition dite de Mokobodski qui conduit

à l�existence d�une semi-martingale positive entre L et U . Lorsque � est bornée, H satisfait

H(s; y; z) � C(1+� (y)+ jzj2) [avec � est une fonction bornée sur des ensembles compacts] et

les barrières satisfont la condition de Mokobodski, l�existence d�une solution a été prouvée par

Bahlali, Hamadène et Mezerdi [20]. Dans Hamadène et Hassani [43], l�existence de solutions

à l�EDSR ré�échie à deux barrières a été prouvée dans le cas où la donnée terminale � est

de carré intégrable et H a une croissance linéaire uniforme en y et z et les barrières sont de

carrées intégrables et satisfaisant Lt < Ut, 8t 2 [0; T ]. Il existe de nombreuses études sur ces

équations, voir par exemple [56, 36].

Dans un travail récent Buckdahn et al. [26] (2009) ont introduit une notion d�équation di¤é-
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Introduction générale.

rentielle stochastique rétrogrades de type champ moyen (MF-BSDE) de la forme

Yt = � +

TZ
t

E0 [H (s; Y 0
s ; Z

0
s; Ys; Zs)] ds�

TZ
t

ZsdWs; 0 � t � T; (6)

où, pour t 2 [0; T ],

E0 [H (s; ; Y 0
s ; Z

0
s; Ys; Zs)] (!) = E0 [H (s; Y 0

s ; Z
0
s; Ys (!) ; Zs (!))]

=

Z



H (!0; !; s; Ys (!
0) ; Zs (!

0) ; Ys (!) ; Zs (!))P (d!0) ;

Ils ont établi l�existence et l�unicité de la solution sous la condition de Lipschitz uniforme sur

le générateur. Dans [29], Chen a établi un résultat d�existence et unicité pour des équations

di¤érentielles stochastiques rétrogrades à horizon in�ni. Cette thèse contient trois chapitres,

que nous décrivons dans ce qui suit.

Dans le premier chapitre, nous établissons l�existence de solutions faibles pour un système

découplé d�EDS-EDSR (ou EDSPR) dé�ni comme suit :

8>>>><>>>>:
Xs = x+

R s
t
b(Xr)du+

R s
t
�(Xr)dWr;

Ys = H(XT ) +
R T
s
f(Xr; Yr; Zr)dr �

R T
s
ZudM

X
r ; t � s � T;

(7)

b est la dérive, � est le coe¢ cient de di¤usion, (Wt)t est un mouvement brownien et MX est

la partie martingale de X.

Dans [44], les EDSPR multidimensionnelles ont été étudiées lorsque les paramètres sont

continus et l�existence de solutions a été établi sous une condition dite de L2-domination.

Dans ce travail, nous établissons l�existence de solutions pour l�équation (7). Les hypothèses

dont nous avons besoin pour les coe¢ cients b, f et � rendent le cadre classique des EDSPR

inadapté. Il est clair que l�existence de solutions fortes pour une EDS avec un coe¢ cient de

di¤usion discontinu n�est en général pas garantie. Par contre, la notion de solution faible

semble particulièrement pertinente dans notre contexte. La notion de solution faible a été

4



Introduction générale.

introduite par Skorokhod dans [71], voir aussi Stroock et Varadhan [72]. Nous cherchons

une solution faible au système d�EDS-EDSR (7). Pour cela, nous exploiterons le fait que

l�EDS-EDSR (7) est connecté à l�équation aux dérivées partielles semi-linéaire

8>>>><>>>>:
@v
@s
(s; x1; x2) = Lv(s; x1; x2) + f(x1; x2; v(s; x1; x2); rxv(s; x1; x2));

v(0; x1; x2) = H(x1; x2); 0 � s � t;

(8)

où

L :=
X
i; j

aij(x1; x2)
@2

@xi@xj
+
X
i

bi(x1; x2)
@

@xi
: (9)

La stratégie consiste à construire une solution v de cette EDP et qui soit assez régulière au sens

de Sobolev de sorte qu�elle permet d�utiliser la formule d�Itô-Krylov pour obtenir l�existence

de solutions faibles de l�EDS-EDSR (7). Pour résoudre l�EDP (8), notre stratégie est basée

sur une méthode développée par Doyoon & Krylov [33]. Nous en déduisons que le processus

(Ys; Zs) := (v(s; Xs); rxv(s; Xs); s 2 [0; t]) est une solution faible de l�EDS-EDSR (7).

Dans le deuxième chapitre, on considère un problème de contrôle optimal à horizon in�ni où

la fonction coût est donnée par

J(u) = E
�Z +1

0

f(t;Xt;E('(Xt)); ut)ds

�
; (10)

où ' : R! R:

Le processus d�état est régi par une équation di¤érentielle stochastique de type champ moyen

(appelée aussi EDS de McKean-Vlasov) de la forme :

8><>: dXt = b(t;Xt;E (	(Xt)) ; ut)dt+ �(t;Xt;E (�(Xt)) ; ut)dWt

X(0) = X0:
(11)

Les équations di¤érentielles stochastiques de type champ moyen ont été introduites dans un

article de H. P. McKean dans son étude probabiliste de l�équation aux dérivées partielles

de Vlasov, modélisant l�évolution des systèmes de particules en physique statistique. Les

5



Introduction générale.

propriétés d�existence et d�unicité ont été obtenues dans [28, 46, 63, 73]. Pour une introduction

à cette théorie, on peut voir les notes de cours de Sznitman [73]. Les EDS de type champ

moyen se sont avérées être un cadre naturel de la théorie des jeux à champ moyen, introduite

par P.L. Lions et JM Lasry [52] et aussi par Huang, Malhamé et Caines [45] en 2006. Depuis,

une vaste littérature a été développée sur la théorie des jeux à champ moyen motivée par des

applications à diverses situations, comme la théorie des jeux les maths �nancières, les réseaux

de communication et l�étude de larges populations. On peut voir [28] qui est une référence

récente et assez complète sur le sujet.

En utilisant les résultats obtenus par Z. Chen [29] et R. Buckdahn, J. Li, & S. Peng [26],

nous démontrons l�existence et l�unicité d�une solution (Y; Z) de l�équation di¤érentielle sto-

chastique rétrograde de type champ moyen à horizon in�ni de la forme :

Yt = � +

Z +1

t

E0 [f(s; Y 0
s ; Z

0
s; Ys; Zs)] ds�

Z +1

t

ZsdWs; t � 0:

On établit aussi des conditions nécessaires et su¢ sante d�optimalité, sous la forme d�un

principe du maximum.

Dans le troisième chapitre, nous considérons des équations di¤érentielles stochastiques rétro-

grades ré�échies avec deux barrières

8>>>>>>><>>>>>>>:

(i) Y 2 C; K+ and K� 2 K; Z 2 L2;

(ii) Yt = � +
R T
t
H(s; Ys; Zs)ds+

R T
t
dK+

s �
R T
t
dK�

s �
R T
t
ZsdWs; 0 � t � T;

(iii) 8t � T; Lt � Yt � Ut;

(iv)
R T
0
(Ut � Yt)dK

�
t =

R T
0
(Yt � Lt)dK

+
t = 0;

(12)

où le générateur H(t; !; y; z) est de croissance quadratique en sa variable z: La donnée ter-

minale � est de carré intégrable. Les solutions sont contraintes à rester entre deux processus

continus L et U . L�objectif de ce travail est d�étendre une partie des résultats de [13, 14] aux

EDSR ré�échies. Nous utilisons d�abord la formule du temps d�occupation pour montrer que

pour toute solution (Y; Z;K+; K�) de l�EDSRR (12) avec des données (H(t; y; z); �; L; U)

6



Introduction générale.

satisfaisant :

jH(t; y; z)j � �t + f(y)jzj2;

le temps passé par Y dans un ensemble négligeable de Lebesgue est négligeable pour la

mesure jZtj2dt. C�est-à-dire que l�estimation de Krylov suivante est valable pour toute fonction

mesurable positive 	

E
Z T^�R

0

	(Ys) jZsj2 ds � C k	kL1([R;�R]) ; (13)

où �R := � 0R ^ �+R ^ ��R tq � 0R = infft > 0 : jYtj � Rg; �+R := infft > 0 : K+
t � Rg,

��R := infft > 0 : K�
t � Rg et C est une constante dépendant de R; k�kL1(
) et kfkL1([R;�R]).

En utilisant l�inégalité (13) nous prouvons que la formule de changement de variable d�Itô-

Krylov suivante est valable pour � appartenant à l�espace de Sobolev

�(Yt) = �(Y0) +

Z t

0

�0(Ys)dYs +
1

2

Z t

0

�00(Ys) jZsj2 ds; (14)

où (Y; Z;K+; K�) est une solution arbitraire de l�équation (12). Ceci nous permet d�établir

que l�EDSRR (12) possède au moins une solution.
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Chapitre 1

Existence d�une solution faible à une

EDSR markovienne à coe¢ cients

discontinus

(Travail conjoint avec K. Bahlali et A. Eloua�in)

Résumé. Nous établissons l�existence de solutions faibles pour un système découplé d�une

équation di¤érentielle stochastique progressive (EDS) et une équation di¤érentielle stochas-

tique rétrograde (EDSR). Le générateur H(x; y; z) est supposé continu en (y; z) mais éven-

tuellement discontinu en x. Le coe¢ cient du dérive de la composante progressive est supposé

simplement mesurable et le coe¢ cient de di¤usion peut être discontinu. Notre approche est

basée sur des équations aux dérivées partielles.

Mots clés : EDSR, EDS, Solution faible, EDP.

2020 Classi�cation AMS : 60H20. 60H30, 35J60, 60J35.
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Existence of a weak solution to a Markovian BSDE with discontinuous coe¢ cients

(Joint work with K. Bahlali and A. Eloua�in)

ABSTRACT. We establish the existence of weak solutions for a decoupled system of a for-

ward stochastic di¤erential equation (SDE) and a backward stochastic di¤erential equation

(BSDE). The generator H(x; y; z) is assumed continuous in (y; z) but possibly discontinuous

in x. The drift of the forward component is merely measurable drift and the di¤usion coe¢ -

cient can be discontinuous. Our approach is based on partial di¤erential equations.

Key words : BSDEs, SDE, weak solution, PDE.

2000 Mathematics Subject Classi�cation. 60H20. 60H30, 35J60, 60J35.
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1.1 Introduction

Soit (Wt)t�0 un mouvement brownien standard k-dimensionnel, dé�ni sur un espace de pro-

babilité complet (
;F ;P) et (Ft)0�t�T sa �ltration augmentée par les P-négligeables de F .

Soit f(t; !; y; z) une fonction dé�nie sur [0; T ] � 
 � R � Rd à valeurs dans R telle que,

pour tout (y; z) 2 R � Rd, le processusff(t; y; z)g0�t�T soit progressivement mesurable. On

considère l�EDSR

Ys = � +

Z T

s

f(Xr; Yr; Zr)dr �
Z T

s

ZrdM
X
r ; t � s � T; (1.1)

où � est une variable aléatoire FT� mesurable et à valeurs dans R. Une solution de l�équation

(1.1) est un processus (Y; Z) qui est adapté à la �ltration engendrée par le mouvement

brownien W et qui satisfait l�équation (1.1) et une certaine condition d�intégrabilité qui sera

précisée plus tard.

La version linéaire de l�EDSR (1.1) apparait comme l�équation adjointe dans le principe du

maximum de Pontryagin en contrôle stochastique. Les EDSR linéaires ont été introduites

dans [21] par Bismut pour une utilisation en contrôle stochastique. Les EDSR non linéaires

ont été introduites par Pardoux & Peng dans [65] dans le cas où le coe¢ cient f est globale-

ment lipschitzien. Depuis, de nombreux travaux ont été développés avec des applications au

contrôle stochastique, en mathématiques �nancières et aux équation aux dérivées partielles.

Le document [35] et l�article [66] contiennent une bonne introduction à ce sujet.

Les EDSR à coe¢ cient localement lipschitzien ont été étudiées dans [42] en dimension un et

dans [5, 6] en dimensions supérieures à un. Les EDSR unidimensionnelles à coe¢ cient continu

et de croissance linéaire ont été considérées dans [54, 55] où le théorème de comparaison a été

utilisé pour prouver l�existence de solutions. Les EDSR multidimensionnelles à croissance sur-

linéaire ont été étudiées dans [16, 15] où l�existence, l�unicité et la stabilité des solutions ont

été obtenues. Des applications à des systèmes d�EDP semi-linéaires éventuellement dégénérés

ont également été données dans [16, 15].

Dans ce chapitre, nous considérons le système d�EDS-EDSR découplé suivant, également

11
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appelé EDS progressive rétrograde (EDSPR) Markoviennne,

8>>>><>>>>:
Xs = x+

R s
t
b(Xr)du+

R s
t
�(Xr)dWr;

Ys = H(XT ) +
R T
s
f(Xr; Yr; Zr)dr �

R T
s
ZrdM

X
r ; t � s � T;

(1.2)

où MX est la partie martingale de X.

Les coe¢ cients b, �, f et H sont des fonctions mesurables dé�nis comme suit :

b : Rd+1 7�! Rd

� : Rd+1 7�! Rd�k

H : Rd+1 7�! R

f : Rd+1 � R� Rd 7�! R

Les conditions imposées aux coe¢ cients sont précisées plus bas.

Les EDSPRmultidimensionnelles de type (1.2) ont été étudiés dans [44] lorsque les coe¢ cients

sont continus. Dans notre situation, les coe¢ cients �; b; f ne sont pas nécessairement continus

par rapport x. Notre approche utilise les EDP.

Dans la littérature sur les EDS d�Itô, il y a deux notions de solutions : faibles et fortes.

Une solution forte est adaptée par rapport à la �ltration du mouvement brownien, tandis

qu�une solution faible ne l�est pas nécessairement . Plus précisément, une solution faible (au

sens de Skorokhod voir [71]) est un ensemble constitué d�un espace de probabilité �ltré,

d�un mouvement brownien W et d�un processus continu X de sorte que le couple (X;W )

satisfait la première composante de l�équation (1.2). Une solution (X;W ) est appelée forte

si le processus X est adapté à la �ltration du brownien directeur W .

Les équations de type (1.2) sont plus adaptées à la notion de solution faible au sens de

Skorokhod. Comme dans les EDP linéaires, les solutions faibles (en loi) du sytème d�EDS-

EDSR (1.2) sont su¢ santes pour donner une représentation probabiliste des solutions d�EDP

12
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semi-linéaires. Il s�avère que l�existence d�une solution faible pour des EDSR classique (i.e.

non markovienne) avec générateur continu (ou discontinu) est assez di¢ cile à établir. Peu de

résultats sont connus dans cette direction. Et à notre connaissance, les résultats connus sont

[17, 23]. Dans [17], le "sens faible" provient de la composante rétrograde, mais seulement dans

les cas particuliers où le générateur f prend la forme f(t; x; y; z) := zh(t; x; y; z). Cependant,

les EDSR considérées dans [17] ont un générateur seulement mesurable. L�article [23] est

le premier travail qui construit une solution faible pour les EDSR dans le même esprit que

pour des EDS progressive d�Itô. Dans [23], le sens faible provient de la composante rétro-

grade et dans le cas où le générateur est seulement continu et borné. Bien que le générateur

considéré ne dépend que de y, le résultat [23] peut être vue comme l�analogue de Skorohod

[71]. Notons que le travail [44] établit l�existence de solution pour un système d�EDS-EDSR

multidimensionnel dont le coe¢ cient de l�EDSR est seulement continu mais la solution X

de la composante progressive est forte, i.e adaptée à la �ltration du brownien. Dans notre

situation X n�est pas nécessairement adaptée à la �ltration du brownien.

De notre point de vue, la première di¢ culté pour établir l�existence et l�unicité de solutions

faibles pour les EDSR est liée au théorème de représentation d�Itô. La deuxième di¢ culté

réside dans le fait que si on veut essayer d�imiter la méthode développée pour dé�nir des

solutions faibles pour les EDS progressives, il est important d�introduire une topologie rai-

sonnable, sur l�espace canonique de (Y; Z), qui permet d�obtenir la compacité des lois et

l�identi�cation des limites. Cette topologie semble di¢ cile à exhiber.

Dans ce chapitre, nous traitons de l�existence de solutions de l�équation (1.2). Les hypothèses

que nous imposons aux coe¢ cients b; f et � ne permettent pas d�établir l�existence de solutions

fortes pour la partie progressive. C�est à dire des solutions qui ne sont donc pas nécessairement

adaptées à la �ltration du brownien directeur. Ceci ne amène à chercher des solutions faibles

au système (1.2). Pour ce faire, nous allons exploiter le lien entre les EDS-EDSR (1.2) et les
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EDP semi-linéaires8>>>><>>>>:
@v
@s
(s; x1; x2) = Lv(s; x1; x2) + f(x1; x2; v(s; x1; x2); rxv(s; x1; x2));

v(0; x1; x2) = H(x1; x2); 0 � s � t;

(1.3)

où

L :=
X
i; j

aij(x1; x2)
@2

@xi@xj
+
X
i

bi(x1; x2)
@

@xi
: (1.4)

et a := (���)i;j.

Avant d�expliquer notre stratégie pour traiter le problème, précisons quelques notations qui

seront utilisées tout au long du document. Pour tout p > 0; on note,

Lploc(R) := L�espace des (classes de) fonctions u dé�niées sur R qui sont p�intégrables sur les

ensembles bornés de R.

C([0; t]� Rd+1) := l�espace des fonctions continues sur [0; t]� Rd+1.

W2
p;loc := L�espace de Sobolev des (classes de) fonctions u défniées sur R telles que u et ses

dérivées généralisées u0 et u00 appartiennent à Lploc(R) .

C := L�espace des processus Ft�adaptés et continus.

Sp := L�espace de processus ', Ft�adaptés et satisfaisant : E
�
sup0�t�T j'tjp

�
<1:

L2 := L�espace de processus �; Ft�adaptés et satisfaisant :
R T
0
j�tj2 dt <1;P� p:s:

Mp := L�espace de processus '; Ft�adaptés et satisfaisant : E
��R T

0
j'sj2ds

� p
2

�
<1:

La stratégie consiste à construire une solution v, de l�EDP (1.3), qui soit su¢ sament régu-

lière au sens de Sobolev puis à utiliser la formule d�Itô-Krylov pour obtenir l�existence d�une

solution faible de l�EDSR (1.2). Nous utilisons des arguments de compacité pour construire

une fonction continue v qui appartient à l�espace W1; 2
p; loc([0; t] � Rd+1) et qui véri�e l�EDP

considérée. Notons qu�en raison de l�absence d�une régularité Hölder du coe¢ cient de di¤u-

sion, nous ne pouvons pas obtenir des estimations ponctuelles du gradient de la solution v.

Notre stratégie est basée sur une méthode alternative. Nous utilisons un résultat de Kim &

Krylov [33] pour obtenir des estimations p-locales des dérivées généralisées prmières et se-
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condes. Nous établissons une estimationW1; 2
p; loc de la solution v sur une boule de [0; t]�Rd+1.

Ceci nous permet d�appliquer la formule d�Itô-Krylov à v et d�en déduire que le processus

(Ys; Zs) := (v(s; Xs); rxv(s; Xs); 8 s 2 [0; t]) est une solution faible du EDS-EDSR (1.2).

Le chapitre est organisé comme suit : dans le paragraphe 2, nous rappelons quelques dé�ni-

tions et énonçons les hypothèses. Dans le paragraphe 3, nous énonçons le résultat principal

et le paragraphe 4 est consacré à la démonstration du résultat principal. Dans le paragraphe

5, on donne quelques résultats supplémentaires.

1.2 Hypothèses et préliminaires

Nous considérons les hypothèses suivantes :

Hypothèse (A)

(i) Il existe une constante positive K telle que, pour tout x := (x1; x2) 2 Rd

ja(x1; x2)j � K
�
1 + jx2j2

�
;

jb(x1; x2)j � K (1 + jx1j+ jx2j) :

(ii) Il existe une constante positive � telle que pour tout x := (x1; x2) 2 Rd et � 2 Rd

d+1X
i;j=1

aij(x1; x2)�i�j � � j�j2 :

(iii) a est mesurable en x1 et, pour tout N > 0, il existe une fonction positive continue �N

satisfaisant limr!0 �N(r) = 0 tel que, pour presque tout (x1; x2); (x1; x02) dans le disque

D(0; N),

ja(x1; x2)� a(x1; x
0
2)j � �N(jx2 � x02j):

Hypothèse (B)

(j) f(x1; x2; y; z) est continue en (x2; y; z) pour presque tout x1 et, il existe une constante
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positive K telle que, pour tout (x1; x2; y; z) 2 R� Rd � R� Rd+1

jf(x1; x2; y; z)j � K (1 + jx2j+ jyj+ jzj) :

(jj) H est à croissance polynomiale, c�est-à-dire qu�il existe une constante positive K telle

que jH(x)j � K(1 + jxjq); pour un q 2 N�:

(jjj) H 2 W2
p1;loc

(Rd+1;R); pour tout p1 > d+ 2.

Dé�nition 1.1 Une solution (faible) de l�équation (1.2) est un triplet ((W;X; Y; Z); (
;F ;P) ; (Ft)),

où (Ft) est une �ltration satisfaisant aux conditions usuelles, W un (Ft)-mouvement brow-

nien et (X;Y; Z) est un processus (Ft)-adapté et satisfait l�équation P � p:s. pour chaque

t 2 [0; T ] et

P
�Z T

0

(jb(Xs)j+ j(�(Xs)j2 + j(f(Xs; Ys; Zs)j+ jZsj2)ds <1
�
= 1:

Dé�nition 1.2 Une solution forte de l�équation (1.2), sur l�espace de probabilité donné

(
;F ;P) et par rapport au mouvement brownien �xé W , est un processus (X; Y; Z) qui sa-

tisfait l�équation (1.2) et tel que

(i) (X; Y ) est un processus continu.

(ii) (X; Y; Z) est (FW
t )-adapté.

(iii)

P
�Z T

0

(jb(Xs)j+ j(�(Xs)j2 + j(f(Xs; Ys; Zs)j+ jZsj2)ds <1
�
= 1:

Si de plus, k(Xs; Ys; Zs)k2 = E
hR 1
0
jXsj2 ds+

R 1
0
jYsj2 ds+

R 1
0
jZsj2 ds

i
<1; alors on dit que

(X;Y; Z) est uneM2 solution.

Toute solution forte est une solution faible. c�est à dire que, l�existence forte implique l�exis-

tence faible, voir par exemple [17] ou [23].

Dé�nition 1.3 Une fonction u(t; x) est une W1;2
p1;loc

solution de l�EDP (1.3) si u appartient

à W1;2
p1;loc

et satisfait l�équation (1.3) pour chaque (t; x).

16



Existence d�une solution faible à une EDSR markovienne.

1.3 Les principaux résultats

Théorème 1.1 Supposons que les hypothèses (A) et (B) sont satisfaites. Alors, l�EDP (1.3)

admet au moins une W1;2
p1;loc

solution.

Supposons que les conditions (A); (B) sont satisfaites. Alors, d�après [49], le problème de

martingales est bien posé pour la composante progressive de l�équation (1.2). En outre, on a

le corollaire suivant qui est le deuxième résultat principal de ce chapitre.

Corollaire 1.1 Supposons que les hypothèses (A) et (B) sont satisfaites. Soit u une W1;2
p1;loc

solution de l�EDP (1.3), qui existe par le Théorème 1.1. Alors, le processus

f(Ys; Zs) := (u(s;Xs);rxu(s;Xs)); s 2 [0; T ]g ;

est une solution faible de l�EDSR (1.2) telle que,

(a) (Y; Z) est FX�adapté et (Ys;
R t
s
ZrdM

X
r )0�s�t est continu.

(b) E
h
sup0�s�t jYsj

2 +
R t
0
jZr�(X)j2 dr

i
<1:

La preuve de ce corollaire découle d�une application de la formule d�Itô-Krylov à la solution

u de l�EDP (1.3).

Remarque 1.1 Comme a est uniformément elliptique, alors l�assertion (b) du corollaire 1.1

est équivalente à

E
�
sup
0�s�t

jYsj2 +
Z t

0

j�(X)j2 dr
�
<1:

1.4 Preuve du Théorème 1.1

On suppose que les hypothèses (A) et (B) sont satisfaites tout au long des démonstrations.

Soit anij; b
n
i ; f

n; Hn les régularisées (la régularisation classique par convolution) en tous les

arguments des coe¢ cients aij; bi; f; H respectivement. Les fonctions anij; b
n
i ; f

n; Hn sont

bornées et indé�niment dérivables avec des dérivées bornées de tout ordre, mais les bornes

peuvent dépendre de n. La suite Hn converge vers H dans W 2
p; loc pour chaque p, donc
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uniformément sur des ensembles compacts. Les suites anij; b
n
i ; f

n convergent respectivement

vers a; b; f dans Lploc pour tout p > d+ 2.

On pose

Ln :=
X
i; j

anij(x1; x2)
@2

@xi@xj
+
X
i

bni (x1; x2)
@

@xi
: (1.5)

Pour chaque n, l�EDP

8>>>><>>>>:
@ vn

@s
(s; x1; x2) + Lnvn(s; x1; x2) + fn(x1; x2; v

n(s; x1; x2); rxv
n(s; x1; x2)) = 0;

vn(T; x1; x2) = Hn(x1; x2); 0 � s � T;

(1.6)

admet une solution unique vn 2 C1; 2
�
[0; T ]� Rd+1

�
.

Lemme 1.1 Pour n 2 N�, on désigne par (Xn; Y n; Zn) la solution de l�EDSR markovienne

associée aux coe¢ cients bn; �n; fn; Hn et et partant de (t; x) 2 [0; T ]� Rd.

(i) Supposons que (A)-(i) et (A)-(iii) sont véri�ées. Alors, pour tout p > 0, il existe une

constante positive K1 = K1(T;K) telle que

sup
n
E
�
sup
0�s�T

jXn
s j
p

�
� K1 (1 + jxjp)

(ii) Supposons de plus que (B)� (j) et (B)� (jj) sont véri�ées. Alors, il existe une constante

positive K2 = K2(T;K) telle que

sup
n
jvn(t; x)j � K2 (1 + jxjq)

où vn désigne la solution de l�EDP (1.6) et q l�exposant qui apparait dans l�hypothèse B-(jj).

Preuve. L�assertion (i) est classique (voir par ex. [18]). Nous démontrons l�assertion (ii). En

utilisant les arguments standard des EDSR, on peut montrer que

E( sup
0�s�T

jY n
s j2) � E(jHn(Xn

s )j2) exp(3(K + 1)T ) + (1 + jxj2)T exp((K(1 + T 2)):
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Puisque H est à croissance polynomiale, il en est de même pour Hn. Il existe donc une

constante positive K 0
1 = K 0

1(q) telle que

E( sup
0�s�T

jY n
s j2) � K 0

1(1 + jxj2q) exp(3(K + 1)T ) + (1 + jxj2)T exp((K(1 + T 2)):

Puisque vn(t; x) = Y n
t , on déduit que

jvn(t; x)j2 � K2(1 + jxj2q);

où K2 est une constante qui dépend de T;K;K1; K
0
1. Le Lemme 1.1 est prouvée.

Du Lemme précédent, on en déduit que jvn(t; x)j2 est localement bornée sur [0; T ] � Rd+1

(alors localement intégrable). Donc, pour tout R > 0, il existe une constante positive k1 =

K2(1 +R
2q) ne dépendant pas de n telle que,

sup
(s; x)2[0; T ]�B(0;R)

jvn(s; x)j � k1; (1.7)

où B(0; R) désigne la boule de centre 0 et de rayon R.

1.4.1 Estimations Lploc des dérivées de v
n

La Proposition suivante donne les principales estimations.

Proposition 1.1 Pour chaque p 2 [1;1[ et R > 0 assez petit, il existe une constante positive

C(p;R; T; k1; d) ne dépendant pas de n, telle que

Z T

0

Z
B(0;R=2)

[j@svnjp + jrxv
njp + jrxxv

njp]dsdx � C(p;R; T; k1; d):

Preuve. Tout au long de la preuve de cette proposition, nous allons utiliser la convention de

sommation sur les indices répétés. Nous avons besoin quelques lemmes. Pour la simplicité,

nous supposons que H = 0.
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Il découle de l�inégalité d�interpolation de Gagliardo-Nirenberg (Théorème 7.28, chapitre VII,

dans Gilbarg & Trudinger [37]) que, pour chaque r > 0 et chaque " > 0,

Z T

0

Z
B(0; r)

jrxv
n(s; x1; x2)jpdxds � "

Z T

0

Z
B(0; r)

jrx;xv
n(s; x1; x2)jpdxds (1.8)

+ c(p; r; d)(1 + "�1)

Z T

0

Z
B(0; r)

jvn(s; x1; x2)jpdxds:

Puisque vn est uniformément bornée, alors par l�inégalité précédente et le fait que vn satisfait

l�EDP (1.6), il reste à montrer que pour tout r > 0 su¢ sament petit,
R T
0

R
B(0; r)

jrx;xv
n(t; x1; x2)jpdxdt

est uniformément bornée en n.

Nous allons commencer par l�estimation Lploc de rx; xv
n. Nous utiliserons la stratégie déve-

loppée dans la preuve du Théorème 9.11 dans Gilbarg & Trudinger [37] (voir aussi Ca¤arelli

et al. [27]). Nous réécrivons l�EDP (1.6) sous la forme suivante (la convention de sommation

sur les indices répétés est utilisée),

8>>>><>>>>:
@vn

@s
(s; x1; x2) + ani;j(x1; 0)

@2vn

@xi@xj
(s; x1; x2) + gn(s; x1; x2) = 0; s 2 (0; T );

vn(T; x1; x2) = 0;

(1.9)

où

gn(s; x1; x2) :=
�
ani;j(x1; x2)� ani;j(x1; 0)

� @2vn

@xi@xj
(s; x1; x2) + bni (x1; x2)

@vn

@xi
(s; x1; x2)

(1.10)

+ fn(x1; x2; v
n(s; x1; x2); rxv

n(s; x1; x2)):

Pour chaque s � T et chaque boule Q := B(0; R) 2 Rd+1, on pose Qs; T;R := [s; T ]�B(0; R).

Pour � 2 (0; 1), onpose �0 := (1+�)
2
. Soit � 2 C10 (BR) une fonction dé�nie par � : Rd+1 !
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[0; 1] ayant les propriétés suivantes :

8>>>>>>><>>>>>>>:

�(x) = 1; x 2 B(0; �R);

�(x) = 0; jxj � �
0
R;

jrx�(x)j � 4(1� �)�1R�1; �R � jxj � �
0
R;

jrx; x�(x)j � 16(1� �)�2R�2; �R � jxj � �
0
R;

La fonction un := �vn résout alors l�EDP

8>>>><>>>>:
@un

@s
(s; x1; x2) + ani;j(x1; 0)

@2un

@xi@xj
(s; x1; x2) +Gn(s; x1; x2) = 0; s 2 (0; T );

un(T; x1; x2) = 0;

où

Gn(s; x1; x2) := vnani;j(x1; 0)
@2�

@xi@xj
+ 2ani;j(x1; 0)

@vn

@xi

@�

@xj
+ �gn(s; x1; x2); (1.11)

Comme an et bn satisfont l�hypothèse (A) et fn satisfait l�hypothèse (B), nous en déduisons

que Gn est bornée dans [0; T ]�Rd+1. SoitD un sous-ensemble borné arbitraire de Rd+1. Étant

donné que ani;j(:; 0) et Gn sont bornées, et Gn est à support compact, alors selon Doyoon &

Krylov [33], il existe une constante positive C = C(d; C2; C3; K) telle que pour tout n, nous

avons

un 2 W1; 2
p ([0; T ]�D) and kunkW1; 2

p ([0;T ]�D) � CkGnkLp([0;T ]�D): (1.12)

D�après la dé�nition de la fonction �, il s�ensuit que,

krx;xv
nkLp(Q0; t; �R) � krx;xu

nkLp(Q0; t; �0R): (1.13)

Selon l�inégalité (1.12), il reste à estimer la quantité
R T
0

R
B(0; �0R) jGn(s; x1; x2)j

pdsdx. Nous

avons Z T

0

Z
B(0; �0R)

jGn(s; x1; x2)jpdsdx � A1 + A2 + A3; (1.14)
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où

A1 := C(p)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvnjpjan(x1; 0)jpjrx;x�(x1; x2)jpdsdx;

A2 := C(p)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jan(x1; 0)jp jrxv
njp jrx�(x1; x2)jpdsdx;

A3 := C(p)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jgn(s; x1; x2)jpdsdx:

Le lemme suivant donne une estimation de A1; A2 et A3.

Lemme 1.2 Pour tout p 2 [1;+1[, il existe des constantes positives C1 := C1(p); C2 :=

c(p; R; d) telles que pour chaque " > 0,

(i)

2�2p(1� �)pRp:A1 � C(p)22p(1� �)�pR�p sup
Q
jan(x1; 0)jp

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvnjpdsdx:

(ii)

2�2p(1� �)pRp:A2 � C(p) sup
Q
jan(x1; 0)jp

�
"

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx;xv
njpdsdx +

+ C2(1 + "
�1)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvnjpdsdx
�
:

(iii)

A3 �
�
sup
Q
(jx2jp) + "

�
sup
Q
jbn(x1; x2)jp

��
� C(p)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx; xv
n(s; x1; x2)jp dxds

+ C2

�
sup
Q
jbin(x1; x2)jp

��
c(p; r; d)(1 + "�1)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvnjpdsdx
�

+ C(p)C1

�
mes(Q0;T;R) + sup

Q
(jx2jp) +

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvn(s; x1; x2)jpdxds

+ "

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx;xv
n(s; x1; x2)jpdxds+ C2(1 + "

�1)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvnjpdsdx
�
;

où mes(Q0;T;R) désigne la mesure Lebesgue de l�ensemble Q0;T;R.
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Preuve. Tout au long de la preuve, nous désignons par C(p) une constante qui peut varier

d�une ligne à une autre.

� Inégalité (i)

Nous utilisons successivement le fait que an(:; 0) est uniformément bornée [qui découle de

l�hypothèse (A)-(ii)] et les propriétés de � pour montrer que

A1 � C(p)24p(1� �)�2pR�2p sup
Q
jan(x1; 0)jp

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvnjpdsdx:

Ainsi,

2�2p(1� �)pRp:A1 � C(p)22p(1� �)�pR�p sup
Q
jan(x1; 0)jp

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvnjpdsdx: (1.15)

� Inégalité (ii)

Puisque an(:; 0) et rx� sont bornées, nous utilisons les propriétés de la fonction � pour

obtenir

A2 � C(p)22p(1� �)�pR�p sup
Q
jan(x1; 0)jp

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrxv
njpdsdx:

Ainsi,

2�2p(1� �)pRp:A2 � C(p) sup
Q
jan(x1; 0)jp

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrxv
njpdsdx: (1.16)

On utilise l�inégalité (1.8) avec r = �0R et C2 = c(r; p; d) pour obtenir, pour tout ", que

2�2p(1� �)pRp:A2 � C(p) sup
Q
jan(x1; 0)jp

�
"Rd+1

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx;xv
njpdsdx

+ C2(1 + "
�1)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvnjpdsdx
�
: (1.17)

� Inégalité (iii).

Nous avons

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jgn(s; x1; x2)jpdxds � In1 + In2 + In3 ;
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avec

In1 :=

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jan(x1; x2)� an(x1; 0)jp jrx; xv
n(s; x1; x2)jp dxds;

In2 :=

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jbn(x1; x2)jp jrxv
n(s; x1; x2)jp dxds;

In3 :=

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jfn(x1; x2; vn(s; x1; x2); rxv
n(s; x1; x2))jp dxds:

Nous utilisons l�hypothèse (A)-(iii) pour obtenir

In1 � sup
jx2j�R

�pR(jx2j)
Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx; xv
n(s; x1; x2)jp dxds: (1.18)

D�autre part, nous avons

In2 � sup
Q
jbn(x1; x2)jp

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrxv
n(s; x1; x2)jp dxds: (1.19)

En utilisant à nouveau l�inégalité d�interpolation de Gagliardo-Nirenberg, (1.19) devient alors,

In2 � sup
Q
jbn(x1; x2)jp

�
"

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx;xv
njpdsdx (1.20)

+ C2(1 + "
�1)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvnjpdsdx
�
;

Par ailleurs,

In3 � C1

�
mes(Q0;T;R) + sup

Q
(jx2jp) +

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvn(s; x1; x2)jpdxds (1.21)

+

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrxv
n(s; x1; x2)jpdxds

�
;
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Par conséquent, une fois de plus, l�inégalité d�interpolation de Gagliardo-Nirenberg donne,

In3 � C1

�
mes(Q0;T;R) + sup

Q
(jx2jp) +

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvn(s; x1; x2)jpdxds (1.22)

+ "

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx;xv
n(s; x1; x2)jpdxds+ C2(1 + "

�1)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvnjpdsdx
�
:

En combinant (1.18), (1.22) et (1.20), on obtient l�inégalité suivante

A3 � C(p) sup
jx2j�R

�pR(jx2j)
Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx; xv
n(s; x1; x2)jp dxds

+ C(p) sup
Q
jbn(x1; x2)jp

�
"

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx;xv
njpdsdx

+ C2(1 + "
�1)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvnjpdsdx
�

+ C(p)C1

�
mes(Q0;T;R) + sup

Q
(jx2jp) +

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvn(s; x1; x2)jpdxds

+ "

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx;xv
n(s; x1; x2)jpdxds+ C2(1 + "

�1)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvnjpdsdx
�
:

D�où le résultat désiré. Le Lemme 1.2 est prouvé.

Lemme 1.3 (Estimation Lploc de rx;xv
n). Pour tout p 2 [1; p1] et R > 0 assez petit, il

existe une constante positive C 0 = C 0(p; R; T; k1) ne dépendant pas de n, tel que

Z T

0

Z
B(0; R=2)

jrx;xv
njpdsdx � 2R�2pC 0:
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Preuve. Des inégalités (1.13), (1.14) et le Lemme 1.2, il découle que

(1� �)2pR2p
Z T

0

Z
B(0; �R)

jrx;xv
njpdsdx

� 24p sup
Q
jan(x1; 0)jp

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvnjpdsdx

+ C(p)22p(1� �)pRp sup
Q
jan(x1; 0)jp

�
"

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx;xv
njpdsdx

+ C2(1 + "
�1)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvnjpdsdx
�

+ C(p)(1� �)2pR2p sup
jx2j�R

�pR(jx2j)
Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx; xv
n(s; x1; x2)jp dxds

+ C(p)(1� �)2pR2p sup
Q
jbn(x1; x2)jp

�
"

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx;xv
njpdsdx

+ C2(1 + "
�1)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvnjpdsdx
�

+ C(p)C1(1� �)2pR2p
�
mes(Q0;T;R) + sup

Q
(jx2jp) +

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvn(s; x1; x2)jpdxds

+ "

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx;xv
n(s; x1; x2)jpdxds+ C2(1 + "

�1)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jvnjpdsdx
�
:

Il s�ensuit que,

(1� �)2pR2p
Z T

0

Z
B(0; �R)

jrx;xv
njpdsdx

� 24p sup
Q
jan(x1; 0)jpkp1mes(Q0; T; R)

+ C(p)22p(1� �)pRp sup
Q
jan(x1; 0)jp

�
"

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx;xv
njpdsdx+ C2(1 + "

�1)kp1mes(Q0; T; R)

�
+ C(p)(1� �)2pR2p sup

jx2j�R
�pR(jx2j)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx; xv
njp dxds

+ C(p)(1� �)2pR2p sup
Q
jbn(x1; x2)jp

�
"

Z T

0

Z
B(0;�0R)

jrx;xv
njpdsdx+ C2(1 + "

�1)kp1mes(Q0; T; R)

�
+ C(p)C1(1� �)2pR2p

�
mes(Q0; T; R) + sup

Q
(jx2jp) + kp1mes(Q0; T; R)

+ "

Z T

0

Z
B(0;�0R)

jrx;xv
njpdsdx+ C2(1 + "

�1)kp1mes(Q0; T; R)

�
:
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En réarrangeant le membre de droite dans l�inégalité précédente, nous obtenons

(1� �)2pR2p
Z T

0

Z
B(0; �R)

jrx;xv
njpdsdx

� C (R; p; k1; "; mes(Q0; T; R))

+ C(p)22p(1� �)pRp sup
Q
jan(x1; 0)jp

�
"

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx;xv
njpdsdx

�
+ C(p)(1� �)2pR2p sup

jx2j�R
�pR(jx2j)

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx; xv
njp dxds

+ C(p)(1� �)2pR2p sup
Q
jbn(x1; x2)jp

�
"

Z T

0

Z
B(0;�0R)

jrx;xv
njpdsdx

�
+ C(p)C1(1� �)2pR2p"

Z T

0

Z
B(0;�0R)

jrx;xv
njpdsdx:

Par conséquent,

(1� �)2pR2p
Z T

0

Z
B(0; �R)

jrx;xv
njpdsdx

� C (R; p; k1; "; mes(Q0; T; R))

+ C(p)22p(1� �)�pR�p sup
Q
jan(x1; 0)jp

�
"(1� �)2pR2p

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx;xv
njpdsdx

�
+ C(p) sup

jx2j�R
�pR(jx2j)

�
(1� �)2pR2p

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx; xv
njp dxds

�
+ C(p) sup

Q
jbn(x1; x2)jp

�
"(1� �)2pR2p

Z T

0

Z
B(0;�0R)

jrx;xv
njpdsdx

�
+ C(p)C1

�
"(1� �)2pR2p

Z T

0

Z
B(0;�0R)

jrx;xv
njpdsdx

�
:

Posons � := �(p; R) = max
�
supn supQ jan(x1; 0)jp; supn supQ jbn(x1; x2)j

p ; C1
�
.

Puisque �pR(jx2j) est continue et tend vers 0 quand x2 tend vers 0, on choisit R assez petit
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pour que supjx2j�R �
p
R(jx2j) � 1

22(p+2)C(p)
. Nous obtenons alors,

(1� �)2pR2p
Z T

0

Z
B(0; �R)

jrx;xv
njpdsdx

� C (R; p; k1; "; mes(Q0; T; R))

+ "�C(p)
�
24p(1� �)�pR�p + 22p+1

� �
(
1� �

2
)2pR2p

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx;xv
njpdsdx

�
+
1

4

�
(
1� �

2
)2pR2p

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx; xv
njp dxds

�
:

En choisissant " := f4�C(p) [24p(1� �)�pR�p + 22p+1]g�1, on obtient (puisque �0 := (1+�)
2
)

(1� �)2pR2p
Z T

0

Z
B(0; �R)

jrx;xv
njpdsdx

� 1

2

�
(1� �02pR2p

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx;xv
njpdsdx

�
+ C (R; p; k1; mes(Q0; T; R)) :

Ainsi,

R2p
�
sup
0<�<1

(1� �)2p
Z T

0

Z
B(0; �R)

jrx;xv
njpdsdx

�
� 1

2
R2p sup

0<�0<1

�
(1� �02p

Z T

0

Z
B(0; �0R)

jrx;xv
njpdsdx

�
+ C 0 (R; p; k1; mes(Q0; T; R)) :

Il s�ensuit que

R2p
�
sup
0<�<1

(1� �)2p
Z T

0

Z
B(0; �R)

jrx;xv
njpdsdx

�
� 2C 0 (R; p; k1; mes(Q0; T; R)) :

En prenant � := 1=2, nous obtenons

Z T

0

Z
B(0; R=2)

jrx;xv
njpdsdx � 2R�2pC 0 (R; p; k1; mes(Q0; T; R)) :
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Le Lemme 1.3 est prouvé.

Revenons à la preuve de la Proposition 1.1.

Grâce à l�inégalité (1.7), l�inégalité (1.8) et l�estimation au Lemma 1.3, nous en déduisons que

supn krxv
nkLp([0; T ]�B(0; R=2)) est borné. Puisque vn satisfait l�EDP (1.6), nous en déduisons

que supn k@svnkLp([0; T ]�B(0; R=2)) est bornée. Par conséquent, il existe une constante positive

C = C(R; p; k1; T ) telle que

sup
n

Z T

0

Z
B(0; R=2)

[jvnjp + j@svnjp + jrxv
njp + jrx;xv

njp] dxds � C:

la proposition 1.1 est prouvée.

Revenons à la preuve du Théorème 1.1. De la Proposition 1.1 et de l�inégalité (1.7), nous

déduisons que supn kvnkW1; 2
p ([0; T ]�B(0; R=2)) � C(R; k1; T; p)). Puisque toute boule B(0; R

0
)

peut-être recouverte par un nombre �ni de boules de rayon R=2, nous en déduisons que

supn kvnkW1; 2
p (Q0; T; R)

est bornée. Par conséquent, vn converge faiblement vers v dans l�espace

W1; 2
p ([0; T ]�Q), et v résout l�EDP (1.3) p:s. Le théorème 1.1 est prouvé.

1.5 Quelques remarques

On suppose que les hypothèses (A); (B) sont satisfaites. Si de plus, la composante progressive

admet une solution unique trajectorielle, alors la solution de l�EDSR markovienne (1.2) est

forte. Par exemple, les corollaires suivants donnent des conditions pour lesquelles l�EDSR

(1.2) admet au moins une solution forte.

Corollaire 1.2 Supposons en outre que,

(i) � est uniformément elliptique.

(ii) � 2 W2
p1;loc

(Rd;Rd�d):

(iii) � et b sont bornés.

Alors, l�EDSR markovienne (1.2) admet une solution forte.
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Corollaire 1.3 Supposons de plus que d = 1 et

(i) � est uniformément elliptique.

(ii) � est localement à variation bornée.

(iii) � et b sont bornés.

Alors, l�EDSR markovienne (1.2) admet une solution forte.
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Chapitre 2

Conditions nécessaires et su¢ santes

pour un contrôle optimal des

équations di¤érentielles stochastiques

de type champ moyen à horizon in�ni

(Travail conjoint avec M. A. Mezerdi)

Résumé. Nous considérons un contrôle optimal d�horizon in�ni pour un système où la dy-

namique évolue selon une équation di¤érentielle stochastique de type champ moyen et la

fonctionnelle coût est également de type champ moyen. Il s�agit de systèmes où les coef-

�cients dépendent non seulement de l�état, mais aussi de sa distribution marginale via une

certaine fonctionnelle linéaire. Sous certaines hypothèses de concavité sur les coe¢ cients ainsi

que sur le Hamiltonian, nous sommes en mesure de prouver un théorème de véri�cation, qui

donne une condition su¢ sante pour l�optimalité d�un contrôle admissible donné. En l�absence

de concavité, nous prouvons une condition nécessaire pour l�optimalité sous la forme d�un

principe de maximum faible de Pontriagin, donné en termes de la stationnarité de l�Hamil-

tonian.

Mots clés : Équation di¤érentielle stochastique, Champ moyen, Horizon in�ni, Principe de
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maximum stochastique, Équation di¤érentielle stochastique rétrograde, Processus adjoint,

Hamiltonien.

2010 Classi�cation AMS : 60H10, 60H07, 49N90.
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Conditions nécessaires et su¢ santes pour un contrôle optimal

Necessary and su¢ cient conditions in optimal control of mean-�eld stochastic

di¤erential equations with in�nite horizon

(Joint work with M. A. Mezerdi)

ABSTRACT. We consider an in�nite horizon optimal control of a system where the dyna-

mics evolved according to a mean-�eld stochastic di¤erential equation and the cost functional

is also of mean-�eld type. These are systems where the coe¢ cients depend not only on the

state but also on its marginal distribution via some linear functional. Under some concavity

assumptions on the coe¢ cients as well as on the Hamiltonian, we are able to prove a veri�-

cation theorem, which gives su¢ cient condition for optimality for a given admissible control.

In the absence of concavity, we prove a necessary condition for optimality in the form of a

weak Pontriagin maximum principle, given in terms of stationarity of the Hamiltonian.

Key words : Mean-�eld stochastic di¤erential equation, In�nite horizon, Stochastic maxi-

mum principle, Backward stochastic di¤erential equation, Adjoint process, Hamiltonian.

2010 Mathematics Subject Classi�cation. 60H10, 60H07, 49N90.
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2.1 Introduction

On considère un problème de contrôle optimal à horizon in�ni où la fonctionnelle coût est

donnée par

J(u) = E
�Z +1

0

f(t;Xt;E('(Xt)); ut)ds

�
(2.1)

où le processus d�état X est régi par une équation di¤érentielle stochastique (EDS) de type

champ moyen (appelée aussi EDS de McKean-Vlasov) de la forme :

8><>: dXt = b(t;Xt;E (	(Xt)) ; ut)dt+ �(t;Xt;E (�(Xt)) ; ut)dWt;

X(0) = X0:
(2.2)

Les équations di¤érentielles stochastiques de type champ moyen ont été introduites dans

l�article pionnier de H. P. McKean pour donner interprétation probabiliste de l�équation aux

dérivées partielles de Vlasov. Ces equations modélisent l�évolution des systèmes de particules

en physique statistique. Pour une introduction à cette théorie, on peut se référer aux notes

de cours de Snitzman [73]. Les propriétés d�existence et d�unicité ont été obtenues dans

[28, 46, 63, 73]. Les EDS de type champ moyen se sont avérées être le cadre naturel de

la théorie des jeux de type champ moyen, introduite indépendamment par P.L. Lions et

JM Lasry [52] et par M. Huang, R. P. Malhamé et P. E. Caines [45] en 2006. Depuis, une

vaste littérature a été développée sur la théorie des jeux à champ moyen. Plusieurs articles

ont été motivés par diverses applications telles que la �nance mathématique, les réseaux de

communication et l�étude de grandes populations. Voir [28] pour une référence récente sur le

sujet.

Certains problèmes de contrôle des EDS de type champ moyen dont les coe¢ cients dépendent

de la loi marginale de la solution fournissent des modèles intéressants en �nance mathéma-

tique et en économie. Le problème de sélection de portefeuille de mean variance de Mar-

kowitz en temps continu est un exemple typique de problème de contrôle de type champ

moyen. L�existence de contrôles optimaux ainsi que leurs approximations ont été étudiées

dans [10, 11, 12, 62] en utilisant des méthodes de compacti�cation basées sur des contrôles
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relaxés. Les conditions nécessaires de Pontryagin ont été traitées sous diverses hypothèses,

voir par exemple [11, 22]. Le cas des EDS de type champ moyen et avec saut ont été traité

dans [30]. Le livre [28] est une référence assez complète sur la théorie des jeux de type champ

moyen et aussi sur le contrôle de type champ moyen. il contient également une large liste de

références. Les travaux mentionnés ci-dessous ont été réalisés pour les problèmes de contrôle

de type champ moyen dé�nis sur un horizon �ni. Dans ce cas (en horizon �ni), le principe

maximum est donné au moyen d�un processus adjoint, qui est la solution d�une équation

di¤érentielle stochastique rétrograde, avec une condition terminale donnée par le gradient de

la fonctionnelle coût en temps terminal du processus d�état optimal. Dans le cas à horizon

in�ni, une telle condition n�est pas possible. Dans [38], les auteurs ont suggéré un principe

de maximum à horizon in�ni pour les EDS d�Itô, basé sur un EDSR à horizon in�ni et une

inégalité limite sur la condition terminale. Cela semble correspondre à la théorie du contrôle

déterministe. Dans [59], les auteurs abordent le problème de contrôle à horizon in�ni actualisé.

Dans [1], le travail de [38] a été étendu aux EDS avec retard.

Dans le présent chapitre, nous établissons des conditions su¢ santes et nécessaires d�optimalité

pour un problème de contrôle optimal stochastique de type champ moyen à horizon in�ni.

La dynamique est régie par une équation di¤érentielle stochastique de type champ moyen.

Notre travail étend en particulier ceux de [38] aux équations di¤érentielles stochastiques de

type champ moyen. Inspiré par l�article [26, 29], nous commençons par prouver l�existence et

l�unicité de la solution d�une équation di¤érentielle stochastique rétrograde de type champ

moyen à horizon in�ni. La preuve est basée sur un argument de point �xe sur un espace de

Banach approprié. Ce résultat est intéressant en soi. Nous l�appliquons ensuite pour dé�nir le

processus adjoint comme l�unique solution d�une équation di¤érentielle stochastique linéaire

à horizon in�ni de type champ moyen. Ceci est une étape importante dans la preuve du

principe du maximum. La condition de transversalité est donnée par une condition au limite,

qui est similaire à celle suggérée dans [38]. Notre deuxième résultat principal est un théorème

de véri�cation d�optimalité. Sous des conditions de concavité de l�hamiltonien, nous donnons

des conditions su¢ santes d�optimalité. Ces conditions su¢ santes nous permettent de donner
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un critère pratique pour qu�un contrôle soit optimal. Notre troisième résultat est un principe

du maximum stochastique avec une information partielle qui donne des conditions nécessaires

d�optimalité. La preuve est basée sur un argument de perturbation du contrôle optimal.

Ce chapitre est organisé de la manière suivante. Dans le paragraphe 2, nous donnons la

formulation du problème. Dans le paragraphe 3, nous prouvons l�existence et l�unicité de la

solution pour des équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades de type champ moyen,

à horizon in�ni. Dans le paragraphe 4, nous donnons des conditions su¢ santes d�optimalité.

Dans le paragraphe 5, nous établissons des conditions nécessaires d�optimalité sous forme

d�un principe de maximum stochastique avec information partielle.

2.2 Formulation du problème

Soit (Wt)t�0 un mouvement brownien standard d-dimensionnel dé�ni sur un espace de pro-

babilité (
;F ;P). Soit F = fFtgt�0 la �ltration naturelle de Wt, où F0 contient tous les

ensembles P-nuls de F , et F1 = _
t�0
Ft. Les notations suivantes seront utilisées dans ce cha-

pitre :

� S2 := l�espace des processus continus et Ft-adaptés ' tels que E
�
sup
t�0
j'tj2

�
< +1:

�H2 := l�espace des processus Ft-adaptés ' satisfaisant E
�R1
0
j'tj2 dt

�
< +1:

� L2 := l�espace des variables aléatoires F1�mesurables � satisfaisant E
�
j�j2
�
< +1:

� Pour p > 0, on désigne : Lp (R+) := l�espace (des classes) des fonctions u dé�ni sur R+ tel

que
R +1
0

up(s)ds < +1:

� Soit B2 l�espace des processus (Y; Z) à valeurs dans R1+d tel que Y 2 S2; Z 2 H2 et

k(Y; Z)kB2 :=
�
kY k2S2 + kZk

2
H2

�1=2
:

B2 est un espace Banach.

Nous considérons les équations di¤érentielles stochastiques (EDS) de type champ moyen qui

sont de la forme8><>: dXt = b(t;Xt;E(	(Xt)); ut)dt+ �(t;Xt;E(�(Xt)); ut)dWt;

X(0) = X0;
(2.3)
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où b : 
� R+ � R� R� U ! R; � : 
� R+ � R� R� U ! R; 	 : R! R; � : R! R.

Soit U un sous-ensemble (non vide) de R. Soit (Gt)t�0une sous-�ltration donnée de (Ft)t�0

(Gt � Ft; t � 0), représentant les informations dont dispose le contrôleur au temps t. Pour

tout contrôle admissible dé�nissons la fonctionnelle coût

J(u) = E
�Z +1

0

l(t;Xt;E('(Xt)); ut)dt

�
; (2.4)

où ' : R! R et l : 
� R+ � R� R� U ! R.

Un contrôle admissible est un U�processus Gt-prévisible tel que 2.3 admet une solution unique

telle que J(u) est bien dé�ni. Notons AG la famille des processus de contrôle admissibles.

Nous considérons les hypothèses suivantes :

(A:1) ';� et 	 sont continûment di¤érentiables en x, et, b; �; l sont continûment di¤éren-

tiables par rapport à (x; y; u).

(A:2) Toutes les dérivées dans (A:1) sont bornées et appartiennent à H2:

L�objet du problème de contrôle est de maximiser la fonctionnelle coût J . Cela consiste à

trouver bu 2 AG tel que
J(bu) = sup

u2AG
J(u): (2.5)

Un contrôle bu 2 AG est dit optimal s�il satisfait (2.5).
2.3 EDSR de type champ moyen à horizon in�ni

Il est bien connu, que le principe du maximum stochastique est basé sur le processus dit

adjoint qui est donné par la solution d�une équation di¤érentielle stochastique rétrograde.

Dans ce paragraphe, nous utilisons les idées développées dans [26, 29] pour prouver l�existence

et l�unicité d�une solution (Y; Z) d�une équation di¤érentielle stochastique rétrograde de type

champ moyen à horizon in�ni.

Soit
�

;F ;P

�
= (
�
;F 
 F ;P
P) le produit de (
;F ;P) avec lui-même. Nous munissons

cet espace produit de la �ltration F =
�
F t = F 
 F t; t � 0

	
: Une variable aléatoire � 2
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L0 (
;F ;P;R) est canoniquement étendue à 
 en posant �0(!0; !) = �(!0) où (!0; !) 2 
 =


 � 
: Pour tout � 2 L1
�

;F ;P

�
, la variable �(:; !) : 
 ! R appartient à L1 (
;F ;P)

P(d!)� p:p:. On désigne son espérance par

E0 [�(:; !)] =
Z



�(!0; !)P(d!0):

Remarquerons que E0 [�] = E0 [�(:; !)] 2 L1 (
;F ;P) et

E [�] =
Z



�dP =
Z



E0 [�(:; !)]P(d!) = E [E0 [�]] :

L�équation di¤érentielle stochastique rétrograde unidimensionnelle de type champ moyen et

à horizon in�ni qu�on considère est de la forme

Yt = � +

Z +1

t

E0 [f(s; Y 0
s ; Z

0
s; Ys; Zs)] ds�

Z +1

t

ZsdWs; t � 0; (2.6)

où

E0 [f(s; Y 0
s ; Z

0
s; Ys; Zs)] (!) = E0 [f(s; Y 0

s ; Z
0
s; Ys(!); Zs(!))]

=

Z



f(!0; !; s; Ys(!
0); Zs(!

0); Ys(!); Zs(!))P(d!0):

On considère les hypothèses suivantes :

(H1) f = f(!0; !; y0; z0; y; z) : 
�R+�R�R�R�R! R est F-progressivement mesurable,

et il existe deux fonctions déterministes positives u1(t) et u2(t) tel que pour chaque t 2 R+

et chaque (y0i; z
0
i; yi; zi) 2 R4; i = 1; 2;

jf(t; y01; z01; y1; z1)� f(t; y02; z
0
2; y2; z2)j � u1(t) (jy01 � y02j+ jy1 � y2j)

+ u2(t) (jz01 � z02j+ jz1 � z2j) ;

(H2) E(
R +1
0

jf(s; 0; 0; 0; 0)j ds)2 < +1;
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(H3)
R +1
0

u1(t)dt < +1;
R +1
0

u22(t)dt < +1;

Dé�nition 2.1 Une solution de l�équation (2.6) est un processus (Y; Z) qui appartient à

S2 �H2 qui et satisfait l�équation (2.6) et tel que

Z +1

0

jf(s; !0; !; Ys(!0); Zs(!0); Ys(!); Zs(!))j ds < +1;

.

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant :

Théorème 2.1 Supposons que (H1); (H2) et (H3) sont satisfaites et � 2 L2. Alors, l�EDSR

de type champ moyen à horizon in�ni (2.6) admet une solution adaptée unique dans S2�H2:

Preuve. La preuve est divisée en trois étapes.

Étape 1. Existence de (Y ;Z ) pour une donnée (U ;V ).

Pour (U; V ) 2 B2 donné, nous considérons l�EDSR de type champ moyen à horizon in�ni

suivante :

Yt = � +

Z +1

t

E0 [f(s; U 0s; V 0
s ; Ys; Zs)] ds�

Z +1

t

ZsdWs; t � 0: (2.7)

On peut dé�nir dtP(d!)� p:p: une fonction h en posant

hU;V (!; t; Y; Z) := E0 [f(:; !; t; U 0; V 0; Y; Z)]

=

Z



f(!0; !; t; U(!0); V (!0); Y (!); Z(!))P(d!0):

Nous remarquons qu�en raison de nos hypothèses hU;V (:; :; Y; Z) appartient à H2. De plus,

puisque f est Lipschitz, alors pour tous (y1; z1) ; (y2; z2) 2 R� Rd, dtP(d!)� p:p:

��hU;V (!; t; y1; z1)� hU;V (!; t; y2; z2)
�� � u1(t) jy1 � y2j+ u2(t) jz1 � z2j :

Par conséquent, d�après le théorème 1 de [29], il existe une solution unique (Y; Z) 2 S2�H2

à l�EDSR de type champ moyen à horizon in�ni (2.7).
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Étape 2. Contraction de l�application �(U; V ) = (Y; Z).

Nous dé�nissons �(U; V ) := (Y; Z). � applique B2 à B2. Supposons que

�Z +1

0

u1(t)dt

�2
+

Z +1

0

u22(t)dt <
1

40
: (2.8)

Soit (U; V ) 2 B2. En utilisant (H1); (H2) et (H3) et le Théorème de Fubini, on obtient :

E
�
� +

Z +1

0

hU;V (s; Ys; Zs)ds

�2
� E

�
j�j+

Z +1

0

E0 [jf(s; U 0s; V 0
s ; Ys; Zs)j] ds

�2
� 6E

�
j�j2
�
+ 6E

�Z +1

0

jf(s; 0; 0; 0; 0)j ds
�2

+ 6E
�Z +1

0

u1(s) jUsj ds
�2
+ 6E

�Z +1

0

u2(s) jVsj ds
�2

+ 6E
�Z +1

0

u1(s) jYsj ds
�2
+ 6E

�Z +1

0

u2(s) jZsj ds
�2

;

puisque,

E
�Z +1

0

u1(s) jYsj ds
�2
�
�Z +1

0

u1(s)ds

�2
kY k2S2 < +1;

et

E
�Z +1

0

u2(s) jZsj ds
�2
�
�Z +1

0

u22(s)ds

�
kZk2H2 < +1:

Il s�ensuit que

E
�
� +

Z +1

0

fU;V (s; Ys; Zs)ds

�2
< +1:

Cela implique que
n
E
h
� +

R +1
0

hU;V (s; Ys; Zs)ds j Ft
io

est une martingale de carré inté-

grable. Donc, d�après le théorème de représentation des martingales, il existe un unique

Z 2 H2 tel que,

E
�
� +

Z +1

0

hU;V (s; Ys; Zs)ds j Ft
�
= E

�
� + hU;V (s; Ys; Zs)ds

�
+

Z t

0

Zsds:

Pour t � 0, on dé�nit

Yt := E
�
� +

Z +1

t

hU;V (s; Ys; Zs)ds j Ft
�
: (2.9)
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D�après l�étape 1, � applique de B2 dans B2. Montrons maintenant que � est une application

contractante pour la norme k:kB2. Soient (U i; V i), ( i = 1; 2) deux éléments de B2. Soit

�(U i; V i) = (Y i; Zi). On note bY = Y 1�Y 2; bZ = Z1�Z2; bU = U1�U2; bV = V 1�V 2;bhs = hU
1;V 1(s; Y 1

s ; Z
1
s )� hU

2;V 2(s; Y 2
s ; Z

2
s ). D�après l�inégalité de Doob et (2.9), on en déduit

que

bY 2
S2
+
 bZ2

H2
= E sup

t�0

�
E
�Z +1

t

bhsds j Ft��2 (2.10)

+ E
�Z +1

0

���bhs��� ds�2 � �E�Z +1

0

���bhs��� ds��2
� 5E

�Z +1

0

���bhs��� ds�2 :
En utilisant le théorème de Fubini et l�inégalité (2.10), on obtient

�(U1; V 1)� �(U2; V 2)
2
B2 =

�bY ; bZ�2
B2
=
bY 2

S2
+
 bZ2

H2

� �2u1;u2 k(by; bz)k2B2 ;
où

�2u1;u2 =

20

��R +1
0

u1(s)ds
�2
+
R +1
0

u22(s)ds

�
1� 20

��R +1
0

u1(s)ds
�2
+
R +1
0

u22(s)ds

� :
En utilisant l�inégalité (2.8), il s�ensuit que � est une contraction stricte, elle admet donc un

unique point �xe, dans B2, qu�on note (Y; Z). On a donc (Y; Z) = �(Y; Z).

Étape 3. Le cas général.

L�hypothèse (H3) permet de montrer qu�il existe une constante T0 > 0 su¢ samment grande

telle que, �Z +1

T0

u1(s)ds

�2
+

Z +1

T0

u22(s)ds <
1

40
:

Maintenant, nous considérons les deux EDSR de type champ moyen à horizon in�ni et à
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horizon �ni, dé�nies respectivement par :

Y t = � +

Z +1

t

1fs�T0gE0
h
f(s; Y

0
s; Z

0
s; Y s; Zs)

i
ds�

Z +1

t

ZsdWs; t 2 [0;1); (2.11)

et eYt = Y T0 +

Z T0

t

E0
h
f(s; eY 0

s ; eZ 0s; eYs; eZs)i ds� Z T0

t

eZsdWs; t 2 [0; T0]: (2.12)

Par les étapes 1 et 2 précédentes, l�EDSR (2.11) admet une solution unique (Y t; Zt). Par le

travail de Buckdahn et al. [26] Théorème 3.1, il existe une unique solution (bYt; bZt) véri�ant
l�EDSR (2.12). On en déduit que l�EDSR (2.6) admet une solution unique [notée (Y; Z)] dans

B2. De l�unicité il s�ensuit que

8><>: Yt = eYt; t 2 [0; T0]

Yt = Y t; t 2 [T0;1]
;

8><>: Zt = eZt; t 2 [0; T0]

Zt = Zt; t 2 [T0;1]
:

Le Théorème 2.1 est démontré.

2.4 Conditions su¢ santes d�optimalité

Dans ce paragraphe, nous établissons un principe de maximum su¢ sant à horizon in�ni pour

le problème (2.4). Nous dé�nissons la fonction hamiltonienne habituelle H : [0; T ]�R�U �

R� R! R; par

H(t; x; y; u; p; q) := f(t; x; y; u) + b(t; x; y; u)p+ �(t; x; y; u)q: (2.13)

L�équation adjointe pour les processus inconnusFt-prévisibles (bp(t); bq(t)) (associés au ( bXt; but))
est l�équation di¤érentielle stochastique rétrogarde de type champ moyen à horizon in�ni sui-

vante : :

dbp(t) = n bHx(t)� b�(t)o dt+ bq(t)dW (t); (2.14)
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où

bHx(t) =
@b

@x
(t; bXt;E(	( bXt)); but)bpt + @�

@x
(t; bXt;E(�( bXt)); but)bqt + @f

@x
(t; bXt;E('( bXt)); but);

et

b�(t) = E�@b
@y
(t; bXt;E(	( bXt)); but)bpt� @	

@x
( bXt) (2.15)

+ E
�
@�

@y
(t; bXt;E(�( bXt)); but)bqt� @�

@x
( bXt)

+ E
�
@f

@y
(t; bXt;E('( bXt)); but)� @'

@x
( bXt):

Remarque 2.1 D�après le théorème 2.1, sous les hypothèses (A:1) et (A:2), l�EDSR de type

champ moyen à horizon in�ni (2.14) admet une solution adaptée unique telle que,

E
�
sup
t�0
jbptj2 + Z +1

0

jbqtj2 dt� < +1:

Considérons les hypothèses suivantes :

(A.3) Pour chaque u 2 AG

0 � E
�
lim
t!+1

bpt(Xt � bXt)

�
< +1: (2.16)

(A.4) Les fonctions 	; ';� sont concaves.

(A.5) Les fonctions by; �y et fy sont positives.

(A.6) L�hamiltonien est concave en (x; y; u) et pour chaque t 2 [0;1):

(A.7) Pour tout u 2 AG, il existe but 2 AG tel que,
E
h
H(t; bXt; but; bpt; bqt) j Gti = max

u2AG
E
h
H(t; bXt; ut; bpt; bqt) j Gti a:s: (2.17)
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(A.8) Pour chaque t 2 [0;1)

E
�Z +1

0

( bXt �Xt)
2bq2t dt� < +1; (2.18)

E
�Z +1

0

bp2t�2(t;Xt;E(�(Xt)); ut)dt

�
< +1; (2.19)

E

"����@H@u (t; bXt; but; bpt; bqt)����2
#
< +1; (2.20)

et

E
�Z +1

0

jH(t;Xt; ut; bpt; bqt)j dt� < +1: (2.21)

Théorème 2.2 (Conditions su¢ santes d�optimalité). Supposons que (A.1) - (A.8) sont sa-

tisfaites. Soit bu 2 AG un contrôle admissible et bX la solution de l�équation (2.3) associée à bu.
Soit (bpt; bqt) la solution de l�équation (2.14) associée à (bu; bX). Alors, bu est un contrôle optimal
pour le problème (2.4).

Preuve. Pour des raisons de simplicité, nous utiliserons les notations suivantes dans la

preuve.

bb(t) := b(t; bXt;E('( bXt)); but);
b'(t) := '( bXt);

@bb
@x
(t) :=

@b

@x
(t; bXt;E(	( bXt)); but);

et de même pour les autres fonctions �(t); b�(t) etc...
Nous désignons par H(t) := H(t;Xt; ut; bpt; bqt) et par bH(t) := H(t; bXt; but; bpt; bqt). Choisissons
un u 2 AG arbitraire et considérons la quantité

J(u)� J(bu) := E �Z +1

0

�
f(t)� bf(t)� dt� :
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Nous allons montrer que J(u) � J(bu). En utilisant l�inégalité (2.16) et la formule d�Itô
(appliquée à bpt(Xt � bXt)), on montre que

0 � E
�
lim
t!+1

hbpt(Xt � bXt)
i�

= E
�
lim
t!+1

�Z t

0

bps(b(s)�bb(s))ds+ Z t

0

bps(�(s)� b�(s))dWs

�
Z t

0

(Xs � bXs) bHx(s)ds+

Z t

0

(Xs � bXs)bqsdWs

�
Z t

0

(Xs � bXs)b�(s)ds+ Z t

0

(�(s)� b�(s))bqsds�� :
En utilisant les identités (2.13), (2.15) et l�inégalité (2.18), (2.19), on obtient

0 � E
�
lim
t!+1

�Z t

0

bps �b(s)�bb(s)� ds� Z t

0

�
Xs � bXs

� bHx(s)ds (2.22)

�
Z t

0

�
Xs � bXs

� b�(s)ds+ Z t

0

(�(s)� b�(s)) bqsds��
= E

�Z +1

0

bps �b(s)�bb(s)� ds+ Z +1

0

(�(s)� b�(s)) bqsds
�
Z +1

0

�
Xs � bXs

� b�(s)ds� Z +1

0

�
Xs � bXs

� bHx(s)ds

�
= E

�Z +1

0

�
H(s)� bH(s)� ds� Z +1

0

�
Xs � bXs

� bHx(s)ds

�
Z +1

0

�
Xs � bXs

�(
E

 
@bb
@y
(s)bps! @b	

@x
(s)

+E
�
@b�
@y
(s)bqs� @b�

@x
(s) + E

 
@ bf
@y
(s)

!
@ b'
@x
(s)

)
ds

#
� (J(u)� J(bu)):

Notons que pour u 2 AG, l�application u ! E
h
H(t; bXt; ut; bpt; bqt) j Gti admet un maximum

au point u = but et que ut; but sont adaptés à Gt. En utilisant (2.17) et (2.20) on obtient
E
�
@H

@u
(t; bXt; ut; bpt; bqt)(ut � but) j Gt�

u=bu(t) (2.23)

=
@H

@u
E
h
H(t; bXt; ut; bpt; bqt) j Gti

u=bu(t) (ut � but) � 0:
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D�autre part, en utilisant la concavité de l�Hamiltonien H, les hypothèses (A.4)-(A.5) et

l�égalité (2.23) on obtient pour tout t 2 [0;1), P� p:s:

H(t)� bH(t) � bHx(t)(Xt � bXt) +
@ bf
@y
(t)E

�
@ b'
@x
(t)(Xt � bXt)

�
(2.24)

+
@bb
@y
(t)E

"
@b	
@x
(t)(Xt � bXt)

# bpt
+
@b�
@y
(t)E

"
@b�
@x
(t)(Xt � bXt)

# bqt
+
@ bH
@u
(t)(ut � but)

� bHx(t)(Xt � bXt) +
@ bf
@y
(t)E

�
@ b'
@x
(t)(Xt � bXt)

�
+
@bb
@y
(t)E

"
@b	
@x
(t)(Xt � bXt)

# bpt
+
@b�
@y
(t)E

"
@b�
@x
(t)(Xt � bXt)

# bqt:
En combinant les inégalités (2.22) et (2.24), on obtient

J(u)� J(bu) � E �Z +1

0

�
H(s)� bH(s)� ds� Z +1

0

�
Xs � bXs

� bHx(s)ds

�
Z +1

0

�
Xs � bXs

�(
E

 
@bb
@y
(s)bps! @b	

@x
(s)

+E
�
@b�
@y
(s)bqs� @b�

@x
(s) + E

 
@ bf
@y
(s)

!
@ b'
@x
(s)

)
ds

#
� 0:

Le Théorème 2.2 est prouvé.

2.5 Conditions nécessaires d�optimalité

Dans ce paragraphe, nous etablissons une condition nécessaire d�optimalité satisfaite par un

contrôle optimal but: Même si la condition su¢ sante est un outil puissant pour véri�er si un
contrôle est optimal, il doit être clair que la condition de concavité n�est pas toujours remplie

dans les applications concrètes. C�est un inconvénient du principe du maximum su¢ sant. La
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question est la suivante : Supposons que but est un contrôle optimal, est-ce que l�inégalité sur
les hamiltoniens

E
h
H(t; bXt; but; bpt; bqt) j Gti = max

u2AG
E
h
H(t; bXt; ut; bpt; bqt) j Gti p:s:;

est véri�ée ?

Sous quelques hypothèses supplémentaires, nous donnerons une réponse à cette question,

sous la forme d�un principe de maximum stochastique faible, donné par une condition sur la

dérivée de Gateaux de l�hamiltonien.

Tout au long de ce paragraphe, nous supposerons ce qui suit :

A.9 Pour tout t; h tel que 0 � t < t+ h et toutes variables aléatoires bornées Gt-mesurables

�, le processus de contrôle �t dé�ni par

�s := �1[t;t+h](s); (2.25)

appartient à AG.

A.10 Pour tout u 2 AG et tout � 2 AG et borné, il existe � > 0 tel que,

u+ "� 2 AG pour tout " 2 (��; �) : (2.26)

A.11 Pour tout � 2 AG et borné, on dé�nit le processus Yt = Y
(u;�)
t par

Yt =
d

d"
Xu+"�
t j"=0; (2.27)

Yt existe et nous avons Y (0) = 0 et

dYt =

�
@b

@x
(t)Yt +

@b

@y
(t)E

�
@	

@x
(t)Yt

�
+
@b

@u
(t)�t

�
dt (2.28)

+

�
@�

@x
(t)Yt +

@�

@y
(t)E

�
@�

@x
(t)Yt

�
+
@�

@u
(t)�t

�
dWt;
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où

�
d

d"
E
h
	
�
Xu+"�
t

�i
j"=0
�
= E

�
d

d"

�
	
�
Xu+"�
t

��
j"=0
�

(2.29)

= E
�
@	

@x
(t)

�
d

d"
Xu+"�
t j"=0

��
= E

�
@	

@x
(t)Yt

�
:

Théorème 2.3 (Conditions nécessaires d�optimalité) Soit bu 2 AG un maximum local pour

J(u); c�est-à-dire pour tout borné � 2 AG il existe � > 0 tel que bu + "� 2 AG pour tout

" 2 (��; �), et J(bu+ "�) est maximal pour " = 0:

Soient bXt et (bpt; bqt) respectivement les solutions des équations (2.3)-(2.4) et (2.14) associées
à bu. Soit bYt = Y

(bu;�)
t donné par (2.27). Supposons que

E
hR +1
0

hbp2t n�@b�@x (t)�2 bY 2
t +

�
@b�
@u
(t)
�2

+
�
@b�
@y
(t)
�2
E
��

@b�
@x
(t)
�2 bY 2

t

��
+ bY 2

t bq2t � ds� < +1:
(2.30)

Supposons en outre que (A:3) est véri�ée. Alors bu est un point stationnaire pour E [H=Gt]
c�est-à-dire que

E
�
@H

@u
(t; bXt; but; bpt; bqt) j Gt� = 0:

Preuve. Pour � 2 AG on pose,

h(") := E
�
lim
t!+1

�bptXbu+"�
t

��
:

Soit � > 0 le nombre donné dans l�hypothèse (A.10). En utilisant l�hypothèse (A.3), nous

pouvons montrer que pour tout � 2 AG et pour tout " 2 (��; �) ;

h(")� h(0) � 0;
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Il s�ensuit que

0 = h0(")

=
d

d"

�
E
�
lim
t!+1

bptXbu+"�
t

��
j"=0

= E
�
lim
t!+1

bpt d
d"
Xbu+"�
t j"=0

�
:

Dans la dernière formule on a utilisé [1] pour permuter la dérivation et l�intégration.

En utilisant (2.14), (2.28) et (2.30) et la formule Itô (appliquée à bpt dd"Xbu+"�
t ), nous obtenons

0 = E
�
lim
t!+1

bpt d
d"
Xbu+"�
t j"=0

�
= E

"Z +1

0

bps( @bb
@x
(s)bYs + @bb

@y
(s)E

"
@b	
@x
(s)Ys

#
+
@bb
@u
(s)�s

)
ds

�
Z +1

0

bYs(E @bb
@y
(s)bps! @b	

@x
(s) + E

�
@b�
@y
(s)bqs� @b�

@x
(s)

+E

 
@ bf
@y
(s)

!
@ b'
@x
(s)

)
ds�

Z +1

0

bYs bHx(s)ds

+

Z +1

0

bqs(@b�
@x
(s)bYs + @b�

@y
(s)E

"
@b�
@x
(s)bYs#+ @b�

@u
(s)�s

)
ds

#
:
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Alors

0 =
d

d"
J(bu+ "�) j"=0

= E

"Z +1

0

(
@ bf
@x
(s)bYs + @ bf

@u
(s)�s +

@bb
@y
(s)E

"
@b	
@x
(s)bYs#) ds#

+ E
�
lim
t!+1

bpt d
d"
Xbu+"�
t j"=0

�
= E

"Z +1

0

(
@ bf
dx
(s)bYs + @ bf

dy
(s)E

�
db'
dx
(s)bYs�+ @ bf

du
(s)�s

)
ds

+

Z +1

0

bps( @bb
@x
(s)bYs + @bb

@y
(s)E

"
@b	
@x
(s)bYs#+ @bb

@u
(s)�s

)
ds

�
Z +1

0

bYs(E @bb
@y
(s)bps! @b	

@x
(s) + E

�
@b�
@y
(s)bqs� @b�

@x
(s)

+E

 
@ bf
@y
(s)

!
@ b'
@x
(s)

)
ds�

Z +1

0

bYs bHx(s)ds

+

Z +1

0

bqs(@b�
@x
(s)bYs + @b�

@y
(s)E

"
@b�
@x
(s)bYs#+ @b�

@u
(s)�s

)
ds

#
:

De (2.13), nous avons

@H

@u
(s; x; u; p; q) =

@f

@u
(s; x; u) +

@b

@u
(s; x; u)p+

@�

@u
(s; x; u)q:

Donc

E

"Z +1

0

@ bH
@u
(s)�sds

#
= 0:

En choisissant �s := �1[t;t+h](s), nous obtenons

E

"Z t+h

t

@ bH
@u
(s)�dt

#
= 0:

En dérivant par rapport à h en h = 0, nous en déduisons que

E
�
@H

@u
(t; bXt; but; bpt; bqt)�� = 0:
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Puisque cette égalité est véri�é pour tout � Gt-mesurable , nous avons alors

E
�
@H

@u
(t; bXt; but; bpt; bqt) j Gt� = 0: (2.31)

Le théorème est démontré.

2.6 Exemple : Un problème de contrôle linéaire qua-

dratique

Nous considérons le problème de contrôle stochastique linéaire quadratique bien connu dans

le cadre de l�horizon in�ni (voir [57]). Pour une étude récente et détaillée des problèmes de

LQ pour les systèmes à champ moyen, nous nous référons à [60].

Pour la simplicité des notations et des calculs, nous supposons que toutes les équations et

tous les coe¢ cients sont unidimensionnels. SoitW un mouvement brownien unidimensionnel,

Soient A; eA;B;C; eC et D des constantes. Nous supposons que la dynamique est donnée par

l�équation di¤érentielle stochastique à champ moyen

8><>: dXt =
� eAE [Xt] + AXt +Bvt

�
dt+

� eCE [Xt] + CXt +Dvt

�
dWt;

X0 = x:
(2.32)

La fonctionnelle coût est donnée par

J(v) =
1

2

+1Z
0

�
RE

�
X2
t

�
+NE

�
v2t
��
dt; (2.33)

où R et N sont des constantes positives.

L�espace des contrôles admissibles est dé�ni par

Uad =
�
processus mesurablesvvéri�antE

�
+1R
0

jvtj2 dt
�
< +1 et l�équation (2.32)

admet une solution unique avec limt!+1
�
jXv

t j
2� existe	

Pour chaque v 2 Uad la fonctionnelle coût est bien dé�nie.
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Supposons que la condition de transversalité (A:3) est véri�ée. Soit u un contrôle optimal

maximisant la fonctionnelle coût J(v): L�équation adjointe associé à u est

�dpt =
�
Apt + Cqt +RXu

t + eAE [pt] + eCE [[qt]]� dt� qtdBt:

Alors, par la condition nécessaire d�optimalité (2.17), on véri�e que

Nut = �Bpt �Dqt:

Du Théorème 2.2, sur les conditions su¢ santes, ut = �
1

N
(�Bpt �Dqt) est optimal.

En utilisant les mêmes notations que dans [57] et en remplacant ut par sa valeur dans les

équations deXu
t et (pt; qt); il s�avère que le contrôle optimal est donné sous une forme explicite

par

ut = � (N +D2�t)
�1
n
(B + CD)�tX

u
t +

�
B t + eCD�t�E [Xu

t ]
o
;

où �t véri�ée de l�équation de Riccati dont on suppose qu�elle admet une unique solution.8><>:
d�t
dt
+ (2A+ C2)�t � (CD +B)2 (N +D2�t)

�1
�2t +R = 0;

limt!+1 �t = 0;

et  t est la solution de l�équation suivante, qu�on suppose égallement qu�elle admet une unique

solution,

8>>>><>>>>:
d t
dt
+
�
2A+ 2 eA� t + �2C eC + eC2 + 2 eA��t

� (N +D2�t)
�1
n
D
�
C + eC��t +B (�t +  t) + (B + CD)�t

o�
B t + eCD�t� = 0;

limt!+1  t = 0:
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Chapitre 3

EDSR ré�échies quadratiques avec

deux barrières et condition terminale

de carré intégrable

(Travail conjoint avec B. Labed et K. Bahlali)

Résumé. Nous considérons des équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades (EDSR)

ré�échies avec deux barrières dont le générateur H(t; !; y; z) a une croissance quadratique de

sa variable z et une condition terminale � de carré intégrable. Les solutions sont contraintes de

rester entre deux processus continus L et U (appelés des barrières). On établit l�existence de

solutions lorsqueH(t; !; y; z) = f(y)jzj2 et aussi lorsqueH(t; !; y; z) = a+bjyj+cjzj+f(y)jzj2.

Les principaux outils sont l�estimation de Krylov et la formule d�Itô-Krylov, démontrées ici,

pour les solutions d�équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades ré�échies avec deux

barrières.

Mots-clés : EDSR quadratique ré�échie, formule de temps d�occupation, Inégalité de Krylov,

formule d�Itô-Krylov, formule de Tanaka.

2020 Classi�cation AMS : 60H10, 60H20.
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Quadratic BSDEs with two re�ecting barriers and a square integrable terminal

value

(Joint work with B. Labed and K. Bahlali)

ABSTRACT. We consider backward stochastic di¤erential equations (BSDEs) with two

re�ecting barriers which generator H(t; !; y; z) has a quadratic growth in its z-variable and

a square integrable terminal value �. The solutions is constrained to stay between two time

continuous processes L and U (called the barriers). We establish the existence of solutions

when H(t; !; y; z) = f(y)jzj2 and also when H(t; !; y; z) = a+bjyj+cjzj+f(y)jzj2. The main

tools are Krylov�s estimate and Itô-Krylov�s formula, which are proved here, for the solutions

of backward stochastic di¤erential equations with two re�ecting barriers.

Key words : Re�ected quadratic BSDE ; Local time ; Occupation time formula ; Krylov�s

inequality ; Itô�Krylov�s formula ; Tanaka�s formula.

2010 Mathematics Subject Classi�cation. 60H10, 60H20.
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3.1 Introduction

Soit (Wt)t�0 le mouvement brownien standard d-dimensionnel, dé�ni sur un espace de pro-

babilité (
;F ;P). Soit F = fFtgt�0 la �ltration naturelle de Wt, où F0 contient tous les

ensembles P-nuls de F . Pour p > 0; on note

Lploc(R) L�espace des (classes de) fonctions u dé�nies sur R qui sont p�intégrables sur les

ensembles bornés de R.

W2
p;loc := L�espace de Sobolev des (classes) fonctions u défnie sur R tel que u et ses dérivés

généralisées u0 et u00 appartiennent à Lploc(R) .

C := L�espace des processus Ft�adaptés et continus.

S2 := L�espace des processus continus etFt�adaptés et continus ' satisfaisant E sup0�t�T j'tj
2 <

+1:

L2 := l�espace de variables aléatoires FT�mesurables � p:s: satisfaisant E j�j2 < +1:

M2 := l�espace de processus Ft-adaptés ' satisfaisant E
R T
0
j'tj2 dt < +1

L2 := l�espace de processus Ft-adaptés ' satisfaisant
R T
0
j'tj2 dt < +1:

K := l�espace des processus P-mesurables continus et croissants (Kt)t�T tels que K0 = 0 et

KT < +1, P� p:s:

K2 := l�espace des processus P-mesurables continus croissants (Kt)t�T tels que K0 = 0 et

E (K2
T ) < +1.

Pour (a; b) 2 R2, nous désignons par a _ b := max (a; b), a ^ b := min (a; b), a� :=

max(0;�a) et a+ := max(0; a):

Nous considérons les hypothèses suivantes

(A.1) H(t; !; y; z) est un processus Ft -progressivement mesurable à valeurs réelles dé�ni

sur [0; T ]� 
� R� Rd.

(A.2) � est une variable aléatoire FT�mesurable de carré intégrable dé�nie sur (
;F ;P).

(A.3) U = (Ut)0�t�T et L = (Lt)0�t�T sont deux processus qui appartiennent à S2 tels que

8t � T; Lt < Ut et LT � � � UT ; P� p:s:

Dé�nition 3.1 Une solution de l�équation di¤érentielle stochastique rétrograde ré�échie avec
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deux barrières et avec les données (�;H; L; U) est un quadruplet de processus (Ft)�adaptés

(Y; Z;K+; K�) :=
�
Yt; Zt; K

+
t ; K

�
t

�
0�t�T qui satisfait l�équation suivante

8>>>>>>><>>>>>>>:

(i) Y 2 C; K+ and K� 2 K; Z 2 L2;

(ii) Yt = � +
R T
t
H(s; Ys; Zs)ds+

R T
t
dK+

s �
R T
t
dK�

s �
R T
t
ZsdBs; 0 � t � T;

(iii) 8t � T; Lt � Yt � Ut;

(iv)
R T
0
(Ut � Yt)dK

�
t =

R T
0
(Yt � Lt)dK

+
t = 0:

(3.1)

� est la donnée terminale et H le générateur ou coe¢ cient, L la barrière inférieure et U la

barrière supérieure.

Dans la suite, l�équation précédente sera labellisée eq(H; �; L; U) ou bsde(H; �; L; U).

Les équations di¤érentielles stochastiques rétrogrades ré�échies avec deux barrières (EDSRR)

ont été introduites par Civitanic et Karatzas [31]. L�EDSRR (3.1) est dite quadratique si son

générateur a une croissance au plus quadratique en sa variable z. Dans [31], les auteurs

ont établi l�existence et l�unicité des solutions lorsque le générateur H est uniformément

Lipschitzien en (y; z) uniformément en (t; !), la donnée terminale � est de carré intégrable

et les barrières sont régulières ou elles satisfont la condition de Mokobodski. Lorsque � est

bornée, H satisfait H(s; y; z) � C(1 + � (y) + jzj2) [où � est une fonction bornée sur les

compacts] et les barrières satisfont la condition de Mokobodski, l�existence d�une solution a été

prouvée par Bahlali, Hamadène et Mezerdi [20]. Dans Hamadène et Hassani [43], l�existence

de solutions a été établie pour l�EDSR ré�échies avec deux barrières (3.1) dans le cas où

la valeur terminale � est de carré intégrable, H est de croissance linéaire en y et z et les

barrières sont de carrés intégrables et satisfont Lt < Ut pour tout t 2 [0; T ]. Dans Lepeltier

et San Martin [56], l�existence de solutions a été établie pour des EDSR ré�échies avec deux

barrières (3.1) lorsque le générateur H est à croissance linéaire et la donnée terminale � est de

carré intégrable. Essaky et Hassani [36] ont considéré l�EDSRR (3.1) dans une situation très

générale. Ils ont établi l�existence d�une solution minimale et d�une solution maximale lorsque

� n�est que FT�mesurable et queH a une croissance quelconque par rapport à la variable y et

une croissance quadratique stochastique par rapport à la variable z. Plus précisément, Essaky
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et Hassani supposent qu�il existe un Ft-processus adaptés et positif � véri�ant E
�R T

0
�sds

�
<

+1 et un processus continu C de telle sorte que jH(t; y; z)j � �t(!) +Ct(!) jzj2, et il existe

une semi-martingale continue qui passe entre L et U . La dernière condition est satisfaite, par

exemple, lorsque L < U .

L�objectif principal de ce chapitre est de généraliser le résultat de [13, 14] aux EDSR quadra-

tiques et ré�échies. Nous utilisons d�abord la formule du temps d�occupation pour montrer que

pour toute solution (Y; Z;K+; K�) de l�EDSRR (3.1) avec des données (H(t; y; z); �; L; U);

il existe une fonction positive f localement intégrable et un processus stochastique positif Ft

-adapté � satisfaisant E
R T
0
�sds < +1 tel que pour p:s: (t; !) et pour tout (y; z),

jH(t; y; z)j � �t + f(y)jzj2;

alors le temps passé par Y dans un ensemble négligeable de Lebesgue est négligeable par

rapport à la mesure jZtj2dt. C�est-à-dire que l�estimation de Krylov suivante est valable pour

toute fonction mesurable positive 	

E
Z T^�R

0

	(Ys) jZsj2 ds � C k	kL1([R;�R]) ; (3.2)

où �R := � 0R ^ �+R ^ ��R tq � 0R = infft > 0 : jYtj � Rg; �+R := infft > 0 : K+
t � Rg,

��R := infft > 0 : K�
t � Rg et C est une constante dépendant de R, k�kL1(
) et kfkL1([R;�R]).

En utilisant l�inégalité (3.2) nous prouvons que la formule de changement de variable d�Itô-

Krylov suivante est valable pour � appartenant à l�espace de Sobolev W2
p;loc

�(Yt) = �(Y0) +

Z t

0

�0(Ys)dYs +
1

2

Z t

0

�00(Ys) jZsj2 ds; (3.3)

où (Y; Z;K+; K�) est une solution arbitraire de l�EDSRR (3.1). Cela nous permet d�établir

l�existence d�une solution de l�EDSRR (3.1).

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans le paragraphe 2, nous présentons les résultats de

Hamadène & Hassani [43] qui seront utilisés dans les autres paragraphes. Dans le paragraphe
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3, nous établissons l�existence de solutions pour les deux EDSRR bsde(f(y) jzj2 ; �; L; U) et

bsde(�f (y; z); �; L; U); où a; b; c sont des nombres réels et

�f (y; z) := a+ b jyj+ c jzj+ f(y) jzj2 : (3.4)

En supposant que f est continu et globalement intégrable sur R et � est de carré intégrable,

nous établissons l�existence de solutions pour les deux équations. Dans le paragraphe 4, nous

démontrons l�inégalité de Krylov et la formule de changement de variables d�Itô-Krylov pour

les solutions d�EDSR avec deux barrières ré�échies puis nous les utilisons pour étendre les

résultats du paragraphe 3 au cas où f est intégrable sur R.

3.2 Résultats auxiliaires

Considérons les hypothèses suivantes :

(A.4) Pour tout t; y; y0; z; z0; il existe une constante C � 0 telle que P� p:s:

jH(s; y; z)�H(s; y0; z0)j � C (jy � y0j+ jz � z0j) :

(A.5) H est continue et à une croissance linéaire uniforme en y et z, c�est-à-dire qu�il existe

une constante C telle que

jH(s; y; z)j � C (1 + jyj+ jzj) :

Les résultats suivants sont établis dans [43]. Les auteurs ont prouvé l�existence et l�unicité de

la solution aux EDSR ré�échies (3.1) lorsque Lt < Ut pour tout t � T .

Théorème 3.1 ([43], Théorème 3.7) Sous les hypothèses (A:1)� (A:4), il existe une solu-

tion unique (Y; Z;K) à l�équation (3.1).

Théorème 3.2 ([43], Théorème 5.1) Supposons que (A:1)� (A:3) et (A:5) sont satisfaites.

Alors, l�équation (3.1) admet au moins une solution (Y; Z;K).
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3.3 EDSR ré�échies avec générateurs continus

Dans ce paragraphe, nous étudierons les deux types d�EDSR ré�échies (3.1) avec des don-

nées (f(y) jzj2 ; �; L; U) et (�f (y; z); �; L; U). En supposant que f est continue et globalement

intégrable sur R et � est de carré intégrable. Le lemme suivant est utile pour étudier les deux

types de EDSR quadratiques ré�échis. Ici, il nous permet d�éliminer le terme quadratique

additif.

Lemme 3.1 ([14], Lemme A.1). Soit f une fonction continue et appartenant à L1(R).

Alors, la fonction

u(x) :=

Z x

0

exp

�
2

Z y

0

f(t)dt

�
dy:

possède les propriétés suivantes :

(i) u 2 C2(R) et satisfait l�équation di¤érentielle 1
2
u00(x)� f(x)u0(x) = 0 sur R:

(ii) u est une fonction bijective de R à R.

(iii) la fonction inverse u�1 appartient à C2(R).

(iv) u est une quasi-isométrie, c�est-à-dire il existe deux constantes positives m et M telles

que, pour tout x; y 2 R;

m jx� yj � ju(x)� u(y)j �M jx� yj : (3.5)

Nous expliquons comment nous allons établir l�existence d�une solution pour les deux équa-

tions bsde(f(y) jzj2 ; �; L; U) et bsde(�f (y; z); �; L; U). Soit u la fonction dé�nie dans le Lemme

3.1, on dé�nit les processus �; L; S; Y ; Z; K
�
et H comme suit :

8>>>><>>>>:
� = u(�); Ls = u(Ls); Ss = u(Ss);

Y : = u(Y:); Z : = u0(Y:)Z:; dK
�
: = u0(Y:)dK

�
: ;

H(s; y; z) = u0 (u�1 (y))H
�
s; u�1 (y) ; [u�1 (y)]

0
z
�
� f (u�1 (y)) [u�1 (y)]

0 jzj2 :

(3.6)
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Supposons que (Y; Z;K+; K�) soit une solution (resp. solution maximale) de l�EDSRR (3.1).

Alors, l�EDSRR suivante admet une solution (resp. solution maximale)

8>>>>>>><>>>>>>>:

(i) Y 2 C; K+
and K

� 2 K; Z 2 L2;

(ii) Y t = � +
R T
t
H(s; Y s; Zs)ds+

R T
t
dK

+

s �
R T
t
dK

�
s �

R T
t
ZsdWs; 0 � t � T;

(iii) 8t � T; Lt � Y t � U t;

(iv)
R T
0
(U t � Y t)dK

�
t =

R T
0
(Y t � Lt)dK

+

t = 0:

(3.7)

Remarque 3.1 La propriété de maximalité des solutions est préservée par le fait que la

fonction u et son inverse sont strictement croissantes.

Proposition 3.1 Supposons que f est continue et globalement intégrable sur R et � est de

carré intégrable. Alors, l�équation (3.1) admet une solution (resp. une solution maximale) si

et seulement si l�équation (3.7) admet une solution (resp. une solution maximale). De plus,

les solutions appartiennent à S2 �M2 �K2.

Preuve. Supposons que (Y; Z;K+; K�) est une solution (resp. solution maximale) de l�ED-

SRR (3.1). Soit u(x) :=
R x
0
exp

�
2
R y
0
f (t) dt

�
dy la fonction dé�nie dans le Lemme 3.1. Nous

utilisons la formule d�Itô pour montrer que

u(Yt) = u(�) +

Z T

t

u0 (Ys)
�
H(s; Ys; Zs)� f(Ys) jZsj2

	
ds

+

Z T

t

u0 (Ys) dK
+
s �

Z T

t

u0 (Ys) dK
�
s �

Z T

t

u0 (Ys)ZsdBs:

Puisque u et son inverse sont des fonctions de classe C2, globalement Lipschitz et bijectives

de R dans R, alors toute solution
�
Y ; Z;K

+
; K

�
�
de l�équation (3.6) est une solution (resp.

solution maximale) de l�équation (3.7) avec des données (H(s; y; z); �; L; U). Réciproquement,

supposons qu�il existe une solution (resp. solution maximale)
�
Y ; Z;K

+
; K

�
�
pour l�équation

(3.7), le Lemme 3.1, permet de voir que
�
Yt; Zt; K

+
t ; K

�
t

�
est une solution (resp. solution
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maximale) pour l�équation (3.1), où

8><>: Yt = u�1
�
Y t

�
; Z: =

�
u�1

�
Y t

��0
Zt;

dK�
t =

�
u�1

�
Y t

��0
dK

�
t ; for all t � T:

Ceci montre que les équations (3.1) et (3.7) sont équivalentes.

3.3.1 EDSR ré�échies quadratiques avec H(t; y; z) := f(y) jzj2

Proposition 3.2 Soit f une fonction continue et globalement intégrable sur R et que les

hypothèses (A:2) � (A:3) sont satisfaites. Alors, l�équation bsde(f(y) jzj2 ; �; L; U) possède

une unique solution.

Preuve. Nous utilisons les mêmes notations que dans la proposition 3.1. Selon la proposition

3.1, l�EDSR quadratique ré�échie (EDSRQR) avec les données (f(y) jzj2 ; �; L; U) possède une

solution unique si et seulement si l�équation suivante possède une solution unique

8>>>>>>><>>>>>>>:

(i) Y 2 S2; K+
and K

� 2 K2; Z 2M2;

(ii) Y t = � +
R T
t
dK

+

s �
R T
t
dK

�
s �

R T
t
ZsdWs; 0 � t � T;

(iii) 8t � T; Lt � Y t � U t;

(iv)
R T
0
(U t � Y t)dK

�
t =

R T
0
(Y t � Lt)dK

+

t = 0:

(3.8)

Par l�hypothèse (A:2) et le Lemme 3.1, nous avons � = u(�) est de carré intégrable. D�après

le résultat du Théorème 3.1, l�équation (3.8) possède une solution unique.

63



EDSR ré�échies quadratiques

3.3.2 EDSR quadratiques ré�échies avec H(t; y; z) = a+ b jyj+ c jzj+

f(y) jzj2 := �f(y; z)

Soit �f (y; z) := a + b jyj + c jzj + f(y) jzj2 ; a; b; c 2 R et f : R ! R. L�objectif est de

démontrer que l�EDSR ré�échie quadratique suivante admet au moins une solution.

8>>>>>>><>>>>>>>:

(i) Y 2 S2; K+ and K� 2 K2; Z 2M2;

(ii) Yt = � +
R T
t
�f (y; z)ds+

R T
t
dK+

s �
R T
t
dK�

s �
R T
t
ZsdWs; 0 � t � T;

(iii) 8t � T; Lt � Yt � Ut,

(iv)
R T
0
(Ut � Yt)dK

�
t =

R T
0
(Yt � Lt)dK

+
t = 0:

(3.9)

Proposition 3.3 Sous les hypothèses (A:2) et (A:3). Supposons que f est continue et ap-

partient à L1(R): Alors l�EDSR ré�échie quadratique (3.9) admet au moins une solution.

Preuve. Soit u est la fonction dé�nie dans le Lemme 3.1. Soient Y ; K
�
; Z; �; L et U dé�ni

par (3.6). Considérons l�EDSR :

8>>>>>>><>>>>>>>:

(i) Y 2 S2; K+
and K

� 2 K2; Z 2M2

(ii) Y t = � +
R T
t
G(Y s; Zs)ds+

R T
t
dK

+

s �
R T
t
dK

�
s �

R T
t
ZsdWs; 0 � t � T

(iii) 8t � T; Lt � Y t � U t,

(iv)
R T
0
(U t � Y t)dK

�
t =

R T
0
(Y t � Lt)dK

+

t = 0;

(3.10)

où G(y; z) = (a + b ju�1(y)j)u0(u�1(y)) + c jzj : En utilisant le Lemme 3.1, nous montrons

que � est de carré intégrable et que G est continu et de croissance linéaire. Par suite, par le

Théorème 3.2, l�EDSR (3.10) admet au moins une solution. Nous utilisons la Proposition 3.1

pour obtenir le résultat souhaité.
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3.4 EDSR quadratiques ré�échies avec coe¢ cients me-

surables

3.4.1 Estimations de Krylov et formule d�Itô-Krylov

Nous considérons les hypothèses suivantes :

(H1) Il existe une fonction positive f localement intégrable et un processus stochastique

positif Ft�adapté � satisfaisant E
R T
0
�sds < +1 tels que pour p:s: (t; !) et pour tout

(y; z),

jH(t; y; z)j � �t + f(y)jzj2:

(H2) f 2 L1(R).

Proposition 3.4 (Estimation locale) On suppose que (H1) est véri�ée. Soit (Y; Z;K+; K�)

une solution de l�EDSRR (3.1) avec les données (H(t; y; z); �; L; U). Alors, il existe une

constante positive C dépendant de T; R et kfkL1([R;�R]) telle que pour toute fonction me-

surable positive 	,

E
Z T^�R

0

	(Ys) jZsj2 ds � C k	kL1([R;�R]) ;

où �R := � 0R ^ �+R ^ ��R tq � 0R = infft > 0 : jYtj � Rg; �+R := infft > 0 : K+
t � Rg et

��R := infft > 0 : K�
t � Rg:

Preuve. Soit � := �R ^ � 0N ^ � 00M ^ �+R ^ ��R , où

� 0N := infft > 0 :
Z t

0

jZsj2 ds � Ng;

� 00M := infft > 0 :
Z t

0

jH(s; Ys; Zs)j ds �Mg;

Clairement, � 0N tend vers l�in�ni quand N tend vers l�in�ni. On a la même chose pour �R;

� 00M ; �
+
R et �

�
R . Pour a 2 R tel que a � R, soit La: (Y ) le temps local de Y en a. En utilisant

la formule du temps d�occupation, nous montrons que pour toute fonction positive 	, nous
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avons

E
�Z t^�R

0

	(Ys) jZsj2 ds
�
= E

�Z t^�R

0

	(Ys)d hY is
�

(3.11)

� E
�Z R

�R
	(a)Lat^�R(Y )da

�
:

D�autre part, en utilisant la formule de Tanaka et le fait que l�application y ! (y � a)+ est

Lipschitz, on obtient

(Yt^� � a)+ = (Yt^� � a)+ +

Z t^�

0

1fYs�agdYs +
1

2
Lat^� (Y ):

Il s�ensuit que

1

2
Lat^� (Y ) +

Z t^�

0

1fYs�agdK
�
s � jYt^� � Y0j+

Z t^�

0

1fYs�agH(s; Ys; Zs)ds (3.12)

+

Z t^�

0

1fYs�agdK
+
s �

Z t^�

0

1fYs�agZsdWs:

En passant à l�espérance dans l�inégalité précédente, on obtient

sup
a
E [Lat^� (Y )] � 2M + 4R: (3.13)

Notons que Support(La:^� (Y )) � [�R;R]. Par conséquent, en utilisant la formule du temps

d�occupation, nous obtenons

1

2
Lat^� (Y ) � jYt^� � Y0j+

Z T

0

�sds+

Z t^�

0

1fYs�agf(Ys)d hY is

+ 2R�
Z t^�

0

1fYs�agZsdWs

= jYt^� � Y0j+
Z T

0

�sds+

Z a

�R
f(x)Lxt^� (Y )dx

+ 2R�
Z t^�

0

1fYs�agZsdWs:
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Il s�ensuit que

E [Lat^� (Y )] � 2E
�
jYt^� � Y0j+ 2R +

Z T

0

�sds

�
(3.14)

+

Z a

�R
2 jf(x)jE [LxT^� (Y )] dx:

En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient

E [Lat^� (Y )] � C 0 exp
�
2 kfkL1

([�R:R])

�
;

où C 0 = 6R + 2 k�kL1([0;T ]�
). En passant successivement à la limite sur N et M puis en

utilisant le théorème de Beppo�Levi, on obtient

E
�
Lat^�R (Y )

�
� C 0 exp

�
2 kfkL1

([�R:R])

�
: (3.15)

En�n, à partir de (3.15) et (3.11), on obtient

E
�Z t^�R

0

	(Ys) jZsj2 ds
�
� C 0 exp

�
2 kfkL1

([�R:R])

�
k	kL1

([�R:R])
:

La Proposition 3.4 est prouvée.

Corollaire 3.1 (Estimation globale) Supposons que (H:1) et (H:2) sont véri�ées et � est

de carré intégrable. Soit (Y; Z;K+; K�) une solution de l�équation (3.1). Alors il existe une

constante positive C dépendant de T , k�kL1([0;T ]�
) ; kfkL1(R) et E
�
sup
0�t�T

jYtj
�
telle que, pour

toute fonction mesurable positive 	,

E
�Z T

0

	(Ys) jZsj2 ds
�
� C k	kL1(R)

En particulier,

E
Z T^�R

0

	(Ys) jZsj2 ds � C k	kL1([R;�R]) ;

où �R := � 0R ^ �+R ^ ��R tq � 0R = infft > 0 : jYtj � Rg; �+R := infft > 0 : K+
t � Rg et
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��R := infft > 0 : K�
t � Rg:

3.4.2 Formule d�Itô-Krylov pour les EDSRR.

Dans ce paragraphe, nous établissons la formule de changement de variables d�Itô-Krylov

pour les solutions d�EDSR ré�échies à une dimension avec deux barrières. Cela généralise les

résultats obtenus dans [13, 14].

Théorème 3.3 Soit (Y; Z;K+; K�) une solution de l�EDSR ré�échie (3.1). Supposons que

(H:1) est satisfaite et que � est de carré intégrable. Alors, pour toute fonction u 2 W2
1;loc, on

a

u(Yt) = u(Y0) +

Z t

0

u0(Ys)dYs +
1

2

Z t

0

u00(Ys) jZsj2 ds: (3.16)

Remarque 3.2 Notons que toute fonction de W2
1;loc(R) a un représentant qui appartient à

C1(R). Dans toute la suite, nous utiliserons ce représentant.

Preuve. (Preuve du Théorème 3.3) Par la Proposition 3.4, le terme
R t
0
u00(Ys) jZsj2 ds est

bien dé�ni. En utilisant la régularisation classique par convolution, nous considérons la suite

(un)n, telle que pour tout n, un est de classe C2, satisfaisant :

(i) un converge uniformément vers u dans l�intervalle [�R;R].

(ii) u0n converge uniformément vers u
0 dans l�intervalle [�R;R].

(iii) u00n converge dans L1([�R;R]) vers u00.

Soit R > jY0j. On dé�nit �R comme à la proposition 3.4. Puisque �R tend à l�in�ni quand R

tend à l�in�ni, il su¢ t d�établir une formule (3.16) pour Yt^�R . La formule d�Itô appliquée à

un(Yt^�R) montre que

un(Yt^�R) = un(Y0) +

Z t^�R

0

u0n(Ys)dY s+
1

2

Z t^�R

0

u00n(Ys) jZsj
2 ds: (3.17)

En passant à la limite sur n dans l�équation (3.17) et en utilisant les propriétés (i), (ii), (iii)

et la Proposition 3.4, on obtient

u(Yt^�R) = u(Y0) +

Z t^�R

0

u0(Ys)dYs +
1

2

Z t^�R

0

u00(Ys) jZsj2 ds:
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3.5 EDSR quadratiques ré�échies avec générateurs me-

surables

Dans ce paragraphe, nous utiliserons la formule d�Itô-Krylov (3.16) pour étudier l�existence

de solutions pour les deux classes d�EDSR quadratiques ré�échies (3.1) avec les données

(f(y) jzj2 ; �; L; U) et (�f (y; z); �; L; U).

Lemme 3.2 ([14], Lemme A.1). Soit f 2 L1(R). la fonction

u(x) :=

Z x

0

exp

�
2

Z y

0

f (t) dt

�
dy;

possède les propriétés suivantes :

(i) u 2 W2
1;loc (R) et satisfait l�équation di¤érentielle 1

2
u00(x)� f(x)u0(x) = 0 sur R:

(ii) u est une fonction bijective de R sur R.

(iii) la fonction inverse u�1 appartient à W2
1;loc (R).

(iv) u est quasi-isomé, c�est-à-dire il existe deux constantes positives m et M telles que, pour

tout x; y 2 R;

m jx� yj � ju(x)� u(y)j �M jx� yj : (3.18)

Remarque 3.3 Puisque f n�est pas continue, alors la fonction u(x) :=
R x
0
exp

�
2
R y
0
f (t) dt

�
dy

n�est pas de classe C2. Par conséquent, la formule classique d�Itô ne peut pas être appliquée.

Mais comme u appartient à l�espace de Sobolev W2
1;loc, nous pouvons donc utiliser la formule

d�Itô-Krylov.

3.5.1 EDSR ré�échies avec H(t; y; z) := f(y) jzj2

Le résultat suivant donne l�existence et l�unicité de la solution à bsde(f(y) jzj2 ; �; L; U):

Proposition 3.5 Supposons que (A:2) et (H:2) sont satisfaites. Alors, l�equation bsde(f(y) jzj2 ; �; L; U)

possède une unique solution.
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Preuve. Soit la fonction u dé�nie dans le Lemme 3.2. Grâce au théorème 3.1 l�EDSRR (3.7)

avec les données (0; �; L; U) possède une solution unique. Puisque u�1 appartient àW2
1;loc(R),

alors la formule d�Itô�Krylov (3.16), appliquée à u�1 et la solution de l�équation (3.7) avec

les données (0; �; L; U), nous permet d�obtenir le résultat souhaité.

3.5.2 EDSR ré�échies quadratiques avec H(t; y; z) = a+ b jyj+ c jzj+

f(y) jzj2 := �f(y; z)

Dans ce sous-paragraphe, nous établissons l�existence de solutions pour le EDSR (3.1) lorsque

H(t; y; z) := �f (y; z), avec

�f (y; z) := a+ b jyj+ c jzj+ f(y) jzj2 ;

où a, b et c sont des constantes positives.

Proposition 3.6 Supposons que la fonction f est globalement intégrable sur R et que � est

de carré intégrable. Alors, l�EDSR (3.1) avec les données (�f (y; z); �; L; U) admet au moins

une solution.

Preuve. Soit u(x) :=
R x
0
exp

�
2
R y
0
f (t) dt

�
dy. En utilisant la propriété de quasi-isométrie de

u dans le Lemme 3.2, on voit que � est de carré intégrable si et seulement si � := u(�) est

de carré intégrable. Comme u est une quasi-isométrie et que u0 est bornée, on en déduit que

G(y; z) = (a+b ju�1(y)j)u0(u�1(y))+c jzj est continue et à croissance linéaire. Par conséquent,

selon le Théorème 3.2, l�EDSR (3.1) avec les données (G(y; z); �; L; U) admet au moins une

solution. En appliquant la formule d�Itô-Krylov (3.16) à la fonction u�1(Y t), nous obtenons

que l�EDSR (3.1) avec les données (�f (y; z); �; L; U) admet au moins une solution.

3.6 EDSR quadratiques ré�échies avec générateur H

Proposition 3.7 Supposons que le générateur H(t; !; y; z) est continu en (y; z) pour tout

(t; !) et que les hypothèses (A:1), (A:2), (A:3), (H:1) et (H:2) sont satisfaites. Alors, l�EDSR
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ré�échie quadratique (3.1) admet une solution minimale et une solution maximale. De plus,

pour toute solution (Y; Z;K+; K�), la composante Y appartient à S2.

Preuve. Puisque f est localement bornée, alors elle peut être majorée par une fonction

constante par morceaux que nous désignerons par h, voir [13]. En utilisant une interpolation

appropriée, on peut construire une fonction continue g telle que g � h � f . Notons en outre

que (A:3) implique qu�il existe une semi-martingale continue et (Ft)-adaptée qui passe entre

L et U . Par conséquent, selon le théorème 3.2 de [36] avec

�t = a+ b(jLtj+ jUtj) + c2;

et

Ct = 1 + sup
s�t

sup
�2[0;1]

jg(�Ls + (1� �)Us)j;

l�EDSR (3.1) admet une solution (Y; Z;K+; K�) telle que (Y; Z) appartient à C � L2 et

K+; K appartient à K. Puisque L et U appartiennent à S2, il en va de même pour Y car

L � Y � U .

Remarque 3.4 On présume que sous les hypothèses de la proposition ??, on peut montrer

que Z appartient àM2 et (K+ �K�) appartient à K2.
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