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AbstractAbstract

E xploring the observation and estimation of non-linear systems, particularly those

represented by Takagi-Sugeno fuzzy multi-systems, this research addresses the

significant challenges in modeling and creating an observer for such systems. It adopts

a multi-model approach and employs non-linear sector decomposition to transform these

systems into a polytope form, facilitating the development of a robust observer that can

accurately reconstruct both the system’s states and its unknown inputs under various

conditions. The study contrasts traditional quadratic approaches with an innovative non-

quadratic method that uses a line-integral Lyapunov function for the estimation of both

state and unknown inputs. This method, in conjunction with a specially designed ob-

server, results in linear matrix inequality conditions, providing a more straightforward

solution compared to the complex bilinear matrix inequality commonly associated with

TS fuzzy systems. Notably, this approach demonstrates reduced conservatism, thereby

enhancing its effectiveness and reliability. Additionally, the research investigates state

and unknown input estimation for non-linear systems using TS fuzzy systems in scenarios

where premise variables are unmeasurable, and it includes practical examples to illustrate

the effectiveness of the proposed methods.

Key words: Takagi-Sugeno fuzzy model, State estimation, Fault estimation, Linear

Matrix Inequality, Unknown inputs, Line integral lyapunov function.



RésuméRésumé

E n explorant l’observation et l’estimation des systèmes non linéaires, en particulier

ceux représentés par des systèmes flous multi-modèles de Takagi-Sugeno, cette

recherche aborde les défis importants dans la modélisation et la création d’un observateur

pour de tels systèmes. Elle adopte une approche multi-modèles et utilise une décompo-

sition sectorielle non linéaire pour transformer ces systèmes en une forme polytopique,

facilitant ainsi le développement d’un observateur robuste capable de reconstruire avec

précision à la fois les états du système et ses entrées inconnues dans diverses conditions.

L’étude met en contraste les approches quadratiques traditionnelles avec une méthode

non quadratique innovante qui utilise une fonction de Lyapunov intégrale de ligne pour

l’estimation à la fois de l’état et des entrées inconnues. Cette méthode, conjointement

avec un observateur spécialement conçu, aboutit à des conditions d’inégalité matricielle

linéaire, offrant une solution plus simple par rapport à l’inégalité matricielle bilinéaire

complexe communément associée aux systèmes flous TS. Notamment, cette approche dé-

montre un conservatisme réduit, améliorant ainsi son efficacité et sa fiabilité. De plus, la

recherche enquête sur l’estimation de l’état et des entrées inconnues pour les systèmes non

linéaires utilisant des systèmes flous TS dans des scénarios où les variables de prémisse

sont non mesurables, et elle inclut des exemples pratiques pour illustrer l’efficacité des

méthodes proposées.

Mots-Clés: Modèle flou de Takagi-Sugeno, estimation d’état, estimation de défauts,

inégalité matricielle linéaire, entrées inconnues, fonction Lyapunov intégrale de ligne.



 ملخص
سوجينو -في استكشاف المراقبة وتقدير الأنظمة غير الخطية، وخاصة تلك الممثلة بأنظمة تاكاغي

الضبابية متعددة النماذج، تتناول هذه الدراسة التحديات الكبيرة في نمذجة وإنشاء مراقب لمثل هذه 

تحويل هذه تعتمد البحث على نهج متعدد النماذج وتستخدم تحليل القطاعات غير الخطية ل. الأنظمة

الأنظمة إلى شكل متعدد السطوح، مما يسهل تطوير مراقب قوي قادر على إعادة بناء حالات النظام 

تقارن الدراسة بين النهج التقليدية الرباعية وطريقة . ومدخلاته المجهولة بدقة تحت ظروف متنوعة

ن الحالة والمدخلات غير رباعية مبتكرة تستخدم وظيفة ليابونوف التكاملية الخطية لتقدير كل م

تؤدي هذه الطريقة، بالتزامن مع مراقب مصمم خصيصًا، إلى ظروف عدم المساواة . المجهولة

المصفوفة الخطية، مما يوفر حلاً أبسط مقارنة بعدم المساواة المصفوفة الثنائية المعقدة المرتبطة عادةً 

التحفظ، مما يعزز فعاليتها  تبرز هذه الطريقة تقليلًا في. سوجينو الضبابية-بأنظمة تاكاغي

بالإضافة إلى ذلك، تحقق البحث في تقدير الحالة والمدخلات المجهولة للأنظمة غير . وموثوقيتها

سوجينو الضبابية في سيناريوهات حيث لا يمكن قياس المتغيرات -الخطية باستخدام أنظمة تاكاغي

 .ترحةالأساسية، وتشمل أمثلة عملية لإظهار فعالية الأساليب المق

. 

 

 تقدير الحالة، تقدير الغامض، سوجينو-تاكاجي نموذج الخطي، غير النظام: الكلمات المفتاحية

 .الخطية المتكاملة ليابونوف دالة الخطية، المصفوفة مساواة عدم الخطأ،



Table of Contents

General Introduction 3

1 State of the Art and Preliminaries on Multi-models 8

1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.2 Multi-models Approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2.1 Multi-model structures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3 Takagi Sugeno Fuzzy System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3.1 A Brief Overview of the Origins of TS Fuzzy Systems . . . . . . . . 11

1.3.2 TSF model construction approaches . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4 Basic stability analysis of TS Fuzzy systems . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.4.1 Stability of nonlinear systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4.2 Quadratic Lyapunov functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.4.3 Strategies for Relaxing LMI-Based Conditions . . . . . . . . . . . . 18

1.4.4 Stability analysis of TS Fuzzy systems . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2 State Estimation of TS Fuzzy System via Quadratic Lyapunov Function 32

2.1 Introduction : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2 Concepts in nonlinear observability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.3 Different types of observers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.4 Observer design for TS fuzzy systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.4.1 Measurable premise variables (MPV) . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.4.2 Non-measurable premise variables (NMPV): . . . . . . . . . . . . . 37

2.5 State Reconstruction of Takagi-Sugeno fuzzy Systems with VDNM . . . . 38

2.6 Synthesis of observer by the DMVT approach: . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.6.1 Problem statement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.6.2 Mean value theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.6.3 Synthesis of Observer Using the DMVT Approach . . . . . . . . . . 44

i



2.7 Improvement of dynamic performance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.7.1 LMI region and D-stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.7.2 Perturbation attenuation (Criteria L2): . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3 Unknown input observer of TS fuzzy system 56

3.1 Introduction : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.2 Diagnosis of Takagi-Sugeno fuzzy systems with non-measurable Premise by

unknown inputs observer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.2.1 Various types of faults . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

3.2.2 Handling Non-Measurable Premise Variables in TSF Models . . . . 60

3.2.3 Rewriting in the form of pseudo-perturbation . . . . . . . . . . . . 61

3.3 Observers with unknown inputs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3.3.1 Observer design with UIs by decoupling approach . . . . . . . . . . 62

3.3.2 Observer design with UIs by Simultaneous approach . . . . . . . . . 64

3.3.3 Pole Placement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.4 Numerical exemple: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

3.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4 State Estimation of TS Fuzzy System via Line Integral Lyapunov Functions 78

4.1 Introduction : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.2 State estimation of TSF system with LILF: case (VDNM) . . . . . . . . . 80

4.2.1 Observer design based on the MVT approch . . . . . . . . . . . . . 80

4.2.2 Observer structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.2.3 Convergence Condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.2.4 Pole-placement constraint: LMI conservatism reduction . . . . . . . 84

4.2.5 Simulation examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.3 State estimation and unknown input observer of TS fuzzy system via LILF 93

4.3.1 Structure of the robust proportional integral observer (PIO) . . . . 93

4.3.2 Structure of the robust proportional multipl integral observer (PMIO) 97

4.4 Simulation Results and discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.4.1 Academic example for conservatism comparison . . . . . . . . . . . 101

4.4.2 Case study of a Series DC Motor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106



4.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

General conclusion 112

5 Annexe 115

5.1 Convex optimization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

5.1.1 Convexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

5.1.2 Convex optimization problem formulation . . . . . . . . . . . . . . 117

5.2 Linear matrix inequalities (LMI) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

5.2.1 Linear Matrix Inequalities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

5.2.2 LMI Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

5.2.3 From BMIs to LMIs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

5.3 Standard Definitions and Lemmas for Line Integrals . . . . . . . . . . . . . 120

5.4 D-stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121



List of Figures

1.1 Sector nonlinearity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2 Stability region of theorems 1.4.4 and 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.1 Principle of a Constant Gain Observer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.2 Mechanical and electrical diagrams of the series DC motor. . . . . . . . . . 47

2.3 Motor inputs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.4 States and their estimates. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.5 LMI region . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.1 Origin of faults. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.2 Principle of the Unknown Input Observer. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

3.3 Principle of the PI Observer. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.4 Principle of the Multi-Integral Proportional Observer (PMIO) . . . . . . . 70

3.5 Unknown inputs (d1 and d2) estimation with a PI observer. . . . . . . . . . 75

3.6 Unknown inputs (d1 and d2) estimation with a P4I observer. . . . . . . . . 75

3.7 State estimation error with a PI observer. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3.8 State estimation error with a P4I observer. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.1 Phase portrait and nullclines. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.2 Stability region of theorems 1.4.4 and 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

4.3 Stability region obtained from theorem 4.2.1 in [MHS+23] and theorem 2.6.2. 88

4.4 State, their estimates and estimation error. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

4.5 Schematic diagram of single link flexible joint robot. . . . . . . . . . . . . . 89

4.6 The architecture of the communication interface for the HIL. . . . . . . . . 92

4.7 HIL Architecture. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4.8 State variables and their estimates. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.9 Stability region of theorems 3.3.1 by "*" and 4.3.1 by "o". . . . . . . . . . . 102

iv



4.10 Stability region obtained from theorem 3.3.2 by "*" and theorem 4.3.2 by

"o". . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

4.11 Noisis and fault d(t). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

4.12 State variables, fault and their estimates with a PI observer. . . . . . . . . 105

4.13 Estimation error with a PI observer. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.14 State variables, fault and their estimates with a P2I observer. . . . . . . . 106

4.15 Estimation error with a P2I observer. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

4.16 State variables and their estimates with a PI observer. . . . . . . . . . . . 109

4.17 Fault and estimates with a PI observer. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

4.18 State variables and their estimates with a P2I observer. . . . . . . . . . . . 110

4.19 Fault and estimates with a P2I observer. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110



List Tables

2.1 Parameters of DC Motor. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.1 Performance evaluation indicators. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

4.2 Parameters of the FJR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4.3 Observer gains, positive matrices and parameters obtained from Theorem

4.3.1 and Theorem 4.3.2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.4 Observer gains and parameters obtained from Theorem 4.3.1 and Theorem

4.3.2. for series DC Motor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

1



Nomenclature

Abbreviations

BMI Bilinear Matrix Inequality

LMI Linear Matrix Inequality

MVT Mean Value Theorem

MM Multi-models

TS Takagi-Sugeno

UI Unknown inputs

PIO Proportional integral observer

PMIO Proportional multi integral observer

HIL Hardware-in-the-loop

MPV Measurable Premise variables

NMPV Non-measurable premise variables

MF Membership Function

QLF Quadratic Lyapunov Function

PLF Piecewise Lyapunov Function

NQLF Non-Quadratic Lyapunov Function

LILF Line Integral Lyapunov Function

FLF Fuzzy Lyapunov Function

LPV Linear Parameter Varying

2


