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RESUME

Ans un contexte ou l'efficacité énergétique et la fiabilité des systemes électromé-
D caniques deviennent des enjeux majeurs pour 'industrie, l'optimisation des machines
électriques est un domaine de recherche en pleine expansion. Parmi ces machines, le moteur
a réluctance synchrone (SynRM) se distingue comme une alternative prometteuse aux
moteurs conventionnels grace a sa conception simple, robuste et dépourvue d’aimants
permanents. Cette particularité lui confere des avantages considérables, notamment une
réduction des cotits de fabrication, une meilleure durabilité et un rendement énergétique
optimisé. Grace a ses performances a basse vitesse et a sa réponse dynamique rapide, le
SynRM est de plus en plus adopté dans des secteurs exigeants tels que I’automobile et les
énergies renouvelables, ou I'innovation technologique et 1'efficacité sont essentielles.

Cette these s’inscrit dans une approche approfondie du moteur synchrone a réluctance
(SynRM) dans un cadre non linéaire, en mettant 'accent sur sa modélisation et sa
commande avancée. La premiere partie est consacrée a la modélisation du SynRM et
explore en détail les systémes non linéaires ainsi que les principes fondamentaux des
machines électriques. Elle traite notamment du développement du modele dynamique du
moteur et de l'intégration des systémes flous de Takagi-Sugeno (TS) pour une représentation
plus fidele des dynamiques complexes. Une méthodologie spécifique est employée pour
assurer une modélisation précise des systemes non linéaires, sans perte d’information.
Cette approche repose sur la décomposition en secteurs non linéaires, permettant de
reformuler le systeme sous une forme polytopique. Une telle transformation autorise
ensuite I'application des théoremes issus du cadre des modeles linéaires aux systeémes non
linéaires, facilitant ainsi leur analyse et leur contrdle. Enfin, une attention particuliere est

portée aux outils mathématiques avancés, notamment les inégalités matricielles linéaires



(LMI) et bilinéaires (BMI), qui jouent un role clé dans I’évaluation et la garantie de la
stabilité du systeme modélisé.

La seconde partie se focalise sur la commande du SynRM. Elle explore des techniques
avancées telles que la linéarisation par rétroaction, le backstepping et les stratégies de
commande robuste, incluant la reconfiguration de Lyapunov et la commande par mode
glissant. L’accent est mis sur la stabilisation des systemes flous TS et 'optimisation des
performances du moteur. Une application pratique est réalisée a travers la conception et
I'implémentation d'un contrdleur non quadratique basé sur I'intégrale de ligne de Lyapunov.

Les performances du controleur sont évaluées a ’aide de simulations MATLAB et de
tests expérimentaux en conditions réelles. Une analyse comparative avec d’autres méth-
odes existantes met en évidence les gains en stabilité, robustesse et efficacité énergétique.
Ces résultats confirment le potentiel du SynRM comme alternative viable aux moteurs

conventionnels et ouvrent la voie a de nouvelles applications industrielles optimisées.

Mots-Clés: Multi-modeles de Takagi-Sugeno, LMI, commande robuste.



ABSTRACT

[n a context where energy efficiency and the reliability of electromechanical systems are
becoming major challenges for the industry, the optimization of electric machines is
a rapidly expanding field of research. Among these machines, the synchronous reluctance
motor (SynRM) stands out as a promising alternative to conventional motors due to
its simple and robust design, free of permanent magnets. This characteristic provides
significant advantages, including lower manufacturing costs, improved durability, and
enhanced energy efficiency. With its high performance at low speeds and rapid dynamic
response, the SynRM is increasingly adopted in demanding sectors such as the automotive
industry and renewable energy, where technological innovation and efficiency are essential.

This thesis presents an in-depth study of the SynRM within a nonlinear systems,
focusing on its modeling and advanced control strategies. The first part is dedicated to
the modeling of SynRM and provides a detailed exploration of nonlinear systems and the
fundamental principles of electrical machines. It specifically addresses the development of
the motor’s dynamic model and the integration of Takagi-Sugeno (TS) fuzzy systems to
achieve a more accurate representation of complex dynamics.

A specialized methodology is employed to ensure precise modeling of nonlinear systems
without loss of information. This approach relies on sector-based nonlinear decomposition,
enabling the reformulation of the system into a polytopic form. Such a transformation
allows the application of theorems developed for linear models to nonlinear systems,
thereby facilitating their analysis and control. Furthermore, special emphasis is placed on
advanced mathematical tools, particularly Linear Matrix Inequalities (LMI) and Bilinear
Matrix Inequalities (BMI), which play a key role in stability assessment and guarantee of

the modeled system.



The second part focuses on SynRM control, exploring advanced control techniques such
as feedback linearization, backstepping, and robust control strategies, including Lyapunov-
based reconfiguration and sliding mode control. The research emphasizes stabilization of
TS fuzzy systems and performance optimization of the motor. A practical implementation
is carried out through the design and implementation of a non-quadratic controller based
on Lyapunov’s Line Integral approach.

The controller’s performance is evaluated using MATLAB simulations and experimental
tests under real conditions. A comparative analysis with existing methods highlights gains
in stability, robustness, and energy efficiency. These results confirm SynRM’s potential
as a viable alternative to conventional motors, paving the way for optimized industrial

applications.

Key words: Nonlinear system, Takagi-Sugeno multi-models, Linear matrix inequali-

ties, sector non-linearity, backstepping, robust control.
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INTRODUCTION CENERALE

! e moteur a réluctance synchrone (SynRM) se distingue par sa structure robuste,
dépourvue d’aimants permanents, ce qui le rend a la fois plus fiable et plus

économique. Cette simplicité de conception lui confere une excellente tolérance aux défauts
ainsi qu'une capacité a fonctionner efficacement dans des environnements exigeants. Son
couple élevé a basse vitesse et sa réponse dynamique rapide en font une solution privilégiée
pour les applications nécessitant des démarrages fréquents ou des variations importantes de
charge. De plus, 'absence de pertes liées aux aimants permanents améliore significativement
son rendement énergétique. Bien que son couple maximal puisse étre légérement inférieur
a celui des moteurs a aimants permanents, le SynRM offre un compromis optimal entre
performances, coiit et fiabilité, ce qui explique son adoption croissante dans divers secteurs
industriels, notamment ’automobile et les énergies renouvelables.

Cette these s’intéresse a 1’étude approfondie des systémes non linéaires, en particulier
au moteur a réluctance synchrone (SynRM) et a sa commande. Ce domaine se situe a
I'intersection de plusieurs disciplines scientifiques, telles que I'ingénierie, les mathématiques
appliquées et la physique. L’objectif de cette recherche est d’explorer, développer et
synthétiser des méthodologies avancées pour la modélisation, I'analyse et la commande de
différents types de systemes non linéaires et le moteur SynRM. Ces derniers jouent un
role crucial dans une large gamme d’applications soulignant ainsi leur importance dans
les technologies contemporaines. Cette theése est composée de deux parties principales,
consacrées a la modélisation et a la commande du moteur SynRM.

La premiere partie se focalise sur la modélisation de la machine synchrone a réluctance
et comprend deux chapitres.

Dans le premier chapitre, une fondation solide est établie pour comprendre les sys-



temes non linéaires et les machines électriques, en particulier le SynRM. Il met en avant
I'importance cruciale de la modélisation des processus et entreprend une exploration
détaillée de divers types de systémes. Il couvre non seulement les systemes linéaires et non
linéaires mais aussi les systemes aux caractéristiques plus complexes telles que les systemes
singuliers, chaotiques, a cycles limites et a bifurcation. Ce chapitre poursuit avec une
étude approfondie des types de machines électriques en se focalisant sur la SynRM, leur
historique, leur principe de fonctionnement et les différentes configurations géométriques
de rotor disponibles. Cette analyse conduit au développement du modele dynamique du
SynRM, intégrant ses équations électriques et mécaniques de fonctionnement.

Le deuxieme chapitre se concentre sur les systémes flous de Takagi-Sugeno, une approche
raffinée pour la modélisation de systemes complexes. Cette partie traite des éléments
fondamentaux d’un systeme flou, des diverses structures multi-modeles, et de 1’élaboration
de modeles flous de type T-S. Une attention particuliere est accordée a la transformation
polytopique et a l’analyse de la stabilité des systemes flous de type T-S, en intégrant des
concepts avancés tels que les inégalités linéaires et bilinéaires matricielles (LMI et BMI).

La deuxieme partie est consacrée a la commande de la machine synchrone a réluctance
et comprend également deux chapitres.

Le troisieme chapitre est consacré aux méthodes de commande et aux techniques
avanceées, telles que la linéarisation en régime de petit signal, la linéarisation par rétroaction
et la linéarisation de I'espace d’état. Cette analyse conduit a la conception de controleurs
sophistiqués, notamment I'implémentation de la technique du backstepping, illustrant
ainsi une approche compléte et innovante pour le contréle des systemes non linéaires. Ce
chapitre traite ensuite de la commande non linéaire robuste, un aspect fondamental pour
garantir la fiabilité et 'efficacité des systémes évoluant dans des environnements incertains.
Il examine en détail plusieurs stratégies avancées de commande, notamment la commande
par reconfiguration de Lyapunov, la commande par mode glissant et le backstepping
robuste. A travers ces approches, il est démontré que ces méthodes permettent d’améliorer
considérablement la performance des systéemes non linéaires dans divers contextes. Enfin,
le chapitre se conclut par une synthese des contréleurs destinés a la stabilisation des
systemes flous de type TS, un enjeu majeur dans le controle des systemes non linéaires. Il
explore plusieurs techniques avancées, notamment la stabilisation via un contréle distribué

parallele, le retour de sortie, incluant la stabilisation par retour d’état reconstruit, ainsi



que les stratégies de stabilisation quadratique et non quadratique.

Le quatrieme chapitre se focalise sur la syntheése de controleurs destinés a la stabilisation
des systemes TS flous, un défi majeur dans le contrdle des systemes non linéaires. Il étudie
des techniques telles que la stabilisation via un controle distribué parallele, le retour de
sortie, incluant la stabilisation par retour d’état reconstruit, ainsi que la stabilisation
quadratique et non quadratique.

Le quatrieme chapitre s’attache a 'application pratique des techniques de commande
étudiées dans le Chapitre 3 & un moteur synchrone a réluctance (SynRM) modélisé sous la
forme d’un multi-modele de type Takagi-Sugeno (TS). Ce chapitre explore la conception
et 'implémentation d'un controleur non quadratique basé sur la méthode de I'intégrale
de ligne de Lyapunov. L’objectif est de démontrer 'efficacité et les performances du
controleur sous différentes conditions de fonctionnement. Le chapitre présente ensuite
une étude approfondie des résultats obtenus a travers des simulations MATLAB, suivie
d’essais expérimentaux en conditions réelles. Une attention particuliere est accordée a
I’analyse des différentes stratégies de commande, mettant en évidence les performances du
contréleur non quadratique en termes de robustesse et de stabilité.

Afin de faciliter 'implémentation du controleur, le chapitre propose également un
code en MATLARB, servant de guide pratique pour permettre aux lecteurs de comprendre
I’algorithme de commande et de ’appliquer dans un contexte réel. Le chapitre présente
ensuite les résultats de simulation obtenus lors de I'application du controle au systeme
SynRM ainsi que les performances obtenue sous différentes conditions de fonctionnement.

Enfin, les résultats de simulation obtenus lors de I'application du contrdleur au systeme
SynRM sont présentés et analysés. Une étude comparative est réalisée afin d’évaluer
I'efficacité de I'approche de commande proposée par rapport aux méthodes existantes. Les
conclusions tirées apportent des informations précieuses sur la précision, la robustesse et
les performances globales du controleur basé sur ’approche non quadratique de Lyapunov

dans des applications industrielles.



Modelisation de la machine synchrone a

reluctance

Introduction

La transition vers des systémes énergétiques plus durables et efficaces a suscité un
intérét croissant pour 'optimisation des machines électriques. L’amélioration de leur per-
formance et de leur rentabilité est devenue un enjeu majeur dans de nombreux secteurs in-
dustriels. Parmi les technologies émergentes, la machine a réluctance synchrone (SynRM)
se distingue par son potentiel a offrir un rendement élevé tout en réduisant la dépendance
aux matériaux rares, tels que les aimants permanents.

Dans cette perspective, cette partie propose une analyse approfondie des différentes
catégories de machines électriques, en mettant un accent particulier sur la SynRM. Elle
explore son évolution historique, ses principes de fonctionnement ainsi que les caractéris-
tiques influencant ses performances. Une comparaison détaillée des différentes géométries
de rotor est également réalisée afin d’évaluer leurs avantages et limitations selon les ap-
plications.

Par ailleurs, la modélisation et la commande des machines électriques reposent sur des
dynamiques complexes, souvent non linéaires. Cette non-linéarité pose des défis majeurs
pour 'analyse de la stabilité, en raison de I'inapplicabilité du principe de superposition.
Les approches traditionnelles basées sur des modeles linéaires se révelent alors insuff-
isantes, nécessitant 1’adoption de méthodes plus avancées.

Dans ce contexte, le modele flou de Takagi-Sugeno (T-S) s’est imposé comme un outil

fondamental pour I’approximation et I’étude de la stabilité des systemes non linéaires. En



Partie 1. Modélisation de [a machine synchrone d réluctance

décomposant un systeme global en plusieurs sous-modeles linéaires locaux, liés par des
fonctions d’appartenance floues, cette approche facilite I'analyse rigoureuse de la stabilité.
L’application du modele T-S dans le cadre de la compensation paralléle-distribuée (PDC)
a démontré son efficacité dans divers domaines, allant de ’aérospatial a I’optimisation des
processus industriels.

Cette partie met ainsi en lumiére I'importance de 1’étude de la stabilité dans les sys-
temes électriques non linéaires, notamment a travers les outils mathématiques tels que la
fonction de Lyapunov. Ces approches permettent d’établir des conditions garantissant la
stabilité asymptotique des systemes et d’analyser 'impact des incertitudes et des pertur-
bations sur leur comportement dynamique. L’objectif est d’offrir une vision globale des
défis et solutions liés a la stabilité des machines électriques modernes, ouvrant ainsi la
voie a de futures améliorations dans ce domaine en pleine évolution.

Cette partie met ainsi en lumiére I'importance de 1’étude de la stabilité dans les sys-
temes électriques non linéaires, notamment a travers les outils mathématiques tels que la
fonction de Lyapunov. Ces approches permettent d’établir des conditions garantissant la
stabilité asymptotique des systemes et d’analyser 'impact des incertitudes et des pertur-
bations sur leur comportement dynamique. L’objectif est d’offrir une vision globale des
défis et solutions liés a la stabilité des machines électriques modernes, ouvrant ainsi la

voie a de futures améliorations dans ce domaine en pleine évolution



CHAPITRE 1

ETAT DE L’ART : LES SYSTEMES NON LINEAIRES ET
MACHINES A RELUCTANCE

1.1 Introduction

Les systemes non linéaires, présents dans de nombreux domaines tels que la mécanique,
la chimie, 1’électronique et la biologie, se caractérisent par une complexité analytique et de
commande. Cette complexité découle de leur nature non linéaire et de I'inapplicabilité
du principe de superposition. Par conséquent, les méthodes traditionnelles de com-
mande, basées sur des modeles linéaires, s’averent souvent inadéquates, nécessitant ainsi
le développement de nouvelles approches adaptées.

Au cours des dernieres années, la demande pour des machines électriques a la fois
économes en énergie et rentables a connu une augmentation significative, portée par
des préoccupations environnementales croissantes et un besoin pressant de solutions
énergétiques durables. Ce chapitre vise a fournir un apercu des différentes machines
électriques, en mettant I’accent sur la machine a réluctance synchrone (SynRM).

Le chapitre débute par une introduction aux principales catégories de machines élec-
triques, notamment les machines a courant continu (DC), les machines asynchrones ou a
induction (IM), les machines a réluctance commutée (SRM) et les machines synchrones a
aimants permanents (PMSM). Ensuite, il explore en profondeur ’évolution historique des
SynRM, en analysant leurs principes de fonctionnement fondamentaux et les différentes
configurations de géométrie de rotor disponibles.

Un point clé de ce chapitre est 'analyse de l'influence du parametre Ly/L,, un facteur
déterminant pour les performances globales de la machine, qui impacte directement son

efficacité et son comportement en fonctionnement. Une comparaison approfondie des types

4
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de rotors est également réalisée pour mettre en lumiere leurs avantages, inconvénients et
domaines d’application spécifiques.

En outre, le chapitre développe un modele dynamique détaillé des moteurs a réluctance
synchrone, intégrant les équations électriques et mécaniques nécessaires pour comprendre
leur fonctionnement. Enfin, le chapitre se conclut par un résumé des points clés abordés, en
insistant sur les défis actuels et les opportunités de développement futur dans le domaine
des machines électriques. Il ouvre ainsi des perspectives pour la conception et 'utilisation

de technologies plus performantes.

1.2 Différents types des processus

1.2.1 Systemes linéaires

Un systeme linéaire est représentable par des équations différentielles linéaires ou des
équations aux différences dans le cas de systemes discrets. Pour un systeme linéaire continu,

la représentation en équations d’état est :

t(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

(1.1)

Ou z(t) est le vecteur d’état, u(t) est le vecteur d’entrée, y(t) est le vecteur de sortie, et

A, B, C, D sont des matrices de coefficients constants qui caractérisent le systeme.

1.2.2 Systémes non linéaires

Les systemes non linéaires, ou la relation entrée-sortie n’est pas linéaire, ne suivent pas
le principe de superposition. Ils peuvent comporter des termes exponentiels, logarithmiques,
trigonométriques ou des produits des variables d’état et d’entrée [SLT91, Tay94, Oud0g].

La modélisation par variables d’état, une méthode efficace pour représenter les processus
industriels, implique de choisir des variables significatives physiquement pour décrire le
processus. Le modele en espace d’état se construit via des équations différentielles et
algébriques, formant un modele mathématique qui reflete le comportement du processus
physique. Ces modeles sont exprimés par les fonctions f et g, reliant 1’état, 'entrée et la

sortie, et illustrant la dynamique du systéme ainsi que ses relations de sortie.
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La représentation conventionnelle des systemes non linéaires est :

(1.2)

Ou f désigne la fonction d’état du systeme, décrivant I’évolution temporelle du vecteur
d’état z(t) en fonction de entrée u(t). Cette fonction caractérise la dynamique intrinseque
du systeme. Par ailleurs, g est la fonction de sortie qui établit la correspondance entre
le vecteur d’état z(t) et I'entrée u(t) avec la sortie mesurée y(t). Elle spécifie la maniere
dont les états du systeme sont mesurés.

Caractéristiques des systémes non linéaires

Les systemes non linéaires présentent des caractéristiques distinctives, notamment :

e Non Proportionnalité : La sortie n’est pas proportionnelle a 'entrée, indiquant

une relation complexe entre ces deux variables.

o Effets de Seuil : Comportements spécifiques tels que I'hystérésis, ou la réponse

du systeme est influencée par son historique.

e Points d’Equilibre Multiples : Ces systémes peuvent présenter plusieurs états

stables, contrairement aux systémes linéaires qui en ont généralement un seul.

e Bifurcations : Ils subissent des changements qualitatifs dans leur comportement

dynamique en réponse a des variations de parametres spécifiques.

e Phénoménes Chaotiques : Une sensibilité extréme aux conditions initiales peut
entrainer des comportements imprévisibles sur des périodes prolongées, caractéris-

tique du chaos.

Exemples de systémes non linéaires

1. Oscillateur de Van der Pol: Un circuit électrique qui illustre des oscillations

auto-entretenues non linéaires.
i=p(l—2*)i—x (1.3)

Ou p est un parametre non linéaire.
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Fig 1.1: Oscillateur de Van der Pol: Portrait de phase
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Fig 1.2: Oscillateur de Van der Pol: Position de l'oscillateur

2. Pendule Simple: Un exemple classique d’un systéme mécanique non linéaire en

raison de la dépendance sinusoidale de la force gravitationnelle.

b+ %sin(@) ~0 (1.4)

Ou 0 est 'angle de déplacement, g est 'accélération due a la gravité et [ est la

longueur du pendule.

3. Réacteur Chimique: Les réactions chimiques sont souvent non linéaires, avec des

taux qui dépendent des concentrations de maniere non linéaire.

S8 kA (1.5)
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Ou [A] est la concentration du réactif, k est la constante de vitesse et n est 'ordre

de la réaction.

1.2.3 Systemes singuliers

Les systemes singuliers, également connus sous le nom de systemes différentiels-
algébriques (DAE), intégrent a la fois des équations différentielles et des équations al-
gébriques. On les retrouve fréquemment dans des domaines variés tels que 1’électronique,

la mécatronique et la robotique [Zerll, Ham12].

Caractéristiques des systémes singuliers

Les systemes singuliers se distinguent par plusieurs caractéristiques notables :

e Contraintes algébriques sur les variables d’état : Ces systemes imposent
des relations algébriques spécifiques entre les variables d’état, influencant ainsi leur

dynamique.

e Indice de DAFE : Cet indice mesure la complexité associée a la résolution des sys-
temes DAE, reflétant la difficulté de séparer et résoudre les composantes différentielles

et algébriques.

e Sensibilité aux conditions initiales : Les solutions de ces systémes peuvent
présenter une dépendance particuliere vis-a-vis des conditions initiales, influencant

de maniere significative leur comportement global.

Exemples de systémes singuliers

1. Circuits Electriques Dans un circuit contenant des condensateurs et des induc-
teurs, on peut rencontrer des équations différentielles liées aux lois de Kirchhoff et

des équations algébriques découlant de la loi d’Ohm.

(1.6)




Chapitre 1. Etat de ['Art : les systémes non linéaires et machines a réluctance

Ou L est 'inductance, R est la résistance, C' est la capacité, i(t) est le courant, et

V() est la tension.

On peut écrire la dynamique du circuit sous forme d’un systéme d’état, ou 'on

introduit une matrice dépendante du temps E(t) qui peut étre singuliere :

E(t)i(t) = H(x(t), u(t))
y(t) = J(x(t), u(t))

(1.7)

Avec H et J représentant des fonctions des vecteurs d’état x(t), d’entrée u(t), et du
temps t. Lorsque H et J sont linéaires par rapport a z(t) et u(t), nous obtenons le

systeme singulier linéaire suivant :

Ei(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

(1.8)

Ici, E, A, B, et C' sont des matrices réelles, constantes et de dimensions appropriées.

Si la matrice E est inversible, nous pouvons alors réécrire le systeme sous une forme
standard :

i(t) = B~ Az(t) + E~'Bu(t) (1.9)

2. Robotique Les robots qui manipulent des objets sont souvent modélisés par des

DAE, combinant la dynamique des moteurs et les contraintes mécaniques.

M(q)g+C(q, )i +g(q) =7
J(q)¢g=0

(1.10)

Ici, M(q) est la matrice d’inertie, C(q,q) représente les forces de Coriolis, ¢(q)
les forces gravitationnelles, 7 les couples moteurs, J(¢) la matrice jacobienne des

contraintes, et ¢ les coordonnées généralisées.

1.2.4 Systémes chaotiques

Les systemes chaotiques sont des systemes dynamiques déterministes qui, malgré leur

nature prévisible, manifestent un comportement imprévisible sur le long terme en raison
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de leur extréme sensibilité aux conditions initiales. Ces systémes se caractérisent par des
attracteurs étranges, une structure fractale des bassins d’attraction, et un comportement

mélé dans 'espace des phases [Rob21].

Exemples de systémes chaotiques

1. Attracteur de Lorenz est I'un des exemples les plus célebres de comportement

chaotique, qui est modélisé par les équations différentielles suivantes:

% =o(y —z),

% =x(p—2)—y, (1.11)
% =y — Pz.

Ou o, p, et B sont des parametres du systeme.

Fig 1.3: Attracteur de Lorenz

2. La Carte Logistique Un autre exemple classique de chaos déterministe est la carte

logistique, qui est une équation de récurrence définie par :

Tp1 = rx, (1 —xy) (1.12)

Ou r est le taux de reproduction.

10
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Exemples de systémes a cycles limites

1. Oscillateur de Van der Pol

est un systéme non linéaire qui présente un cycle limite caractéristique pour certaines

valeurs de parametres.

i—p(l—a®i+x=0 (1.13)
Ou p est un parametre qui controle le degré de non-linéarité.

2. Modeles prédateur-proie de Lotka-Volterra

Les modeles de Lotka-Volterra décrivent les interactions prédateur-proie et sont

connus pour leurs cycles limites dans I’espace des phases.

T = ax — By,

(1.14)
y=oxy —y.

Ou z et y sont les populations de proies et de prédateurs, respectivement, et «, 3, v,

0 sont des parametres qui régissent les interactions.

14

Proies
Prédateurs

12+ I [

10 . ||

Population

4r| o\ /

N/ \‘\ \ ’/" \“\ i
A AT L
15

0 5 10 20 25 30

Temps

Fig 1.4: Dynamique Prédateur-Proie de Lotka-Volterra

1.2.5 Systemes a Bifurcation

Les systemes a bifurcation représentent un concept fondamental en théorie des systeémes
dynamiques et en mathématiques. Ils caractérisent le comportement d’un systéme qui

subit des changements qualitatifs dans sa structure dynamique en réponse a des variations

11
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de parametres. Ces bifurcations jouent un role clé dans ’analyse de la stabilité et la

dynamique des systemes [Ngu00].

1. Bifurcation de Hopf : La bifurcation de Hopf survient dans les systémes dy-
namiques continus et peut entrainer la création ou la disparition de cycles limites (os-
cillations). Ce phénomeéne se manifeste lorsque des changements dans les parametres
du systeme provoquent une transition de la stabilité d’un point fixe, menant a

I’émergence ou a 'extinction d’oscillations périodiques.

b= ur —wy — x(x?+ 12
I y — x( y°) (1.15)
¥ =wz + py —y(2® + y?)

Ici, p et w sont des parametres du systéme.
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Fig 1.5: Bifurcation de Hopf:Solution Temporelle
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Fig 1.6: Bifurcation de Hopf: Portrait de Phase

2. Bifurcation de Pitchfork La bifurcation de Pitchfork est courante dans les sys-

temes symétriques. Elle peut étre supercritique (stable) ou sous-critique (instable).

i =rr— 2 (1.16)

r est le parametre de bifurcation.

3. Bifurcation de Selle-Noeud Ce type de bifurcation se caractérise par la collision

et annihilation d’un point fixe stable et d’un point fixe instable.

i=r+a° (1.17)

Ici aussi, r est le parametre de bifurcation.

4. Bifurcation Transcritique Dans ce cas, deux points fixes échangent leur stabilité

en traversant I'un 'autre.
i =ry— 2 (1.18)
Le parametre r contrdle la bifurcation.

Ces systemes montrent comment de petits changements dans les parametres peu-
vent conduire a des changements drastiques dans le comportement d'un systéme

dynamique. Les bifurcations sont fondamentales pour comprendre des phénomeénes

13
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complexes comme le chaos, les oscillations dans les systemes biologiques, ou les

transitions de phase en physique.

1.2.6 Systémes non linéaires a singularité réguliere

Les systemes non linéaires a singularité réguliere, également connus sous le nom de
systemes a singularité pliée, forment une classe spécifique de systemes dynamiques. Dans
ces systemes, le comportement change de maniere qualitative a proximité d’un point
singulier. Ils sont couramment étudiés dans le cadre de la théorie des bifurcations et de la
dynamique des systemes non linéaires.

Un point singulier régulier se définit comme un point dans I’espace des phases ou la
linéarisation du systeme dynamique n’est pas applicable. Cela se produit généralement
lorsque la matrice jacobienne du systeme devient singuliere, c¢’est-a-dire que son déterminant
est nul en ce point. Cette particularité engendre une gamme de comportements dynamiques
complexes et intrigants, y compris des bifurcations, des cycles limites et divers autres

phénomenes non linéaires.

1.2.7 Modele de FitzHugh-Nagumo

Ce modele, utilisé pour décrire le comportement des neurones, est défini par les

équations suivantes :

D—v—ﬁ—w—i—f
3 (1.19)

W =€(v+a—bw)

Ou I,a,b, et € sont des parametres.

-0.4

Fig 1.7: Modele de FitzHugh-Nagumo: Solution Temporelle
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Fig 1.8: Modele de FitzHugh-Nagumo: Portrait de Phase

1.3 Machines électriques

Les machines électriques, essentielles a la conversion de 1’énergie électrique en énergie
mécanique et vice versa, sont classées en plusieurs types, notamment les machines a
induction (IM), les machines synchrones a aimants permanents (PMSM), les machines a

réluctance commutée (SRM) et les machines a réluctance synchrone (SynRM).

1.3.1 Les Machines a Courant Continu

Depuis leur invention, les machines a courant continu ont été largement utilisées dans
diverses applications, grace a leur simplicité et polyvalence. Elles restent une option
attrayante pour les applications a vitesse réglable en raison de leurs propriétés bien établies

telles que :

Simplicité de controle,

Régulation de vitesse efficace,

Capacité de démarrages fréquents,

Facilité de freinage et de changement de sens,

Caractéristiques adéquates couple-vitesse.

Le principe de fonctionnement d’une machine a courant continu est simple, reposant

sur l'interaction entre le flux d’induit, déterminé par la tension d’entrée et la force

15
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électromotrice (FEM) inverse, et le flux d’induit créé par le courant d’excitation ou le
matériau magnétique. Il existe quatre types de moteurs a courant continu a excitation
bobinée en fonction de I'interconnexion entre les enroulements d’induit et d’excitation : a
excitation indépendante, a excitation shunt, a excitation série et a excitation compound.

Les machines a courant continu a excitation indépendante, contrélées par hacheur
DC-DC, combinent les avantages d’une grande flexibilité de contréle, d’un rendement
élevé et d’une réponse dynamique rapide, ce qui en fait des candidats idéaux pour les
applications de traction. Néanmoins, leur principal inconvénient réside dans la présence
d’un commutateur mécanique, qui nécessite un entretien régulier et limite leur durée de
vie, réduisant ainsi leur fiabilité globale et augmentant les cofits d’exploitation sur le long
terme.

Malgré les limitations associées a ’ensemble commutateur-brosse, qui nécessite un
entretien supplémentaire et I'inadéquation pour les applications de moyenne puissance, les
machines a courant continu trouvent encore leur place dans de nombreuses applications de
faible puissance, comme les actionneurs d’obturateur qui régulent le débit d’air dans divers
systemes. ou la simplicité du convertisseur en H compense leurs inconvénients [BOU23]

En conclusion, les machines a courant continu constituent une solution simple, mature
et polyvalente pour des applications nécessitant une vitesse ajustable et une performance
fiable. Cependant, la présence du collecteur impose un entretien régulier, ce qui limite
leur adéquation pour les applications a haute puissance et réduit leur efficacité globale et

leur fiabilité.

1.3.2 Les machines asynchrones

Les machines asynchrones (IM, Induction Machines) sont devenues un choix populaire
dans diverses industries grace a leurs nombreux avantages par rapport aux entrainements
classiques a commutateur courant continu. Ces avantages, particulierement importants
pour une vaste gamme d’applications, incluent : une haute efficacité, un cotit réduit, une
densité de puissance élevée, la robustesse et la fiabilité, et une capacité a fonctionner dans
des environnements hostiles.

En tant que machine a courant alternatif avec une topologie asynchrone, la machine a
induction se distinguent par un champ statorique et un champ rotorique tournant a des

vitesses différentes. Ce décalage, connu sous le nom de glissement, généralement faible,
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influence la puissance de sortie et le couple développé par la machine. Les machines

asynchrones peuvent étre divisées en deux types principaux

e Rotor en cage d’écureuil, le plus courant et largement utilisé dans les applications

de traction.

e Rotor bobiné, moins populaire en raison de son coiit plus élevé et de ses besoins

en maintenance.

Les machines asynchrones a rotor en cage sont massivement produites et disponibles
dans une large gamme de puissances. Elles nécessitent peu d’entretien et présentent un
taux de défaillance tres faible. Ces caractéristiques en font un choix privilégié pour diverses
applications.Un des avantages majeurs de ces machines est leur capacité a fonctionner
sur une large plage de variations vitesse en régime de puissance constante, avec un ratio
vitesse maximale/vitesse minimale pouvant atteindre de 1 & 5.

Les machines asynchrones a double alimentation, dotées d’un rotor bobiné, sont équipées
d’un stator couplé a un transformateur et d’un rotor connecté a un convertisseur statique.
Elles sont couramment utilisées dans la production d’énergie éolienne a vitesse variable.
Bien qu’elles présentent certains inconvénients, tels que: la dissipation de puissance dans les
éléments résistifs et une robustesse réduite en raison de la présence du systeme de bagues
et de balais, ces machines offrent des avantages significatifs en matiere de fonctionnement a
vitesse variable, ce qui les rend attractives pour divers fabricants et applications spécifiques

En conclusion les machines asynchrones, et en particulier celles a rotor en cage,
représentent une solution efficace, robuste et économique pour de nombreuses applications
industrielles. Leur capacité a fonctionner avec un entretien minimal et une large plage
de vitesses en régime constant en fait un choix incontournable dans des secteurs variés,

notamment dans les systemes de traction et la production d’énergie renouvelable.

1.3.3 Moteur a réluctance commutée

Les machines a reluctance commutée (SRM, Switched Reluctance Machines) suscitent
un intérét croissant dans diverses applications grace a leur conception unique et a ’absence
d’aimants permanents. Les SRM présentent une conception de stator unique, utilisant un

contrdle pas a pas pour générer un couple, ce qui se traduit par une puissance spécifique
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élevée et des capacités a haute vitesse. Leur structure robuste, composée principalement
d’acier dans le rotor, renforce leur attrait.

Les SRM sont des moteurs a excitation simple et a double saillance, dotés d’enroulements
concentriques simples sur le stator (chaque dent porte un enroulement) et d’un rotor sans
enroulements, ni aimants, ni commutateurs ou balais. Le nombre de pdles du stator et
du rotor doit étre différent. En regle générale, le nombre de poles du stator est supérieur
a celui du rotor. Une combinaison typique est de 6/4 (c’est-a-dire 6 poles de stator et 4
poles de rotor). Le moment d’inertie du rotor permet une réponse dynamique rapide et
une accélération rapide. De plus, les SRM présentent un couple de démarrage élevé et un
rapport couple/inertie élevé.

Parmi les avantages des SRM, on peut citer le faible cotlit ,une fabrication relativement
simple, une large plage de vitesse, un rendement élevé, une structure simple et robuste,
simplicité de controle, capacité de fonctionnement a haute vitesse, un fonctionnement
tolérant aux défauts et un refroidissement facile avec une insensibilité aux températures
élevées.Ces qualités rendent les SRMs attractifs pour des applications nécessitant une

grande robustesse, comme les environnements industriels difficiles.

Fig 1.9: Le moteur a reluctance commutée (SRM, Switched Reluctance Motor)

Cependant, les SRM présentent plusieurs inconvénients qui peuvent limiter leur adoption
dans certaines applications. Ces problemes techniques comprennent un couple ondulatoire
élevé, la génération de bruit acoustique et la génération de bruit d’interférence électro-
magnétique (EMI). De plus, les SRM nécessitent des convertisseurs avec une topologie

spéciale pour leur fonctionnement et controle, ce qui peut poser des défis en termes de
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cotits et de compatibilité.

1.3.4 Machine synchrone a aimant permanent (PMSM)

Les machines synchrones a aimants permanents (MSAP) ont gagné une attention
significative dans diverses applications en raison de leur haut rendement, leur haute densité
de puissance et leurs faibles besoins d’entretien. Les MSAP peuvent étre classées en
deux configurations principales en fonction de I'emplacement des aimants permanents : a
aimants permanents internes (IPM) et a aimants permanents da surface montée (SPM).
Les IPM offrent une meilleure capacité de surcharge et une robustesse mécanique, tandis
que les SPM ont généralement des structures moins complexes.

Les avantages des MSAP incluent un haut rendement, une large plage de vitesse, un
faible bruit, 'absence de pertes Joule dans le rotor, un encombrement réduit, une réponse
rapide du couple et un faible entretien. Ces caractéristiques en font un choix idéal pour
des applications exigeantes, telles que la traction électrique, les énergies renouvelables, et
I’automatisation industrielle.

Cependant, ces machines présentent également certains inconvénients. Les MSAP ont
une plage de vitesse a puissance constante plus limitée, La vitesse maximale est souvent
environ deux fois la vitesse nominale. Une augmentation de la vitesse au-dela de la
vitesse de base s’accompagne d’un affaiblissement du flux de I’'aimant permanent, ce qui
entraine une réduction de 'efficacité de la machine. La présence d’aimants permanents, en
particulier ceux situés dans le rotor, les rend tres sensibles aux variations de température, ce
qui peut entrainer une perte de performances ou une démagnétisation a haute température.
Le coflit des aimants permanents a haute température comme le samarium-cobalt (Sm-Co)
reste élevé. De plus, La fragilité des aimants rend certaines structures mécaniques plus
complexes a concevoir et a fabriquer.

Les MSAP a terres rares Fournissent des champs de haute intensité dans 1’entrefer sans
besoin d’excitation, offrant une haute densité de puissance. Cependant, ils sont sensibles
a la température et vulnérables a la démagnétisation a haute température. Les MSAP
sans terres rares, qui utilisent des matériaux ayant des densités de champ rémanent plus
faibles, peuvent constituer une alternative plus économique, mais cette technologie n’est
pas encore largement utilisée.

Les machines synchrones a excitation externe (MSAFE) ne contiennent pas d’aimants
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permanents et nécessitent une conversion DC/DC supplémentaire pour l’excitation du
rotor. Bien que ces machines aient une structure robuste et puissent atteindre des vitesses
élevées, elles présentent également des pertes Joule plus élevées dans les enroulements du

rotor, nécessitant un systeme de dissipation thermique.

1.3.5 Moteur synchrone a réluctance (SynRM)

Les moteurs a réluctance synchrone (SynRM) représentent une alternative intéressante
aux moteurs a courant continu et a induction. Leur fonctionnement repose sur le principe
de réluctance magnétique : le rotor tend a s’aligner dans la position ou la réluctance
magnétique du circuit magnétique est minimale. Cette variation de réluctance, combinée a
I’alimentation en courant sinusoidal du stator, engendre un couple électromagnétique qui
entraine la rotation du rotor. Elles se distinguent par rapport aux machines a réluctance
commutée (SRM) par leur alimentation en courants sinusoidaux, qui crée un champ
magnétique rotatif.

Elles ont une structure robuste avec un stator ressemblant a celui d'un moteur asyn-
chrone et un rotor sans aimants ni enroulements en cuivre. Ces machines ont le potentiel

d’étre une solution a faible cotlit pour diverses applications. La simplicité de leur structurer

Fig 1.10: Moteur Synchrone & reluctance (SynRM)

confere aux SynRM une grande robustesse et un cotit de fabrication réduit. Ils présentent
également un rendement élevé et une bonne densité de puissance, particulierement a
haute vitesse. Grace ces avantages, les moteurs SynRM offrent un potentiel de solution
économique efficace pour une gamme d’applications industrielles et commerciales, ou leur

efficacité énergétique en font un choix de plus en plus prisé. Cependant, leur couple de
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démarrage peut étre limité et leur controle nécessite des algorithmes spécifiques pour
assurer une bonne dynamique.

Leur robustesse et leur tolérance aux surcharges en font des candidats de choix pour
les environnements industriels séveres. De plus, ’absence d’aimants permanents les rend
moins sensibles aux températures élevées et aux champs magnétiques extérieurs. Les
recherches actuelles portent notamment sur I'amélioration des performances des SynRM
en termes de couple, de bruit et d’efficacité.

Avantages des SynRM:

Faible cout de fabrication.

Rendement élevé grace a l’absence de pertes Joule dans le rotor.

Insensibilité a la température de fonctionnement.

Topologie identique pour les circuits d’alimentation du stator et de l'onduleur auz

moteurs asynchrones.

Capacité de surcharge de courte durée.

Structure simple et robuste.

Fiabilité.

Cependant, les SynRM présentent également quelques inconvénients :

o Fuible facteur de puissance.
e Plage de vitesse limitée.

e Ondulation de couple.

La géométrie du rotor joue un role crucial dans la conception et l'optimisation des
machines a réluctance synchrone pour diverses applications. Malgré les inconvénients,
Iintérét pour les moteurs synchrone a réluctance augmente rapidement en raison de leur
potentiel & fournir des caractéristiques de performance similaires a celles des moteurs a

induction et des moteurs & courant continu sans balais, mais a un cofit inférieur [BOU23].
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1.4 Historique de développement

Les origines des moteurs a réluctance synchrone remontent aux années 1930, lorsque les
chercheurs ont commencé a étudier les 1 moteurs synchrones a poles saillants non excités
z pour des applications nécessitant une vitesse précise et constante ainsi qu'un démarrage
autonome. Bien que prometteurs, ces premiers modeles souffraient de performances limitées
(faible facteur de puissance et faible rendement). Cependant, les années 1960 ont marqué
un tournant et des avancées significatives avec ’émergence de nouvelles conceptions de
rotor segmenté, de barriere de flux et de rotor laminé axialement, notamment en Angleterre
et en France, visant a améliorer le rapport de saillance et la densité de couple. Depuis lors,
les SynRM ont connu un développement continu, bénéficiant des progres de I’électronique
de puissance et des techniques de commande.

Le SynRM est aujourd’hui attractif grace a sa simplicité de conception, son efficacité
et ses faibles cotits de fabrication. Bien que des défis comme la réduction du bruit et
I'optimisation de l'efficacité persistent, ces moteurs gagnent du terrain dans divers secteurs
modernes, notamment dans 'industrie textile et des véhicules électriques. Ces améliorations
nécessitent un travail constant en recherche et développement pour perfectionner les

méthodes de conception et les techniques de controle.

Fig 1.11: Historique de développement SynRM[BOU23].
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1.5 Principe de fonctionnement SynRM

1.5.1 Concept de réluctance
Le principe de fonctionnement de SynRM repose sur :
o ['effet de réluctance.
e L’application d’une force rotative générée par le stator.a

Le principe de réluctance est illustré a la Figure (1.12). Les objets (a) et (b) sont

constitués d’'un matériau magnétique et sont exposés a un champ magnétique imposé W.

e L’objet (a), isotrope, présente des réluctances identiques selon les axes d et ¢ . Par

conséquent, aucun couple n’est produit.

e En revanche, l'objet (b) est anisotrope, ce qui implique que ses réluctances different
sur les axes d et ¢q. Lorsque 'axe d de 1'objet (b) forme un angle de désalignement
e avec le champ magnétique W, cela introduira une distorsion de champ qui est
alignée avec 'axe ¢ et augmentera la réluctance dans 'axe d et par conséquence
une énergie potentielle électromagnétique est crée qui peut développer un couple
électromécanique T, agit de maniere a forcer ’objet a s’aligner avec la réluctance

minimale dans la direction du champ W.

1.6 Principe de fonctionnement SynRM

1.6.1 Concept de réluctance
Le principe de fonctionnement de SynRM repose sur :

o ['effet de réluctance.

e L’application d’une force rotative générée par le stator.a

Le principe de réluctance est illustré a la Figure (1.12). Les objets (a) et (b) sont

constitués d’'un matériau magnétique et sont exposés a un champ magnétique imposé W.

e L’objet (a), isotrope, présente des réluctances identiques selon les axes d et ¢ . Par

conséquent, aucun couple n’est produit.
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e En revanche, 'objet (b) est anisotrope, ce qui implique que ses réluctances different
sur les axes d et g. Lorsque I'axe d de 'objet (b) forme un angle de désalignement
e avec le champ magnétique W, cela introduira une distorsion de champ qui est
alignée avec 'axe ¢ et augmentera la réluctance dans 'axe d et par conséquence
une énergie potentielle électromagnétique est crée qui peut développer un couple
électromécanique T, agit de maniere a forcer ’objet a s’aligner avec la réluctance

minimale dans la direction du champ W.

Dans le cas de SynRM, ce méme principe de variation de résistance créera le couple. Le
rotor essaiera de s’aligner avec le champ magnétique créé par les bobines du stator. Comme

le stator a une force rotative, le rotor tournera également en générant le mouvement.

v

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Fig 1.12: Principe de réluctance [BOU23]

1.6.2 Fonctionnement

Le SynRM est un type de moteur électrique qui fonctionne avec le principe du couple de
réluctance. Il possede un stator avec des enroulements qui produisent un champ magnétique
rotatif, similaire a celui d’un moteur asynchrone. Il est constitué d’un enroulement triphasé
a p paires de poles, qui est alimenté par un systeme de courant triphasé équilibré et distribué
de maniere a créer une force magnétomotrice rotative aussi sinusoidale que possible ws.
Cependant, contrairement a un moteur synchrone a péles saillants classique, le SynRM n’a
pas d’enroulement d’excitation dans le rotor. Le rotor est construit uniquement de poles
saillants utilisant des entrefers et des segments en acier conc¢u avec une forme spéciale
pour induire un couple par réluctance. Cette anisotropie géométrique du rotor lui permet

de suivre en permanence le champ rotatif en régime permanent, ce qui donne un moteur
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tres efficace qui fournit un couple élevé et un contréle précis a faible vitesse.

1.7 Impact du rapport de saillance L;/L, sur les per-
formances de la machine

L’un des parametres les plus critiques pour évaluer les performances d'un SynRM est

le rapport de saillance, donné par ’équation :

_ La

‘=1

(1.20)

q

Pour concevoir un SynRM a hautes performances, ’objectif principal est d’obtenir une
valeur Ld élevée et une valeur L, faible, ce qui entraine un flux maximal dans I'axe d et
un flux minimal dans 'axe ¢q. Le diagramme vectoriel est un outil essentiel pour visualiser

et comprendre les principes de fonctionnement et les caractéristiques de performance du

SynRM.

Axe q‘r
Vs __________ V.Sq
5 s
K I A 7,
¢ E
0 s
e e
Vsd Isd Wsd Axe d

Fig 1.13: Le diagramme vectoriel du SynRM

Les composantes de 'axe d et de I'axe ¢ du flux magnétique au niveau du rotor sont
distinguées dans le diagramme vectoriel, 'axe d représentant le chemin a haute réluctance
et 'axe ¢ correspondant au chemin a faible réluctance. Le couple est généré en modifiant
la réluctance entre ces axes. Dans le diagramme vectoriel, le vecteur de courant du stator

est décomposé en ses composantes d’axe d et d’axe ¢, qui jouent un role crucial dans la
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détermination de la production de couple et des performances globales du moteur.
Le couple électromagnétique produit par cette machine en régime permanent s’exprime
comme suit:

T, = ny(Lg — Ly).Iog Ioa (1.21)

Dans ’équation (1.21), n, désigne le nombre de paires de pdles, tandis que I et Iy,
représentent les composantes du courant statorique dans le cadre d — ¢ lié au rotor. Les
inductances du stator d’axe d et g sont représentées respectivement par Ly et L,. Pour
augmenter le couple sans modifier la valeur du courant, il faut augmenter la différence
entre I'inductance d’axe direct Ly et I'inductance d’axe quadrature Ly. En d’autres termes,
pour augmenter le couple, il faut augmenter le rapport de saillance (.

L’angle 0, qui identifie la position du vecteur de courant statorique I, par rapport
a l'axe d (angle de courant), est représenté sur la figure (1.14). Le vecteur de courant

statorique reste fixe en régime permanent.

Axe q A

0

Iy Axed

Fig 1.14: la position du vecteur de courant statorique Is par rapport a ’axe d

L’amplitude du courant du stator est déterminée par I’équation suivante :

L= 12+ 12 (1.22)

Le couple électromagnétique peut étre exprimé en termes de 6 et de courant I :
1 5 .
T, = §np'(Ld — L,)I;.sin26 (1.23)

A partir des relations précédentes, il peut étre démontré que lorsque le courant statorique

est réglé sur une valeur spécifique, le couple maximal est atteint a § = 7/4, correspondant
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a Iy = I, le mode de fonctionnement associé a une stratégie de contrdle particulicre.

En définissant § = 7/4 a I’équation (1.23), I'équation (1.24) est obtenue:

1 1
T, = Sy La 12 <1 - C> (1.24)

La machine a réluctance synchrone est une machine a courant alternatif destinée a
étre alimentée par des courants sinusoidaux triphasés en régime permanent. Le facteur de
puissance de la machine, défini comme le cosinus de 'angle de déphasage entre le courant
fondamental et la tension fondamentale. Ce facteur représente également le rapport entre
la puissance active et la puissance apparente absorbée par la machine. Il est crucial que
ce rapport soit aussi proche que possible de 1 pour limiter la puissance électrique de la
source alimentant la machine. En négligeant les pertes dans le modele de machine, nous

pouvons obtenir une expression simple du facteur de puissance :

_ (C—1).siné 1 95
Ccos ¢ 07 + tan?0 (1.25)

En utilisant une stratégie de controle spécifique (en imposant tanf = 1/C), le facteur
de puissance est maximisé et ne dépend que du rapport L;/L,. L'expression du facteur de

puissance est alors donnée par la relation suivante:

(COS go) o= E:Li (1.26)

La figure (1.15) montre que le facteur de puissance augmente de maniére significative
lorsque le rapport de saillance Ly/L, dépasse 8. En effet, conformément aux équations
(1.24) et (1.26), il est évident que pour optimiser les performances de la machine, il convient
de maximiser I'inductance directe Ly et d’augmenter autant que possible le rapport de

saillance.
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Fig 1.15: Facteur de puissance en fonction du rapport de saillance Lg/Lq

1.8 Types de géométrie de rotor

Dans cette section, nous avons évoqué des architectures de rotor permettant d’obtenir
un rapport de saillance élevé. Nous allons présenter différents types de structures identifiés
dans la littérature, les comparer et mettre en évidence leurs principaux avantages et

inconvénients.

1.8.1 Rotor Massif

d

(b)

Fig 1.16: Différents types de rotor massifs
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Le rotor massif, ou rotor a saillance simple, est un bloc de matériau ferromagnétique
doté de découpes formant des saillies, ce qui en fait une structure simple, robuste et
économique. Idéal pour des applications a haute vitesse grace a sa résistance mécanique
(un seul bloc non assemblé), ce rotor peut fonctionner avec une légere saturation magnétique,
vu que la section de passage du flux selon I'axe d étant suffisamment large. En régime
asynchrone, les courants de Foucault circulant axialement éliminent le besoin d’une cage
d’amortissement, et les pertes aérodynamiques peuvent étre réduites grace a un carénage
en matériau non magnétique ou perforé. Toutefois, ses performances sont limitées par un
rapport de saillance modéré (Ly/L, ~ 4.5) et un facteur de puissance relativement faible
(~ 0,65). Ces caractéristiques le rendent particulierement adapté aux environnements
exigeants et aux systemes nécessitant une conception simple et fiable, malgré ses limitations

en termes d’efficacité énergétique.

1.8.2 Rotor segmenté

Ces structures, composées de segments en fer assemblés sur une section non magnétique,
sont particulierement adaptées aux moteurs compacts de petite taille. Bien que la présence
de pieces polaires réduise la robustesse mécanique du rotor par rapport a un rotor massif,
cette conception permet d’atteindre un rapport de saillance maximal de 5, 1, ce qui améliore

les performances globales du moteur.

1.8.3 Rotor avec barriéres de flux

Afin d’améliorer les performances des moteurs synchrones a réluctance variable, des
espaces vides ont été introduits dans le rotor. Ces trous, appelés barriéres de fluz, créent
une dissymétrie magnétique en restreignant le flux magnétique dans une certaine direction
(axe ¢), tout en le facilitant dans une autre (axe d). Cette dissymétrie augmente le rapport
de saillance, qui représente le rapport entre I'inductance dans I’axe d et celle dans 'axe gq.
Un rapport de saillance élevé est essentiel pour obtenir un couple plus élevé et un meilleur
facteur de puissance. En effet, il permet au moteur de produire un couple important méme

avec un courant relativement faible.
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1.8.3.1 Rotor anisotrope laminé axialement (ALA)

La conception du rotor anisotrope laminé axialement (ALA) est largement utilisée dans
les machines a synchrone réluctance pour optimiser leurs performances et leur efficacité.
Contrairement au rotor laminé transversalement (radialement) (TLA), le rotor ALA repose
sur des blocs massifs non laminés, maintenus par une vis, avec des laminations disposées
axialement pour réduire les pertes par courants de Foucault. Sa structure anisotrope est
obtenue en alternant des feuilles ferromagnétiques et non magnétiques, dont 1’épaisseur peut
étre ajustée pour orienter le flux magnétique, augmentant ainsi la densité de couple.Cette
conception a démontré des performances remarquables. Le rotor ALA peut méme atteindre
des rapports de saillance tres élevés, jusqu’a 20 pour un moteur a deux poles et 10 pour
un moteur a quatre poles.

Cependant, sa faible résistance mécanique limite son usage aux applications de basse
vitesse et faible puissance. De plus, sa conception est complexe et cofliteuse, impliquant
des empilages alternés de couches laminées et isolantes, ce qui complique sa production
industrielle a grande échelle. Malgré ces défis, le rotor ALA reste une solution prometteuse
pour des applications spécifiques nécessitant des rapports de saillance élevés et une densité

de couple accrue.

Fig 1.17: Rotor anisotrope laminé axialement (ALA)
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1.8.3.2 Rotor anisotrope laminé radialement (TLA)

Cette conception comporte plusieurs barrieres de flux par pole, ce qui limite la cir-
culation du flux dans ’axe ¢ sans entraver la circulation dans I'axe d. La lamination du
rotor est orientée transversalement et connectée par de fines nervures qui agissent comme
des courts-circuits magnétiques. En conséquence, la conception du rotor TLA assure la
faisabilité mécanique et la résistance du rotor, méme pour les grands diametres de rotor
ou les applications a haute vitesse. De plus, la conception du rotor TLA est facile et peu
coliteuse a fabriquer, et elle est adaptée au décalage rotor. Un faconnage approprié des
barrieres de flux et de leurs points d’acces a ’entrefer peut également optimiser le rotor
TLA pour minimiser les harmoniques d’entrefer et leur effet sur 'ondulation de couple.
Cependant, la conception du rotor TLA présente certains inconvénients, notamment la
nécessité de ponts pour assurer la résistance mécanique, ce qui peut diminuer les perfor-
mances de la machine. La conception du rotor TLA reste la topologie la plus adoptée dans
la construction des machines synchrone a reluctance, offrant une solution prometteuse
pour les améliorations futures de la conception des moteurs. La conception du rotor TLA
peut augmenter le rapport de saillance d’une machine synchrone a reluctance jusqu’a
environ 13 dans un moteur a deux poéles, ce qui en fait une option intéressante pour les

applications a hautes performances.

Fig 1.18: Rotor anisotrope laminé radialement

31



Chapitre 1. Etat de ['Art : les systémes non linéaires et machines a réluctance

1.8.4 Le rotor a aimants permanents

Le rotor a aimants permanents des machines a réluctance synchrone (PMSynRM)
représente une avancée technologique majeure, intégrant des aimants permanents dans les
barrieres de flux pour améliorer les performances du moteur. Cette conception permet
d’augmenter le rapport de saillance, la production de couple et le rendement global, tout en
offrant une densité de puissance accrue et une plage de vitesse a puissance constante plus
étendue par rapport aux moteurs SynRM classiques. L’utilisation d’aimants permanents,
tels que ceux en terres rares ou en ferrite, améliore également le facteur de puissance,
résolvant ainsi une faiblesse courante des moteurs a réluctance synchrone traditionnels.
Cependant, cette avancée s’accompagne de défis, notamment des cotits de fabrication plus
élevés liés a l'utilisation des aimants permanents, une dépendance accrue aux matériaux
rares, et des risques potentiels de démagnétisation. Malgré ces limites, les moteurs
PMSynRM ont gagné en popularité dans des domaines comme 'automobile et I'industrie,
grace a leur efficacité énergétique et leurs performances supérieures.

Les aimants permanents dans le rotor empéchent de maniere constante la circulation
du flux dans 'axe ¢ tout en affectant de maniere minimale le flux dans ’axe d. Cette
caractéristique conduit a une augmentation de la puissance, de l'efficacité et du couple du

moteur.

Fig 1.19: Le rotor & aimants permanents

1.8.5 Rotor avec assistance de supraconducteurs

Pour empécher le passage du flux dans 'axe ¢, des matériaux supraconducteurs ont
été utilisés. Ce type de machine permet de conserver l'inductance dans 'axe d et de
réduire considérablement I'inductance dans ’axe ¢. Les résultats sont impressionnants ; la

différence d’inductance des axes d—q Ly— L, et le rapport de saillance L;/L, ont augmenté,
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ce qui a entrainé une augmentation significative du couple et du facteur de puissance.
Le matériau supraconducteur agit comme un véritable isolant magnétique ce qui signifie
que ce type de moteur peut fonctionner dans les deux sens. Les principaux inconvénients
de cette machine sont le prix et la complexité de la mise ceuvre du refroidissement du

matériau supraconducteur.

Superconducting
material

Ferromagnetic
material

Fig 1.20: Rotor avec assistance de supraconducteurs

1.9 Comparaison des types de rotors

Le tableau ci-dessous compare entre les différents types de rotors des moteurs a
réluctance synchrone en fonction de plusieurs facteurs importants : cofit, rapport de

saillance, résistance mécanique, complexité de fabrication,et rendement.

=) - & X F B

SynRM Performance Prix Complexité ngﬁ;):cie Tenue mécanique
Rotor Massif Vxxx VVVV VVVV \/XXX \/\/\/X
Rotor segmenté vax vvvx vvxx \/\/XX \/\/XX

Rotor Barrieres de flux Axialement Lamine. W/ W/ W& XX VXXX VVVVY VVVYX
Rotor Barrieres de fluxRadialement Laminé o oo X = VWX VVVX VWV VX vV XX

Rotor  aimants VVVVY VYYXX JYYXX VYVVVY VYVVYX
Rotor Barrieres de flux Radialement Laminé W/ W/ o0 ¥ XXX XXX vvyY VVYXX
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1.10 Modele dynamique du moteur synchrone a réluc-

tance

1.10.1 Hypotheses de Simplification

Pour développer le modele électrique équivalent de la machine, certaines hypotheses
doivent étre faites. La du moteur synchrone a reluctance modélisation repose sur les

hypotheses simplificatrices suivantes :

o [’hystérésis dans les parties magnétiques ainsi que les pertes ferriques sont négligées.

Le circuit magnétique est supposé non saturé.

e Les harmoniques d’encoche et d’entrefer ne sont pas pris en compte.

La distribution des forces magnéto-motrices dans l'entrefer est supposée sinusoidale.

L’effet de la température sur les valeurs de résistance est négligé.

1.10.2 Equations électriques d’une machine a réluctance syn-
chrone dans le repére abc

Les équations électriques régissant le fonctionnement d’une machine a réluctance

synchrone dans un repeére fixe lié au stator s’écrivent sous la forme suivante :

d

[V:zbc] = [Rs]'[]abc] + %[Wabc] (127)
Ua ia !pa RS 0 O
avec |:‘/abc] = || > |:]abc] = Z.b ) |:lpabc:| = lpb ; |:Rs:| =10 Rs 0
Ve le v, 0 0 R,

Le flux total des phases statoriques sont écrits dans le repere lié au stator sous la forme

matricielle suivante :
[Lpabc] = [L]-[[abc] (128)
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Ou [L] est la matrice d'inductance is dépend de I'ongle 6

La(9> Mab(g) Mac(9>
L] = | Myo(0) Ly(0) Mye(0) (1.29)
Mca(e) Mcb(9> Lc(e)

L,(0) = Ly + Lo+ Ly cos(26)

Ly(0) = Ly + Lo+ Lo cos(20 + 27/3)
L.(0) =Ly + Lo+ Lycos(20 — 27/3)
Moy (0) = Myy, = My + M cos(26 — 27 /3)
Mo(0) = Moy = My + My cos(20 + 27/3)
Mye(0) = My, = My + Mo cos(26)

~—

L est I'inductance de fuite d’'une phase. Dans le méme cadre d’hypotheses, on a les
relations suivantes :

1
MO = —5[10 et M2 = L2 (130)

1.10.3 Equations électriques du SynRM dans le référentiel d — g

Le systeme d’équations électriques (2.12) est caractérisé par des parametres variant
périodiquement dans le temps, ce qui complique son analyse et sa résolution. En effet,
il nécessite l'inversion de la matrice d’inductance a chaque pas de calcul, rendant le
processus tres lourd et limitant la simplicité de la synthese des lois de commande. Pour
surmonter ces difficultés, il est essentiel de développer un modele équivalent avec des
parametres constants. La transformation de Park offre une solution efficace a ce probleme

en simplifiant les équations et en facilitant la conception des stratégies de commande.

cost  cos(6 — 2—7T) cos(0 + 21)
2 U s 2T
[P] = 3 —sing  —sin(0 — —) —sin(0+ 3 —) (1.31)

1 P 1
V2 V2 V2

L’inverse de [P] est:
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cost — sinb 1
0 2 n(6 2 1

Pt = cos(0 — 3 ) —sin(d — 3 ) (1.32)
cos(6+2) — sin(®+ ) 1

Si nous projetons toutes les grandeurs dans le repére d — ¢ lié au rotor en utilisant la

transformation de Park, nous pouvons alors écrire, dans le cas général :

Lq T
z| = [P)7 |z, (1.33)
Te Ip,
donc I'équation (2.11) devient:
d|y, d[P]~1
P Van) = [RP) L] + [P Do) AP (1.34)

ou [Xdgh] désigne un vecteur quelconque de grandeurs exprimées dans le repére lié au

rotor.

La multiplication des deux membres de (1.34) par [P] nous donne :

d|v dIP]—1
WViar) = [RollZagn] + W) op1 0 1, (1.35)
dt do
0—-10
avec [P]d[];};1 =1 0 0
0O 0 O
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Nous arrivons finalement aux équations suivantes :

Ly 0 0 0—-L, 0
d|l
Vi) = (Rallzan) + |0 £, 0| 241y 0 0 lhagd (1.36)
0 0 Ly 0 0 O
avec
Ly 0 0
-1
0 L, o= |P||z]|P] (1.37)
0 0 Ly
Ou 3
Ld:Lf+§(L0+L2)
3
Lq:Lf+§(LO—L2)
Ly, =L;

Le neutre de la machine étant isolé, ce qui implique naturellement i, = 0, nous pouvons
écrire :
Vd R —n,)L ’id Ld 0 d id
=" P + — (1.38)
v, nQLg Ry | |ig| [0 L,| % |,
Les équations de tension stator peuvent étre décrites dans le repere tournant d — ¢

comme suit :

di
Vi = Ryiq — O2n,Lyi, + Ldﬁ
(1.39)
‘ . di,
Vg = Rstg + 21, Lgiq + LQE
ou, dans la forme d’équations d’état :
Ry npS2L, 1
dlia| | La " Li ||| |z, °||Va
i, SRR e i {0 | [V

L

q
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1.10.4 Equations mécaniques

Le calcul du couple électromagnétique de la machine est basé sur la connaissance de la

puissance instantanée totale Py(t):

3 5 . 3,d¥, . d¥,. 3 , .
Pt = iRs(Z?l + Zg) -+ 5(@201 + T;Zq) + ian(LDdzq + !pqld) (141)

ou:

3 .2 .2
‘Pj = aRs(ld + Zq)
représente les pertes par effet Joule dans les enroulements statoriques.

3. d¥y. d¥, .

=5ttt
représente les variations de 1’énergie magnétique stockée dans la machine;

Py

Pe = 271139(@(12',] + qud>

représente la puissance électrique transformée en puissance mécanique ou puissance
électromagnétique.

Le couple électromagnétique est exprimé comme suit :

3 y
T, = §np(Ld — L,)iqi, (1.42)

et
3 : ,
T. = inp(wdzq — W) (1.43)

Le couple électromagnétique sera:

3 .
T. = inp(Ld — Lg)idi, (1.44)

L’équation dynamique du moteur est exprimée par :

a0
T.=J— + fQ+ T, (1.45)

En combinant les équations (1.39-1.45), le modele dynamique mathématique peut étre

décrit par I’équation différentielle (1.46):
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di
Ld% = Vd — Rsid + anLqiq
di
Ly~ =V, — R, — 2n,Lgi
Tgp 0T el T bl (1.46)
e 3 .
JE == Enp(Ld — Lq)ldlq — fQ — TL

Les systemes présentés dans 'équation (1.46) peuvent étre écrits sous la forme d’un systeme

linéaire & parametres variables (LPV) :

(1.47)
y(t) = C.x(t)
ou
‘T(t) = [Zdazqa Q]T ) u(t) = [ud7uq]T 75(t) = TL ) y(t) = [id>i ] 3
i _RS Lq . i 1
L ; L™ I, "
— 1
A(z(t)) = ~210 =0 |,B=0 —|.
(w(t) fom, T :
3 )
_ﬁnp([/d Lq)lq 0 —§ | 0 0
1 00 0
C=101 0/, E=]0
0 0 1 l
J

Ou R, est la résistance statorique, J le moment d’inertie, f le coefficient de frottement, T},

le couple de charge, (Ld, Lq) les inductances d’axe direct et quadrature, et n, le nombre

de paires de poles.

Le modele d’état de la MSRV dans le repére (d — q) s’écrit finalement:

K NS0 | i £ 0 y 0
d
Tl = CENQ = 0 i [0 £ vl {TL] (148)
3N q
0 57 (La = Ly)ig 0 — L1 0 ~1
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1.11 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié en détail les caractéristiques et les fonctionnalités
de diverses machines électriques, avec un accent particulier sur les moteurs a reluctance
synchrone (SynRM). Le SynRM a émergé comme une technologie prometteuse en raison
de ses avantages notables, notamment son efficacité énergétique, son faible cofit et sa
structure simplifiée. Malgré certains inconvénients, tels que les ondulations du couple et le
faible facteur de puissance, les atouts du SynRM en font une alternative viable par rapport
a d’autres machines électriques.

Nous avons également souligné I'importance de la géométrie du rotor et du parametre
L4/L, dans la conception et l'optimisation des SynRM pour diverses applications in-
dustrielles. Le développement de géométries de rotor avancées a permis d’améliorer
considérablement les performances globales de la machine, en réduisant les pertes et en
augmentant 'efficacité.

En résumé, ce chapitre met en lumiere non seulement les avantages et les défis associés
aux moteurs SynRM, mais aussi 'efficacité des stratégies de controle modernes pour
améliorer leur performance dans des applications pratiques. Les avancées dans ce domaine
ouvrent la voie a une adoption plus large des SynRM dans des secteurs nécessitant des

solutions énergétiques efficaces et rentables.

40



CHAPITRE 2

LA REPRESENTATION PAR LES SYSTEMES FLOUS DE
T-5

2.1 Introduction

Au cours des deux dernieres décennies, le modele flou de Takagi-Sugeno (T-S) s’est
imposé comme un outil fondamental pour 'approximation des systémes non linéaires. Ce
modele repose sur un ensemble de regles floues permettant de décomposer un systeme
non linéaire global en une série de modeles linéaires locaux, reliés par des fonctions
d’appartenance floues.

Le modele T-S inspire divers controleurs flous dans le cadre de la compensation parallele-
distribuée (PDC) et a été appliqué avec succes dans de nombreux domaines, notamment
I’aérospatial et la gestion des processus. La méthode de contrdle flou T-S se distingue par
sa conception intuitive, simple et efficace, la rendant complémentaire aux autres techniques

de contrdle non linéaire. Ses caractéristiques principales incluent :
e [’absence de contraintes structurales rigides sur le modele de processus.
e La conservation vers une logique linéaire aisément compréhensible.

e La capacité de décomposer le probleme de contrdle global en sous-problemes plus

gérables, reflétant les interactions par des variables d’état physiques.

e [’aptitude a s’adapter rapidement aux conditions opérationnelles changeantes.

La méthode T-S vise & construire un controleur non linéaire en combinant des controleurs

linéaires invariants dans le temps pour répondre a des criteres dynamiques spécifiques.
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Cette approche simplifie la conception de controle non linéaire en la réduisant a des
sous-problémes linéaires, rendant ainsi I’application de méthodes de conception linéaire
plus accessible. Des avancées importantes ont été réalisées dans la conception de systemes
de controle flou, notamment grace aux approches basées sur la fonction de Lyapunov. Ces
approches ont permis de traiter des problemes de controle robuste, orientés performance,

en réseau et de systémes a retards.

2.2 Importance de la Modélisation des Processus

L’élaboration de modeles d’état pour les processus s’appuie sur ’approche des variables
d’état. Cette méthode enrichit la compréhension des systémes et est cruciale pour leur
analyse et conception. La sélection de variables pertinentes physiquement, comme la vitesse,
la masse, la température ou 'accélération, est essentielle pour décrire adéquatement le
processus. Ces variables permettent de formuler un ensemble d’équations différentielles
et algébriques, qui ensemble constituent un modele mathématique du processus physique
[Zhu23].

Dans le domaine de l'ingénierie et de la production contemporaines, 'efficacité et
I'innovation dépendent de la capacité a comprendre et manipuler des systemes complexes.
La modélisation des processus industriels répond & ce défi, offrant une représentation
virtuelle des systémes avant leur mise en ceuvre réelle [Spo08, BR92].

La modélisation revét plusieurs aspects essentiels :

e Prévision et Simulation : Elle permet de simuler des processus en temps réel,
facilitant la prévision du comportement systémique sans risques ni cotits liés aux

modifications physiques.

e Optimisation des Ressources : Elle aide a identifier les meilleures pratiques pour

minimiser la consommation de ressources tout en maximisant la production.

e Amélioration de la Qualité et de la Sécurité : Elle contribue a garantir la
qualité des produits et la sécurité des processus en anticipant et rectifiant les erreurs

potentielles des la phase de conception.

e Développement de Produits : Elle joue un role clé dans le développement

et 'amélioration des produits, permettant I’expérimentation et 1’ajustement des
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parametres dans un environnement virtuel.

e Conformité Réglementaire : Elle assure la conformité des processus aux normes
environnementales et de sécurité en évaluant l'impact des processus avant leur

déploiement.

e Formation et Education : Elle offre des outils pédagogiques essentiels pour former

les ingénieurs et les opérateurs, facilitant la compréhension des processus complexes.

Ainsi, la modélisation est un pilier d’efficacité opérationnelle, d’innovation et de durabilité

dans I'industrie moderne.

2.3 Modeles flous et systemes flous

Les systémes flous sont des structures ou mécanismes basés sur des concepts dérivés
des ensembles flous, des régles condition-action floues (IF-THEN) et de la logique floue.
Dans une application typique de la logique floue, un systeme flou est constitué de quatre
éléments principaux : une base de connaissances, également appelée base de regles floues,
un moteur d’inférence, une interface de fuzzification et une interface de défuzzification
[V0i90].

La figure (2.1) présente la configuration en blocs d’un systéme flou.

Knowledge
Base

y
Crisp / Fuzzy X Fuzzy y Crisp

Inputs | Fuzzification I“PUt5= lnfergnce Outputs | Defuzzification | Outputs
Interface Engine Interface

\

Fig 2.1: Structure de base des systemes flous

2.3.1 Composants d’un systeme flou

Un systeme flou integre quatre composants clés. La base de connaissances conserve
les regles floues IF-THEN et les définitions des fonctions d’appartenance. Le moteur
d’inférence applique ces regles pour déduire des conclusions a partir de données floues.
L’interface de fuzzification convertit les entrées précises en ensembles flous, souvent

via une méthode singleton, facilitant leur utilisation dans les systemes de contréle flou.
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A Vopposé, linterface de défuzzification transforme les ensembles flous en une sortie
nette unique.
Une méthode de défuzzification fréquemment utilisée est le centre de gravité, défini par

la formule :
Z* _ fz MC’(Z)ZdZ
. e (2) 4z

Ot per(2) représente la fonction d’appartenance de 1’ensemble flou apres inférence.

(2.1)

Les systemes flous sont essentiellement des mappages non linéaires de 'espace d’entrée
vers l'espace de sortie, traduisant un ensemble de regles floues SIFALORS en une fonction
mathématique non linéaire. Leur aptitude a gérer I'imprécision les rend particulierement
utiles dans diverses applications, y compris dans le domaine du controle flou.

Parmi les systémes flous, les modeles de Mamdani, de Takagi-Sugeno et les systemes
flous basés sur la technologie C-MOS se distinguent par leur utilisation en contréle flou,

chacun caractérisé par les spécificités de leurs regles floues.

2.3.1.1 Systemes flous de Mamdani

Proposés par Mamdani et ses collegues [MA75][Mam76], ces systemes emploient des
regles floues qui établissent des relations linguistiques entre les entrées et les sorties. Le
raisonnement de Mamdani s’appuie sur la méthode de la conclusion minimique, comme

illustré dans la Figure (2.2), utilisant différentes regles IF-THEN.

Al, A2 C

Fig 2.2: Raisonnement flou de Mamdani basé sur la méthode d’inférence max-min.
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2.3.1.2 Systémes flous de Takagi-Sugeno

Les systemes flous de Takagi-Sugeno, congus pour approximer des fonctions non
linéaires, expriment leurs conséquences en utilisant des fonctions non linéaires. Ils sont

souvent privilégiés pour leur efficacité et précision dans le domaine du controle flou.

2.3.1.3 Systémes flous de fuzzy C-MOS (Fuzzy dynamic Systems)

Les systemes flous C-MOS integrent des opérations de logique floue au sein de circuits
a transistors MOS, offrant une haute précision et une intégration aisée avec les circuits
numeériques.

En conclusion, les systémes flous fournissent des solutions robustes pour le traitement
de données incertaines et trouvent leur application dans une variété de domaines liés au

controle flou.

2.3.2 Modeles Flous de Takagi-Sugeno

Les modeles flous Takagi-Sugeno (TS) combinent des régles d’inférence floues avec des

modeles dynamiques linéaires analytiques locaux, comme décrit ci-dessous :

R': SI 2 est Fll et ...z, est Fé
ALORS z(t+ 1) = Aiz(t) + Biu(t) + a (22)
y(t) = Cra(t)

leL:={1,2,...,m},

O R! représente la [-éme régle d’inférence floue, m le nombre de régles d’inférence,
Fl(j =1,2,...,v) les ensembles flous, z(t) € R" le vecteur d’état, u(t) € R? le vecteur
d’entrée, y(t) € RP le vecteur de sortie, et (A;, By, a;, C;) les matrices du [-éme modele
local. Les variables de prémisse z(t) := [z1, 22, ..., 2,] sont des variables mesurables du
systeme, comme les variables de sortie ou d’état. On suppose également, sans perte de
généralité, que l'origine est 1’équilibre du systeme flou T-S (2.2).

En appliquant une méthode d’inférence floue standard, c¢’est-a-dire un fuzzifieur single-

ton, une inférence floue de produit et un défuzzifieur de moyenne centrale, le modele flou
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T-S (2.2) peut étre reformulé comme suit [Fenl8], [CRF97]:

a(t+1) =A(p)z@) + B(pu(t) + a(p) 2.3)
y(t) = C(p)x(t),
ou
Alp) = 305 A B(p) = X% By a(p) = X% puar, C(p) = X% s (2.4)
() est la fonction d’appartenance normalisée, définie par
M = %7 G(2) =102 FY (z), >0, X7 m=1 (2.5)

et F! (z;) est le degré d’appartenance de z; dans 'ensemble flou F}. Le modele (2.3)
est naturellement non linéaire car les fonctions d’appartenance sont généralement des
fonctions non linéaires des variables de prémisse, qui peuvent inclure certaines ou toutes les
variables d’état. Le modele flou T-S (2.3) est en réalité un modele flou de l'espace d’état.
De méme, un modele flou entrée-sortie peut également étre défini de maniere similaire

[Fen18].

Rl: SI 2y est Flet ...z est F!
ALORS y(t+1) = Gi(g™) y(t) + Hi (g~ u(t) + D,
G (q_1> = Gll + Gl2q_1 +et Gizq_n—’—l’ Géf - {gfﬂj}pxp (2'6)

Hy(q7')=Hy+ Hig™' +---+ H,_,¢"", Hj= ch}

pXxg

leL:={1,2,...,m},

O, de maniére analogue au modeéle de l'espace d’état dans (2.2), R! représente la
[-iéme régle d’inférence, m le nombre total de régles, u(t) € R® le vecteur d’entrée,
y(t) € R” le vecteur de sortie. Les matrices (Gy, H;, D;) correspondent au l-iéme modele
local du systéme flou (2.6), ¢~! est I'opérateur de décalage défini par ¢ 'y(t) = y(t — 1),
et z(t) := [z1, 22, . . ., 2] désigne les variables de prémisse, soit les variables mesurables du
systeme.

En employant un défuzzifieur de moyenne centrale, une inférence de produit et un

fuzzifieur singleton, le modele flou dynamique (2.6) peut étre exprimé par le modele global
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suivant :

y(t+1) =G (¢ u(2) y(t) + H (g7, u(2) u(t) + D(p(2)), (2.7)

2.4 Différentes structures multi-modeles

La représentation multi-modele d’un systeme non linéaire offre diverses structures,
chacune possédant des caractéristiques uniques. La représentation en état des sous-modeles
permet de mettre en évidence leur compacité, leur simplicité et leur généralité, offrant
un avantage sur les représentations basées sur des équations de régression entrée/sortie.
Souvent, pour élaborer des lois de commande ou construire des observateurs non linéaires,
une telle description est indispensable. Les structures multi-modéles d'un systeme non
linéaire different selon la segmentation des entrées ou sorties et le type de couplage entre

les modeles locaux. Trois structures principales sont identifiées :
e Structure couplée.
e Structure découplée.

e Structure hiérarchique.

2.4.1 Structure couplée

2.4.1.1 Modele flou de Takagi-Sugeno

Introduit par [TS85], le modele flou de Takagi-Sugeno représente un systéme non
linéaire dans un espace compact a travers une combinaison convexe de sous-systemes
linéaires.

Ce modele ;multi-modele, flou est caractérisé par des regles floues de type SIFALORS.

La i®™ régle du multi-modele de Takagi-Sugeno s’énonce comme suit :
e Regle i : SI & (t) est Fiq et &(t) est Fio, ..., & (t) est F;,., ALORS

i;(t) = Ax(t) + Byul(t)
yi(t) = Cox(t) + Bu(t) i=1,2,...,r

(2.8)

Les prémisses de ce modele sont basées sur des propositions linguistiques, ce qui facilite
Pévaluation des f . d dérati , q .
évaluation des fonctions de pondération p;. Les conséquences correspondent, quant a

elles, aux sous-modeles linéaires.
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Un avantage notable de ce modele réside dans sa capacité a intégrer des connaissances
a priori sur les systemes durant la phase de modélisation, offrant une partition initiale
floue de I’espace opérationnel.

Depuis son introduction, le modele de Takagi-Sugeno a été largement étudié, menant a
des avancées significatives et a des extensions dans les domaines du contrdle automatique
et des modeles flous.

Le systeme décrit par (2.8) peut étre représenté comme un multi-modeéle flou global en

utilisant la transformation de secteur non linéaire, comme illustré en figure(2.3) [BOU23].

£(t) = iy hi(€(2z (1)) (Aiz(t) + Biult))
y(t) = Cix(t) + E;u(t)

(2.9)

Ou A; € R B, € R "™ et E; € R"™ "™ désignent respectivement les matrices d’état,

d’entrée et d’influence. De méme, C; € R™*" et E; € R™*" sont les matrices de sortie.

u(t) e L

e sysfem
| i I

£alt) ————

Noravalivalion

O J

; I Ayz(t) + Byult) I "

3 4ielt) + Brute) }

pe=fe====

wit)

o T T My

L 4

Fig 2.3: Architecture d’un modele TS flou

Les différentes méthodes de modélisation des systemes non linéaires partagent une
structure commune, identifiée comme (2.8).

La distinction entre ces approches réside principalement dans le choix des sous-modeles
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et des fonctions de pondération. Nombre de ces modeles exploitent cette structure de base.

2.4.1.2 Approche linéaire par morceaux

Cette approche utilise des sous-modeles linéaires avec des fonctions de pondération
booléennes pour diviser ’espace opérationnel en zones distinctes. Néanmoins, elle peut
entrainer une approximation discontinue du systéeme non linéaire, ce qui peut s’avérer

inadéquat dans certains cas [OMRMOS].

2.4.1.3 Réseaux de fonctions a base radiale

Sous certaines conditions, ces réseaux sont équivalents aux multi-modeles T-S . Ils sont
considérés comme des approximations universelles, mais peuvent nécessiter de nombreux

sous-modeles et étre sensibles aux parametres choisis [BOU23].

2.4.1.4 Réseaux de modeles locaux

Depuis les travaux de [MSJ20], les multi-modeéles sont imposés comme un outil essentiel
dans la modélisation de systemes fonctionnant sous différents régimes opérationnels. Le
multi-modele et le modele flou de Takagi-Sugeno partagent de nombreuses similarités. En
effet, lorsque le nombre de regles équivaut au nombre de sous-modeles, ces deux méthodes
se confondent. Leur distinction réside dans les techniques utilisées pour définir les fonctions
de pondération ti(.) et dans l'interprétation qui en est faite. Dans les modeles flous, le
partitionnement de l'espace opérationnel du systeme s’appuie souvent sur ’expertise
humaine pour générer des propositions linguistiques conduisant & des sous-ensembles flous.
En revanche, dans les multi-modeles, ce partitionnement est réalisé a 'aide de méthodes

d’optimisation [Nagl0].

2.4.1.5 Modele linéaire & parameétres variables (LPV)

Les systemes LPV sont caractérisés par des parametres linéaires variant dans le
temps [DIA19]. Dans la modélisation LPV classique, les fonctions de pondération sont
généralement omises. Les variables de décision £(t), mesurables et bornées, décrivent les
conditions opérationnelles et peuvent étre exogenes ou endogenes. Dans les systemes quasi-

LPV, £(t) est une variable endogene, telle que la sortie du systéme. Les approches LPV et
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quasi-LPV sont souvent analysées de maniere similaire, ou les fonctions de pondération

influencent ’évolution des parametres [OMRMO8],[Nag10].

2.4.1.6 Modele d’incertitude polytopique linéaire

Ce modele suppose que les matrices du systeme, bien qu’inconnues, appartiennent a
un ensemble borné. Les erreurs de modélisation sont représentées par un polytope formé
de matrices sommet. Le comportement du systeme est alors une combinaison linéaire de
ces matrices. En considérant ces matrices sommet comme des sous-modeles, l'analogie

avec une structure multi-modele devient évidente [Nagl0].

2.4.2 Structure découplée

La structure découplée, ou modeles locaux multiples, repose sur une décomposition
du processus en modeles locaux autonomes, chacun possédant son propre vecteur d’état
[BOU23]. Les sorties y;(t) de ces sous-modeles sont des signaux de modélisation arti-
ficiels, dépourvus de signification physique et non mesurables, mais cruciaux pour la
représentation du comportement non linéaire. Cette structure offre un avantage notable
pour 'identification des parametres, facilitant un réglage précis de la dimensionnalité des

sous-modeles [Ham15].

i(t) = 2ioy () (Aii(t) + Biu(t))
y(t) =i hz‘(f@))lﬁ@)

=-

20
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Non-linear system
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Normalisation

z1(t) m1(8)

> &1(t)
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x3(t) Ba(1)
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342200 + Bty [ 3 Comat = i) o
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: S A0 Bult) r-= -2 [ L3020 Y Bt 'f-(:@b ------- -

Fig 2.4: Architecture d’un modéle découplé

2.4.3 Structure Hiérarchique

Malgré le succes de 'approche multi-modele dans divers domaines tels que le contrdle
et le diagnostic, son application est limitée aux systemes avec peu de variables, en raison de
la croissance exponentielle du nombre de modeles locaux due a 'augmentation du nombre
de variables. Par exemple, un modele multi-modele comportant r variables et m fonctions
d’activation par variable comprendrait m” modeles locaux [Akh04]. Pour surmonter cette
contrainte, Raju et al. [RZK91] ont proposé une structure multi-modele hiérarchique, qui
se caractérise par une augmentation linéaire du nombre de modeles avec le nombre de

variables.
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Vel (0 T

: Local model (r-1) :

S SEER S

1
Yp2(t) :
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[ Local model 2
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x;(1) X5(1) x;3(1) x4(1) X(1)

Fig 2.5: Architecture de la structure hiérarchique

2.5 Construction d’un modele T-S flous

L’élaboration d’'un modele flou de Takagi-Sugeno est une étape clé dans la synthese et
la conception de contrdleurs basés sur les systemes flous T-S. Quatre méthodes principales

sont couramment employées pour développer ces systemes :

e Procédures de linéarisation : Cette technique implique de simplifier les systémes

non linéaires en modeles linéaires locaux, puis de les combiner via la logique floue.

e Identification a partir de données d’entrée/sortie : Elle consiste a utiliser
des techniques d’identification pour extraire les parametres des modeles flous T-S
a partir de données expérimentales, y compris ’analyse de séries temporelles et

I’apprentissage automatique.

e Approche neuronale : Cette méthode fait appel a des réseaux de neurones pour
déterminer la structure et les parametres des modeles flous T-S a partir de données

d’entrée /sortie.

e Transformation polytopique convexe : Elle représente le systéeme non linéaire

comme une combinaison de plusieurs systemes linéaires en utilisant des nonlinéarités

o2



Chapitre 2. La représentation par les systémes flous de T-S

sectorielles. Initialement introduite par [KTIT92] et développée par [TW04], cette
méthode offre une approximation précise du modele non linéaire et réduit le nombre

de modeles nécessaire comparé a la méthode de linéarisation.

2.6 Transformation polytopique

La Figure 2.6 illustre le concept de non-linéarité sectorielle globale et locale. Supposons
que le systéme non linéaire original satisfasse la condition de non-linéarité sectorielle
[KTIT92], c’est-a-dire que les valeurs des termes non linéaires dans 1’équation de 1'espace
d’état restent dans un secteur défini par des plans hyper-passant par 1’origine. Une
fonction ® : R — R est considérée comme appartenant au secteur [a, b] si, pour tout

r € R, y = f(z) se trouve entre slx et s2x.

s12(t) s1z(t)
f(z(t) 4 f(z(t)) 4

Fig 2.6: Secteurs non linéaires

Considérons le systeme non linéaire suivant :

(2.11)

Ou z(t), y(t) et u(t) représentent respectivement 1’état du systeme, la sortie et la

commande. Ce systeme (2.11) peut étre exprimé sous une forme LPV (Linear Parameter-
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Varying) :

(2.12)

Soient k le nombre de fonctions non linéaires dans le systeme (2.12), et f; ces fonctions,
oui=1,...,k Supposons quun compact C existe pour les variables £(), limitant les
non-linéarités :

fi€lfi finl, pouri=1,...k (2.13)

min’ J max

Les non-linéarités f; peuvent étre exprimées comme :

fi€(1) = fruinWinax (§(1) + fnaxWiin (§(£))

i (E(0) = L= ELD 1)

max min

wfnin =1- wznax(f(t))

)
max?

Les fonctions de poids w’, ,w’ . permettent de définir les fonctions d’activation

he(€(2)) - )
h-(&(t)) = Uw@(f(t}), pour r =1,...,2" et £ =1,2 (2.15)

Le systéme (2.11), qui comporte r = 2¥ sous-modeles linéaires, se transforme en :
r=2k

#(t) = D hi(&(t))(Aiz(t) + Byu(t))
i=1

r=2k

y(t) = ; hi(§(1))Cix(t)

(2.16)

Exemple:

Considérons le systeme non linéaire suivant :

2(t) = f(x(t) + g(x(t))u(t)

i) (t)
fla) - | P00 _(5 L P

0

_ o O O
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Nous définissons les variables de prémisses comme suit: 2; = sin (x3) et zp = x 77
Supposons que x3 € [—7/2,7/2], 1124 € [—d, d]

alors
S 21 S |.T‘,

s
™
— de’4 S z9 S dZL'4.

D’apres la propriété des fonctions d’appartenance,

21 = sin (z3(t)) = ( 2 M (21(1)) bi> x3(t), nous pouvons obtenir les fonctions d’appartenance

SOESIA) () 0
M (z1(t) =
si non 1
sin—1! z1 —z1 .
Aoty sial) #0
M; (21(1) =
si non 0
2(t) = 2 ()ra(t) 2(t) = 2 (Hza(t) = (TH Ni (22(8)) bi) 0
Zg(t) — Q9
N (z(t) = 22222
1 (22(t)) o — o |
a1 — Zg(t)
Ny (2(t)) = 27
_2(22( )_) oL — ag _ o _ o
i (t) 01 0 0 21 (t) 0
= 0 25 M (21(t)) Ny (22(t)) x ! + u(t)
_j?4(t)_ _00 0 0 __I4(t>_ _1_
Ou

a; = d =max((22(t))) et ag = —d = min((22(t)))
et bl = 1,b2 = 2/7T

Les quatre regles sont données par:

Regle 1: Si z1(t) is M; et 25(t) is Ny Alors z(t) ) (
Reégle 2: Si z1(t) is M; et 2o(t) is Ny Alors @(t) = Axx(t) + Bau(t
Reégle 3: Si z(t) is My et 25(t) is Ny Alors @(t) ) (
Reégle 4: Si z1(t) is My et 25(t) is Ny Alors x(t) = Ayx(t) + Byu(t)

t
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2.7 Conception du modele Takagi-Sugeno pour la ma-

chine SynRM

Cette section analyse la conception et la mise en ceuvre d’un multi-modele Takagi-
Sugeno (TS) appliqué au systéme SynRM. La transformation par secteur non linéaire est
I’approche la plus utilisée pour élaborer le modele Takagi-Sugeno. Elle permet de convertir
avec précision un systeme non linéaire en un modele flou constitué des sous-systemes
linéaires.

Les termes 7,4, 2 contribuent principalement dans la non-linéarité du systeme. Par

conséquent, il est logique de les considérer comme des variables prémisses.

&1 (t) =14
fz(t) =Q

Les termes non linéaires & (), & (t) peuvent étre exprimés sous la forme suivante :

&i(t) = Fua(t).£ + Fa(0) € (2.17)
Eo(t) = Fra(t).£ + Fy(t).£ (2.18)
o f(0) ~ &
Foo= 1_ — <1
11 s
Fy = G-
SRSl (2.19)
o &a(t) — &
12 — =
=&
) = 527— 210)
£ — &

le systeme équivalent exprimé sous la forme du modele flou Takagi-Sugeno (TS) :

(1) = () (Aia(®) + Bault) + Bo() (2.20)
y(t) = Cu(t)

avec
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hi(€(t) = Mi(&i (1) x Ni(&(t));  ha(E(t) = Mi(&i(t)) x Na(&(2))
hs(§(t)) = Ma(&1(t)) x Ni(&2(t));  ha(€(t)) = Ma(&u(t)) x Na(&a(t))
Les matrices, qui caractérisent les quatre sous-systemes linéaires, sont déterminées en

utilisant la paire (¢, &))-

9 0 473 9 0 473

Ay = |—4644.4 —-38 0 |,A2=|-844 -38 0 |,
3175 0 —0.02 3175 0 —0.02
-9 0 0 | 9 0 0 |

A3 = |-46444 —-38 0 |,As=|-844 38 0 |,
0 0 —0.02 0 0 —0.02

Les matrices non linéaires de 1’équation (5.28) sont déterminées par

526 0 0
Bi=|0 22220,E;=1|0
0 0 —73

Le tableau suivant présente les caractéristiques de la machine SynRM (2.2 kW):

Puissance nominale 2.2KW
Vitesse nominale 1500rpm
Tension nominale 220/380V
Résistance du stator 1710
Inductance de 'axe direct d 0.15H
Inductance de I'axe quadratique g 0.04H
Nombre de paires de pdles 2
Moment d'inertie 0.0137Kg.m?
Coefficient de friction 0.00036Nm/rad/s

Fig 2.7: Parameétres SynRM
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Fig 2.8: Vitesse de rotation par les multimodales floues TS
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Fig 2.9: Les fonctions de pondération H;
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2.8 Analyse de stabilité des systemes flous TS

2.8.1 Inégalités Linéaires Matricielles

L’approche des modeles multiples en optimisation convexe joue un réle crucial dans
I’analyse et la synthese de systemes. Cette méthode offre deux avantages majeurs, découlant

de la nature convexe de 'optimisation :
e La capacité de trouver des solutions dans un temps de calcul raisonnable.
e La garantie que la solution obtenue représente un minimum global unique.

La notion de convexité s’applique tant aux fonctions qu’aux ensembles convexes. Les

définitions sont les suivantes :

e Un ensemble £ C R" est convexe si, pour tout A € [0,1] et pour tout couple

(21, 2) € E?, expression Az; + (1 — \)z, appartient également a E :

VA € [0,1],¥(z1,29) € B> Ay + (1 — Ny € E.

e Une fonction f : E — R, avec ' un ensemble convexe de R", est convexe si :

VA €[0,1],V(x1,2) € E?, f(Ax1 + (1 — Naa) < Af(z1) + (1= ) f(z2).

Ainsi, un probleme d’optimisation convexe se formule comme suit : min,cg f(z), ou F
est un ensemble convexe et f une fonction convexe.

Toutefois, de nombreux problémes en automatisation ne sont pas convexes. Pour ces
cas, certaines méthodes permettent de reformuler ces problémes sous une forme convexe.
I est important de reconnaitre que transformer un probléeme non convexe en un probléeme
convexe peut restreindre sa validité et imposer des contraintes plus conservatrices. Par
conséquent, méme si une solution obtenue par optimisation convexe est optimale pour le
probleme reformulé, elle n’est pas nécessairement la meilleure pour le probleme initial.
Une telle solution n’est optimale pour le probléeme initial que si la transformation de non
convexe a convexe est équivalente. Cette considération est cruciale pour l'interprétation

correcte des résultats obtenus par les méthodes d’optimisation [CB12].
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2.8.1.1 Formulation des Inégalités Linéaires Matricielles

L’optimisation convexe, et plus particulierement I'application des inégalités linéaires
matricielles (LMI), a fait 'objet de nombreuses recherches en automatisation au fil des ans.
Cette méthode est devenue populaire en raison de 'efficacité des méthodes numériques
pour résoudre les LMI et de sa capacité a gérer la synthese multicritere.

DEFINITION

Soient Py et P;,i € I,, une famille de matrices symétriques de RP*P et le vecteur
r = (21,%s,...,7,)" € R™. Une inégalité linéaire matricielle (LMI) stricte (ou non stricte)

en x;,1 € I, s’exprime comme suit :

F(z)=Py+> =P, >0 (resp.>0).
i=1
Notez que l'ensemble E défini par £ = {z € R" : F'(z) > 0} est convexe.
Les types les plus courants de problemes d’optimisation convexe sous forme d’LMI

sont :

e Problemes de faisabilité : 1l s’agit de trouver un vecteur z tel que la contrainte
convexe F'(x) > 0 soit satisfaite. Ce probléme peut étre résolu en minimisant un
scalaire t pour lequel :

—F(z) <t-T.
Si la valeur minimale de ¢ est négative, le probleme est dit réalisable.

e Probléemes de valeurs propres : Il s’agit de minimiser la plus grande valeur propre
d’une matrice symétrique A, sous une contrainte LMI linéaire en B :
— Minimiser A

— Sous les contraintes
N —-A>0

B>0

Ces problemes d’optimisation convexe peuvent étre résolus en utilisant diverses méth-

odes [BEGFB94], [CB12].
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2.8.2 Inégalités Matricielles Bilinéaires

Les problemes de conception, tels que le controle et 'observation, sont souvent formulés
en tant qu’inégalités matricielles bilinéaires (BMI), qui posent des défis significatifs pour
leur résolution avec les outils numériques congus pour les inégalités matricielles linéaires
(LMI). Jusqu’a présent, il n’existe aucune méthode exacte pour résoudre ces problémes,

bien que des algorithmes heuristiques aient été développés.

2.8.2.1 Formulation des Inégalités Matricielles Bilinéaires

Une BMI pour x;,7 € I,,, se présente sous la forme d’une contrainte :

F(z) =P+ Zn:xipi + zn: zn::ci:cjpij >0 (resp. >0)
i=1 i=1j=1
Ou les matrices P; et P;; de R™™"™ sont symétriques. Les BMI, souvent non convexes,
peuvent présenter de multiples solutions locales et ne se prétent pas aux techniques
d’optimisation convexe utilisées pour les LMI. Cependant, des approches heuristiques et
des méthodes de simplification permettent de résoudre certains problemes de BMI en les

ramenant a des problemes de LMI [RW06].

2.8.3 Conditions de stabilité

La stabilité est une préoccupation majeure dans les systemes de controle. Un probleme
notable des systemes de contrdle logique flou conventionnels est la difficulté d’analyser
leur stabilité et de concevoir des lois de contrdle de maniere systématique.

Avec l'introduction des modeles flous de Takagi-Sugeno (T-S), Ianalyse de la stabilité
des systemes de controle flou est devenue plus accessible et peut étre abordée de la
méme maniere que pour les systemes de controle conventionnels. En particulier, ’analyse
de la stabilité des systemes flous T-S s’appuie largement sur la théorie de la stabilité
de Lyapunov, en utilisant diverses fonctions de Lyapunov, notamment les fonctions de

Lyapunov quadratiques communes (ou globales) et non quadratiques.
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2.8.3.1 Analyse de Stabilité Basée sur les Fonctions de Lyapunov Quadra-

tiques Communes

Nous devons nous concentrer sur 'analyse de la stabilité des modeles flous autonomes

de Takagi-Sugeno (T-S) mentionnés ci-dessous :
b= ST hi(6) A (2.21)

La forme la plus couramment utilisée de fonctions de Lyapunov dans I’étude de la
stabilité, du contrdle et de I'estimation d’état des systemes flous de type Takagi-Sugeno
(TS) est la forme quadratique. En effet, cette classe de fonctions joue un rdle tres important
dans le controle des systemes représentés par les systemes flous T'S. L’expression d’une

telle fonction prend la forme suivante [HBRA15] :
V(z) = 2" Px P=P'>0 (2.22)

La dérivée de la fonction de Lyapunov quadratique le long des trajectoires du systeme

(2.21), est donnée par :
V(w) =T Pz + 2T Pi = a7 (T, hi(z) (ATP + PA;)) (2.23)

Le théoréeme suivant résume les conditions de stabilité LMIs proposées par [T'S92] :
Théoréme: Le modele flou T-S décrit par I'équation (2.21) est considéré comme
asymptotiquement stable, s’il existe une matrice définie positive P telle que les inégalités

linéaires matricielles (LMI) suivantes soient satisfaites pour tout ¢ € {1,2,...,r} :
ATP+ PA; <0

2.8.3.2 Analyse de Stabilité Non Quadratique :

Sélection de la fonction de Lyapunov

Les deux formes les plus couramment utilisées de la fonction de Lyapunov non quadra-

tique sont les fonctions par morceaux et polyquadratiques, bien qu’il en existe d’autres.

e Fonctions de Lyapunov continues par morceaux : il existe deux modeles

dans cette forme de fonctions :

62



Chapitre 2. La représentation par les systémes flous de T-S

1. Le premier type est utilisé uniquement dans le contexte des systemes flous
TS avec des fonctions d’activation a support local. Son principe consiste a

partitionner 'espace d’état contenant 1'origine [Fen03].

{xT(t)Pi:c(t)} pour z(t) € {X;},i € Iy (224

z(t) 1 ] pour z(t) € {X;},i€ L

2. Le deuxiéme type, est pour les fonctions d’activation a support global, ou le

partitionnement dans ce cas est impossible a réaliser. Il est donné par [CB12].

V(x(t)) = max (Vi(z(t)), Va(z(t)), ..., Vo ((2))) ,

(2.25)
Vi(z(t)) = 2T P, P, >0, i€l

e Fonctions de Lyapunov polyquadratiques Ce type de candidat a la fonction
de Lyapunov est basé sur 'interpolation de plusieurs fonctions quadratiques. Il existe

deux types :

1. Fonction de Lyapunov floue : c¢’est la forme la plus connue elle partage les mémes

fonctions d’appartenance que celles du systeme flou.

Elle est définit par [MGBK16]:
V(x(t)) = a"(t) 3 hi(§(1)) Pra(t) (2.26)

2. Fonction de Lyapunov Intégrale Linéaire (LILF) : [MPAO09], [RWO06] ont proposé
une nouvelle forme basée sur I'intégration des fonctions de Lyapunov floues comme

fonction d’intégrale curviligne. Cette fonction a la structure suivante :

V(z(t)) =2 o) S(p)do (2.27)

Ou I'(0, z) représente n’importe quel chemin de l'origine a ’état actuel x,p € R™
est un vecteur fictif pour l'intégrale, et d¢ € R™ est un vecteur de déplacement
infinitésimal. & € R™ est un vecteur dépendant de I’état x(t), qui peut étre considéré

physiquement comme un vecteur de force.

De plus, pour que la fonction (2.27) soit une fonction candidate de Lyapunov,
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I'intégrale curviligne doit étre indépendante du chemin.

En supposant () = [$1(x) ... Sn(2)]", une condition nécessaire et suffisante pour

confirmer l'indépendance du chemin de (2.27) peut étre dérivée du lemme suivant :
Lemme

Si §(z) est une fonction indépendante du chemin, alors

6xj (%vz

=0, V(i,7)€{l,...,r}} aveci #j (2.28)

La fonction vectorielle est J(x).

S’appuyant sur ce lemme, Rhee et Won ont démontré que la LILF (2.27) est indépen-

dante du chemin en imposant la structure suivante pour I(z) [RWO06]:

avec

S(z) = hi(z) P (2.29)
1
?111 P12 s Pin
iy - :
P — P1.,2 2,2 : (2.30)
: - - Pn—1n
L Pin  Pn-1n d% ]

e Fonctions de Lyapunov Polyhédriques

Cette classe de fonctions de Lyapunov, basée sur la norme oo de 'état, est structurée
comme suit [AAA12] :
V(z) = |PTa| (2.31)

Ou P € R™*% est une matrice de plein rang par lignes. Bien que les conditions de
stabilité, a la fois nécessaires et suffisantes, puissent étre extraites en utilisant des

fonctions de Lyapunov polyhédriques.

Ces fonctions sont uniquement adaptées aux systemes a Parametres Variant Linéaire-
ment (LPV) dont les parametres varient a un rythme arbitrairement rapide. En
outre, ces fonctions entrainent un cadre de contrdle non convexe, ce qui peut poser

des défis computationnels.

Cette spécificité les rend particulierement utiles dans les contextes ol les parametres

du systeme peuvent changer rapidement et de maniere imprévisible, mais elle implique
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également une complexité accrue lors de la conception et de ’analyse des systémes

de controle qui les utilisent.

Fonctions de Lyapunov Homogénes, sont formulées comme suit :
Vin(z) = 2" P (2.32)

ou P, € R™*™ représente une matrice homogene de degré m. Cela signifie que
les entrées de la matrice sont des formes homogenes de degré m dans le réel a ¢
variables. Ce type de fonctions de Lyapunov peut étre vu comme une extension des
fonctions de Lyapunov floues (2.26), et leur compétence a réduire le conservatisme
par rapport a (2.26) a été confirmée. Malgré leur efficacité, ces fonctions posent un
défi significatif pour I'analyse de stabilité. La demande computationnelle associée a
leur construction augmente exponentiellement avec la dimension du systéme et le

nombre de sommets dans le polytope matriciel [CGTV03].

Pour les systemes a Parametre Variant (LPV) avec des parameétres qui varient a
un rythme arbitrairement rapide, les fonctions de Lyapunov polyhédriques sont
également utilisées. Cependant, ces fonctions résultent en un cadre de contréle non

convexe, ce qui peut poser des défis computationnels.

. Stabilité non quadratique dépendant des dérivées temporelles des fonc-

tions d’appartenance :

L’utilisation d’une fonction de Lyapunov floue entraine I’apparition des dérivées
temporelles des fonctions d’appartenance sous les conditions de stabilité, ce qui

provoque la perte de la propriété de convexité (dans le cas continu).

Pour résoudre ce probleme, diverses méthodes ont été proposées. Une approche
consiste a supposer que les limites des dérivées temporelles sont connues, comme

suggéré dans des études telles que [Bla01],[THWO3] .

La dérivée temporelle de (2.26) est donnée par :

Viz) = :L'TAgTng + 2" PeAcx + 2" Pex (2.33)

O Py = Y5i_y hi(€) Py et Pe = Y7, hi(€) P,
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Le systeme flou autonome TS (2.21) est alors stable si :

ATP, + P.A, +P. <0 (2.34)
en supposant que ‘hk(f(t))‘ < ¢, alors:

kZT: hi(§(2)) P < kZ Ok (21(t)) Py (2.35)

Ainsi, parmi les premieres conditions LMI pour I'analyse de stabilité non quadratique

des systemes flous TS, nous trouvons celles données par les théoremes suivants :
Théoréme:

Supposons que ‘hk(ﬁ(t))‘ < ¢ pour k € {1,...,r — 1}. Le systéme flou autonome
TS (2.26) est asymptotiquement stable s’il existe des matrices P, = P! > 0 telles
que [THWO3] :

PkZPM kE{l,...,T—l}

r—1 1 (AT T S (2.36)
Zk:1¢k<Pk—Pr)+§(Aj]Di—i—PiAj—i‘Ain—i‘Pin)<0, 1<

D’autres conditions moins conservatrices sont proposées par [MPSMO09] en intro-

duisant une matrice de relaxation présentée dans le théoréme suivant

Théoréme

Supposons que ’hk(ﬁ(t))’ < ¢ pour Vk € {1,...,7}. Le modele T-S autonome (2.26)
est stable §'il existe des matrices P, = P! > 0 et X telles que [MPSMO09] :

P+X>0, ke{l,...,r}

(2.37)
Shoi 6 (Pe+ X) + 5 (ATP + PA; + ATPj + PjA) <0, i<

Toujours [MPSMO09] proposé autre conditions supplémentaires, cette fois en incorpo-
rant plusieurs matrices de relaxation. Ces conditions ont facilité la dérivation des

points clés encapsulés dans le théoréme suivant :

Théoréme
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Supposez que ‘hk(f(t))’ < ¢ pour k = {1,...,r}. Le systeme flou autonome TS
(1.34) est stable s’il existe des matrices symétriques P, = PL > 0, My, My et M;
telles que [MPAOQ9] :

P+ Ms >0, iG{l,...,T}
Sher Ok (Pe + Ms) — My A; — AT M (*)

<0, ie{l,...,r}
Py — MyA; + M My + M

(2.38)

La stratégie consistant a utiliser des bornes pour contourner le probleme des dérivées
temporelles des fonctions d’appartenance conduit a des résultats locaux. Plus

précisément, la dérivée des fonctions d’appartenance peut étre reformulée comme

suit [Chel7] : ) oh (6,0)
- 260750

. Stabilité non quadratique indépendante des dérivées temporelles des fonc-

tions d’appartenance :

Dans le méme esprit, et afin d’éviter 'apparition de dérivées temporelles des fonctions
d’appartenance sous les conditions de stabilisation, les auteurs de [RW06] et [Guel4]
ont proposé des conditions de stabilité basées sur la fonction de Lyapunov définie a

partir de l'intégrale curviligne (2.27).

—th Pg;+x2h )Pii < 0 (2.39)

=1

Pour établir les conditions de stabilité du systeme flou susmentionné (2.21), le lemme

suivant est essentiel.
Lemme

Les fonctions d’appartenance des reégles floues satisfont a I'inégalité (2.40), et le

nombre maximum de regles floues actives a un instant donné est 7.

éhf(m) ZZ i >0 (2.40)

z—l j>t

Oul<n<r
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Les premiéres conditions de stabilité proposées a partir d'une LILF sont ensuite

rappelées par le théoreme suivant.
Théoréme

Le systeéme flou autonome TS (2.21) est globalement asymptotiquement stable s’il

existe des matrices P; > 0 (comme défini dans (2.30)) et X > 0 telles que [RW06] :

PA+ATP +(n—-1)X <0, V(i,j)e{l,....,r}?*/1<s<r

(2.41)
PA;+ ATP + PjA;+ AP, —2X <0, i<j

ou 7 représente le nombre maximum de régles floues simultanément actives (1 < n <
T).
Pour réduire le conservatisme dans les conditions de stabilité proposées par [RW06]

et [Gueld] a offert de nouvelles conditions relaxées présentées dans le théoreme

suivant. Théoréme

Le systeme flou autonome T-S (2.21) est globalement asymptotiquement stable s’il

existe des matrices P; > 0 (comme défini dans (2.30)), U, et V, telles que [Gueld] :

Eii<0,V’i€{1,...,T}
2B+ 4+ 2 <0,V(,5) €{1,...,r} i #£]

r—1

(2.42)

Avec

UjA+ ATUT (%)
P+ VA Ul =V, = VT

. Stabilité Non Quadratique Basée sur des Fonctions Morceaux Continus :

Comparée a la forme quadratique (2.22), les conditions de stabilité obtenues a partir

de fonctions morceaux continus (2.24) sont moins restrictives.

Le premier travail enregistré dans ce contexte est celui de [JRA99] ot il a écrit les
conditions de stabilité des modeles TSF affines ((t) = Y7, hi(£(2)) (Aiz(t) + a;))
sous forme d’ILM, en utilisant la fonction (2.25) et le lemme de la procédure

fournissant les résultats suivants :
Théoréme

Le systeme flou T-S (1.34) est asymptotiquement stable, s’il existe des matrices
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P,=PI>0,i=1...7 et des scalaires 7, > 0, tels que [Cha02]:
ATP; + PjA; + Sy mije (P — Po) <0, V(i j) € I? (2.43)

Exemple :

Dans cet exemple, nous comparons ’analyse de stabilité d'un systeme flou autonome
TS (2.21) en utilisant la fonction de Lyapunov quadratique et la fonction de Lyapunov
d’intégrale linéaire, qui est 1'objectif principal de cette these.

Considérons le systeme flou de Takagi-Sugeno (TS) suivant avec deux variables de

prémisse :
-5 —4 —4 —4
Al = 7A2 = 1 1
-3 —4 -2 -4
A3 = 7A4 =
%(2()—3) %(2(1—6) b—2

Les fonctions d’appartenance pour ¢ = 1,2 sont :

(1 —sin(x;)) /2 pour |x;| < 7/2
w; (;) = 0 pourz; > /2
1 pourz; < —7/2

w} (z;) = 1 —w; (x;)
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* Fonction de Lyapunov Quadratique
o Fonction de Lyapunov Non Quadratique -
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Fig 2.11: Région de stabilité

En utilisant la boite a outils Yalmip conjointement avec le solveur mosek, nous avons
étudié les régions de stabilité pour diverses valeurs de a et b.

Comme illustré dans la (2.11) la région assurant la stabilité en adoptant la méthodologie
de la fonction de Lyapunov d’intégrale linéaire référencée comme le théoreme 2, marquée
par (o), et les régions de I'approche conventionnelle de la fonction de Lyapunov sont
marquées par (*).

A Texamen, il est évident que la fonction de Lyapunov d’intégrale linéaire établit un

ensemble de prérequis de stabilité plus relaxés par rapport a 'approche conventionnelle.

2.9 Conclusion

Ce chapitre a offert une exploration approfondie des systemes flous, en se concentrant
particulierement sur les systemes de type Takagi-Sugeno (TS). Il a débuté par une

introduction aux fondamentaux des modeles flous, établissant une base conceptuelle solide
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pour appréhender leur complexité et leur polyvalence. Par la suite, diverses structures multi-
modeles ont été examinées, mettant en relief les méthodes de construction et d’adaptation
des systemes TS flous a différents contextes.

La construction des modeles TS flous a été explorée en détail, en présentant les étapes
essentielles et les considérations clés pour développer des modeles précis et performants.
L’importance de la transformation polytopique dans la manipulation et ’analyse de ces
modeles a été mise en avant, soulignant son role dans leur simplification et leur amélioration.

Par ailleurs, ce chapitre a également abordé les systémes non linéaires et leurs méthodes
de commande, en mettant en lumiere leur nature spécifique. Il a notamment mis en évidence
les défis posés par I'absence de superposition et la présence de multiples points d’équilibre,
nécessitant des approches adaptées.

L’analyse de la stabilité des systemes TS flous a constitué un volet majeur de ce
chapitre. Les conditions de stabilité ont été discutées sous des aspects tant quadratiques
que non quadratiques. Cette section a non seulement clarifié les criteres de stabilité des
systemes TS flous, mais elle a également insisté sur la nécessité d'une approche rigoureuse
pour garantir leur fiabilité et leur efficacité.

En résumé, ce chapitre a mis en évidence la complexité et l'efficacité des systemes TS
flous. Il a souligné I'importance d’une compréhension approfondie de leur structure et de
leur fonctionnement, menant a des applications robustes et significatives dans les domaines
du controle et de 'analyse des systemes. La flexibilité des modeles TS, combinée a une
méthodologie d’analyse rigoureuse, leur confére une applicabilité étendue face aux défis

complexes de I'ingénierie et de la recherche.
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SynRM

Introduction

Le controle des systemes non linéaires constitue un défi majeur en ingénierie en raison
de leur comportement complexe. Les approches classiques de commande, bien que perfor-
mantes dans certaines conditions, montrent rapidement leurs limites face aux incertitudes
et aux dynamiques fortement non linéaires. De plus, la nécessité de disposer d’un modele
précis du systeme pose un probleme, car les erreurs de modélisation sont souvent inévita-
bles en pratique. Il est donc essentiel d’adopter des stratégies de commande adaptées
pour garantir la stabilité et les performances des systéemes non linéaires.

Pour répondre a ces enjeux, cette partie explore différentes stratégies de commande
adaptées aux systemes non linéaires et flous en se focalisant sur la conception de con-
troleurs. Nous aborderons dans un premier temps des méthodes classiques, telles que la
commande linéarisante entrée-sortie et le Backstepping, qui permettent de transformer un
systeme non linéaire en un systeme linéaire équivalent sous certaines hypotheses. Toute-
fois, ces approches restent sensibles aux variations des parametres et aux perturbations
extérieures, ce qui souligne la nécessité de techniques plus robustes.

Ainsi, nous introduirons des approches avancées de commande robuste, dont la com-
mande par mode glissant, la méthode de réaménagement de Lyapunov et la commande
Backstepping robuste. Ces techniques visent a garantir la stabilité malgré des incerti-
tudes et des perturbations en s’appuyant sur des concepts d’approximation adaptative et
de compensation des incertitudes.

Enfin, une attention particuliere sera portée a la syntheése de contrdleurs pour les

systemes flous de type TS, qui repose principalement sur 1'utilisation de la fonction de
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Lyapunov. Nous présenterons deux approches majeures : les fonctions quadratiques com-
munes et les fonctions non quadratiques, qui permettent d’assurer la stabilité asympto-
tique des systemes flous en boucle fermée et d’adapter dynamiquement la commande en
fonction des variations du systéme.

L’objectif de cette partie est d’offrir une vision approfondie et comparative des dif-
férentes stratégies de commande des systémes non linéaires et flous, en mettant en évidence

leurs principes fondamentaux, leurs avantages et leurs domaines d’application
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CHAPITRE 3

LES COMMANDES NON LINEAIRES ET ROBUSTES

3.1 Introduction

Les systémes non linéaires posent des défis majeurs en matiere de commande en raison
de leur complexité et de I'inapplicabilité du principe de superposition. Les méthodes
traditionnelles de commande, basées sur des modeles linéaires, bien qu’efficaces dans
certains cas, s’averent souvent inadaptées lorsque les non-linéarités du systéme sont
significatives. De plus, ces approches reposent généralement sur I’hypotheése que le modele
du systeme est parfaitement connu, ce qui est rarement le cas en pratique.

Dans ce chapitre, nous explorerons différentes stratégies de commande adaptées aux
systemes non linéaires. Nous commencerons par examiner des techniques classiques
telles que la commande linéarisante entrée-sortie et le Backstepping, qui permettent de
transformer un systéme non linéaire en un équivalent linéaire sous certaines conditions.
Nous analyserons ensuite les limites de ces méthodes face aux incertitudes et aux erreurs
de modélisation.

Pour pallier ces limitations, nous nous intéresserons aux approches de controle robustes,
qui offrent une meilleure résilience face aux perturbations et aux imprécisions du modele.
En particulier, nous présenterons trois techniques majeures : la commande par mode
glissant, la méthode de réaménagement de Lyapunov (Lyapunov redesign method) et la com-
mande Backstepping robuste. Ces méthodes s’appuient sur des concepts d’approximation
adaptative et de compensation des incertitudes afin de garantir la stabilité du systeme,
méme en présence de variations dynamiques importantes.

L’objectif de ce chapitre est ainsi de fournir une vue d’ensemble des approches mod-
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ernes de commande des systemes non linéaires, en mettant en lumiere leurs principes
fondamentaux, leurs avantages et leurs domaines d’application.

Ce chapitre expose egqlement une série des résultats pertinents en matiere de synthese
de controleurs stabilisateurs pour les systemes flous TS, en s’appuyant sur ces deux types

de fonctions de Lyapunov et en intégrant le théoreme des valeurs moyennes.

3.2 Méthodes de commande des systemes non linéaires

Dans le domaine de la commande des processus, il existe deux grandes catégories de
méthodes, en fonction de la nature des systemes considérés. La premiere catégorie concerne
les systemes linéaires stationnaires, qui se subdivisent en trois phases principales [DH11]:

Les méthodes fréquentielles classiques (1930-60) : Ces méthodes, basées sur des
principes théoriques et des criteres graphiques, sont utilisées pour évaluer la robustesse
des systemes.

Les méthodes optimales (années 60) : Introduisant des techniques basées sur la
représentation d’état des systeémes, elles incluent notamment les méthodes LQ (linéaires
quadratiques).

La renaissance des méthodes fréquentielles (années 80) : Cette période marque
un retour a l'accent sur la robustesse, avec un intérét particulier pour les contraintes sur
certaines normes matricielles, menant au développement de la méthode H°.

La seconde catégorie concerne les méthodes de commande adaptées aux systemes
non linéaires. Ces systemes présentent de nombreux défis, et les approches existantes
comprennent la linéarisation entrée-sortie, I'intégrateur Backstepping, la passivité et la
commande basée sur la fonction de Lyapunov. Toutefois, ces méthodes présentent des
limites, notamment en termes de robustesse.

Parmi les stratégies d’amélioration de la commande des systemes non linéaires, la
méthode H* se distingue. Elle représente une extension des méthodes linéaires aux
contextes non linéaires, et a conduit au développement des méthodes de séquencement
de gains. Les méthodes LPV (Linear Parameter-Varying) offrent également un potentiel
significatif pour traiter la robustesse et la performance dans des scénarios non linéaires.

Il est difficile de couvrir exhaustivement les méthodes de conception et d’analyse

du controle non linéaire dans un seul chapitre, d’ou la nécessité de simplifier certains
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détails techniques. Les sections suivantes de ce chapitre se concentrent sur des méthodes
spécifiques de controle des systemes non linéaires, incluant la commande par linéarisation

petit signal, la commande par rétroaction, et l'intégrateur Backstepping.

3.2.1 Commande par linéarisation en régime de petit signal

La linéarisation en petit signal est une méthode employée pour simplifier les systémes
complexes en négligeant les termes non linéaires. Cette approche est particulierement utile
pour l'analyse des amplificateurs de puissance et des circuits électroniques [Ham19, Nob17].
Elle consiste a linéariser le systeme autour d'un point d’équilibre spécifique, puis a
développer un controleur stabilisateur en utilisant une rétroaction d’état linéaire, souvent
via des techniques telles que le placement de poles.

Considérons un systeme non linéaire défini par :

= f(z,u) (3.1)

Ou la fonction f(z,u) est contintiment dérivable dans un domaine D, x D,, C R™ x R™.

Nous commencons par linéariser le systeme autour d’un point d’équilibre z., assumé
pour simplifier a 'origine, soit x = 0,u = 0. Ensuite, nous étudions la linéarisation
autour d’une trajectoire nominale z*(t). Finalement, nous introduisons le concept de
programmation de gain, une technique de controler par rétroaction basée sur la linéarisation
en plusieurs points de fonctionnement.

L’objectif de la linéarisation est d’approximer le systéme non linéaire donné par

I'équation (3.1) a l'aide d’un modele linéaire de la forme :

& = Ax + Bu (3.2)

Avec A et B étant des matrices de dimensions respectives n x n et n x m. Il est
important de noter que ce modele linéaire représente une approximation précise du systéme

non linéaire uniquement a proximité du point de linéarisation.

e Validité de l’approximation linéaire : Le modele linéarisé est une bonne
approximation de la fonction non linéaire seulement lorsque x est proche du point

d’équilibre z.. Cependant, si z s’éloigne significativement de x., 'approximation
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devient moins précise. Ainsi, en cas d’erreurs de modélisation ou de perturbations
externes, une loi de commande linéaire basée sur cette approximation peut se révéler

inadéquate si la trajectoire s’écarte trop de I’équilibre.

e Efficacité des techniques de commande par retour : Ces techniques, fondées
sur le modele linéaire, sont particulierement efficaces pour les systemes non linéaires
lorsque l'incertitude est faible. Elles permettent au controleur de maintenir la
trajectoire a proximité du point d’équilibre x.. Les controleurs linéaires congus via
la linéarisation en petit signal se révelent performants en boucle fermée, notamment
lorsque les non-linéarités du systeme sont limitées ou ne conduisent pas a une

déstabilisation significative.

3.2.1.1 Linéarisation autour d’un point d’équilibre

La linéarisation autour d’un point d’équilibre consiste a approximer une fonction
ou un systeme d’équations différentielles pres d’un point d’équilibre en utilisant des
approximations du premier ordre. Cette technique est particulierement utile pour simplifier
les calculs et pour 'analyse des systemes non linéaires proches de leur point d’équilibre.

Lorsque nous linéarisons le systéme non linéaire donné par ’équation (3.1) autour du
point (z,u) = (0,0), le modele linéaire résultant est décrit par I’équation (3.2). Dans ce

modele, les matrices A € R"*" et B € R™™ sont définies comme suit :

—(z,u) . (3.3)
2=0,u=0 2=0,u=0
Si on considére que la paire (A, B) peut étre stabilisée, alors il existe une matrice
K € R™" telle que les valeurs propres de (A + BK) se situent strictement dans le
demi-plan gauche du plan complexe.
Ainsi, en choisissant la loi de commande u = Kz, le modele linéaire en boucle fermée
est représenté par:

& = (A+ BK)z. (3.4)

Etant donné que toutes les valeurs propres de (A + BK) se situent dans le demi-plan
gauche, la trajectoire x(t) converge asymptotiquement vers zéro.
Toutefois, il est important de noter que la stabilité asymptotique obtenue par linéarisa-

tion est localement limitée. Cela signifie que la convergence asymptotique de x(t) vers
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zéro est garantie seulement si la condition initiale 2(0) est suffisamment proche de z = 0.
Si cette condition n’est pas satisfaite, la trajectoire pourrait ne pas converger vers zéro,
voire devenir illimitée.

Considérons a présent un systeme non linéaire défini par :

(3.5)

Ou h(z,u) est contintiment différentiable dans un domaine D, x D, C R™ x R™.
La linéarisation de ce systeme autour de x = 0,u = 0 aboutit & un modele linéaire
décrit par :

= Ax + Bu,
(3.6)
y = Cx + Du,

Avec A, B définis comme précédemment, et les matrices C' € RP*™ et D € RP*™

obtenues par les dérivées partielles de h :

z=0,u=0 z=0,u=0

Si la paire (A, B) est stabilisable et que (A, C) est détectable, il est alors possible de
concevoir un controleur de retour de sortie dynamique a partir du modele linéaire, pour
assurer la régulation du systeme.

Exemple

Considérons un systeme non linéaire défini par:

T1 = Tg + ToT3,
Tog = T3 + T1T3 — Tal,

x'3:$1+u+x3u,

Yy =2a.

T
*

Il est facile de vérifier que x* = [ 0 0 0| ,u* =0 constitue un point d’équilibre

pour ce systeme.
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La linéarisation du systeme autour de ce point d’équilibre donne:

T 010 1 0
Ty | =10 0 1 xo |+ 0 |u
T3 1 00 T3 1
o
y:[l 0 O} To
T3

Supposez que nous visons a réguler la sortie avec des poles en boucle fermée placés a

s =—1=47 et s =—2, alors I’équation caractéristique désirée est donc :

$2+4s>+6s+4=0.

Pour cela, nous sélectionnons la loi de commande suivante :

u = —5x1 — 61y — 4x3.

Alors la dynamique en boucle fermée devient :

T1 = Ty + TaT3,
By = T3 + 1173 + Sx179 + 623 + 42073,

i3 = —4x) — 639 — 4wz — S5 — 6T0T3 — 43

La linéarisation de ce systeme en boucle fermée, représentée par les équations ci-dessus,

donne :
0O 1 0
A=A+BK=| 0 0 1
-4 —6 —4
Les valeurs propres de A, comme attendu, sont Ag=—1Ejet \3=—-2.

3.2.1.2 Linéarisation Autour d’une Trajectoire

Considérons le systéme non linéaire donné par 1’équation (3.1). Notre objectif est de

concevoir une loi de commande qui guide 1'état x(t) pour qu'il suive un signal désiré z4(t).
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L’erreur de suivi est définie par e(t) = z(t) — x4(t). Lorsqu'un controleur de suivi est
élaboré en se basant sur une linéarisation effective autour d’un point opérationnel z, € R™,
I'état x(t) tend a suivre z4(t).

Cependant, si la différence entre x(t) et x. augmente, I'approximation linéaire peut
devenir moins précise. En conséquence, un controleur linéaire congu sous cette approxi-
mation pourrait ne plus étre approprié, risquant d’éloigner davantage x(t) de 1'équilibre
Te.

Pour un suivi efficace, il est souvent préférable de concevoir une loi de commande
basée sur la linéarisation autour de la trajectoire souhaitée x4(t). Cette approche implique
que z4(t) soit connu a l'avance. Dans le cas ol z4(t) n’est pas directement accessible et
doit étre généré dynamiquement, éventuellement par un contrdleur externe, une stratégie
consiste a appliquer une linéarisation en petit signal autour d’une trajectoire nominale
*(t).

Cette trajectoire nominale z*(t) est établie en relation avec un signal de commande
nominal u*(t) et des conditions initiales 2*(0) = x, de maniere a ce que x*(t) soit conforme

a la dynamique du systeme.
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u(t) — u*(t). Alors

= flz,u) — f(z*u*) = f (@ +2%0+u*) — f(z%u"). (3.7)

En appliquant le développement en série de Taylor a f (z + x*, @ + u*) autour de
(z*,u*), nous obtenons :
of

f(@+a"a+u") :f(:v*,u*)+a—x(x*,u*)i+

af

%(x Jut) a4 F(t, x,a)

ou F désigne les termes d’ordre supérieur de la série de Taylor. Ces termes satisfont a la

lim <Sup £, 2, ﬂ)H) _0

I@@i—0 \ >0 ||(Z,a)]]

condition :

Cela signifie que, lorsque ¥ et 4 diminuent, F tend vers zéro plus rapidement que
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|(Z,@)]]. Avec cette expansion, I’équation (3.7) peut étre réécrite comme :

I = a—f(x*,u*)f-i—af

ox

8u( Jut) a4 F(t,x,a).

Dans une approximation linéaire, on néglige les termes d’ordre supérieur. Ainsi, la

linéarisation petit signal de (3.1) autour de la trajectoire nominale x*(t) s’écrit :
2= A(t)z + B(t)a,

Ou z représente 1'état du modele linéaire et les matrices A(t) : [0,00) — R™™ et B(t) :

[0,00) — R™™ sont définies comme :

0, * ok e} ® %
o Al AN BRI el CA
At) = %(:E,u) = )
r=x* u=u*
) e |
Bt)=Lww =
u
T=at u=u Afn * ok Ofn ok
g (aun) - g ()

En choisissant la loi de commande @ = K (t)z(t), la dynamique en boucle fermée est :
z = [A(t) + B(t)K(t)]2(t). (3.9)

Si la paire (A(t), B(t)) est uniformément entierement controlable, il existe alors un K (¢)
tel que le systeme en boucle fermée (3.9) soit asymptotiquement stable, impliquant que
z(t) — 0, et donc z(t) — z*(t). Si la trajectoire nominale z*(t) coincide avec le signal
vectoriel désiré z4(t), cela conduit a une convergence asymptotique de l'erreur de suivi
vers z€ro.

Il convient de noter que ces arguments de stabilité sont basés sur le modele linéaire.

En appliquant la méme loi de commande au systeme non linéaire, nous avons :

u(t) = K(t) (x(t) — za(t)) + u*(t),
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et donc :
o(t) = f(z(t), K(¢) (z(t) — za(t)) + (1))

En linéarisant a nouveau le systeme en boucle fermée autour de x = x* = x4, u = u*,

nous obtenons :

e(t) = (AQt) + BI)K(t))e(t).

Lorsqu’on applique une loi de commande linéaire a un systeme non linéaire, cela résulte
en un systeme en boucle fermée localement stable de maniere asymptotique. La notion de
localité ici est définie en relation avec la proximité de la trajectoire nominale, c’est-a-dire
que la distance ||z(t) — x*(t)|| doit rester suffisamment faible pour tout ¢ > 0.

Si le systéeme non linéaire inclut une fonction de sortie, alors il est également possible
de déduire les matrices C(t) et D(t). En linéarisant le systéme non linéaire (3.5) autour

d’une trajectoire nominale z*(t), on obtient un modele linéaire exprimé par :

Ou A(t) et B(t) sont définies précédemment, alors que C(t) € RP*™ et D(t) € RP*™ sont

calculées comme suit :

= P(aw) - D) = )

rx=x*(t),u=u*(t) u rz=x*(t),u=u*(t)

Cette approche montre que la linéarisation autour d’une trajectoire offre des résultats
semblables a ceux obtenus en linéarisant autour d’'un point d’équilibre, la principale
différence étant que dans le premier cas, le modele linéaire change avec le temps.

Remarque : Il est important de noter que la linéarisation en régime de petit signal est
une approximation et qu’elle ne peut pas étre précise pour tous les cas. Dans la plupart

des cas, il est nécessaire d’utiliser d’autres méthodes de commande.

3.2.2 Linéarisation par Rétroaction

Cette section se penche sur la méthode de transformation des non-linéarités en sys-
temes linéaires par I’application de la rétroaction et le changement de coordonnées. Cette

technique, connue sous le nom de linéarisation par rétroaction, est largement reconnue
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et fréquemment utilisée dans le domaine du controle non linéaire [HS97, HG17, KALL23,
WWAD20]. Elle se concentre principalement sur la linéarisation de ’état d’entrée (input-
output linearization) [AKMT20, ACPS15] ou celle de lespace d’état (state-space lineariza-
tion) [WLT0T7].

Dans la linéarisation de ’état-d’entrée, 1'objectif est d’établir une relation linéaire entre
les entrées virtuelles (v) et les sorties réelles (y) [Kad00]. Un controleur linéaire est ensuite
congu pour le modele d’entrée-état linéarisé. Cependant, une partie du systeme reste non
linéarisée, exprimée par :

n=q(n,§) (3.10)

Ot 7 est un vecteur de dimension (n — r) composé de variables d’état transformées et g
un vecteur de dimension (n — r) de fonctions non linéaires. Les approches de linéarisation
entrée-sortie sont limitées aux cas ou ces dynamiques résiduelles sont stables.

En ce qui concerne la linéarisation de l'espace d’état, 'objectif est de linéariser la
relation entre les entrées modifiées et ’ensemble des variables d’état transformées. Ceci
est réalisé en définissant des sorties artificielles, permettant de générer un modele de
rétroaction linéarisé ou la dimension d’état est r = n.

Un controleur linéaire est alors élaboré pour ce modele linéaire d’entrée-état. Néanmoins,
cette méthode peut ne pas simplifier la conception du controleur, car la relation entre les
entrées modifiées et les sorties originales (y) demeure généralement non linéaire. Ainsi,
pour de nombreuses applications de controle de processus, la linéarisation entrée-sortie est
souvent préférée a la linéarisation de I'espace d’état.

Dans certains cas, il est possible de linéariser simultanément les relations entrée-état et
entrée-sortie, si les sorties originales permettent de former un modele linéaire avec une

dimension r = n.

3.2.2.1 Linéarisation entrée-état

Considérez une classe de systémes non linéaires a entrée unique et sortie unique de la

forme :

(3.11)

OnzeDCRuycR, f:D— R g:D— R" etle domaine D contient I'origine.

Maintenant, nous abordons deux questions clés :
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1. Existe-t-il un changement de variables non linéaire z = = T'(z), et une entrée
§

de contrdle u = a(z) + B(z)v, qui transformeraient le systéme non linéaire dans la

forme partiellement linéaire suivante 7

If] - f0<7]7§)
£ = A+ Bv (3.12)
y=C¢

2. Existe-t-il un changement de variables non linéaire z = T'(x) et une entrée de
controle u = «a(z) + f(z)v qui transformeraient le systéme non linéaire dans la forme

completement linéaire suivante 7

4= Az+ Bu (3.13)

Si la réponse a la deuxieme question est affirmative, alors nous disons que le systeme
(3.11) est linéarisable par rétroaction.

Si la réponse a la premiere question est affirmative, alors le systéme (3.11) est considéré
comme linéarisable entrée-sortie.

Ces deux scénarios offrent des avantages significatifs pour la conception du controle,
car dans les deux cas, il est possible de se baser sur des techniques de conception linéaires
pour assurer la stabilité du systéme en boucle fermée.

Etant donné que tous les systémes non linéaires ne possédent pas nécessairement de
telles propriétés de linéarisation par rétroaction, il est crucial de comprendre les propriétés
structurelles requises pour qu'un systeme non linéaire soit susceptible d’étre linéarisé par
rétroaction.

Exemple de linéarisation par retour état-entrée d’un bras manipulateur

Prenons I'exemple d'un bras robotique avec une seule articulation, ou l'objectif est de
contréler la position angulaire 6 afin de suivre une trajectoire désirée.

La dynamique d’un tel bras robotique peut étre représentée par ’équation non linéaire
suivante :

7 = J6O + b + csin(f)
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0 représente la position angulaire de I'articulation.

0 et 0 sont respectivement la vitesse et I'accélération angulaires.

T est le couple appliqué a 'articulation.

J est le moment d’inertie du bras.

b est le coefficient de frottement visqueux.
e ¢ est un coefficient lié a la force gravitationnelle agissant sur le bras.

Pour linéariser cette dynamique, nous pouvons appliquer une technique de retour
état-entrée. Cette méthode vise a concevoir un contréleur qui, en agissant sur le couple 7,
permette a 'articulation de suivre précisément la trajectoire souhaitée, malgré la nature
non linéaire de sa dynamique. La stratégie de linéarisation implique généralement de définir
un nouvel ensemble de variables d’état et de choisir une entrée de controle appropriée
qui transforme le systéme non linéaire original en un systeme linéaire, facilitant ainsi la
conception du contréleur.

Nous visons a concevoir une entrée de contrdle 7 qui linéarise le systeme et nous permet
d’appliquer des techniques de contréle linéaire.

1. Introduisons les variables d’état 1 = 0 et o = 0.

j,’l:xg

iy = 5(T — bxy — csin(xy))

2. Choisissons une loi de commande par retour 7 = a(x) + S(z)v avec :

a(z) = bxy + csin(xy)

Blz)=J

Et une nouvelle entrée v qui est le signal de controle que nous utiliserons pour concevoir
notre stratégie de controle.

3. En appliquant I’entrée de controle au systeme, nous obtenons :

. 1
Ty = j(Jv)
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En simplifiant, nous avons un systeme linéaire :

0.8 T

Theta (rad)
— — — - Theta désirée (rad)

0.7

0.6

o
wn

Theta (rad)
o
~

0.3

0.2

0.1 4

Temps (s)

Fig 3.1: Suivi de la position du bras robotique

La représentation dans 'espace d’état du systeme linéarisé est :

i’l 0 1 T 0
= —|— v
j32 0 0 ) 1

Ce systeme linéaire peut maintenant étre controlé en utilisant des méthodes de controle
linéaire standard, telles que le controle PID, pour suivre la trajectoire désirée pour 6.

En utilisant 'entrée de controle 7 = a(x) + B(x)v, nous avons effectivement annulé la
non-linéarité du systeme et créé un double intégrateur, qui est un systéme bien compris et
facilement contrélable dans le domaine du génie de controle.

Exemple de contrdle en altitude d’un quadricoptére par retour état-entrée

Considérons le cas du controle en altitude d’un quadricoptere UAV (Véhicule Aérien
Sans Pilote). Un quadricoptére est équipé de quatre rotors qui génerent de la portance et
controlent la position et 'orientation du véhicule dans I’espace. Pour cet exemple, nous
nous concentrons sur le controle de ’altitude, un systéme a une seule entrée et une seule
sortie (SISO).

La dynamique verticale du quadricoptere peut étre décrite par la seconde loi de Newton,
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avec la poussée comme entrée de contrdle et la gravité comme force externe constante.

mz =u—mg

Ou :

e 2z est 'altitude du quadricoptere.

e Z est I'accélération verticale.

e m est la masse du quadricoptere.

e u est la poussée totale générée par les rotors.
e ¢ est 'accélération due a la gravité.

Pour linéariser ce systéme autour d'un état de vol stationnaire, adoptons une entrée de
controle qui neutralise la force gravitationnelle et permet un controle direct de ’accélération

verticale.

1. Avec les variables d’état x1 = z et 9 = £, nous avons :

2. Concevons ’entrée de controle u de la maniére suivante :

u=m(g+v)

Ou v est une nouvelle entrée de controle virtuelle visant a atteindre l'altitude désirée.

3. En intégrant cette entrée de controle dans le systéme, nous obtenons :

.jZ'QI’U

Le systeme est ainsi transformé en un double intégrateur, un modele linéaire facile a
controler. Cette linéarisation permet ’application de techniques de controle linéaire

classiques, telles que le contrdle PID, pour atteindre et maintenir ’altitude souhaitée

efficacement.
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12 T T T T T T T T T
Altitude (m)
— — — - Altitude Désirée (m)
10-—7F—
8 |- -

Altitude (m)
(o]

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Temps (s)

Fig 3.2: Controle en altitude d’un quadrotor

3.2.2.2 Linéarisation par Rétroaction Entrée-Sortie

La linéarisation par rétroaction a été largement explorée dans les recherches sur les sys-
témes non linéaires, comme en témoignent diverses publications [ACPS15],[SKH93],[LML*11].
Dans cette sous-section, nous introduisons le principe de linéarisation entrée-sortie.

Considérons le systeme non linéaire a entrée unique et sortie unique (SISO) suivant:

(3.14)

OutuecR, yeRY 2 €R et f, g et h sont définies de maniere lisse dans D C R™.
La dérivée temporelle de y = h(z) est donnée par

J= Or @) (@) + S (gl

Si 9%(x)g(x) # 0 pour tout = € Dy, alors le systéme non linéaire est dit avoir un degré
relatif de un sur Dy. Cela indique que la variable de commande u affecte directement la
premiere dérivée de la sortie y; en d’autres termes, I'entrée et la sortie sont connectées par

un seul intégrateur.
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Si 2% (z)g(x) = 0 (c’est-a-dire, u n’influence pas directement §), alors nous continuons &
différencier la sortie jusqu’a ce que u apparaisse explicitement. Pour définir les dérivées de
second, troisieme ordre, etc., il est pratique d’utiliser le concept de dérivée de Lie, employé
en calcul différentiel avancé.

La notation pour la dérivée de Lie de h par rapport a f est définie comme

oh

Lih(a) = 5 (2)f (@)

Cette notation est utile pour traiter des dérivées successives, comme le montre 1’équation

suivante :

Lhh(z) = Ly Ly h(z) = 2 (L5 'h(@)) f(x)
LyLhh(z) = 2 (Lkh(z)) g(x)

Selon la définition de la dérivée de Lie, si

_on

(z)g(z) =0,

Nous continuons la prise de dérivées jusqu’a ce que LgL}_lh(m) # 0, ce qui signifie que
Ientrée de commande u apparait explicitement pour la premiere fois dans 1’équation de la
dérivée d’ordre r de la sortie, notée 3.

On dit que le systéme non linéaire (3.14) posséde un degré relatif r dans une région

Dy C D si les conditions suivantes sont remplies pour tout z € Dy :

LyLih(z) =0, i=0,1,2,...,r —2
LyL " h(zx) # 0.

Si un systeme possede un degré relatif r, alors
y") = Lih(x) + LyL} h(z)u.

En conséquence, le systeme peut étre linéarisé en entrée-sortie, car le controle par

retour d’état
1

I r=res [~ Lih(x) + 0] (3.15)
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produit la cartographie linéaire entrée-sortie suivante :
Y™ =,

Cela correspond simplement a une chaine de r intégrateurs, qui peuvent étre aisément
controlés par une sélection appropriée de v. Cependant, a moins que r = n, il existe
d’autres états dans le systeme qui ne sont pas influencés par I’entrée de commande u. La
dynamique de cet ensemble d’états n — r définit ce qu’on appelle les dynamiques zéro du
systeme, qui sont discutées ci-dessous.

En utilisant des outils de géométrie différentielle, on peut démontrer que pour un
systéme avec un degré relatif r, il existe un difféomorphisme z = T'(x) qui transforme le

systéme non linéaire (3.14) dans la forme canonique linéarisable entrée-sortie

¢ = AoC + BoBy ' (1,¢) [u— ao(n, ¢)] (3.16)
y = CoC

-
Ou z = [nTCT} ,avecn € R*" (€ R, et (Ap, By, Cp) est une représentation sous

forme canonique d’un systeme composé de r intégrateurs en série :

010 ---0 0

001 0 0
Ag=| oo, Bo=| i [,C=|10 -~ 0 0 |- (3.17)

0 1 0

(00 0 1]

Le difféomorphisme z = T'(x), avec T'(0) = 0, qui transforme le systéme non linéaire

(3.14) dans la forme canonique (3.16) est caractérisé par

%g(m)zo, pour i =1,2,...n—r
TnfrJrl = h(l’)
TTL—T+2 = th)(x)

T, = L 'h(x).
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Le systéme transformé, décrit par les équations (3.16), est considéré comme étant
sous une forme normale. En essence, le systeme non linéaire est décomposé en deux
composantes : la dynamique de (, qui est linéarisable par un feedback, et les variables n,
qui décrivent la dynamique interne du systeme. La dynamique de ¢ peut étre linéarisée et

contrdlée en employant un contréleur de feedback de la forme

u=ap(n,C) + Bo(n, v

Ou v peut étre ajusté pour déterminer le taux de convergence de la dynamique de ¢ ou
pour réaliser le suivi d’une consigne. Les fonctions de controle de linéarisation par feedback

g et By sont déterminées a partir des dérivées de Lie calculées en différentiant la variable

de sortie : ()
thiz
ao(n,¢) = —— =1~
LyLy M@)o )
1
Bo(m,¢) = 17—
L,Ly h(x) T (1)

Les dynamiques zéro sont obtenues en fixant ¢ = 0 dans les équations de 7 :

1= ¢(n,0). (3.18)

Un systeme non linéaire est qualifié de phase minimale si les dynamiques zéro, décrites
par I’équation (3.18), possedent un point d’équilibre asymptotiquement stable dans D.
Les notions telles que le degré relatif, la décomposition en dynamiques 7 et ¢, la phase
minimale, les dynamiques zéro, etc., possedent des équivalents dans les systémes linéaires.
Pour ces derniers, la fonction de transfert caractérise la stabilité du systeme entrée-sortie
(par la localisation des racines du polynoéme dénominateur, soit les poles) ainsi que la
stabilité des dynamiques internes (par les racines du polynéme numérateur, soit les zéros).

Considérons un systeme linéaire d’ordre n décrit par la fonction de transfert

ST 4 by 1SV e bys + by

H(s)=k
() S+ @y L+ ags+ag

Ou r représente le degré relatif du systeme, c’est-a-dire, la différence entre 1'ordre du

dénominateur et celui du numérateur.
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Un modele d’état (non unique) pour ce systéme est donné par

T = Az + Bu

y = Cuz,

En supposant que r > 1, donc la matrice D est nulle. En dérivant la sortie y(t) par rapport

au temps, on obtient

y = CAzx + CBu.

Sir =1 (degré relatif 1), alors CB # 0. En revanche, si CB = 0, le degré relatif est
supérieur a 1 et nous devons continuer a dériver la sortie. En suivant cette procédure, on

peut montrer que pour les systeémes linéaires de degré relatif r,

CA'B=0, pouri=12,...r—2
CA™'B #0

La dérivée d’ordre r de y(t) obéit a I’équation
y" = CA"x + CA" ' Bu.

En outre, la dynamique du systeme linéaire peut étre divisée en deux parties comme

suit :
n=PF,+QC
¢ = Aol + Bo [CIC+ Cln+ kul (3.19)
y = CoC

Oune R"7"et ( €R, etle triplet (Ay, By, Cy) représente une forme canonique
de r intégrateurs, comme décrit dans (3.17). Les matrices P et () ont des dimensions
appropriées, C¢ est un vecteur de dimension r, et C,, est un vecteur de dimension (n — 7).

Les équations (3.19) représentent un cas linéaire particulier de la forme normale décrite
par (3.16). Les dynamiques zéro du systeme linéaire, définies précédemment pour la forme
normale générale des systémes non linéaires, sont obtenues en fixant ¢ = 0 dans (3.19), ce
qui conduit a

n=Fn. (3.20)

La stabilité des dynamiques zéro est déterminée par les valeurs propres de P. On
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considere que le modele est en phase minimale si toutes les valeurs propres se trouvent
dans le demi-plan complexe gauche. Notons que les valeurs propres de P coincident avec
les racines du numérateur de la fonction de transfert H(s), ce qui justifie le terme de
dynamiques zéro pour les systémes non linéaires.

Une question qui peut se poser est de savoir si tous les systemes non linéaires peuvent
étre mis sous cette forme normale canonique. En général, la réponse est non, car pour
certains systemes, le degré relatif n’est pas défini, comme dans le cas ou LgL’J}h(x) = ko1
avec ko une constante scalaire, indiquant que Lngj}h(x) est nul pour x; = 0 mais non nul
a proximité de x; = 0.

Nous abordons ensuite la conception du controle de suivi pour les systemes linéarisables
par feedback entrée-sortie. Supposons que l'objectif de controle soit de faire suivre a y(t)
un signal désiré y,(t). Définissons 'erreur de suivi par e(t) = y(t) — yq(t). Partant de la

forme normale (3.16), nous concevons la loi de controle par feedback

. - L;h(z) 1
u = ao(n,Q) + o, Qv =~ =m0 + eV (3.21)
Ot v est choisi comme suit :
0=y — ke — ke — o — ke — ke (3.22)
=y = S5 ky (Lih(z) — v).
Ces lois de controle (3.21), (3.22) entraine une dynamique linéaire de l'erreur
e+ k1D 4k 0e? 4o ke + ke = 0.
Ainsi, en choisissant judicieusement les coefficients {kq, k1, ..., kr_o, k-—1}, on peut déter-

miner de fagon arbitraire les racines de ’équation caractéristique :

S k18 bk 0" P+ ks + kg = 0.

Cette approche permet de faire converger I’erreur de suivi vers zéro de maniere asymptotique
et exponentiellement rapide.
En considérant la forme normale (3.16), il est a noter que cette stratégie de controle

se concentre uniquement sur les variables (. Il est également crucial de s’assurer que la
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dynamique interne, définie par 77 = ¢(n, (), demeure limitée lorsque la loi de commande
est appliquée aux dynamiques de (.

Si ya(t) reste borné pour tout ¢t > 0 et que la solution de

est bien définie, bornée et stable de maniere asymptotique et uniforme, I'application de la
loi de commande (3.21), (3.22) assure que ’état global reste borné et que 'erreur de suivi
e(t) tend vers zéro de fagon exponentiellement rapide.

Dans le cas particulier de la régulation vers l'origine, c’est-a-dire lorsque y4(t) = 0 pour

tout ¢ > 0, il est impératif que la dynamique zéro, exprimée par

= ¢(n,0),

soit stable asymptotiquement pour garantir la limitation des états globaux du systeme et
la convergence de 'erreur de suivi vers zéro.
En conclusion, pour les systemes linéarisables en entrée-sortie, il est essentiel de gérer

deux aspects :
e La dynamique de (, qui peut étre linéarisée via la variable de commande wu.

e La dynamique de 7, ou dynamique interne, qui est masquée par le u défini dans
(3.15) mais qui doit présenter certaines propriétés de stabilité (phase minimale) pour

assurer un controle stable du systeme dans son ensemble.

Exemple
Prenons 'exemple d’un systeme non linéaire a trois états, ou 1'objectif est de controler
le systeme en utilisant une commande linéarisante par rétroaction entrée-sortie.
Considérons un systeme non linéaire défini par les équations suivantes :

. 2422
I = —I1+ﬁ iy
Zt'gzl‘g

I3 =T33+ U

Y= T2
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Pour calculer le degré relatif :
Lyh(x) = [0 1 0] -g(@) =0

LoLh(x) = Ly { {0 1 0} f (w)}
—£,(e) = [0 0 1] -gl) =1
En conséquence, la dynamique interne du Systéme sera régie par
n° =m(n,0)

Dynamique zéro stable implique un systeme linéarisé par retour d’état stable.
Lyh(x) =0 1 0] gla) =0

Lo = £,{[o 1 o] @)}

= L,(es) = |0 0 1) -gla) =1

Le degré relatif est r = 2 < n = 3. La dynamique interne est d’ordre n —r = 1.

La matrice de transformation :

Ou T (z) = h(z) = x4,
nous avons

Ty(z) = Lih(z) = x5
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01 0
€= Af+Bv o A= CB=1|]. c:{lo}

T1 (ZE)
T2 (I)

y=0C¢ et &=

Maintenant, nous devons trouver la dynamique interne, pour cela, nous devons trouver

Ys(x) , P1(x) est choisi de sorte que L,41(x) = 0 (normal a n)

24220y O
14 ZL% 8:61 891:3

W
ox

=0

g(x)=0=

Assumer  W(x) = my(x) + xo(x)

2+x§@__1@_D dr,
1+23de, drg dmy 2413
drs 1+ a2

/dms:/—dxsims:—xs—i—cg

de 1 1
a2 _ é/d :/1 d
dxs +1—|—x§ e ( +1—|—x§> 3

= my = 13 + tan" ' (z3) + Cy

V(x) = my +my = —11 + 25 + tan ' (z3) + C, + Csy

U(0)=0= V(z) = —2; + 23 + tan"*(z3)

i) 21
QS(ZE) = T3 = | %2
—r1 + 23 + tan~!(x3) 23
o .. oY
La dynamique interne 17 =1 = e f(x)
x
. 1| . 123
ol e A A R
&1 = Tl(ZU) = T2
52 = TQ(J?) = T3

: &1 -1 2+
:>77:<—+§ + tan (§)> [1+§ < )1
n = —x + x3 + tan" ' (x3) 2 ’ \1+8
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u
Commande par rétroaction d’une machine synchrone a aimants permanents
La dynamique d'une MSAP peut étre décrite par les équations suivantes :
0 =uw,
Wy =% (—bwT + 3pXiy + TL)
‘ (3.23)
vy = Rig+ Lg% — w, Ly,
vy = Rig+ Lq% + wyLgtg + wp A
Ou :

e 0 est I'angle du rotor.

w, est la vitesse angulaire.

J est le moment d’inertie.

b est le coefficient d’amortissement.

p est le nombre de paires de poles.

A est le flux de liaison.

® iy et i, sont les courants sur les axes d et q, respectivement.

e vy et v, sont les tensions sur les axes d et q, respectivement.

R, Ly et L, sont la résistance et les inductances sur les axes d et q.

71, est le couple de charge.

Notre objectif est de réguler la vitesse du moteur, w,, tout en maintenant un couple
optimal. Pour cela, nous gardons la composante longitudinale du courant statorique,
14, constante. Nous mettons en oeuvre une stratégie de linéarisation entrée-sortie sur le
modele du moteur, permettant un découplage complet entre les commandes et les réponses
du systeme. Dans ce contexte, les variables de sortie a controler sont la vitesse du rotor
w, et le courant 7.

Y1 =1q, Yo = Wy (3.24)
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Ces sorties doivent suivre des trajectoires prédéfinies. Dans la stratégie de fonctionnement
a couple maximal, on impose ¢4, = 0, tandis que la vitesse w, doit suivre sa référence,
notée wyer, qui peut étre constante ou une fonction du temps.

Pour la sortie i4, la relation est :
En dérivant cette expression par rapport au temps, on obtient :

yl - thl(x) + Lg1h1(x)ud + L92h1<l‘>uq

o 8h1 8h1 8h1
= S f@ 5 (@)t S ga(@) g
Ld’Ld I Pwriy Ldud

L’entrée ug est intégrée dans ’équation de la dérivée de y;.
Pour la sortie y;, on identifie un degré relatif r; = 1. Concernant la seconde sortie s,

elle est définie par :
Yo = Wy = ]’LQ(I), ou VhQ = [O 0 1] .
La dérivation de cette expression donne :

QQ = thQ(I) + L91h2(x)ud + L92h2(£{]>uq

i 0 h2 0 hg ahQ
= T2 f@)+ G2 (@) ua+ S ga(a) g

3w .., B
~ 97 (Puig + (La — Lg)iaiq) — 7

Wy

Cette formulation n’inclut aucune entrée, nécessitant ainsi une dérivation supplémen-

taire :

o = L3ho(2) + Ly (Lpha()) - ua + Loy (Leha(x)) -,

= A(La— LyYighi(a) + A(®, + (Ly— Ly)ia) foa) — = fy(o)+
ALg—L,) . A, + (Lg — Ly)ia)
Tzqud + i Ug,

q
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ot A =22 et fo(x) et f3(x) sont définis dans le systeme (3.23).
Les deux entrées u, et u, établissent un degré relatif ro = 2.
Le degré relatif total du systeme est donc r = r; + ro = n = 3, ce qui permet une
linéarisation exacte sans la nécessité de considérer une dynamique interne.

En combinant les équations des deux dérivées de sortie, nous obtenons la forme linéarisée

suivante :
(0
=((z) + D(x) - u, (3.26)
()
ou
. Lq .
(@) = L¢hy () _ — g+ prpuri (327
L§h2(37) A(Lg — Ly)igfi(x) + A(®y, + (Lg — Lg)iq) fo(x) — ?fg(iﬂ)
et
L 0
D(z) = La , (3.28)
A(La—Lg);  A@ut(La—Lg)ia)
Ly 4 Lg

La matrice D(z) est inversible si et seulement si det[D(z)] = W # 0, ce

qui se traduit par @, # (L, — Lqg)ig.

Par conséquent, la loi de commande linéarisante assurant le découplage est donnée par

= D(z)™" — @) |, (3.29)
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Vitesse de rotation (rad/s)
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Fig 3.3: Vitesse de rotation
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Courants statoriques sur les axes d et q (A)

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Temps (s)

Fig 3.4: Courants statoriques sur l'axes d et q

D’apres les figures Fig(3.3) et Fig(3.4), nous observons que la vitesse de rotation de
la machine synchrone a aimants permanents, suit parfaitement sa référence, méme en

présence d'un couple résistant. Cela indique que le systeme de commande par rétroaction

entrée-sortie a été efficacement concu et mis en oeuvre.
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3.2.3 Linéarisation de ’espace d’état

Nous commencons par identifier une fonction de sortie ¢, définie par :
j=Cu (3.30)

Ou l'objectif est d’obtenir un degré relatif r = n, égal a I’ordre du systeme. Ici, § représente
une sortie artificielle, distincte de la sortie réelle y.
La détermination de la sortie artificielle 3 implique la résolution d’un systéme de n

équations linéaires pour le vecteur C
C”[B AB ... An—lg}:{o 0 --- 8 (3.31)

Avec [ étant une constante non nulle. L’existence d’une solution est conditionnée
par le fait que la matrice { B AB ... A™lB } doit avoir un rang complet, ce qui est
synonyme de la controlabilité de la paire (A, B). Notons que la solution n’est pas unique,
car CA"'B peut prendre n’importe quelle valeur non nulle.

Ensuite, nous établissons la loi de commande, en partant du principe que la sortie
artificielle § a été définie.

Nous introduisons le changement de coordonnées suivant :

C
CA

I
8

=Tz (3.32)

| CA!

Dans ces nouvelles coordonnées, le systeme linéaire peut étre représenté sous la forme

normale suivante :

& =6
& =&
(3.33)
& = RE+ku
y =&

OuR=CAT ' et k= CA" 1B,
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La commande en retour d’état statique s’exprime par :

_v—RE
ok

u

(3.34)

Cette loi modifie la derniére équation dans (3.33) pour devenir : &, = v. L’entrée de

commande v est définie pour stabiliser le systeme transformé :

V= _angn - Ozn—lgn—l - O‘lgl (335)

Dans les coordonnées originales, le controleur prend la forme :

B —CA"z — a,CA" 1y — ... — ,Cx
CAn-1B

u

(3.36)

Le systeme transformé présente alors I'équation caractéristique en boucle fermée
suivante :

ST s 4 aws+a; =0 (3.37)

La stabilité nominale du systeme transformé, ainsi que celle du systeme original, est assurée
en sélectionnant les a; de maniere a ce que le polynéme caractéristique soit de Hurwitz.
Il est important de souligner que la stabilité nominale pour ’approche de linéarisation
entrée-sortie est garantie seulement si le systeme linéaire est de phase minimale. Cependant,

la linéarisation de l'espace d’état présente les contraintes suivantes :
e Le systeme linéaire doit étre controlable.

e Il peut étre difficile d’atteindre les objectifs de suivi de la sortie, car la relation
entre la sortie réelle et les variables d’état transformées est : y = CT ¢, Ces

considérations s’appliquent aussi dans le cas non linéaire.

3.2.3.1 Conception du Controleur

Le défi de la linéarisation de ’espace d’état réside dans la détermination, si possible,
d’un difféomorphisme et d’'une commande en retour d’état statique qui rendent linéaire la
correspondance entre I'entrée transformée et ’ensemble des variables d’état transformées
[HS97]. Ce probléme a été posé initialement par Korobov et une solution compléte pour

les cas a entrée unique a été apportée par Brockett [Bro78].
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Une approche alternative facilitant la construction de transformations linéarisantes
a également été proposée [Tse87]. Dans cette section, nous présentons la solution au
probleme de linéarisation de l’espace d’état pour les systemes a entrée unique ; le cas

multivariable est traité dans d’autres travaux [IMDLS6].

3.2.3.2 Exemple illustratif

Les équations du mouvement d’un pendule inversé sur un chariot peuvent étre présentées

sous la forme :
F+m,, sin(0)(16%4g cos(6))
me+mp sin?(6)

T =

é _ -F cos(6) —mp162 cos(8) sin(6) — (me+myp)g sin(0)
[(mc+myp sin?(6))

les deux lois de commande prennent la forme suivante :

v—Lh(z)
- LgL;—lh(z)

v = —oz,,L”}_lh(x) - ozT_lL”}_2h($) -~ arh(x)

Le systeme est linéarisé autour de la position verticale, ou 6 = 0 et 6 = 0. Les équations
linéarisées autour de ce point de fonctionnement sont obtenues en prenant la premiere
dérivée des équations non linéaires par rapport a chaque variable d’état et a I'entrée,
évaluées au point d’équilibre.

Le modele d’espace d’état linéarisé résultant est de la forme :
= Ax + Bu

y=Cz+ Du

Ot & = [z,4,0,6]" est le vecteur d’état, u = F est I'entrée (force), et y est la sortie
(qui pourrait étre la position du chariot ou 'angle du pendule).

Avec le modele linéarisé, des techniques de contrdle linéaire standard telles que le
controle PID, la rétroaction d’état ou le RQL (Régulateur Quadratique Linéaire) peuvent
étre appliquées. Par exemple, concevoir un controleur RQL implique de sélectionner un

gain de rétroaction d’état K pour minimiser une fonction de cofit, typiquement de la forme
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J = /OO(:);TQ:E + u” Ru) dt
0

Ou @ et R sont des matrices de pondération.

La loi de commande est alors donnée par u = — Kz, et la dynamique en boucle fermée
devient & = (A — BK)z.

Cette conception de controle linéarisée est valide tant que le systeme fonctionne pres
du point de linéarisation. Pour des écarts plus importants, des techniques de controle
non linéaires ou de programmation des gains (utilisant différents modeles linéaires et

controleurs pour différents points de fonctionnement) peuvent étre nécessaires.

%107 Position du chariot
0 T T T 3
-101 4
-20 1 L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
%107 Vitesse du chariot
T T T
ol
-5 4
-10& L L L L L L L L |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
%107 Angle du pendule
T T T T :
0
-101 4
20 | | | | | | | L .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
«1073 Vitesse angulaire du pendule
T : T T T
ok
5 4
710 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Temps (s)

Fig 3.5: Les états du pendule inversé

3.2.4 Commande par Backstepping

Cette section décrit la procédure de conception de commande par Backstepping. Cette
méthode a été développée pour surmonter les défis inhérents a la gestion de la non-linéarité
dans les systemes de controle.

L’idée fondamentale du Backstepping consiste a diviser le systeme en plusieurs sous-
systemes, chacun étant stabilisé séparément en utilisant une fonction de Lyapunov. La
méthode utilise une approche récursive pour stabiliser chaque sous-systéme en utilisant
les entrées virtuelles générées par les sous-systemes précédents. Cette approche permet

de stabiliser le systéme global en utilisant une série de sous-systémes stabilisés [Ben02],
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[FNS15]. Cette méthode est largement utilisée dans 'industrie pour la commande de
systémes mécaniques, électriques et aéronautiques [FNS15], [Ben09], [WAB*23], [YHO0S].
Pour illustrer le concept du contréleur par Backstepping, nous commengons avec le systéme

suivant :
2= f(2) +9(2)¢
E=—u

On souhaite concevoir une loi de controle par feedback d’état pour stabiliser 1'origine.

(3.38)

Supposons qu’on puisse stabiliser asymptotiquement le premier systéme,

= f(z) +9(2)¢ (3.39)

avec une loi de controle & = ¢(z) telle que ¢(0) = 0. Cela implique que I'origine de premier

systeme est asymptotiquement stable.
s = 1)+ 9(2)0(2) (3.40)
Supposons également qu’on connaisse une fonction de Lyapunov V' (z) qui satisfait 'inégalité,
oV
ai[f +99] < -W(z2) (3.41)
z
Ou W (z) est défini positif. Ajoutez et soustraitez g(z)¢(z) pour obtenir

2= 1[f(z) +9(2)0(2)] + 9(2)[§ — ¢(2)

. (3.42)
£=u
Ce systeme résultant est représenté sur la figure Fig(3.6).
e H 0
- +
p(x)
Fig 3.6: Introduction du Controle
On introduit maintenant le changement de variables,
y=¢&—9(2) (3.43)
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ce qui génere les équations du systeme suivantes

2= [f(2) +9(2)0(2)] + 9(2)y

(3.44)
y=u—¢(2)

comme illustré dans la figure Fig(3.7).

@ 1l H o
- +

dp
at

Fig 3.7: Controle par Backstepping & travers un Intégrateur

Ce changement de variables est souvent appelé "Backstepping" car il "recule" la com-
mande —¢(z) a travers l'intégrateur.

Puisque et ¢ sont connus, la dérivée peut s’écrire comme
) ) )

o(2) = FIf(2) + 9(2)¢] (3.45)

En posant v = u — ¢, notre systeme se réduit a

2= [f(2) + 9(2)0(2)] + g(2)y
Y=

(3.46)

ce qui a la méme "forme" que le systeme de départ, a ’exception que nous savons
maintenant que le premier systeme est asymptotiquement stable a 1’origine.

Cette propriété modulaire du Backstepping sera exploitée pour stabiliser le systeme
global.

Ceci est réalisé en considérant une fonction candidate de Lyapunov

Ve(z,6) = V(2) + 5y

<

=V(z) + (2))”

N — DN —
—~
722}
|
-
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La dérivée de V. est

Choisissez

ou k > 0. Ceci implique que
V., < —Wi(z) — ky?

ce qui implique que l'origine est asymptotiquement stable (z = 0,y = 0). Puisque ¢(0) = 0,
cela implique également que z = 0 et ¢ = 0 sont aussi asymptotiquement stables.

Lemme du Backstepping : Considérez le systeme

i = f(2) + g2
=

Soit ¢(z) une loi de commande en retour d’état stabilisatrice pour le systeme dans ’équation

(3.47)

(3.47) ot ¢(0) = 0. Soit V(z) une fonction de Lyapunov telle que

ov

S+ g(2)8()) < —W(2)

pour une certaine fonction W définie positive. Alors la loi de commande

w= 215 + 98] - L g(2) — HlE — o)

z

pour k£ > 0 stabilise 1’origine avec la fonction de Lyapunov

V(e) = 5l — 6P

Exemple 01 : Considérons le systeme

3= -3 +¢

=
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Considérez le systeme scalaire,
3= B4
et concevez une loi de commande en retour qui pourrait étre
£=¢(z) = 2"~z
(annule le terme quadratique et ajoute un peu d’amortissement). Cela implique que

z

—z—z
avec la fonction candidate de Lyapunov V(z) = 2?/2. Remarquez que
Vz—22—24§—z2

ce qui implique que z = 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

Maintenant, utilisez le changement de variables de Backstepping,

y=E,—d(z) =+ 2+ 2

pour transformer notre systéme en

z:—z—z3+y
y:u+(1+2z)(—z—z3+y)

et posez

1 1
‘/;:72 .2
2z+2y

Alors
Vc:z(—z—z?’jty)—i—y(ujt(l—i—Zz) (—z—zS—i—y))

==y (24 (1+22) (-2 - +y) +u)
et choisissez

u:—z—(1+22)<—z—z3+y)—y
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pour forcer

Vo= —22 o0y

Ceci est clairement défini négatif, donc le point (z,y) = (0, 0) est asymptotiquement stable.

La commande réelle dans nos coordonnées d’origine est

u:—z—(1+22)(—z—z3+§+z+z2)
— -2z 22

:—z—(1+2z)<22—z3+§)—f—z—zz

La véritable valeur du Backstepping se manifeste dans les systemes d’ordre supérieur
ol nous pouvons exploiter la modularité de I’approche.

Exemple 02 Considérons le systéeme non linéaire suivant

2.122%—2’%"‘22
Z=¢

=

Ce systeme contient le systeme du second ordre de l'exemple précédent avec un
intégrateur supplémentaire en tant qu’entrée.

Apres le premier backstep, nous savons que le systeme du second ordre

3 2
H=22 -2+ 2

29 =&
peut étre stabilisé globalement par la commande

E=—z1—(1422) (Z%—zf—sz) — (2 4+ 21 + 23)
- ¢(Zl722)

avec la fonction de Lyapunov

1 1
V(z1,22) = 52% + 5(22 + 2 + zf)2
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Pour effectuer le second backstep, nous appliquons le changement de variables

y=E&— P21, 22)

pour obtenir
21 = Z% — Z% + 29
Zy = ¢(21,22) +y

g =u—go(af =4 +2) - 550 +y)

en utilisant V., =V + %z% comme fonction de Lyapunov candidate, nous obtenons

V=Sl m) 5+ 0)
by fu= 5o =+ ) = 5+
=— 22— 2t — (za+ 2 + 22)?
e e A
—gi@+¢%+u
Nous choisissons donc
u:—22+gz@?<£+&ﬂ+§i@+@—w

pour forcer V, < 0 et ainsi stabiliser origine.

Cas générale

Nous considérons maintenant le systeme plus général

2= f(2) +9(2)¢

. (3.48)
§= fa(z?f) _'_ga(zaf)u

Ce systeme peut étre ramené a notre forme originale en utilisant 'entrée de commande

ga<27§) [U - fa(Z,g)]

de sorte que 5 = v. L’application récursive du Backstepping nous permet de stabiliser des
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systemes qui sont sous forme de rétroaction stricte

T = fo(l’) + go(x)zl
4= filw, z1) + 91w, 21) 2

2y = fo(w, 21, 22) + ga(, 21, 23) 23 (3.49)

Zeo1 = fe—1(x, 21,y 2m1) + gee1 (T, 21,000 Zem1) 2

Z'k‘ = fk‘(l‘azlv"' 7Zk3> +g($,21,"' ,Zk)u

Notez que dans cette forme, Z; ne dépend que des états x, z1, jusqu’a z;.

L’application récursive du Backstepping a ce systeme avec

&= fo(x) 4+ go(x)21

(considérant z; comme l'entrée). Il est important que nous trouvions une loi de commande
(d’une maniére ou d’une autre) qui stabilise ce systéeme. Mais une fois cela fait, nous
pouvons simplement appliquer les récursions de Backstepping pour trouver une commande

qui stabilise ’ensemble du systeme.

3.3 Meéthodes de commandes robustes

3.3.1 Commande basée sur le réaménagement de Lyapunov

La gestion des incertitudes appariées peut étre effectuée a 1’aide d’une technique
classique, le réaménagement de Lyapunov, tel que présenté dans [Kha02]. Bien que cette
méthode soit reconnue pour son efficacité, elle aboutit a une loi de commande discontinue.
Nous proposons une version améliorée de cette méthode qui permet d’obtenir une loi de
commande de classe C! (continue avec sa premiere dérivée). Cette procédure s’applique

aux systeémes qui répondent a la condition d’appariement, a savoir :

= f(z,t) + Gz, t)[u+ Az, u,t)) (3.50)

Ou z € R" et u € R™. Notons que A représente une fonction inconnue regroupant

diverses incertitudes, tant structurées que non structurées, et respectant la condition
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d’appariement, car elle intervient dans le domaine de I'entrée de commande. Supposons
que le systeme nominal soit stabilisé par une loi de commande nominale connue, telle que
la linéarisation par rétroaction ou le Backstepping, ot u = ¥ (z,t).

Cette rétroaction d’état rend le systéeme en boucle fermée nominal uniformément

globalement asymptotiquement stable (UGAS).
i = f(2,t) + Gl (e, ) (3.51)

Supposons également que nous disposions d’une fonction de Lyapunov pour le systéme
exprimé dans (3.51). Cette fonction, notée V(z,t), est contintiment différentiable et
doit satisfaire a des inégalités spécifiques. Ces inégalités sont cruciales pour démontrer
la stabilité du systeme en boucle fermée. La fonction V(z,t) est définie de maniere a

respecter les conditions suivantes :

ar([lzl]) < V(z,t) < as(ll2]]),

(3.52)
W L OV 1) + G, )i (x, 1)) < —as(|la]])

Ou aq, ap sont des fonctions de classe Ko, et a3 est une fonction de classe K. Supposons

que, avec u = ¥ (x,t) + v, le terme incertain satisfait 1'inégalité :
IA(z, Y(z,t) +v,t)|| < plx,t) + kollv|], 0<ko<1 (3.53)

Ou p est une fonction continue non négative.

L’inégalité précédemment établie définit la fonction de limitation pour le terme incertain
A, et elle constitue la seule information nécessaire a son sujet.

La fonction de limitation, désignée par p, indique la taille maximale que peut prendre
I'incertitude. Il n’est pas nécessaire que cette taille soit réduite, mais elle doit étre connue.
Notre but est de trouver une expression pour v de sorte que, sous la commande totale
u=1(x,t) + ¢, le systéme incertain exprimé dans (3.50) soit Uniformément Globalement
Asymptotiquement Stable (UGAS).

Le systeme incertain en boucle fermée sous la rétroaction u est donné par:

T = f(x,t) + Gz, t)(x,t) + Gz, t)[e + Az, Y(z,t) + &, 1)]. (3.54)
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Nous exploitons la méme fonction de Lyapunov du systéme nominal (d’ot le nom
"'réaménagement") en tant que fonction de Lyapunov de commande robuste pour le systéeme
incertain. La dérivée le long du mouvement prend la forme (en omettant pour des raisons

de concision les arguments des diverses fonctions) :

V=504 50+ G0) + 5060 + A) < —ag(llz]) + LG+ A), (3.55)
Définissons d’abord w? aVG Ainsi, 'inégalité précédente peut étre réécrite comme

suit :
V < —as(|lz]) + wv +wTA. (3.56)

Il est important de noter que, en raison des conditions de correspondance, le terme incertain
A apparalt du coté droit de I’équation au méme endroit que v.
Par conséquent, nous pouvons choisir v pour annuler I'effet (potentiellement déstabil-

isant) de A sur V. En utilisant 1'inégalité (3.53), nous obtenons :
W0 wTA < who+ [wl]A] < wTo+ el oo ) + Kollel]. (357

En prenant

v=—n(xt) = (3.58)

[[wl]

Ou 7 est une fonction non négative, nous obtenons :

Wl w' A < —nllw]l + pllwl| + konlle] = —n(1 = ko) Jwll + pllwl.  (359)

En choisissant ensuite

n(z,t) > 220 (3.60)

pour tout (z,t) € R™ x [0,00), nous obtenons :

wTv +wT A < —pw] + pllw] = 0. (3.61)

Ainsi, sous le controle robuste non linéaire (3.58), la dérivée le long des trajectoires du
systeme en boucle fermée incertain (3.54) est négativement définie, et donc le systeme de

rétroaction obtenu est UGAS.
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La loi de commande (3.53) est clairement discontinue en w = 0. Ceci peut poser des
problemes sérieux d’implémentation, notamment le probleme de chatter. Remarquons que

dans le cas scalaire, (3.53) prend la forme simple :
v =—n(x,t)-sign(w). (3.62)

Exemple

Considérons le systeme non linéaire

3,2 1.3
1 1

X

o o 1
Tr1 = —XT9 T B

2
'7.;2 = —Uu— T](ZL'),

Ou 7 est inconnu mais satisfait a 'inégalité

[n(2)]lee < 1(t, z)

pour une certaine borne connue 7). Ce modele du deuxieme ordre représente un systeme
de compression de moteur a réaction sans décrochage [KKK95], basé sur 'approximation
de Galerkin du modele d’EDP non linéaire [MG86].

L’état x; correspond au débit massique et x5 est 'augmentation de pression.

La premiere étape consiste a concevoir la loi de commande nominale u = pg(x) pour le
cas ou ) = 0. Cela peut étre réalisé par la linéarisation de la rétroaction (notez que cela
peut également étre réalisé par la méthode de backstepping).

Considérons le changement de coordonnées z = T'(x) ou

21 =T

— 3.2 1.3

La dynamique dans les coordonnées z est décrite par

21222

: 3
Zo = U — 32129 — 52’%22 +7.(2),

Ou n.(2) = n(x)],op-1(,)-
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Un controleur nominal stabilisant est donné par

3
u=po(2) = -2 — 22 + 322 + 52322.

Une fonction de Lyapunov nominale associée au controleur nominal ci-dessus est donnée

par
Vi(2) = 227 + (21 + 2)°

dont la dérivée temporelle est donnée par

%:—2(,2%—{—23).

x1
x2

154 |

Etat du systeme

Temps

Fig 3.8: Réponse du Systéme avec Commande par Lyapunov Redesign

La loi de commande corrective obtenue en utilisant la méthode de réaménagement de

Lyapunov est donnée par

p*(2) = —n:(2) sgn (21 + 22) ,

Ou 7, est la borne supposée sur 7. La loi de commande ci-dessus peut étre rendue

continue en utilisant l'approximation suivante

p'(2) = —n.() tank (222,
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Ou € > 0 est une petite constante de conception.

3.3.2 Commande par Mode Glissant

La commande par mode glissant est une approche robuste qui repose sur l'idée qu’il
est plus facile de contréler un systéme de premier ordre qu'un systeme d’ordre supérieur.
Cette méthode vise a transformer un probleme de controle complexe en un probleme plus
simple, ou des techniques de commande a rétroaction éprouvées peuvent étre utilisées.

Toutefois, cette simplification peut nécessiter un effort de commande important, ce
qui peut conduire a des défis supplémentaires, notamment face au bruit de mesure ou aux
dynamiques a haute fréquence non modélisées.

La commande en mode glissant peut étre appliquée a divers types de systéemes non
linéaires, et nous nous focalisons ici sur son application aux systémes linéarisables par
rétroaction.

Soit un systeéme non linéaire d’ordre n de la forme

T = T9
Ty = 13
(3.63)
Tpo1 = Xp
i = f(2) +g(x)u

Ou f et g sont des fonctions inconnues, et g(x) > go > 0 pour tout z € R™.

L’objectif est que y(t) = x1(¢) suive un signal cible y,(t).

On définit 'erreur de suivi par e = y — y,. La surface de glissement s est alors définie
comme

s=em D 4 X, 4. £ Ngé 4+ Ne =0, (3.64)
avec les coefficients {1, \a, ..., \,_1} choisis de maniére a ce que le polynéme carac-

téristique soit de Hurwitz

PP A AP R+ Aep+ A =0 (3.65)

signifiant que toutes ses racines sont dans le demi-plan complexe gauche.

La variété définie par s = 0 est la surface de glissement, de dimension (n — 1).
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L’objectif de la commande en mode glissant est de diriger la trajectoire vers cette
surface.

Si = se trouve sur la surface définie par s = 0, alors
e(nfl) — _)\n_le(n72) —_— e e e — )\26 — )\16. (366)

Comme le polynéme en (3.65) est de Hurwitz, une fois sur la surface de glissement,
I’erreur de suivi converge vers zéro avec un comportement transitoire déterminé par les
coefficients {1, Aa, ..., A1}, soit de maniére exponentiellement rapide.

L’objectif de la commande en mode glissant est atteint si la loi de commande u est

telle que

d1,
et < —
a2 = Klsl,

Ou k > 0. Dans ce cas, la dérivée supérieure droite de |s(t)| respecte I'inégalité différentielle

d+
—Is(t)| < —k
ls()] < —k,

ce qui garantit que la trajectoire atteint la surface s = 0 en un temps fini. Suivant

I'équation (3.64), la dérivée de s(t) est donnée par

§=e™ 4N, e fo b NE+ Né

= f(2) + g(@)u — y + Aore™ D s B+ e

Si f et g étaient connues, la loi de commande pourrait étre

1 (n) - : :
= |- Mo A e™ ) N — N\ — k
U g(w)[ f(x) 4+ yy e 96 1€ sgn(s)},

Ou k > 0 est une variable de conception. La fonction signe sgn(-) est définie par

1sis>0
sgn(s) =q 0sis=0

—1sis<0
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Lorsqu’on applique cette régle de commande, la dérivée de s(t) répond a 1’équation

$ = —ksgn(s),
ce qui entraine
d1l, '
— 5" =3s$
dt 2
= —sksgn(s)
= —kls|.

Examinons la situation ou les fonctions f et ¢g sont inconnues mais ou le concepteur

dispose d’une limite supérieure connue 7(z,t) telle que

F@) =yl Mie® D o Mg+ Mé

< n(z,1).
9(z) (1)
Imaginons que la loi de commande soit définie comme
u=—(n(z,t) + o) sgn(s) (3.67)

Ot 79 > 0 est une constante de conception. Prenons
V=-s
comme candidat a la fonction de Lyapunov. La dérivée de V' se calcule ainsi :

V = s§
=g (f(x) _ y((ln) A, A+ /\lé) + sg(z)u
< [sIn(z,t)g(x) + sg(x)u

= _770|S”

L’objectif est de conduire la trajectoire vers la surface de glissement en un temps fini
est atteint. Il est remarquable que cet objectif soit réalisé sans connaitre précisément f et
g, en se basant uniquement sur la borne supérieure n(z,t).

Malgré les avantages en termes de stabilité et de convergence de la commande en mode

glissant, cette technique présente deux principaux inconvénients dans sa forme standard.
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La loi de commande en mode glissant, illustrée par (3.67), comprend deux éléments : le
gain n(z,t) + 1o et la fonction de commutation sgn(s). Ces deux éléments peuvent poser

des problémes :

e (Gain Elevé) Le gain est le résultat de l'utilisation d’une borne supérieure pour
I'incertitude. En général, cela conduit a une commande a rétroaction a gain élevé,
pouvant étre problématique en présence de bruit de mesure et de dynamiques a

haute fréquence non modélisées.

e (Vibrations) La fonction de commutation sgn(s) provoque un basculement du gain
de commande de n(z,t) +n9 & —(n(x,t)+1no) & chaque fois que la trajectoire traverse

la surface de glissement.

Des recherches sur la commande en mode glissant ont développé des techniques pour
pallier ces problemes. Le probleme du gain élevé peut étre atténué en exploitant autant
d’informations a priori que possible, en annulant les non-linéarités connues et en appliquant
une borne supérieure uniquement aux parties inconnues des non-linéarités.

Le probleme des vibrations peut étre partiellement résolu en utilisant une approximation
continue de la fonction signe. Cependant, 1'utilisation de cette approximation implique
que seule la bornitude uniforme des solutions peut étre démontrée.

Malgré ces solutions, la méthode de mode glissant repose sur le principe de limiter
Iincertitude par une fonction plus grande, et est donc une approche de commande

conservatrice.

3.3.3 Backstepping Robuste

Le backstepping robuste est une technique de pointe en controle automatique, spéciale-
ment adaptée aux systemes dynamiques non linéaires. Cette méthode se caractérise par son
efficacité dans la gestion des incertitudes et des perturbations, grace a la décomposition du
systeme en sous-systemes plus simples. Elle emploie une démarche itérative pour élaborer
des controleurs adaptatifs qui réagissent aux variations du systéme. Ainsi, elle fournit une
solution a la fois performante et souple pour la régulation de systemes complexes dans des
conditions variables. La méthode est utile dans divers secteurs, notamment en robotique,
en ingénierie aéronautique et dans la gestion des systemes énergétiques, ou la robustesse

et la précision sont essentielles.
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Considérons le systeme

z = f(Z) + g(z)f + 52('275)

_ (3.68)
§ =u+d(z,8)

10:(2, )2 < ax 2]l

(3.69)
10¢(2, ) ll2 < azll2]]2 + as[[€]]2

ote : §, e sont des incertitudes de modele bornées
Note : J, et d¢ sont des i titudes d dele borné
Soit ¢(z) une commande de retour d’état stabilisante pour le systéme en question. On

peut alors supposer 'existence d’une fonction de Lyapunov positive, V', telle que

av

5, [/ (2) +9(2)(2) +0.(2,0)] < —W(z) (3.70)

Ou W est également définie positive. En réécrivant le systeme, nous mettons en lumiere

la variation par rapport a ce controle stabilisant. Le systeme reformulé s’écrit comme suit :

2 =[f(2)+9(x)0(2)] + 9(2)[€ — d(2)] + 0

(3.71)
5 =u-+ 55
et nous définissons
=& — (2
y=£-90) (3.72)
v=u—¢(2)
Pour que nous puissions réécrire le systeme ci-dessus comme suit :
io=[f+ g8 + gy + 0.(z,
[f +99] + gy + 6:(2,y) (3.73)

y = U+6C(Z7y)

Notez que cette formulation est similaire a celle du systeme original, avec la différence que
le systeme supérieur est maintenant asymptotiquement stable lorsque y = 0. Dans notre

approche originale de backstepping, nous avons défini

oV
v = —Eg(z) —ky
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et considéré la fonction

pour montrer que V, < 0, établissant ainsi la stabilité asymptotique de Iensemble du
systeme. Cependant, cette approche supposait I’absence de ¢, et d.
Avec ces incertitudes, I'expression pour V, devient

V. < —W(z) — ki + ?9‘,:6'2 + Y0

I est incertain que V, reste négativement défini en raison de ces termes additionnels. Cette
situation suggere que notre approche antérieure du backstepping pourrait étre limitée
puisqu’elle repose sur des annulations exactes. Une solution consiste a traiter le systéme
comme une interconnexion de deux sous-systémes et a appliquer le théoreme du petit gain

pour garantir la stabilité asymptotique. Le systéme supérieur

2= [f(2) + 9(2)0(2)] + g(2)y + 3.(2,y)

est déja connu pour étre asymptotiquement stable lorsque y = 0, avec une fonction de
Lyapunov connue V. Cette V est également une fonction de Lyapunov ISS, ce qui signifie
que le systéme supérieur est stable en entrée-a-état. Il doit donc exister des fonctions de

classe K v; et de classe KL f; telles que

12(#)lloe < max {51 (20l ,£) , 7 (lyllo) }

Notre objectif est de choisir v dans le systeme inférieur pour que celui-ci soit également
ISS. Cela impliquerait I'existence d’une fonction de classe KL (5 et d'une fonction de

classe K vy, satisfaisant

ly(@)lloo < max{fBa (lwoll 1), 72 (|2[lo)}

Si nous démontrons que y1v2 < 1, alors le systeme interconnecté est stable selon le théoreme

du petit gain ISS. Procédons a 1’établissement de cette condition de maniere formelle.
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Considérons le systeme original comme précédemment.

o= f(2) + 9(2)€ + 61(z,6)

. (3.74)
f =u-+ 52('2’ f)

et comme avant, nous posons y = & — ¢(2) ou ¢(z) stabilise le systeme supérieur. Cela

signifie que nous pouvons réécrire le systeme ci-dessus comme

2= [f(2) + 9(2)0(2)] + 9(2)y + 61 (2. )

(3.75)
¥ =u—9¢(z)+02(2,9)

Notre choix de controle garantit qu’il existe des fonctions de classe K et L v, et 4

telles que

12()]oe < max {1 (|[20] ;1) ;71 (lylloc)}

Maintenant, supposons que

101(2,y)| = a1y
102(2,y)| = p(z) + |y|?

Ou p(+) est de classe K. Considérons maintenant la fonction candidate ISS-Lyapunov

V(y) = 592

La dérivée de V est
V=yj=y(u—o()+d0ly)

et nous considérons le controle

u=k(y) = -y —a(y)

Ou «a est de classe K et a(—y) = —a(y). Cela signifie que ya(y) est toujours positif si

y # 0. Calculons la dérivée temporelle avec ce u particulier

V() =y (-y - aly) - d(2) + 6a(2,y))

= — [y = yla(ly]) + yda(2,9) — yd(2)

120



Chapitre 3. Les commandes non linéaires et robustes

Notez que
—yo(2) < lyI* + [o(2)?

de sorte que 'inégalité ci-dessus peut étre réécrite comme

V(y) < —lyl* = lyla(yl) + lyl* + 16(2)]” + [yl [62(z, )]
Si nous choisissons
a(lyl) > p(z) + [yl

alors

=lyla(lyl) + lyl* + Iyl 162(2, )| < 0

ce qui implique que

V(y) < —JyI* + |o(2)|?
Pour tout € > 0 si nous laissons

ol > lo(2)

nous trouvons que

V(y) < =yl +0(2)]> < —ely|?

ce qui implique que V (y) est une fonction ISS-Lyapunov pour le systéme inférieur et donc

ly(@)] < max {5s (yo] 1), 721(|2]), 722(lul) }

Nos choix libres pour a(|y|) déterminent la taille de 751 et v9o de sorte que plus a; est
grand, plus v est petit. Ainsi, nous pouvons toujours trouver un controleur qui satisfait

au théoreme du petit gain ISS et ce systeme en boucle fermée peut étre stabilisé.

Lemme de Backstepping Robuste : Considérons le systeme suivant;

(2,&, 1)

(2,6, 1) +b(2,& pu

N
Il

(3.76)

s
I
©

dans lequel f(0,0,u1) =0 et ¢(0,0, 1) = 0. Supposons que :
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e Pour chaque p (parametre), le systeme supérieur est ISS-stable et il existe une

fonction de classe K v (indépendante de p) telle que

[2llo0 < max {5 ([[20l ;1) (1€]loc) }
Jimn sup [2(0)] < 7 ( Jim sup (0]
pour une certaine fonction de classe KL 5(-,-).
o Il existe by > 0 tel que b(z,&, 1) > by pour tous z, € et p.

e [l existe des fonctions de classe I py et p; qui sont localement Lipschitz a l'origine

telles que

max {[6(z, &, w)], 1€]16(z, & )} < max {po(1€]), pr (]2}

pour tous z,§ et pu.

e La fonction p;i(7y(+)) est localement Lipschitz a l'origine Alors il existe K(§) avec

K (0) = 0 tel que sous la loi de controle

u=k() +v

Le systeme en boucle fermée avec entrée v et état (z,&) est stable ISS. La preuve est

similaire a celle présentée précédemment, ou nous choisissons

K(§) =~y —aly)

avec a étant une fonction de classe I telle que ya(y) > 0 lorsque y # 0. Ce lemme fournit
tous les éléments nécessaires pour établir une procédure de conception récursive pour la

stabilisation robuste des systémes en forme de feedback (triangulaire inférieure).

z = f(zvflnu)
& =q (26,0 +bi (2,84, 0) &
52 = q2 (2,1, &, 1) + b2 (2,61, &, 1) & (3.77)

Sr :(Jr(zafla"'>€T7M)+br(zagla"'75?“7“)“’
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Ce lemme stipule que, sous certaines hypotheses techniques, si le systeme supérieur est
stable ISS, une loi de feedback k(&) peut étre congue de sorte que I'ensemble du systéme
soit stable ISS avec le controle u = k(§) 4+ v. Pour illustrer comment la récursion pourrait

étre mise en oeuvre, considérons un systeme modélisé, par exemple, par les équations

z :f(27€7y’)
¢ =x(2&¢m) +d(2,6,¢ pu

Le changement de variables

v = — k() (3.79)

transforme notre systeme original en la forme

z = f(z7§7/~L>
b= x(z,6 v, 1) +d(z, v, pu

Ce systeme, avec état (z, ) et entrée v, répond aux conditions du lemme. En supposant
que les fonctions Y, d et le gain ~y satisfont aux exigences techniques du lemme, celui-ci

garantit 'existence d’un controle.
u=Fk(v)+w (3.81)

tel que I’ensemble du systeme est stable ISS.
Exemple

Considérons le systéeme suivant :

z = —az?sgn(z) + bz(€ + &£2)
£ =z+u

Ou les parametres a et b sont contraints par 0 < ag < a < ay et |b| < by. Ce systeme

est un cas particulier de

{ i = —az*sgn(z) + baPo(u)

Avec k pair et p < k. Comme nous ’avons démontré précédemment, ce systéme est
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ISS. Plus spécifiquement, la fonction de gain pour le systeme supérieur est donnée par

() = L (e 2 <k (r +1?)

pour 0 < € < a. La troisieme condition du lemme est remplie, étant donné que

max{|z], [¢|} < max{[¢], |z[}

Nous sélectionnons une fonction de gain g(-) de classe K telle que

vog(r)<r

pour tout r > 0, ce qui implique

y(r) < g7 (r)
Par conséquent, nous choisissons
g Hr) =2k (r + 7“2)
et définissons

Bk(§+&%) si{>0
—a(=§) si{<0

a(§) =

Ainsi, le contrdle robuste pour ce systeme est
{u=—€—a@+v

3.4 Stabilisation par contréle distribué parallele

Le controle distribué parallele (PDC) est une stratégie efficace pour stabiliser les
systémes modélisés par des modeles flous de Takagi-Sugeno (T-S), qui interpolent entre
différents systemes dynamiques linéaires. Cette méthode implique la création d’un systeme
de controle flou dont les prémices des regles sont identiques a celles du systeme flou de
la plante. Dans ce cadre, chaque régle de contréle est associée a une loi de commande
spécifique pour gérer le systeme linéaire correspondant de la plante, et la loi de commande

globale résulte de la combinaison pondérée de ces lois individuelles.
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Le PDC joue un rdle crucial dans la gestion des systemes non linéaires, offrant la
possibilité d'un contrdle adaptatif en temps réel, en particulier lorsque le systéme non

linéaire est identifié en ligne comme un systeme flou T-S.

Considérons le systeme flou de type Takagi-Sugeno (TS), formulé comme suit:

SI 2y est F}, ET ..., ET z est F!, ALORS (3.82)

y(t) = Cix(t).

Le controleur PDC pour ce systéme se définit par R regles de la forme :

M

u(t) = = pi(2() Kix(t) (3.83)

i=1

En boucle fermée, le modele TS flou avec la loi de commande PDC se représente comme

> i(2()) i (2(1) (A — Bik;) () (3.84)

175=1

M:

7

La stabilité de ce systeme en boucle fermée nécessite de trouver des gains de commande
tels que la dérivée de la fonction de Lyapunov quadratique V (z(t)) = z(t)T Px(t), avec
P > 0, soit négative. Cette dérivée, le long des trajectoires du systeme (3.84), est définie

par :

V() = 33 mal=0) i (2(0)a ()T (A; — BK)'P + P(A; = BK))e(t) <0 (3.85)

i=1j=1

En posant G;; = (A; — B;K;), nous énongons les conditions suffisantes suivantes.

Théoréme 4.1 [XQO03] : Le multi-modeles en boucle fermée (3.84) est asymptotique-

ment stable s’il existe une matrice symétrique P > 0 et des matrices @Q);; avec @Q;; = Z-Tj,
satisfaisant les inégalités suivantes :

G P+ PGy + Qi < 0, (3.86)

(Gij;sz) P+P( zJ+GJz) +Q'LJ +Q < O pour Z < j, (387)
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Qll oo QIM
S : >0 (3.88)
QMl e QMM

pour i,j = 1,2,..., M, a l'exception des paires (4, j) pour lesquelles yi;(2(t))p;(2(t)) =

Démonstration
Soit V(z(t)) = z(¢t)T Px(t) une fonction de Lyapunov quadratique. Sa dérivée tem-

porelle, calculée le long du systéme (3.84), est donnée par :

V(a(t) =o(t)" 322 m(=(E)i;(+(1) (GEP+ PGy) (1)

=x(t)" > ui(2) (GEP + PGyi) x(t)

=1

+ x0TI m(2)y(2) ((Gz’j +Gj)' P+ P(Gy + Gji)) x(t)

=1 j>i
Les conditions 3.86 et 3.87 garantissent que V (z(t)) = z(t)T Pxz(t) décroit,
soit V(x(t)) < 0
1. Conception du controleur flou stable

En utilisant les inégalités matricielles linéaires (LMI) suivantes pour des systémes
flous continus, il est possible de déterminer les gains de retour d’état F; et la matrice

P (si une solution existe).

Trouver X > 0 et M;(i =1,...,7) tels que :

~ XA — A X+ M,"B + B;M; >0,

—XA —AX - XA] - A;X

(3.89)
pour i < jet hyNh; # ¢
ol

126



Chapitre 3. Les commandes non linéaires et robustes

Les F; et une P commune sont obtenus comme suit :
P=X"1' F=MX" (3.91)

a partir des solutions X et M;.

. Conception de controleur flou avec des conditions de stabilité relaxées

Trouver X > 0,Y >0, et M;(i =1,...,r) satisfaisant

~ XA —AX+M'B + BM; — (s—1)Y >0,

2Y — XA — AiX — XA] — A; X

(3.92)
+M] B} + B;M; + M; B} + B;M; >0,
pour ¢ < j et h; N h; # ¢,
ou
X=P' M=FX Y=XQX. (3.93)

Les F;, une P commune, et une () commune sont obtenus comme suit :
P=X"1' F=MX"1' Q=PYP

a partir des solutions X, Y, et M;.

. Conception de controleur flou avec un taux de décroissance

La condition de taux de décroissance V(z(t)) < —2aV (z(t)) pour toutes les trajec-

toires est équivalente a :

G P+ PG+ 2aP <0 (3.94)
pour tout ¢, et
(GJ;FGJ> P+P (GJ;G”> +2aP <0 (3.95)

pour i < j a l'exception des paires (i, j) telles que h;(z(t))h;(2(t)) = 0,Vt, ou a > 0.

Pour maximiser «, résolvez le probléeme de minimisation de la valeur propre généralisée
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(GEVP) suivant :

maximiser « (3.96)
My, M,

sous réserve de

X >0,

— XA — A X + M;B] + BiM; —2aX >0,

- XA - A4 X - XA] - A;X (3.97)
+ M B + BiM; + M B] + B;M; — 40X >0,

pour i < j et hy N h; # ¢,

ou

X=P' M =FX.
4. Conception de contréleur flou avec un taux de décroissance dans des

conditions de stabilité relaxées

La condition de taux de décroissance est donnée par :

GLP + PGy + (s —1)Q + 2aP < 0,

(GU;GJZ) P+ P (GU;GTL> —Q+2aP <0, (3.98)

pour ¢ < j et hy N hj # ¢,

ou «a > 0.

Pour maximiser «, résolvez le GEVP suivant :

maximiser a (3.99)
X7Y7M1 ----- M,
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sous réserve de

X>0, Y>0,

— XA — A X+ MB + BM; — (s —1)Y — 2aX >0,

2Y — XA — A X - XA] — A X (3.100)
+ M/ B + BiM; + M;' B] + B;M; — 4aX > 0,

pour i < j et hy N h; # ¢,

ou

X=P' M=FX, Y=XQX

. Conception de controleur flou avec contrainte sur ’entrée
Théoréme 4.2

Supposons que la condition initiale z(0) soit connue. La contrainte ||u(t)|2 < p
est respectée a tout moment ¢ > 0 si les inéquations matricielles linéaires (LMI)

suivantes sont vérifiées :

1 z(0)"
>0, (3.101)
z(0) X
X M
>0 (3.102)
Mi ,u2[

on X =P let M, =FX.
Preuve.

Supposons que V(z(t)) = 2 (t) Pz(t) soit une fonction de Lyapunov et

2" (0)Pz(0) < 1.

Alors,
1—2"(0)X *x(0) >0, (3.103)

ou X = P~ L’inégalité (3.103) est transformée en (3.101) par la procédure du

complément de Schur.
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La dérivation de (3.102) est la suivante : a partir de ||u(t)||2 < p,

uT(Bu(t) = 303 By (=) (O F Fy(t) < p.

i=1j=1
Par conséquent,

S S a0y () (O Fyn(t) < 1. (3104

2
[ )

Puisque 2" ()X tz(t) < 2" (0) X 'z(0) < 1 pour t > 0, si

S S (a0 () F Fy(t) < o7 (5)X (), (3.105)

K1 =1

alors (3.104) est vérifiée. Par conséquent, nous avons

> S GO0 (0 (LFTE - X alo) <o (3.106)

i=1j=1

A partir du c6té gauche de (3.106),

1 1 _
X Lﬂ (FJFZ- + FjTFJ) — 2 (Fl.T — FJT) (F; — Fj) —2X 1] x(t) (3.107)

< 5 S GG |15 (FTF+ FTB) - 25 al0

Si

1
2ﬁﬁfﬂ—x—lgo, (3.108)

alors (3.106) est vérifiée. En définissant M; = F; X pour (3.108), nous obtenons

1
— M M;— X <0.
il
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L’inégalité (3.102) peut étre obtenue a partir de I'inégalité ci-dessus par la procédure
du complément de Schur. Une autre solution pour obtenir (3.102) est la suivante. A

partir de (3.106), nous avons

En multipliant les deux co6tés de I'inégalité ci-dessus par le bloc-diagonal { X I },

nous obtenons
r X M,L-T

;hi(z(t)) M 21 > 0.

Ainsi, nous arrivons a la condition (3.102). Cette dérivation est plus directe et

compacte.

Exemple

Considérons un systeme dynamique non linéaire a deux états décrit par le systeme flou

de Takagi-Sugeno (T-S) :

Si xy est Pl et xg est Ps, alors i'(t) = Ajx(t) + byu(t).
Si w1 est Pl et a9 est P3, alors 22(t) = Asx(t) + bou(t).
Si x1 est PZ et xq est Py, alors #3(t) = Azx(t) + bsu(t).

Si z; est P? et @y est P2, alors i (t) = Ayz(t) + bau(t).

ou

0 1] 0| 0 1] [0 ]
AIZ 7b1: 7A2: 7b2:

9 9 1 3 9 1

0 1] 0] 0 1] [ ]
A3: 7b3: 7A4: 7b4:

9 1 1 31 1

Notez que chaque systéme conséquent est controlable mais instable.

Les valeurs propres de A; sont 1 + j, celles de Ay sont 1 4 jv/2, celles de A sont
0.5 £ 71.32, et celles de A4 sont 0.5 £ 51.66.

Par conséquent, ce systeme flou T-S est non linéaire et instable.
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Pour le stabiliser, nous concevons un contrdleur de placement de poles distribué parallele
avec des lois de commande de feedback d’état pour placer les valeurs propres en boucle
fermée de chaque systeme a —1 + j.

Le controleur distribué parallele est donné par :

o Siz(t) est Pl et xy(t) est P}, alors u'(t) = —kix(t).
o Siz(t) est Pl et wo(t) est P%, alors u?(t) = —kox(t).
o Sixz(t) est P? et xo(t) est P}, alors u(t) = —ksx(t).
o Six(t) est P? et wo(t) est P2, alors u'(t) = —kyz(t).

oﬁklz{o 4},]@:[—1 4}7153:[0 3],etk4:[—1 3}

La loi de commande appliquée a la plante est donc :

u(t) = — [k1&1(t) + kaba(t) + ks&3(t) + kaa(t)] 2(2)

La condition (3.98) pour la stabilité se traduit par 16 inégalités pour ce probleme
particulier.

G (A1 — biky) + (A — blkl)TG <0,
G (A — biks) + (A — biks)" G <0,

G (Ay — baky) + (Ay — byky)" G < 0.
Il a été vérifié que la matrice
1509 347
347 653

satisfait ces 16 inégalités linéaires matricielles (LMIs).
Cette matrice G a été trouvée a 1'aide de la boite a outils Matlab LMI Control Toolbox.
Par conséquent, nous sommes assurés que le contréleur distribué parallele ci-dessus
rend le point £ = 0 globalement asymptotiquement stable dans le systeme en boucle fermée

susmentionné.
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s x10% ‘

Etats
N

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Temps

Fig 3.9: Trajectoires d’état du systéme en boucle ouverte
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-0.6
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Temps

Fig 3.10: Trajectoires d’état du systéme sous le controle distribué parallele

3.5 Stabilisation par Retour de Sortie

Les lois de commande traditionnelles nécessitent un acces complet aux variables d’état
du systeme. En absence de cet acces, une commande par retour de sortie, qu’elle soit

statique ou dynamique, peut étre mise en oeuvre. Cette approche a été largement étudiée

récemment, comme le souligne [Oud08§].
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Cette section est divisée en deux parties. La premiere aborde les conditions de stabilité
pour un multi-modele avec une commande par retour de sortie statique, en utilisant des
fonctions
commande par retour de sortie dynamique basée sur un observateur.

La loi de commande statique est définie par :

u(t) = Z:M(Z(t))piy(t)a (3.109)

et pour le multi-modele en boucle fermée :

M M
#) = 303 =0y (2(0) (A + BEC) a(0) (3.110)
i=1j=1
Selon le Théoreme 4.1, la synthese de la commande par retour de sortie statique est
effectuée en remplacant G;; par flij = A, + B;F;C.

Les conditions de stabilité sont :

AP+ PA;+Qyu <0 pouri=1,...,.M (3.111)
A+ A\ A + Ay
(”2ﬂ> P+P (ZJQJZ) +Qij + Qi <0 pour i < j (3.112)
Qll QlM
>0 (3.113)
QMl QMM

-
ij

avec ()j; =

Ces conditions, non linéaires en P et F}, ne peuvent étre linéarisées par un changement
de variables. Toutefois, si la matrice de sortie C' est de plein rang ligne, une formulation
convexe peut étre proposée.

Théoréme 4.3 : Supposons l'existence de matrices X > 0, NV;, M, et @;; avec

_ T C e )
Qji = @, satisfaisant :

A5P+PAii+Qii<O 1=1,.... M (3.114)
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(Ai+A) X + X (A;+ A)" + (B;N; + B,N;)C + CT (B;N; + B;N;)"
+Qi+ Qi <0,0<y

(3.115)

Qll ce QIM
S ; >0 (3.116)
QMI e QMM

Si CX = MX, le multi-modele est globalement asymptotiquement stable, et le retour

de sortie non linéaire est donné par :
FZ' == N,L'Mil.
Il est supposé que la matrice de sortie C' est identique pour tous les modeles locaux.

3.5.1 Stabilisation par Retour d’Etat Reconstruit

La loi de commande basée sur observateur est :

u(t) = =8 wa(2(1) K (t). (3.117)

Le modéle augmenté, incluant l'erreur d’estimation e(t) = x(t) — &(t), est :

MU A; — BiK; il €z
S Oy | TP PR )

(3.118)
é(t) =1 j=1 0 A, — L;,C; e(t)

Si CX = MX, le multi-modele est globalement asymptotiquement stable, et le retour de

sortie non linéaire est donné par :
F,=N,M"

Etant donnée que toutes les variables de décision z(t) sont mesurables, il a été démontré
que le principe de séparation est garantie [MSH9S].
On peut donc déterminer les gains du multicontroleur K; et les gains du multiobservateur

L; séparément a partir des conditions suivantes
GLP + PG+ Qi <0 (3.119)
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<Gz]J2FG]z) Pl + Pl (Gzy;FGJz) + Q” + Q]Z S 0 1 < ] (3120)
Qu ... Qi
>0 (3.121)
Qm - Quu
(A; — LiC)" + P(A; — LiC)) + S;; <0; i=1,....M (3.122)
LCidA—L.C:\T LiCidAi—L:C: . X
(AZ LZCJ;A’ LJCZ) P+ P <A’ LZCJ;AJ LJCZ) + 5, +5;; <0 1<) (3.123)
Sll e SlM
>0 (3.124)
SMI Cen SMM

Ol\,lGZ'j:Ai—BZ‘Kj,Pl>O,P2>O,jS: getS]Z:S;I;

3.6 Stabilisation quadratique et non quadratique

3.6.1 Théoreme des valeurs moyennes différentielles

Dans cette section, nous examinons l'approche basée sur le théoreme des valeurs
moyennes différentielles (DMVT) pour les fonctions a valeurs scalaires et vectorielles.
Cette méthode permet de représenter la dynamique non linéaire de 'erreur d’estimation
sous la forme d’un systéme Linéaire a Parametres Variants (LPV), une approche qui sera
exploitée dans la suite.

Considérons f(x) € R" — R™, une fonction continue sur l'intervalle [a,b] € R" et
différentiable dans Co(a,b). Alors, il existe un vecteur ¢ € Co(a,b), avec ¢; # a, ¢; # b
pour i = 1,...,n, tel que [IMRM10] :

n,n,2

fla) = f(b) = Z Hiji(cj)dix | (@ =) (3.125)
i,5,k=1

Ou Hji(c;j) représente les éléments de la matrice Jacobienne de f évaluée en c et d;jy,

sont des coefficients appropriés qui dépendent des dérivées de f. Cette représentation est

utile pour analyser et contrdler les systemes dynamiques non linéaires en les approchant

par des systemes LPV.
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tel que

g2t ()]~ 51t (c;)

0ij1 = af?zj af?Zj
T e g (e
OF: o aFf:
5 gk ()™= 5l (¢5)
ij2 — 7907, - 197 ;
J [872(cj)]7rLaL_[aT;(cj)]7rLz7L

6ijl~c Z 0 et (51']'1 + 52']'2 =1

. . afz mazx
Hij = €n(2)eg(ﬂ)[8$'(cj)]
J
i
0 0 0 0
jo|0 (g 00
Hij = ot
0 0 00
0 0 0 0
0 0 00
Hijo = en(l)eg@)[ax (¢j)]
J
i
0 0 00
jo |0 gm0 0
Hij = o0
0 0 00
0 0 00
0 0 00

(3.126)

(3.127)

(3.128)

(3.129)

(3.130)
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Exemple d’illustration

Soit une fonction bidimensionnel f(z) : R*> — R? | continue et différentiable sur
Co(X,Y) tel que :
flx) =[f1(z) f2(x)]7, avec X = [X1 X2]T et Y =[V1 Y2|T.

D’apres le théoréme des valeurs moyennes, on peut écrire:

[3hImee 0 0 [ghme 00
f(X) - f(Y) = ! X 6111 + 2 X 5121 + 5 X 5211
0 0 0 0 [aﬁ]m(m 0
1
_0 0 Of1 1min 0 [%]mzn
X 0921 + o X 0112 + O X 0122+

0 [gﬁ]max 0 0 0 0
L T2

0 0 S & 0 0 5 X1 Y1

) X 0212 ] X 0222 | X -

(gm0 0 [y x2| |y

3.6.2 Stabilisation par retour de sortie quadratique

L’objectif de cette section est de concevoir un controleur a retour d’état basé sur des
états estimés pour assurer la stabilité du systeme non linéaire en boucle fermée.

Avant de présenter la conception de notre controleur, nous introduisons I’hypothese
suivante, non restrictive :

Hypothese
e Nous supposons que le signal de référence est borné.
e Les paires (A;, B) sont contrdlables.

Considérons le systeme flou de type Takagi-Sugeno suivant :

&(t) = Yoy ha(E(x(t))) (Asx(t) + Biu(t)) + F(t)
y(t) = Cx(t)

(3.131)

ou F'(t) représente le vecteur d’entrée inconnu. Ensuite, I'observateur d’état correspon-
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dant est représenté comme suit :

Z hi(€ ) (AiZ(t) + Byu(t)) + L(y(t) — y(t))
y(t) =Cz(t)

(3.132)

La loi de commande pour le systéeme donné par (3.131) est définie par un retour d’état
ut) = —-K (( — .t +/ ) — z(t ) (3.133)
Définissons l'erreur de suivi comme :
ec(t) = x(t) — x.(t) (3.134)
Alors, la relation (3.133) devient :
ult) = =K ((eet) = &) + [ (eclt) — 1)) (3.135)
En substituant (3.135), nous obtenons la dynamique de 'erreur de suivi :

= Z hi(t) [(As — BiK) e (t) + BiKeé(t)

(3.136)
~BiK/ (ec(t) = é(t)) dt + E - F(t)]
ou
_ _ z(t)
— | 4 1| et Fl) -
F(t)
Définissons le vecteur augmenté e, (t) comme :
é(t)
ea(t) = | ec(t) (3.137)
J (ec(t) — e(t)) dt
Apres manipulation, la dynamique du systéme augmenté devient la suivante :
Zh ) (Agea(t) + BoU,(t)) (3.138)
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A —LC 0 0 10
ol A, = | B;K Ai—BK —BK |B.=|0 £ etU,=|%]
—1 I 0 00

L’estimation d’état et I'erreur de suivi peuvent étre écrites sous la forme :

e(t) = (Ao — LO) &(t) + (0(x) — ©(2))
é(t) = (Ag — By K) ec(t) + By Ké(t) (3.139)

+ By K/ (eo(t) — 6(t) + E - F(t) + ® (2, 2.)

ou :

Zh(Z BK)e,(t) + BKe(t)
~BK / (cclt) ~ 2(0)))

En utilisant ’approche du théoreme des valeurs moyennes:

(& — z0) (3.140)

ou ¢ €] — z.[ Maintenant, nous appliquons la transformation de non-linéarité sectorielle,

le systeme augmenté 3.139 peut s’exprimer comme :

Zh t)Ageq(t) + BuU,(1) (3.141)
ol
Ao+ A, — LC 0 0
Ay=| By K Ao+ A — By K —By K
-y I 0

La présence de perturbations d’entrée U,(t) affecte la performance de controle du
systeme global. Par conséquent, une performance de suivi H* a été considérée.

Théoreme 4.4

Le systéme en boucle fermée (3.141) est asymptotiquement stable avec une performance
de suivi garantie H>, sil existe des matrices P = PT > 0 et un 42 prescrit tel que inégalité

matricielle suivante soit réalisable

e 1 — —
A, P+ PA, + P BaBP+ Q<0 (3.142)
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3.6.3 Stabilisation non quadratique

Le controleur est concu en utilisant le retour d’état classique.
u(t) = —F (z(t) — z.(t)) (3.143)

ou F est le gain du contrdleur a concevoir, (x(t), z.(t)) sont respectivement les états
réel et désiré.

Tout au long de cette section, nous supposons que (dz.(t)/dt = 0), et ensuite, le
théoreme suivant est utilisé pour dériver les critéres de stabilité.

Théoréme 4.5 Pour tout 4, = 1,...,r, s'il existe H, E;, N;, et Q > 0, qui rendent les
inégalités matricielles linéaires (3.144)-(3.146) valides, le modele descripteur TSF (3.131)

avec le controleur a retour d’état (3.133) est asymptotiquement stable
Hi=H+FE; >0 (3.144)

H; A+ AT H; — BN; —N'BF +(n —1)Q <0 (3.145)
HiA; + AT H; + Hp Ay + ATH; — BiN; — NB] — BN; = N'Bl —Q <0 (3.146)

ot N = FH,; et H, E; sont définis par (3.144).
Preuve.

La boucle fermée du systeme TSF (3.131) avec la loi de contrdle (3.133) devient :

i(t) = i:lum (A — BiF)(t)

la dynamique de I'erreur d’état peut étre représentée comme :

é(t) = (t) — 2.(t)

alors

é(t) =(Ag — BoF)e(t) + BoFx.(t) +{Y(x(t)) =Y (z.(1))}
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ou

i=1
T (2(t)) = i;ux 0) (T = BiF) a.(t)
Le théoreme des valeurs moyennes a été exploité pour définir les termes non linéaires
comme :
Y ((0) ¥ (e(0) = 200 ) — 20) | 20t
alors,

g=2""

— ; pi(z) (A; — BiF) e(t) +{BoFx.(t) + v (z.(t))}

Soit V' (z) une fonction de Lyapunov intégrale de ligne, et sa dérivée temporelle est

V(w) = ()" {PAi + AP — PiBF —F"BI'P;} x(t)

soit

T T

> i) () {Pi (4 = BiF) + (AT — F"BT)P:}

=

Z 12(2) {Pi (A — BiF) + (AF — FTBT) P}
+ Z > i) () {P: (A; — B;F) + (AT — F"B]) P,
P; (A — BiF) + (AT — F'BI') P;}

Nous pouvons réécrire II(z) sous la forme :

i=1 j>i

D) <2 Y wl)(@)Q + Z 12(@) {Pi (A — B.F) + (AT — F'BI) Pi}

< Xr:u?(x) {Pi(Ai— BiF)+ (AT - F'BI)Pi}  +(n—1)Q <0

i=1

alors, pour tout = # 0,V (z) = z(t) T (x)z(t) < 0.
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3.7 Exemple

Un exemple numérique est fourni pour montrer 'efficacité des conditions de stabilité

et de stabilisation proposées.

ou
—0.7 —bHa+2b 0
A = , Bi=DBy=
1.4b+a -7 1
0.1 —5a + 2b
Ay =
—-0.2b+a -7
t 1
hl(t) = xl( ;—i_
T — 2ot
a(t) = 220,

La paire (a € [—15,—5] et b € [—10, 10]) est ajustée pour comparer les zones réalisables
pour les Théoréemes basées sur les fonctions quadratiques et non quadratique.

L’inégalité (3.144)-(3.146) permet de calculer les matrices Py, Py, et @

0.0351 0.1276 0.1457 0.1161
1= ) 2 =

0.1276 0.7454 0.1161 0.6799

0.0710  —0.0068
—0.0068 0.2172
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Fig 3.11: Domaine de faisabilité

La Figure (3.11) représente la région stable des LMIs via les Théorémes basées sur
les fonctions quadratiques et non quadratiques. La région réalisable obtenue avec le
Théoreme 4.5 couvre la région stable donnée par le Théoreme de la fonction quadratique,
ce qui démontre que les contraintes LMI via des fonctions non quadratiques sont moins
conservatrices que la forme quadratique classique. Lorsque a = —14 et b = 10, les criteres
de stabilisation a travers la premiere Théoreme sont irréalisables, signifiant qu'un controleur
stable ne peut pas étre obtenu par ces approches. Cependant, en utilisant le Théoréme 4.5,
les conditions de stabilisation sont résolues sous les régions LMIs. Les matrices positives
sont obtenues comme suit :

0.0110 0.0005 0.0110 0.0005

}ﬂ:: ) }3‘_

0.0005 0.0109 0.0005 0.0118

0.2315 0.0384
0.0384 0.2028

et les gains du controleur

F =0.4433 — 0.1695]

La Figure (3.12) représente les résultats de simulation des réponses d’état en boucle
fermée lorsque les conditions initiales sont x(0) = [—3 1]. Les réponses d’état montrent que
le contrdleur proposé est stable. Le signal de commande u(t) est montré dans la Figure

(3.13).
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The input u(t)

The state trajectory
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Fig 3.12: Trajectoires d’état du systéme
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Fig 3.13: Signal de commande u(t)
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3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exploré des méthodes avancées de controle des systemes
non linéaires, notamment la linéarisation par rétroaction, l'intégrateur par Backstepping
et la commande par mode glissant. Une attention particuliere a été accordée a la méthode
de réaménagement de Lyapunov, qui joue un role clé dans la stabilisation des systemes
non linéaires et permet de garantir leur robustesse face aux incertitudes. Ce chapitre a
mis en évidence les limites des méthodes traditionnelles de commande, qui reposent sur
I’hypothese d'une connaissance parfaite du modele du systeme. Or, dans de nombreuses
applications pratiques, ces hypotheses sont difficiles a satisfaire, rendant les approches
classiques inefficaces face aux incertitudes et aux erreurs de modélisation. Ce constat
souligne 'importance du développement de stratégies de commande robustes et adaptatives,
capables de s’ajuster dynamiquement aux variations et perturbations du systéme. A cet
égard, les techniques de commande robuste, telles que la commande par mode glissant et
la commande Backstepping robuste, offrent des solutions performantes pour atténuer les
effets des incertitudes et améliorer la stabilité des systéemes non linéaires en boucle fermée.
Ces approches permettent non seulement de garantir une stabilité asymptotique, mais aussi
de rendre les systemes plus résilients aux perturbations et aux variations des parametres,
ce qui est essentiel dans des domaines critiques tels que 'automobile, ’aérospatial, la
robotique et les réseaux électriques intelligents. En conclusion, I’évolution des méthodes
de commande non linéaires ouvre de nouvelles perspectives pour le contréle des systemes
complexes. La combinaison de techniques robustes et adaptatives constitue un levier
stratégique pour le développement de systemes autonomes et intelligents, capables de
fonctionner efficacement dans des environnements incertains. L’optimisation continue
de ces approches représentent une voie prometteuse pour la conception de systemes de
commande toujours plus performants et adaptatifs.

Ce chapitre a abordé egalement de maniere approfondie la conception de controleurs
stabilisateurs pour les systeémes flous de type Takagi-Sugeno, un élément clé dans le
domaine des systemes et de la régulation automatique. En mettant 'accent sur les
fonctions de Lyapunov, a la fois quadratiques et non quadratiques, nous avons exploré
diverses méthodes innovantes pour la synthese de contrdleurs. L’utilisation de ces fonctions

dans le contexte des systemes TS a prouvé leur efficacité pour assurer la stabilité globale
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asymptotique en boucle fermée.
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CHAPITRE 4

APPLICATION DE LA COMMANDE ROBUSTE AU
MOTEUR SYNCHRONE A RELUCTANCE

4.1 Introduction

Les systémes non linéaires posent des défis majeurs en matiere de commande en raison
de leur complexité et de I'inapplicabilité du principe de superposition. Les méthodes
traditionnelles de commande, basées sur des modeles linéaires, bien qu’efficaces dans
certains cas, s’averent souvent inadaptées lorsque les non-linéarités du systéme sont
significatives. De plus, ces approches reposent généralement sur I’hypothese que le modele
du systeme est parfaitement connu, ce qui est rarement le cas en pratique.

Dans ce chapitre, nous explorerons différentes stratégies de commande adaptées aux
systemes non linéaires. Nous commencerons par examiner des techniques classiques
telles que la commande linéarisante entrée-sortie et le Backstepping, qui permettent de
transformer un systéme non linéaire en un équivalent linéaire sous certaines conditions.
Nous analyserons ensuite les limites de ces méthodes face aux incertitudes et aux erreurs
de modélisation.

Pour pallier ces limitations, nous nous intéresserons aux approches de controle robustes,
qui offrent une meilleure résilience face aux perturbations et aux imprécisions du modele.
En particulier, nous présenterons trois techniques majeures : la commande par mode
glissant, la méthode de réaménagement de Lyapunov (Lyapunov redesign method) et la com-
mande Backstepping robuste. Ces méthodes s’appuient sur des concepts d’approximation

adaptative et de compensation des incertitudes afin de garantir la stabilité du systeme,
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méme en présence de variations dynamiques importantes.

L’objectif de ce chapitre est ainsi de fournir une vue d’ensemble des approches mod-
ernes de commande des systemes non linéaires, en mettant en lumiere leurs principes
fondamentaux, leurs avantages et leurs domaines d’application.

Ce chapitre expose egglement une série des résultats pertinents en matiere de synthese
de controleurs stabilisateurs pour les systemes flous TS, en s’appuyant sur ces deux types

de fonctions de Lyapunov et en intégrant le théoreme des valeurs moyennes.

4.2 Méthodes de commande des systémes non linéaires

Dans le domaine de la commande des processus, il existe deux grandes catégories de
méthodes, en fonction de la nature des systemes considérés. La premiere catégorie concerne
les systeémes linéaires stationnaires, qui se subdivisent en trois phases principales [DH11]:

Les méthodes fréquentielles classiques (1930-60) : Ces méthodes, basées sur des
principes théoriques et des criteres graphiques, sont utilisées pour évaluer la robustesse
des systemes.

Les méthodes optimales (années 60) : Introduisant des techniques basées sur la
représentation d’état des systemes, elles incluent notamment les méthodes LQ (linéaires
quadratiques).

La renaissance des méthodes fréquentielles (années 80) : Cette période marque
un retour a l'accent sur la robustesse, avec un intérét particulier pour les contraintes sur
certaines normes matricielles, menant au développement de la méthode H*°.

La seconde catégorie concerne les méthodes de commande adaptées aux systemes
non linéaires. Ces systemes présentent de nombreux défis, et les approches existantes
comprennent la linéarisation entrée-sortie, I'intégrateur Backstepping, la passivité et la
commande basée sur la fonction de Lyapunov. Toutefois, ces méthodes présentent des
limites, notamment en termes de robustesse.

Parmi les stratégies d’amélioration de la commande des systemes non linéaires, la
méthode H* se distingue. Elle représente une extension des méthodes linéaires aux
contextes non linéaires, et a conduit au développement des méthodes de séquencement
de gains. Les méthodes LPV (Linear Parameter-Varying) offrent également un potentiel

significatif pour traiter la robustesse et la performance dans des scénarios non linéaires.
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Il est difficile de couvrir exhaustivement les méthodes de conception et d’analyse
du controle non linéaire dans un seul chapitre, d’ou la nécessité de simplifier certains
détails techniques. Les sections suivantes de ce chapitre se concentrent sur des méthodes
spécifiques de controle des systémes non linéaires, incluant la commande par linéarisation

petit signal, la commande par rétroaction, et l'intégrateur Backstepping.

4.2.1 Commande par linéarisation en régime de petit signal

La linéarisation en petit signal est une méthode employée pour simplifier les systémes
complexes en négligeant les termes non linéaires. Cette approche est particulierement utile
pour l'analyse des amplificateurs de puissance et des circuits électroniques [Ham19, Nob17].
Elle consiste a linéariser le systeme autour d’un point d’équilibre spécifique, puis a
développer un controleur stabilisateur en utilisant une rétroaction d’état linéaire, souvent
via des techniques telles que le placement de poles.

Considérons un systeme non linéaire défini par :

T = f(z,u) (4.1)

Ou la fonction f(z,u) est continiiment dérivable dans un domaine D, x D,, C R™ x R™.

Nous commencons par linéariser le systeme autour d’un point d’équilibre z., assumé
pour simplifier a lorigine, soit * = 0,u = 0. Ensuite, nous étudions la linéarisation
autour d’une trajectoire nominale z*(t). Finalement, nous introduisons le concept de
programmation de gain, une technique de controler par rétroaction basée sur la linéarisation
en plusieurs points de fonctionnement.

L’objectif de la linéarisation est d’approximer le systeme non linéaire donné par

I'équation (3.1) a l'aide d’'un modele linéaire de la forme :

&= Axr + Bu (4.2)

Avec A et B étant des matrices de dimensions respectives n X n et n x m. Il est
important de noter que ce modele linéaire représente une approximation précise du systeéme

non linéaire uniquement a proximité du point de linéarisation.

e Validité de l’approximation linéaire : Le modele linéarisé est une bonne
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approximation de la fonction non linéaire seulement lorsque x est proche du point
d’équilibre z.. Cependant, si z s’éloigne significativement de x., ’approximation
devient moins précise. Ainsi, en cas d’erreurs de modélisation ou de perturbations
externes, une loi de commande linéaire basée sur cette approximation peut se révéler

inadéquate si la trajectoire s’écarte trop de I'équilibre.

e Efficacité des techniques de commande par retour : Ces techniques, fondées
sur le modele linéaire, sont particulierement efficaces pour les systémes non linéaires
lorsque l'incertitude est faible. Elles permettent au controleur de maintenir la
trajectoire a proximité du point d’équilibre x.. Les contréleurs linéaires congus via
la linéarisation en petit signal se révelent performants en boucle fermée, notamment
lorsque les non-linéarités du systeme sont limitées ou ne conduisent pas a une

déstabilisation significative.

4.2.1.1 Linéarisation autour d’un point d’équilibre

La linéarisation autour d’un point d’équilibre consiste a approximer une fonction
ou un systeme d’équations différentielles pres d’un point d’équilibre en utilisant des
approximations du premier ordre. Cette technique est particulierement utile pour simplifier
les calculs et pour 'analyse des systemes non linéaires proches de leur point d’équilibre.

Lorsque nous linéarisons le systéme non linéaire donné par I’équation (3.1) autour du
point (z,u) = (0,0), le modele linéaire résultant est décrit par I’équation (3.2). Dans ce

modele, les matrices A € R™™ et B € R"*™ sont définies comme suit :

A= —(z,u) ;. B= gi(:c,u) . (4.3)

z=0,u=0 z=0,u=0

Si on considére que la paire (A, B) peut étre stabilisée, alors il existe une matrice
K € R™™ telle que les valeurs propres de (A + BK) se situent strictement dans le
demi-plan gauche du plan complexe.

Ainsi, en choisissant la loi de commande u = Kz, le modele linéaire en boucle fermée
est représenté par:

i = (A+ BK)z. (4.4)

Etant donné que toutes les valeurs propres de (A 4+ BK) se situent dans le demi-plan

gauche, la trajectoire x(t) converge asymptotiquement vers zéro.
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Toutefois, il est important de noter que la stabilité asymptotique obtenue par linéarisa-
tion est localement limitée. Cela signifie que la convergence asymptotique de z(t) vers
zéro est garantie seulement si la condition initiale 2(0) est suffisamment proche de z = 0.
Si cette condition n’est pas satisfaite, la trajectoire pourrait ne pas converger vers zéro,
voire devenir illimitée.

Considérons a présent un systeme non linéaire défini par :
(4.5)

Ou h(x,u) est continiiment différentiable dans un domaine D, x D, C R" x R™.
La linéarisation de ce systeme autour de x = 0,u = 0 aboutit a un modele linéaire

décrit par :

& = Az + Bu,
(4.6)
y = Cx + Du,

Avec A, B définis comme précédemment, et les matrices C' € RP*™ et D € RP*™

obtenues par les dérivées partielles de h :

C=—(z,u) ;. D= —(z,u)
8ZE z=0,u=0 au z=0,u=0
Si la paire (A, B) est stabilisable et que (A, C) est détectable, il est alors possible de
concevoir un controleur de retour de sortie dynamique a partir du modele linéaire, pour
assurer la régulation du systeme.
Exemple

Considérons un systéme non linéaire défini par:

Ty = Ty + T3,
.j?g = T3+ T1T3 — T2U,

Ty = T1 + U+ T3u,

Yy=2=a.

-
Il est facile de vérifier que x* = [ 000 } ,u* = 0 constitue un point d’équilibre

pour ce systeme.
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La linéarisation du systeme autour de ce point d’équilibre donne:

T 010 1 0
Ty | =10 0 1 xo |+ 0 |u
T3 1 00 T3 1
o
y:[l 0 O} To
T3

Supposez que nous visons a réguler la sortie avec des poles en boucle fermée placés a

s =—1=47 et s =—2, alors I’équation caractéristique désirée est donc :

$2+4s>+6s+4=0.

Pour cela, nous sélectionnons la loi de commande suivante :

u = —5x1 — 61y — 4x3.

Alors la dynamique en boucle fermée devient :

T1 = Ty + TaT3,
By = T3 + 1173 + Sx179 + 623 + 42073,

i3 = —4x) — 639 — 4wz — S5 — 6T0T3 — 43

La linéarisation de ce systeme en boucle fermée, représentée par les équations ci-dessus,

donne :
0O 1 0
A=A+BK=| 0 0 1
-4 —6 —4
Les valeurs propres de A, comme attendu, sont Ag=—1Ejet \3=—-2.

4.2.1.2 Linéarisation Autour d’une Trajectoire

Considérons le systéme non linéaire donné par 1’équation (3.1). Notre objectif est de

concevoir une loi de commande qui guide 1'état x(t) pour qu'il suive un signal désiré z4(t).
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L’erreur de suivi est définie par e(t) = z(t) — x4(t). Lorsqu'un controleur de suivi est
élaboré en se basant sur une linéarisation effective autour d’un point opérationnel z, € R™,
I'état x(t) tend a suivre z4(t).

Cependant, si la différence entre x(t) et x. augmente, I'approximation linéaire peut
devenir moins précise. En conséquence, un controleur linéaire congu sous cette approxi-
mation pourrait ne plus étre approprié, risquant d’éloigner davantage x(t) de 1'équilibre
Te.

Pour un suivi efficace, il est souvent préférable de concevoir une loi de commande
basée sur la linéarisation autour de la trajectoire souhaitée x4(t). Cette approche implique
que z4(t) soit connu a l'avance. Dans le cas ol z4(t) n’est pas directement accessible et
doit étre généré dynamiquement, éventuellement par un contrdleur externe, une stratégie
consiste a appliquer une linéarisation en petit signal autour d’une trajectoire nominale
*(t).

Cette trajectoire nominale z*(t) est établie en relation avec un signal de commande
nominal u*(t) et des conditions initiales 2*(0) = x, de maniere a ce que x*(t) soit conforme

a la dynamique du systeme.

5}
o
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—~
~
~
I

u(t) — u*(t). Alors

= flz,u) — f(z*u*) = f (@ +2%0+u*) — f(z%u"). (4.7)

En appliquant le développement en série de Taylor a f (z + x*, @ + u*) autour de
(z*,u*), nous obtenons :
of

f(@+a"a+u") :f(:v*,u*)+a—x(x*,u*)i+

af

%(x Jut) a4 F(t, x,a)

ou F désigne les termes d’ordre supérieur de la série de Taylor. Ces termes satisfont a la

lim <Sup £, 2, ﬂ)H) _0

I@@i—0 \ >0 ||(Z,a)]]

condition :

Cela signifie que, lorsque ¥ et 4 diminuent, F tend vers zéro plus rapidement que
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|(Z,@)]]. Avec cette expansion, I’équation (3.7) peut étre réécrite comme :

I = a—f(x*,u*)f-i—af

ox

8u( Jut) a4 F(t,x,a).

Dans une approximation linéaire, on néglige les termes d’ordre supérieur. Ainsi, la

linéarisation petit signal de (3.1) autour de la trajectoire nominale x*(t) s’écrit :
2= A(t)z + B(t)a,

Ou z représente 1'état du modele linéaire et les matrices A(t) : [0,00) — R™™ et B(t) :

[0,00) — R™™ sont définies comme :

0, * ok e} ® %
o Al AN BRI el CA
At) = %(:E,u) = )
r=x* u=u*
G e |
Bt)=Lww =
u
T=at u=u Afn * ok Ofn ok
g (aun) - g ()

En choisissant la loi de commande @ = K (t)z(t), la dynamique en boucle fermée est :
z = [A(t) + B(t)K(t)]2(t). (4.9)

Si la paire (A(t), B(t)) est uniformément entierement controlable, il existe alors un K (¢)
tel que le systeme en boucle fermée (3.9) soit asymptotiquement stable, impliquant que
z(t) — 0, et donc z(t) — z*(t). Si la trajectoire nominale z*(t) coincide avec le signal
vectoriel désiré z4(t), cela conduit a une convergence asymptotique de l'erreur de suivi
vers z€ro.

Il convient de noter que ces arguments de stabilité sont basés sur le modele linéaire.

En appliquant la méme loi de commande au systeme non linéaire, nous avons :

u(t) = K(t) (x(t) — za(t)) + u*(t),
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et donc :
o(t) = f(z(t), K(¢) (z(t) — za(t)) + (1))

En linéarisant a nouveau le systeme en boucle fermée autour de x = x* = x4, u = u*,

nous obtenons :

e(t) = (AQt) + BI)K(t))e(t).

Lorsqu’on applique une loi de commande linéaire a un systeme non linéaire, cela résulte
en un systeme en boucle fermée localement stable de maniere asymptotique. La notion de
localité ici est définie en relation avec la proximité de la trajectoire nominale, c’est-a-dire
que la distance ||z(t) — x*(t)|| doit rester suffisamment faible pour tout ¢ > 0.

Si le systéeme non linéaire inclut une fonction de sortie, alors il est également possible
de déduire les matrices C(t) et D(t). En linéarisant le systéme non linéaire (3.5) autour

d’une trajectoire nominale z*(t), on obtient un modele linéaire exprimé par :

Ou A(t) et B(t) sont définies précédemment, alors que C(t) € RP*™ et D(t) € RP*™ sont

calculées comme suit :

- - D) = )

rx=x*(t),u=u*(t) rz=x*(t),u=u*(t)

Cette approche montre que la linéarisation autour d’une trajectoire offre des résultats
semblables a ceux obtenus en linéarisant autour d’'un point d’équilibre, la principale
différence étant que dans le premier cas, le modele linéaire change avec le temps.

Remarque : Il est important de noter que la linéarisation en régime de petit signal est
une approximation et qu’elle ne peut pas étre précise pour tous les cas. Dans la plupart

des cas, il est nécessaire d’utiliser d’autres méthodes de commande.

4.2.2 Linéarisation par Rétroaction

Cette section se penche sur la méthode de transformation des non-linéarités en sys-
temes linéaires par I’application de la rétroaction et le changement de coordonnées. Cette

technique, connue sous le nom de linéarisation par rétroaction, est largement reconnue
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et fréquemment utilisée dans le domaine du controle non linéaire [HS97, HG17, KALL23,
WWAD20]. Elle se concentre principalement sur la linéarisation de ’état d’entrée (input-
output linearization) [AKMT20, ACPS15] ou celle de lespace d’état (state-space lineariza-
tion) [WLT0T7].

Dans la linéarisation de ’état-d’entrée, 1'objectif est d’établir une relation linéaire entre
les entrées virtuelles (v) et les sorties réelles (y) [Kad00]. Un controleur linéaire est ensuite
congu pour le modele d’entrée-état linéarisé. Cependant, une partie du systeme reste non
linéarisée, exprimée par :

n=q(n,§) (4.10)

Ot 7 est un vecteur de dimension (n — r) composé de variables d’état transformées et g
un vecteur de dimension (n — r) de fonctions non linéaires. Les approches de linéarisation
entrée-sortie sont limitées aux cas ou ces dynamiques résiduelles sont stables.

En ce qui concerne la linéarisation de l'espace d’état, 'objectif est de linéariser la
relation entre les entrées modifiées et ’ensemble des variables d’état transformées. Ceci
est réalisé en définissant des sorties artificielles, permettant de générer un modele de
rétroaction linéarisé ou la dimension d’état est r = n.

Un controleur linéaire est alors élaboré pour ce modele linéaire d’entrée-état. Néanmoins,
cette méthode peut ne pas simplifier la conception du controleur, car la relation entre les
entrées modifiées et les sorties originales (y) demeure généralement non linéaire. Ainsi,
pour de nombreuses applications de controle de processus, la linéarisation entrée-sortie est
souvent préférée a la linéarisation de I'espace d’état.

Dans certains cas, il est possible de linéariser simultanément les relations entrée-état et
entrée-sortie, si les sorties originales permettent de former un modele linéaire avec une

dimension r = n.

4.2.2.1 Linéarisation entrée-état

Considérez une classe de systémes non linéaires a entrée unique et sortie unique de la

forme :

(4.11)

OnzeDCRuycR, f:D— R g:D— R" etle domaine D contient I'origine.

Maintenant, nous abordons deux questions clés :
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1. Existe-t-il un changement de variables non linéaire z = = T'(z), et une entrée
§

de contrdle u = a(z) + B(z)v, qui transformeraient le systéme non linéaire dans la

forme partiellement linéaire suivante 7

If] - f0<7]7§)
£ = A+ Bv (4.12)
y=C¢

2. Existe-t-il un changement de variables non linéaire z = T'(x) et une entrée de
controle u = «a(z) + f(z)v qui transformeraient le systéme non linéaire dans la forme

completement linéaire suivante 7

4= Az+ Bu (4.13)

Si la réponse a la deuxieme question est affirmative, alors nous disons que le systeme
(3.11) est linéarisable par rétroaction.

Si la réponse a la premiere question est affirmative, alors le systéme (3.11) est considéré
comme linéarisable entrée-sortie.

Ces deux scénarios offrent des avantages significatifs pour la conception du controle,
car dans les deux cas, il est possible de se baser sur des techniques de conception linéaires
pour assurer la stabilité du systéme en boucle fermée.

Etant donné que tous les systémes non linéaires ne possédent pas nécessairement de
telles propriétés de linéarisation par rétroaction, il est crucial de comprendre les propriétés
structurelles requises pour qu'un systeme non linéaire soit susceptible d’étre linéarisé par
rétroaction.

Exemple de linéarisation par retour état-entrée d’un bras manipulateur

Prenons I'exemple d'un bras robotique avec une seule articulation, ou l'objectif est de
contréler la position angulaire 6 afin de suivre une trajectoire désirée.

La dynamique d’un tel bras robotique peut étre représentée par ’équation non linéaire
suivante :

7 = J6O + b + csin(f)

158



Chapitre 4. Application de la commande robuste au moteur synchrone d réluctance

0 représente la position angulaire de I'articulation.

0 et 0 sont respectivement la vitesse et I'accélération angulaires.

T est le couple appliqué a 'articulation.

J est le moment d’inertie du bras.

b est le coefficient de frottement visqueux.
e ¢ est un coefficient lié a la force gravitationnelle agissant sur le bras.

Pour linéariser cette dynamique, nous pouvons appliquer une technique de retour
état-entrée. Cette méthode vise a concevoir un contréleur qui, en agissant sur le couple 7,
permette a 'articulation de suivre précisément la trajectoire souhaitée, malgré la nature
non linéaire de sa dynamique. La stratégie de linéarisation implique généralement de définir
un nouvel ensemble de variables d’état et de choisir une entrée de controle appropriée
qui transforme le systéme non linéaire original en un systeme linéaire, facilitant ainsi la
conception du contréleur.

Nous visons a concevoir une entrée de contrdle 7 qui linéarise le systeme et nous permet
d’appliquer des techniques de contréle linéaire.

1. Introduisons les variables d’état 1 = 0 et o = 0.

j,’l:xg

iy = 5(T — bxy — csin(xy))

2. Choisissons une loi de commande par retour 7 = a(x) + S(z)v avec :

a(z) = bxy + csin(xy)

Blz)=J

Et une nouvelle entrée v qui est le signal de controle que nous utiliserons pour concevoir
notre stratégie de controle.

3. En appliquant I’entrée de controle au systeme, nous obtenons :

. 1
Ty = j(Jv)
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En simplifiant, nous avons un systeme linéaire :

ZEQZU

0.8 T

Theta (rad)
— — — - Theta désirée (rad)

0.7

0.6

Theta (rad)
o o o
w » w

o
N}

o
=
.

Temps (s)

Fig 4.1: Suivi de la position du bras robotique

La représentation dans 'espace d’état du systeme linéarisé est :

i’l 0 1 T 0
= —|— v
j32 0 0 ) 1

Ce systeme linéaire peut maintenant étre controlé en utilisant des méthodes de controle
linéaire standard, telles que le controle PID, pour suivre la trajectoire désirée pour 6.

En utilisant 'entrée de controle 7 = a(x) + B(x)v, nous avons effectivement annulé la
non-linéarité du systeme et créé un double intégrateur, qui est un systéme bien compris et
facilement contrélable dans le domaine du génie de controle.

Exemple de contrdle en altitude d’un quadricoptére par retour état-entrée

Considérons le cas du controle en altitude d’un quadricoptere UAV (Véhicule Aérien
Sans Pilote). Un quadricoptére est équipé de quatre rotors qui génerent de la portance et
controlent la position et 'orientation du véhicule dans I’espace. Pour cet exemple, nous
nous concentrons sur le controle de ’altitude, un systéme a une seule entrée et une seule
sortie (SISO).

La dynamique verticale du quadricoptere peut étre décrite par la seconde loi de Newton,
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avec la poussée comme entrée de contrdle et la gravité comme force externe constante.

mz =u—mg

Ou :

e 2z est 'altitude du quadricoptere.

e Z est I'accélération verticale.

e m est la masse du quadricoptere.

e u est la poussée totale générée par les rotors.
e ¢ est 'accélération due a la gravité.

Pour linéariser ce systéme autour d'un état de vol stationnaire, adoptons une entrée de
controle qui neutralise la force gravitationnelle et permet un controle direct de ’accélération

verticale.

1. Avec les variables d’état x1 = z et 9 = £, nous avons :

2. Concevons ’entrée de controle u de la maniére suivante :

u=m(g+v)

Ou v est une nouvelle entrée de controle virtuelle visant a atteindre l'altitude désirée.

3. En intégrant cette entrée de controle dans le systéme, nous obtenons :

.jZ'QI’U

Le systeme est ainsi transformé en un double intégrateur, un modele linéaire facile a
controler. Cette linéarisation permet ’application de techniques de controle linéaire

classiques, telles que le contrdle PID, pour atteindre et maintenir ’altitude souhaitée

efficacement.
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12 T T T T T T T T T
Altitude (m)
— — — - Altitude Désirée (m)
10-—7F—
8 |- -

Altitude (m)
(o]

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Temps (s)

Fig 4.2: Controle en altitude d’un quadrotor

4.2.2.2 Linéarisation par Rétroaction Entrée-Sortie

La linéarisation par rétroaction a été largement explorée dans les recherches sur les sys-
témes non linéaires, comme en témoignent diverses publications [ACPS15],[SKH93],[LML*11].
Dans cette sous-section, nous introduisons le principe de linéarisation entrée-sortie.

Considérons le systeme non linéaire a entrée unique et sortie unique (SISO) suivant:

(4.14)

OutuecR, yeRY 2 €R et f, g et h sont définies de maniere lisse dans D C R™.
La dérivée temporelle de y = h(z) est donnée par

J= Or @) (@) + S (gl

Si 9%(x)g(x) # 0 pour tout = € Dy, alors le systéme non linéaire est dit avoir un degré
relatif de un sur Dy. Cela indique que la variable de commande u affecte directement la
premiere dérivée de la sortie y; en d’autres termes, I'entrée et la sortie sont connectées par

un seul intégrateur.

162



Chapitre 4. Application de la commande robuste au moteur synchrone d réluctance

Si 2% (z)g(x) = 0 (c’est-a-dire, u n’influence pas directement §), alors nous continuons &
différencier la sortie jusqu’a ce que u apparaisse explicitement. Pour définir les dérivées de
second, troisieme ordre, etc., il est pratique d’utiliser le concept de dérivée de Lie, employé
en calcul différentiel avancé.

La notation pour la dérivée de Lie de h par rapport a f est définie comme

oh

Lih(a) = 5 (2)f (@)

Cette notation est utile pour traiter des dérivées successives, comme le montre 1’équation

suivante :

Lhh(z) = Ly Ly h(z) = 2 (L5 'h(@)) f(x)
LyLhh(z) = 2 (Lkh(z)) g(x)

Selon la définition de la dérivée de Lie, si

_on

(z)g(z) =0,

Nous continuons la prise de dérivées jusqu’a ce que LgL}_lh(m) # 0, ce qui signifie que
Ientrée de commande u apparait explicitement pour la premiere fois dans 1’équation de la
dérivée d’ordre r de la sortie, notée 3.

On dit que le systéme non linéaire (3.14) posséde un degré relatif r dans une région

Dy C D si les conditions suivantes sont remplies pour tout z € Dy :

LyLih(z) =0, i=0,1,2,...,r —2
LyL " h(zx) # 0.

Si un systeme possede un degré relatif r, alors
y") = Lih(x) + LyL} h(z)u.

En conséquence, le systeme peut étre linéarisé en entrée-sortie, car le controle par

retour d’état

1 T
u= W {—th(x) + v] (4.15)
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produit la cartographie linéaire entrée-sortie suivante :
Y™ =,

Cela correspond simplement a une chaine de r intégrateurs, qui peuvent étre aisément
controlés par une sélection appropriée de v. Cependant, a moins que r = n, il existe
d’autres états dans le systeme qui ne sont pas influencés par I’entrée de commande u. La
dynamique de cet ensemble d’états n — r définit ce qu’on appelle les dynamiques zéro du
systeme, qui sont discutées ci-dessous.

En utilisant des outils de géométrie différentielle, on peut démontrer que pour un
systéme avec un degré relatif r, il existe un difféomorphisme z = T'(x) qui transforme le

systéme non linéaire (3.14) dans la forme canonique linéarisable entrée-sortie

¢ = AoC + BoBy ' (1,¢) [u— ao(n, ¢)] (4.16)
y = CoC

-
Ou z = [nTCT} ,avecn € R*" (€ R, et (Ap, By, Cp) est une représentation sous

forme canonique d’un systeme composé de r intégrateurs en série :

010 ---0 0

0 01 0 0

Ag=| o L Bo=| i |,Co=|10 --- 0 0 |- (4.17)
0 1 0
_0 0 0_ _1_

Le difféomorphisme z = T'(x), avec T'(0) = 0, qui transforme le systéme non linéaire

(3.14) dans la forme canonique (3.16) est caractérisé par

%g(m)zo, pour i =1,2,...n—r
TnfrJrl = h(l’)
TTL—T+2 = th)(x)

T, = L 'h(x).
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Le systéme transformé, décrit par les équations (3.16), est considéré comme étant
sous une forme normale. En essence, le systeme non linéaire est décomposé en deux
composantes
qui décrivent la dynamique interne du systeme. La dynamique de ¢ peut étre linéarisée et

contrdlée en employant un contréleur de feedback de la forme

u=ap(n,C) + Bo(n, v

Ou v peut étre ajusté pour déterminer le taux de convergence de la dynamique de ¢ ou
pour réaliser le suivi d’une consigne. Les fonctions de controle de linéarisation par feedback

g et By sont déterminées a partir des dérivées de Lie calculées en différentiant la variable

de sortie : ()
thiz
ao(n,¢) = —— =1~
LyLy M@)o )
1
Bo(m,¢) = 17—
L,Ly h(x) T (1)

Les dynamiques zéro sont obtenues en fixant ¢ = 0 dans les équations de 7 :

1= ¢(n,0). (4.18)

Un systeme non linéaire est qualifié de phase minimale si les dynamiques zéro, décrites
par I’équation (3.18), possedent un point d’équilibre asymptotiquement stable dans D.
Les notions telles que le degré relatif, la décomposition en dynamiques 7 et ¢, la phase
minimale, les dynamiques zéro, etc., possedent des équivalents dans les systémes linéaires.
Pour ces derniers, la fonction de transfert caractérise la stabilité du systeme entrée-sortie
(par la localisation des racines du polynoéme dénominateur, soit les poles) ainsi que la
stabilité des dynamiques internes (par les racines du polynéme numérateur, soit les zéros).

Considérons un systeme linéaire d’ordre n décrit par la fonction de transfert

ST 4 by 1SV e bys + by

H(s)=k
() S+ @y L+ ags+ag

Ou r représente le degré relatif du systeme, c’est-a-dire, la différence entre 1'ordre du

dénominateur et celui du numérateur.
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Un modele d’état (non unique) pour ce systéme est donné par

T = Az + Bu

y = Cuz,

En supposant que r > 1, donc la matrice D est nulle. En dérivant la sortie y(t) par rapport

au temps, on obtient

y = CAzx + CBu.

Sir =1 (degré relatif 1), alors CB # 0. En revanche, si CB = 0, le degré relatif est
supérieur a 1 et nous devons continuer a dériver la sortie. En suivant cette procédure, on

peut montrer que pour les systeémes linéaires de degré relatif r,

CA'B=0, pouri=12,...r—2
CA™'B #0

La dérivée d’ordre r de y(t) obéit a I’équation
y" = CA"x + CA" ' Bu.

En outre, la dynamique du systeme linéaire peut étre divisée en deux parties comme

suit :
n=PF,+Q¢
¢ = Ao + Bo [CTC+ O+ ki (4.19)
y = CoC

Oune R"7"et ( €R, etle triplet (Ay, By, Cy) représente une forme canonique
de r intégrateurs, comme décrit dans (3.17). Les matrices P et () ont des dimensions
appropriées, C¢ est un vecteur de dimension r, et C,, est un vecteur de dimension (n — 7).

Les équations (3.19) représentent un cas linéaire particulier de la forme normale décrite
par (3.16). Les dynamiques zéro du systeme linéaire, définies précédemment pour la forme
normale générale des systémes non linéaires, sont obtenues en fixant ¢ = 0 dans (3.19), ce
qui conduit a

n=Pn. (4.20)

La stabilité des dynamiques zéro est déterminée par les valeurs propres de P. On
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considere que le modele est en phase minimale si toutes les valeurs propres se trouvent
dans le demi-plan complexe gauche. Notons que les valeurs propres de P coincident avec
les racines du numérateur de la fonction de transfert H(s), ce qui justifie le terme de
dynamiques zéro pour les systémes non linéaires.

Une question qui peut se poser est de savoir si tous les systemes non linéaires peuvent
étre mis sous cette forme normale canonique. En général, la réponse est non, car pour
certains systemes, le degré relatif n’est pas défini, comme dans le cas ou LgL’J}h(x) = ko1
avec ko une constante scalaire, indiquant que Lngj}h(x) est nul pour x; = 0 mais non nul
a proximité de x; = 0.

Nous abordons ensuite la conception du controle de suivi pour les systemes linéarisables
par feedback entrée-sortie. Supposons que l'objectif de controle soit de faire suivre a y(t)
un signal désiré y,(t). Définissons 'erreur de suivi par e(t) = y(t) — yq(t). Partant de la

forme normale (3.16), nous concevons la loi de controle par feedback

. - L;h(z) 1
u = ao(n,Q) + o, Qv =~ =m0 + eV (4.21)
Ot v est choisi comme suit :
0=y — ke — ke — o — ke — ke (4.22)
=y = S5 ky (Lih(z) — v).
Ces lois de controle (3.21), (3.22) entraine une dynamique linéaire de l'erreur
e+ k1D 4k 0e? 4o ke + ke = 0.
Ainsi, en choisissant judicieusement les coefficients {kq, k1, ..., kr_o, k-—1}, on peut déter-

miner de fagon arbitraire les racines de ’équation caractéristique :

S k18 bk 0" P+ ks + kg = 0.

Cette approche permet de faire converger I’erreur de suivi vers zéro de maniere asymptotique
et exponentiellement rapide.
En considérant la forme normale (3.16), il est a noter que cette stratégie de controle

se concentre uniquement sur les variables (. Il est également crucial de s’assurer que la
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dynamique interne, définie par 77 = ¢(n, (), demeure limitée lorsque la loi de commande
est appliquée aux dynamiques de (.

Si ya(t) reste borné pour tout ¢t > 0 et que la solution de

est bien définie, bornée et stable de maniere asymptotique et uniforme, I'application de la
loi de commande (3.21), (3.22) assure que ’état global reste borné et que 'erreur de suivi
e(t) tend vers zéro de fagon exponentiellement rapide.

Dans le cas particulier de la régulation vers l'origine, c’est-a-dire lorsque y4(t) = 0 pour

tout ¢ > 0, il est impératif que la dynamique zéro, exprimée par

= ¢(n,0),

soit stable asymptotiquement pour garantir la limitation des états globaux du systeme et
la convergence de 'erreur de suivi vers zéro.
En conclusion, pour les systemes linéarisables en entrée-sortie, il est essentiel de gérer

deux aspects :
e La dynamique de (, qui peut étre linéarisée via la variable de commande wu.

e La dynamique de 7, ou dynamique interne, qui est masquée par le u défini dans
(3.15) mais qui doit présenter certaines propriétés de stabilité (phase minimale) pour

assurer un controle stable du systeme dans son ensemble.

Exemple
Prenons 'exemple d’un systeme non linéaire a trois états, ou 1'objectif est de controler
le systeme en utilisant une commande linéarisante par rétroaction entrée-sortie.
Considérons un systeme non linéaire défini par les équations suivantes :

. 2422
I = —I1+ﬁ iy
Zt'gzl‘g

I3 =T33+ U

Y= T2
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Pour calculer le degré relatif :
Lyh(x) = [0 1 0] -g(@) =0

LoLh(x) = Ly { {0 1 0} f (w)}
—£,(e) = [0 0 1] -gl) =1
En conséquence, la dynamique interne du Systéme sera régie par
n° =m(n,0)

Dynamique zéro stable implique un systeme linéarisé par retour d’état stable.
Lyh(x) =0 1 0] gla) =0

Lo = £,{[o 1 o] @)}

= L,(es) = |0 0 1) -gla) =1

Le degré relatif est r = 2 < n = 3. La dynamique interne est d’ordre n —r = 1.

La matrice de transformation :

Ou T (z) = h(z) = x4,
nous avons

Ty(z) = Lih(z) = x5
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Avec =
29 = T3 Zg =0, HU=0V— T3

01 0
€= Af+Bv o A= CB=1|]. C:{l o}

y=0C¢ et &=

Maintenant, nous devons trouver la dynamique interne, pour cela, nous devons trouver

Ys(x) , P1(x) est choisi de sorte que L,41(x) = 0 (normal a n)

- NIRRT oL

— - 0

Assumer  W(x) = my(x) + xo(x)

2+x§@__1@_D dr,
1+23de, drg dmy 2413
drs 1+ a2

/dms:/—dxsims:—xs—i—cg

de 1 1
a2 _ :>/d :/ 1 d
dxs * 1—|—x§ e ( + 1+x§> 3

= my = 13 + tan" ' (z3) + Cy

V(x) = my +my = —11 + 25 + tan ' (z3) + C, + Csy

U(0)=0= V(z) = —2; + 23 + tan"*(z3)

To 2
o(z) = T3 = |29
—r1 + 23 + tan~!(x3) 23
La dynamique interne 7 = ¢ = ?;i - f(z)
n=1-10 1+ﬁ 'f(w):$1+$1$3+1xj_$;§

S = Tl(ZU) = T2

= Ty(z) = 2
& o(x) = x3 == (_521_1_52—}-*5&11_1(52)) [1+§2 <ii§§>1
n=—w1+ o3+ tan"" (z3) 2

170



Chapitre 4. Application de la commande robuste au moteur synchrone d réluctance

u
Commande par rétroaction d’une machine synchrone a aimants permanents
La dynamique d'une MSAP peut étre décrite par les équations suivantes :
0 =uw,
Wy =% (—bwT + 3pXiy + TL)
4 (4.23)
vy = Rig+ Lg% — w, Ly,
vy = Rig+ Lq% + wyLgtg + wp A
Ou :

e 0 est I'angle du rotor.

w, est la vitesse angulaire.

J est le moment d’inertie.

b est le coefficient d’amortissement.

p est le nombre de paires de poles.

A est le flux de liaison.

® iy et i, sont les courants sur les axes d et q, respectivement.

e vy et v, sont les tensions sur les axes d et q, respectivement.

R, Ly et L, sont la résistance et les inductances sur les axes d et q.

71, est le couple de charge.

Notre objectif est de réguler la vitesse du moteur, w,, tout en maintenant un couple
optimal. Pour cela, nous gardons la composante longitudinale du courant statorique,
14, constante. Nous mettons en oeuvre une stratégie de linéarisation entrée-sortie sur le
modele du moteur, permettant un découplage complet entre les commandes et les réponses
du systeme. Dans ce contexte, les variables de sortie a controler sont la vitesse du rotor
w, et le courant 7.

Y1 =1q, Yo = Wy (4.24)
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Ces sorties doivent suivre des trajectoires prédéfinies. Dans la stratégie de fonctionnement
a couple maximal, on impose ¢4, = 0, tandis que la vitesse w, doit suivre sa référence,
notée wyer, qui peut étre constante ou une fonction du temps.

Pour la sortie i4, la relation est :
En dérivant cette expression par rapport au temps, on obtient :

yl - thl(x) + Lg1h1(x)ud + L92h1<l‘>uq

o 8h1 8h1 8h1
= S f@ 5 (@)t S ga(@) g
Ld’Ld I Pwriy Ldud

L’entrée ug est intégrée dans ’équation de la dérivée de y;.
Pour la sortie y;, on identifie un degré relatif r; = 1. Concernant la seconde sortie s,

elle est définie par :
Yo = Wy = ]’LQ(I), ou VhQ = [O 0 1] .
La dérivation de cette expression donne :

QQ = thQ(I) + L91h2(x)ud + L92h2(£{]>uq

i 0 h2 0 hg ahQ
= T2 f@)+ G2 (@) ua+ S ga(a) g

3w .., B
~ 97 (Puig + (La — Lg)iaiq) — 7

Wy

Cette formulation n’inclut aucune entrée, nécessitant ainsi une dérivation supplémen-

taire :

o = L3ho(2) + Ly (Lpha()) - ua + Loy (Leha(x)) -,

= A(La— LyYighi(a) + A(®, + (Ly— Ly)ia) foa) — = fy(o)+
ALg—L,) . A, + (Lg — Ly)ia)
Tzqud + i Ug,

q
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ot A =22 et fo(x) et f3(x) sont définis dans le systeme (3.23).
Les deux entrées u, et u, établissent un degré relatif ro = 2.
Le degré relatif total du systeme est donc r = r; + ro = n = 3, ce qui permet une
linéarisation exacte sans la nécessité de considérer une dynamique interne.

En combinant les équations des deux dérivées de sortie, nous obtenons la forme linéarisée

suilvante :
{1
= ((z) + D(x) - u, (4.26)
Y2
ou
. Lq .
(@) = Lihy(z) _ —L%zd + Iipwrlg (4.27)
L§h2(37) A(Lg — Ly)igfi(x) + A(®y, + (Lg — Lg)iq) fo(x) — ?fg(iﬂ)
et
= 0
D(z) = La , (4.28)
ALg=Lg);  A(®ut(Ly=Lo)ia)
L 4 Lq

La matrice D(z) est inversible si et seulement si det[D(z)] = W # 0, ce

qui se traduit par @, # (L, — Lqg)ig.

Par conséquent, la loi de commande linéarisante assurant le découplage est donnée par

= D(z)™" — @) |, (4.29)
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Fig 4.3: Vitesse de rotation
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Fig 4.4: Courants statoriques sur 'axes d et q

D’apres les figures Fig(3.3) et Fig(3.4), nous observons que la vitesse de rotation de
la machine synchrone a aimants permanents, suit parfaitement sa référence, méme en

présence d'un couple résistant. Cela indique que le systeme de commande par rétroaction

entrée-sortie a été efficacement concu et mis en oeuvre.
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4.2.3 Linéarisation de I’espace d’état

Nous commencons par identifier une fonction de sortie ¢, définie par :
j=Cu (4.30)

Ou l'objectif est d’obtenir un degré relatif r = n, égal a I’ordre du systeme. Ici, § représente
une sortie artificielle, distincte de la sortie réelle y.
La détermination de la sortie artificielle 3 implique la résolution d’un systéme de n

équations linéaires pour le vecteur C
O{B AB - A”‘IB}z{O 0 - 8 (4.31)

Avec [ étant une constante non nulle. L’existence d’une solution est conditionnée
par le fait que la matrice { B AB ... A™lB } doit avoir un rang complet, ce qui est
synonyme de la controlabilité de la paire (A, B). Notons que la solution n’est pas unique,
car CA"'B peut prendre n’importe quelle valeur non nulle.

Ensuite, nous établissons la loi de commande, en partant du principe que la sortie
artificielle § a été définie.

Nous introduisons le changement de coordonnées suivant :

C
CA

I
8

¢=Ta (4.32)

| CA!

Dans ces nouvelles coordonnées, le systeme linéaire peut étre représenté sous la forme

normale suivante :

& =6
& =&
(4.33)
& = RE+ku
y =&

OuR=CAT ' et k= CA" 1B,
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La commande en retour d’état statique s’exprime par :

_v—RE
ok

u

(4.34)

Cette loi modifie la derniére équation dans (3.33) pour devenir : &, = v. L’entrée de

commande v est définie pour stabiliser le systeme transformé :

V= _angn - Ozn—lgn—l - O‘lgl (435)

Dans les coordonnées originales, le controleur prend la forme :

B —CA"z — a,CA" 1y — ... — ,Cx
CAn-1B

u

(4.36)

Le systeme transformé présente alors I'équation caractéristique en boucle fermée
suivante :

ST s 4 aws+a; =0 (4.37)

La stabilité nominale du systeme transformé, ainsi que celle du systeme original, est assurée
en sélectionnant les a; de maniere a ce que le polynéme caractéristique soit de Hurwitz.
Il est important de souligner que la stabilité nominale pour ’approche de linéarisation
entrée-sortie est garantie seulement si le systeme linéaire est de phase minimale. Cependant,

la linéarisation de l'espace d’état présente les contraintes suivantes :
e Le systeme linéaire doit étre controlable.

e Il peut étre difficile d’atteindre les objectifs de suivi de la sortie, car la relation
entre la sortie réelle et les variables d’état transformées est : y = CT ¢, Ces

considérations s’appliquent aussi dans le cas non linéaire.

4.2.3.1 Conception du Controéleur

Le défi de la linéarisation de ’espace d’état réside dans la détermination, si possible,
d’un difféomorphisme et d’'une commande en retour d’état statique qui rendent linéaire la
correspondance entre I'entrée transformée et ’ensemble des variables d’état transformées
[HS97]. Ce probléme a été posé initialement par Korobov et une solution compléte pour

les cas a entrée unique a été apportée par Brockett [Bro78].
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Une approche alternative facilitant la construction de transformations linéarisantes
a également été proposée [Tse87]. Dans cette section, nous présentons la solution au
probleme de linéarisation de l’espace d’état pour les systemes a entrée unique ; le cas

multivariable est traité dans d’autres travaux [IMDLS6].

4.2.3.2 Exemple illustratif

Les équations du mouvement d’un pendule inversé sur un chariot peuvent étre présentées

sous la forme :
F+m,, sin(0)(16%4g cos(6))
me+mp sin?(6)

T =

é _ -F cos(6) —mp162 cos(8) sin(6) — (me+myp)g sin(0)
[(mc+myp sin?(6))

les deux lois de commande prennent la forme suivante :

v—Lh(z)
- LgL;—lh(z)

v = —oz,,L”}_lh(x) - ozT_lL”}_2h($) -~ arh(x)

Le systeme est linéarisé autour de la position verticale, ou 6 = 0 et 6 = 0. Les équations
linéarisées autour de ce point de fonctionnement sont obtenues en prenant la premiere
dérivée des équations non linéaires par rapport a chaque variable d’état et a I'entrée,
évaluées au point d’équilibre.

Le modele d’espace d’état linéarisé résultant est de la forme :
= Ax + Bu

y=Cz+ Du

Ot & = [z,4,0,6]" est le vecteur d’état, u = F est I'entrée (force), et y est la sortie
(qui pourrait étre la position du chariot ou 'angle du pendule).

Avec le modele linéarisé, des techniques de contrdle linéaire standard telles que le
controle PID, la rétroaction d’état ou le RQL (Régulateur Quadratique Linéaire) peuvent
étre appliquées. Par exemple, concevoir un controleur RQL implique de sélectionner un

gain de rétroaction d’état K pour minimiser une fonction de cofit, typiquement de la forme
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J = /OO(:);TQ:E + u” Ru) dt
0

Ou @ et R sont des matrices de pondération.

La loi de commande est alors donnée par u = — Kz, et la dynamique en boucle fermée
devient & = (A — BK)z.

Cette conception de controle linéarisée est valide tant que le systeme fonctionne pres
du point de linéarisation. Pour des écarts plus importants, des techniques de controle
non linéaires ou de programmation des gains (utilisant différents modeles linéaires et

controleurs pour différents points de fonctionnement) peuvent étre nécessaires.

%107 Position du chariot
0 T T T 3
-101 4
-20 1 L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
%107 Vitesse du chariot
T T T
ol
-5 4
-10& L L L L L L L L |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
%107 Angle du pendule
T T T T :
0
-101 4
20 | | | | | | | L .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
«1073 Vitesse angulaire du pendule
T : T T T
ok
5 4
710 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Temps (s)

Fig 4.5: Les états du pendule inversé

4.2.4 Commande par Backstepping

Cette section décrit la procédure de conception de commande par Backstepping. Cette
méthode a été développée pour surmonter les défis inhérents a la gestion de la non-linéarité
dans les systemes de controle.

L’idée fondamentale du Backstepping consiste a diviser le systeme en plusieurs sous-
systemes, chacun étant stabilisé séparément en utilisant une fonction de Lyapunov. La
méthode utilise une approche récursive pour stabiliser chaque sous-systéme en utilisant
les entrées virtuelles générées par les sous-systemes précédents. Cette approche permet

de stabiliser le systéme global en utilisant une série de sous-systémes stabilisés [Ben02],
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[FNS15]. Cette méthode est largement utilisée dans 'industrie pour la commande de
systémes mécaniques, électriques et aéronautiques [FNS15], [Ben09], [WAB*23], [YHO0S].
Pour illustrer le concept du contréleur par Backstepping, nous commengons avec le systéme

suivant :
2= f(2) +9(2)¢
E=—u

On souhaite concevoir une loi de controle par feedback d’état pour stabiliser 1'origine.

(4.38)

Supposons qu’on puisse stabiliser asymptotiquement le premier systéme,

= f(z) +9(2)¢ (4.39)

avec une loi de controle & = ¢(z) telle que ¢(0) = 0. Cela implique que I'origine de premier

systeme est asymptotiquement stable.
s = 1)+ 9(2)0(2) (4.40)
Supposons également qu’on connaisse une fonction de Lyapunov V' (z) qui satisfait 'inégalité,
oV
ai[f +99] < -W(z2) (4.41)
z
Ou W (z) est défini positif. Ajoutez et soustraitez g(z)¢(z) pour obtenir

2= 1[f(z) +9(2)0(2)] + 9(2)[§ — ¢(2)

) (4.42)
£=u
Ce systeme résultant est représenté sur la figure Fig(3.6).
e H 0
- +
p(x)
Fig 4.6: Introduction du Controle
On introduit maintenant le changement de variables,
y=¢—9(2) (4.43)
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ce qui génere les équations du systeme suivantes

2= [f(2) +9(2)0(2)] + 9(2)y

(4.44)
y=u—¢(2)

comme illustré dans la figure Fig(3.7).

@ 1l H o
- +

dp
at

Fig 4.7: Controle par Backstepping & travers un Intégrateur

Ce changement de variables est souvent appelé "Backstepping" car il "recule" la com-
mande —¢(z) a travers l'intégrateur.

Puisque et ¢ sont connus, la dérivée peut s’écrire comme
) ) )

o(2) = FIf(2) + 9(2)¢] (4.45)

En posant v = u — ¢, notre systeme se réduit a

2= [f(2) + 9(2)0(2)] + g(2)y
Y=

(4.46)

ce qui a la méme "forme" que le systeme de départ, a ’exception que nous savons
maintenant que le premier systeme est asymptotiquement stable a 1’origine.

Cette propriété modulaire du Backstepping sera exploitée pour stabiliser le systeme
global.

Ceci est réalisé en considérant une fonction candidate de Lyapunov

Ve(z,6) = V(2) + 5y

<

=V(z) + (2))”

N — DN —
—~
722}
|
-
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La dérivée de V. est

Choisissez

ou k > 0. Ceci implique que
V., < —Wi(z) — ky?

ce qui implique que l'origine est asymptotiquement stable (z = 0,y = 0). Puisque ¢(0) = 0,
cela implique également que z = 0 et ¢ = 0 sont aussi asymptotiquement stables.

Lemme du Backstepping : Considérez le systeme

i = f(2) + g2
=

Soit ¢(z) une loi de commande en retour d’état stabilisatrice pour le systeme dans ’équation

(4.47)

(3.47) ot ¢(0) = 0. Soit V(z) une fonction de Lyapunov telle que

ov

S+ g(2)8()) < —W(2)

pour une certaine fonction W définie positive. Alors la loi de commande
0¢ oV
u= &[f + g€] — @9(»’-’) — k[ — ¢(2)]
pour k£ > 0 stabilise 1’origine avec la fonction de Lyapunov

V(e) = 5l — 6P

Exemple 01 : Considérons le systeme

3= -3 +¢

=
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Considérez le systeme scalaire,
3= B4
et concevez une loi de commande en retour qui pourrait étre
£=¢(z) = 2"~z
(annule le terme quadratique et ajoute un peu d’amortissement). Cela implique que

z

—z—z
avec la fonction candidate de Lyapunov V(z) = 2?/2. Remarquez que
Vz—22—24§—z2

ce qui implique que z = 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

Maintenant, utilisez le changement de variables de Backstepping,

y=E,—d(z) =+ 2+ 2

pour transformer notre systéme en

z:—z—z3+y
y:u+(1+2z)(—z—z3+y)

et posez

1 1
‘/;:72 .2
2z+2y

Alors
Vc:z(—z—z?’jty)—i—y(ujt(l—i—Zz) (—z—zS—i—y))

==y (24 (1+22) (-2 - +y) +u)
et choisissez

u:—z—(1+22)<—z—z3+y)—y
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pour forcer

Vo= —22 o0y

Ceci est clairement défini négatif, donc le point (z,y) = (0, 0) est asymptotiquement stable.

La commande réelle dans nos coordonnées d’origine est

u:—z—(1+22)(—z—z3+§+z+z2)
— -2z 22

:—z—(1+22)<22—z3+§)—f—z—zz

La véritable valeur du Backstepping se manifeste dans les systemes d’ordre supérieur
ol nous pouvons exploiter la modularité de I’approche.

Exemple 02 Considérons le systéeme non linéaire suivant

2122%_Z§+22
Z=¢

=

Ce systeme contient le systeme du second ordre de l'exemple précédent avec un
intégrateur supplémentaire en tant qu’entrée.

Apres le premier backstep, nous savons que le systeme du second ordre

3 2
H=22 -2+ 2

29 =&
peut étre stabilisé globalement par la commande

E=—z1—(1422) (Z%—zf—sz) — (2 4+ 21 + 23)
- ¢(21722)

avec la fonction de Lyapunov

1 1
V(z1,22) = 52% + 5(22 + 2 + zf)2
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Pour effectuer le second backstep, nous appliquons le changement de variables

y=E&— P21, 22)

pour obtenir
21 = Z% — Z% + 29
Zy = ¢(21,22) +y

g =u—go(af =4 +2) - 550 +y)

en utilisant V., =V + %z% comme fonction de Lyapunov candidate, nous obtenons

V=Sl m) 5+ 0)
by fu= 5o =+ ) = 5+
=— 22— 2t — (za+ 2 + 22)?
e e A
—gi@+¢%+u
Nous choisissons donc
u:—22+gz@?<£+&ﬂ+§i@+@—w

pour forcer V, < 0 et ainsi stabiliser origine.

Cas générale

Nous considérons maintenant le systeme plus général

2= f(2) +9(2)¢

. (4.48)
§= fa(z?f) _'_ga(zaf)u

Ce systeme peut étre ramené a notre forme originale en utilisant 'entrée de commande

ga<27§) [U - fa(Z,g)]

de sorte que 5 = v. L’application récursive du Backstepping nous permet de stabiliser des
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systemes qui sont sous forme de rétroaction stricte

T = fo(l’) + go(x)zl
4= filw, z1) + 91w, 21) 2

2y = folx, 21, 229) + g2(x, 21, 23) 23 (4.49)

Zeo1 = fe—1(x, 21,y 2m1) + gee1 (T, 21,000 Zem1) 2

Z'k‘ = fk‘(l‘azlv"' 7Zk3> +g($,21,"' ,Zk)u

Notez que dans cette forme, Z; ne dépend que des états x, z1, jusqu’a z;.

L’application récursive du Backstepping a ce systeme avec

&= fo(x) 4+ go(x)21

(considérant z; comme l'entrée). Il est important que nous trouvions une loi de commande
(d’une maniére ou d’une autre) qui stabilise ce systéeme. Mais une fois cela fait, nous
pouvons simplement appliquer les récursions de Backstepping pour trouver une commande

qui stabilise ’ensemble du systeme.

4.3 Méthodes de commandes robustes

4.3.1 Commande basée sur le réaménagement de Lyapunov

La gestion des incertitudes appariées peut étre effectuée a 1’aide d’une technique
classique, le réaménagement de Lyapunov, tel que présenté dans [Kha02]. Bien que cette
méthode soit reconnue pour son efficacité, elle aboutit a une loi de commande discontinue.
Nous proposons une version améliorée de cette méthode qui permet d’obtenir une loi de
commande de classe C! (continue avec sa premiere dérivée). Cette procédure s’applique

aux systeémes qui répondent a la condition d’appariement, a savoir :

= f(z,t) + Gz, t)[u+ Az, u,t)) (4.50)

Ou z € R" et u € R™. Notons que A représente une fonction inconnue regroupant

diverses incertitudes, tant structurées que non structurées, et respectant la condition
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d’appariement, car elle intervient dans le domaine de I'entrée de commande. Supposons
que le systeme nominal soit stabilisé par une loi de commande nominale connue, telle que
la linéarisation par rétroaction ou le Backstepping, ot u = ¥ (z,t).

Cette rétroaction d’état rend le systéeme en boucle fermée nominal uniformément

globalement asymptotiquement stable (UGAS).
i = f(2,t) + Gl (e, ) (451)

Supposons également que nous disposions d’une fonction de Lyapunov pour le systéme
exprimé dans (3.51). Cette fonction, notée V(z,t), est contintiment différentiable et
doit satisfaire a des inégalités spécifiques. Ces inégalités sont cruciales pour démontrer
la stabilité du systeme en boucle fermée. La fonction V(z,t) est définie de maniere a

respecter les conditions suivantes :

ar([lzl]) < V(z,t) < as(ll2]]),

(4.52)
W L OV 1) + G, )i (x, 1)) < —as(|la]])

Ou aq, ap sont des fonctions de classe Ko, et a3 est une fonction de classe K. Supposons

que, avec u = ¥ (x,t) + v, le terme incertain satisfait 1'inégalité :
IA(z, Y(z,t) +v,t)|| < plx,t) + kollv|], 0<ko<1 (4.53)

Ou p est une fonction continue non négative.

L’inégalité précédemment établie définit la fonction de limitation pour le terme incertain
A, et elle constitue la seule information nécessaire a son sujet.

La fonction de limitation, désignée par p, indique la taille maximale que peut prendre
I'incertitude. Il n’est pas nécessaire que cette taille soit réduite, mais elle doit étre connue.
Notre but est de trouver une expression pour v de sorte que, sous la commande totale
u=1(x,t) + ¢, le systéme incertain exprimé dans (3.50) soit Uniformément Globalement
Asymptotiquement Stable (UGAS).

Le systeme incertain en boucle fermée sous la rétroaction u est donné par:

= f(z,t) + G(x, t)(x, t) + Gz, t)[e + Az, Y(x,t) + &, 1)]. (4.54)
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Nous exploitons la méme fonction de Lyapunov du systéme nominal (d’ot le nom
"'réaménagement") en tant que fonction de Lyapunov de commande robuste pour le systéeme
incertain. La dérivée le long du mouvement prend la forme (en omettant pour des raisons

de concision les arguments des diverses fonctions) :

V=24 (f+GP) + G0+ A) < —as(l|2]) + LG (v + A). (4.55)
Définissons d’abord w™ aVG Ainsi, 'inégalité précédente peut étre réécrite comme

suit :
V < —as(|lz]) + wv +wTA. (4.56)

Il est important de noter que, en raison des conditions de correspondance, le terme incertain
A apparalt du coté droit de I’équation au méme endroit que v.
Par conséquent, nous pouvons choisir v pour annuler I'effet (potentiellement déstabil-

isant) de A sur V. En utilisant 1'inégalité (3.53), nous obtenons :

whv +w' A <whv + [lw|[[|A]l < who + [[w] [p(z, 1) + kol|v]l]. (4.57)

En prenant

v=—n(xt) = (4.58)

[[wl]

Ou 7 est une fonction non négative, nous obtenons :

Wl +w' A < —nlle]l + pllwll + knllew] = —n(1 — ko) Jwll + pllwl.  (459)

En choisissant ensuite

n(z,t) > 220 (4.60)

pour tout (z,t) € R™ x [0,00), nous obtenons :

wTv +wT A < —pw] + pllw] = 0. (4.61)

Ainsi, sous le controle robuste non linéaire (3.58), la dérivée le long des trajectoires du
systeme en boucle fermée incertain (3.54) est négativement définie, et donc le systeme de

rétroaction obtenu est UGAS.
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La loi de commande (3.53) est clairement discontinue en w = 0. Ceci peut poser des
problemes sérieux d’implémentation, notamment le probleme de chatter. Remarquons que

dans le cas scalaire, (3.53) prend la forme simple :
v =—n(x,t)-sign(w). (4.62)

Exemple

Considérons le systeme non linéaire

3,2 1.3
1 1

X

o o 1
Tr1 = —XT9 T B

2
'7.;2 = —Uu— T](ZL'),

Ou 7 est inconnu mais satisfait a 'inégalité

[n(2)]lee < 1(t, z)

pour une certaine borne connue 7). Ce modele du deuxieme ordre représente un systeme
de compression de moteur a réaction sans décrochage [KKK95], basé sur 'approximation
de Galerkin du modele d’EDP non linéaire [MG86].

L’état x; correspond au débit massique et x5 est 'augmentation de pression.

La premiere étape consiste a concevoir la loi de commande nominale u = pg(x) pour le
cas ou ) = 0. Cela peut étre réalisé par la linéarisation de la rétroaction (notez que cela
peut également étre réalisé par la méthode de backstepping).

Considérons le changement de coordonnées z = T'(x) ou

21 =T

— 3.2 1.3

La dynamique dans les coordonnées z est décrite par

21222

: 3
Zo = U — 32129 — 52’%22 +7.(2),

Ou n.(2) = n(x)],op-1(,)-
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Un controleur nominal stabilisant est donné par

3
u=po(2) = -2 — 22 + 322 + 52322.

Une fonction de Lyapunov nominale associée au controleur nominal ci-dessus est donnée

par
Vi(2) = 227 + (21 + 2)°

dont la dérivée temporelle est donnée par

%:—2(,2%—{—23).

x1
x2

154 |

Etat du systeme

Temps

Fig 4.8: Réponse du Systéme avec Commande par Lyapunov Redesign

La loi de commande corrective obtenue en utilisant la méthode de réaménagement de

Lyapunov est donnée par

p*(2) = —n:(2) sgn (21 + 22) ,

Ou 7, est la borne supposée sur 7. La loi de commande ci-dessus peut étre rendue

continue en utilisant l'approximation suivante

p'(2) = —n.() tank (222,
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Ou € > 0 est une petite constante de conception.

4.3.2 Commande par Mode Glissant

La commande par mode glissant est une approche robuste qui repose sur l'idée qu’il
est plus facile de contréler un systéme de premier ordre qu'un systeme d’ordre supérieur.
Cette méthode vise a transformer un probleme de controle complexe en un probleme plus
simple, ou des techniques de commande a rétroaction éprouvées peuvent étre utilisées.

Toutefois, cette simplification peut nécessiter un effort de commande important, ce
qui peut conduire a des défis supplémentaires, notamment face au bruit de mesure ou aux
dynamiques a haute fréquence non modélisées.

La commande en mode glissant peut étre appliquée a divers types de systéemes non
linéaires, et nous nous focalisons ici sur son application aux systémes linéarisables par
rétroaction.

Soit un systeéme non linéaire d’ordre n de la forme

T = T9
Ty = 13
(4.63)
Tpo1 = Xp
i = f(2) +g(x)u

Ou f et g sont des fonctions inconnues, et g(x) > go > 0 pour tout z € R™.

L’objectif est que y(t) = x1(¢) suive un signal cible y,(t).

On définit 'erreur de suivi par e = y — y,. La surface de glissement s est alors définie
comme

s=em D 4 X, 4. £ Ngé 4+ Ne =0, (4.64)
avec les coefficients {1, \a, ..., \,_1} choisis de maniére a ce que le polynéme carac-

téristique soit de Hurwitz

PP A AP R+ Aep+ A =0 (4.65)

signifiant que toutes ses racines sont dans le demi-plan complexe gauche.

La variété définie par s = 0 est la surface de glissement, de dimension (n — 1).
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L’objectif de la commande en mode glissant est de diriger la trajectoire vers cette
surface.

Si = se trouve sur la surface définie par s = 0, alors
e(nfl) — _)\n_le(n72) —_— e e e — )\26 — )\16. (466)

Comme le polynéme en (3.65) est de Hurwitz, une fois sur la surface de glissement,
I’erreur de suivi converge vers zéro avec un comportement transitoire déterminé par les
coefficients {1, Aa, ..., A1}, soit de maniére exponentiellement rapide.

L’objectif de la commande en mode glissant est atteint si la loi de commande u est

telle que

d1,
et < —
a2 = Klsl,

Ou k > 0. Dans ce cas, la dérivée supérieure droite de |s(t)| respecte I'inégalité différentielle

d+
—Is(t)| < —k
ls()] < —k,

ce qui garantit que la trajectoire atteint la surface s = 0 en un temps fini. Suivant

I'équation (3.64), la dérivée de s(t) est donnée par

§=e™ 4N, e fo b NE+ Né

= f(2) + g(@)u — y + Aore™ D s B+ e

Si f et g étaient connues, la loi de commande pourrait étre

1 (n) - : :
= |- Mo A e™ ) N — N\ — k
U g(w)[ f(x) 4+ yy e 96 1€ sgn(s)},

Ou k > 0 est une variable de conception. La fonction signe sgn(-) est définie par

1sis>0
sgn(s) =q 0sis=0

—1sis<0
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Lorsqu’on applique cette régle de commande, la dérivée de s(t) répond a 1’équation

$ = —ksgn(s),
ce qui entraine
d1l, '
— 5" =3s$
dt 2
= —sksgn(s)
= —kls|.

Examinons la situation ou les fonctions f et ¢g sont inconnues mais ou le concepteur

dispose d’une limite supérieure connue 7(z,t) telle que

F@) =yl Mie® D o Mg+ Mé

< n(z,1).
9(z) (1)
Imaginons que la loi de commande soit définie comme
u=—(n(z,t) + no) sgn(s) (4.67)

Ot 79 > 0 est une constante de conception. Prenons
V=-s
comme candidat a la fonction de Lyapunov. La dérivée de V' se calcule ainsi :

V = s§
=g (f(x) _ y((ln) A, A+ /\lé) + sg(z)u
< [sIn(z,t)g(x) + sg(x)u

= _770|S”

L’objectif est de conduire la trajectoire vers la surface de glissement en un temps fini
est atteint. Il est remarquable que cet objectif soit réalisé sans connaitre précisément f et
g, en se basant uniquement sur la borne supérieure n(z,t).

Malgré les avantages en termes de stabilité et de convergence de la commande en mode

glissant, cette technique présente deux principaux inconvénients dans sa forme standard.
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La loi de commande en mode glissant, illustrée par (3.67), comprend deux éléments : le
gain n(z,t) + 1o et la fonction de commutation sgn(s). Ces deux éléments peuvent poser

des problémes :

e (Gain Elevé) Le gain est le résultat de l'utilisation d’une borne supérieure pour
I'incertitude. En général, cela conduit a une commande a rétroaction a gain élevé,
pouvant étre problématique en présence de bruit de mesure et de dynamiques a

haute fréquence non modélisées.

e (Vibrations) La fonction de commutation sgn(s) provoque un basculement du gain
de commande de n(z,t) +n9 & —(n(x,t)+1no) & chaque fois que la trajectoire traverse

la surface de glissement.

Des recherches sur la commande en mode glissant ont développé des techniques pour
pallier ces problemes. Le probleme du gain élevé peut étre atténué en exploitant autant
d’informations a priori que possible, en annulant les non-linéarités connues et en appliquant
une borne supérieure uniquement aux parties inconnues des non-linéarités.

Le probleme des vibrations peut étre partiellement résolu en utilisant une approximation
continue de la fonction signe. Cependant, 1'utilisation de cette approximation implique
que seule la bornitude uniforme des solutions peut étre démontrée.

Malgré ces solutions, la méthode de mode glissant repose sur le principe de limiter
Iincertitude par une fonction plus grande, et est donc une approche de commande

conservatrice.

4.3.3 Backstepping Robuste

Le backstepping robuste est une technique de pointe en controle automatique, spéciale-
ment adaptée aux systemes dynamiques non linéaires. Cette méthode se caractérise par son
efficacité dans la gestion des incertitudes et des perturbations, grace a la décomposition du
systeme en sous-systemes plus simples. Elle emploie une démarche itérative pour élaborer
des controleurs adaptatifs qui réagissent aux variations du systéme. Ainsi, elle fournit une
solution a la fois performante et souple pour la régulation de systemes complexes dans des
conditions variables. La méthode est utile dans divers secteurs, notamment en robotique,
en ingénierie aéronautique et dans la gestion des systemes énergétiques, ou la robustesse

et la précision sont essentielles.
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Considérons le systeme

z = f(Z) + g(z)f + 52('275)

_ (4.68)
§ =u+d(z,8)

10:(2, )2 < ax 2]l

(4.69)
10¢(2, ) ll2 < azll2]]2 + as[[€]]2

ote : §, e sont des incertitudes de modele bornées
Note : J, et d¢ sont des i titudes d dele borné
Soit ¢(z) une commande de retour d’état stabilisante pour le systéme en question. On

peut alors supposer 'existence d’une fonction de Lyapunov positive, V', telle que

av

5, [/ (2) +9(2)(2) +0.(2,0)] < —W(z) (4.70)

Ou W est également définie positive. En réécrivant le systeme, nous mettons en lumiere

la variation par rapport a ce controle stabilisant. Le systeme reformulé s’écrit comme suit :

2 =[f(2)+9(x)0(2)] + 9(2)[€ — d(2)] + 0

(4.71)
5 =u-+ 55
et nous définissons
=& — (2
y=£-92) (4.72)
v=u—¢(2)
Pour que nous puissions réécrire le systeme ci-dessus comme suit :
io=[f+ g8 + gy + 0.(z,
[f +99] + gy + 6:(2,y) (4.73)

y = U+6C(Z7y)

Notez que cette formulation est similaire a celle du systeme original, avec la différence que
le systeme supérieur est maintenant asymptotiquement stable lorsque y = 0. Dans notre

approche originale de backstepping, nous avons défini

ov

—Eg(z) —ky

V=
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et considéré la fonction

pour montrer que V, < 0, établissant ainsi la stabilité asymptotique de Iensemble du
systeme. Cependant, cette approche supposait I’absence de ¢, et d.
Avec ces incertitudes, I'expression pour V, devient

V. < —W(z) — ki + ?;:62 + Y0

I est incertain que V, reste négativement défini en raison de ces termes additionnels. Cette
situation suggere que notre approche antérieure du backstepping pourrait étre limitée
puisqu’elle repose sur des annulations exactes. Une solution consiste a traiter le systéme
comme une interconnexion de deux sous-systémes et a appliquer le théoreme du petit gain

pour garantir la stabilité asymptotique. Le systéme supérieur

2= [f(2) + 9(2)0(2)] + g(2)y + 3.(2,y)

est déja connu pour étre asymptotiquement stable lorsque y = 0, avec une fonction de
Lyapunov connue V. Cette V est également une fonction de Lyapunov ISS, ce qui signifie
que le systéme supérieur est stable en entrée-a-état. Il doit donc exister des fonctions de

classe K v; et de classe KL f; telles que

12(#)lloe < max {51 (20l ,£) , 7 (lyllo) }

Notre objectif est de choisir v dans le systeme inférieur pour que celui-ci soit également
ISS. Cela impliquerait I'existence d’une fonction de classe KL (5 et d'une fonction de

classe K vy, satisfaisant

ly(@)lloo < max{fBa (lwoll 1), 72 (|2[lo)}

Si nous démontrons que 17, < 1, alors le systéme interconnecté est stable selon le théoreme

du petit gain ISS. Procédons a 1’établissement de cette condition de maniere formelle.
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Considérons le systeme original comme précédemment.

o= f(2) + 9(2)€ + 61(z,6)

. (4.74)
f =u-+ 52('2’ f)

et comme avant, nous posons y = & — ¢(2) ou ¢(z) stabilise le systeme supérieur. Cela

signifie que nous pouvons réécrire le systeme ci-dessus comme

2= [f(2) + 9(2)0(2)] + 9(2)y + 61 (2. )

¥ =u—9¢(z)+02(2,9)

(4.75)

Notre choix de controle garantit qu’il existe des fonctions de classe K et L v, et 4
telles que

12()]oe < max {1 (|[20] ;1) ;71 (lylloc)}

Maintenant, supposons que

101(2,y)| = a1y
102(2,y)| = p(z) + |y|?

Ou p(+) est de classe K. Considérons maintenant la fonction candidate ISS-Lyapunov

La dérivée de V est
V=yj=y(u—o()+d0ly)

et nous considérons le controle

u=k(y) = -y —a(y)

Ou «a est de classe K et a(—y) = —a(y). Cela signifie que ya(y) est toujours positif si

y # 0. Calculons la dérivée temporelle avec ce u particulier

V() =y (-y - aly) - d(2) + 6a(2,y))

= — [y = yla(ly]) + yda(2,9) — yd(2)
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Notez que
—yo(2) < lyI* + [o(2)?

de sorte que 'inégalité ci-dessus peut étre réécrite comme

V(y) < —yI* = lyla(yl) + yI> + |6(2)* + |yl 162(2, y)]|

Si nous choisissons

a(lyl) > p(2) + ly|

alors

=lyla(lyl) + lyl* + Iyl 162(2, )| < 0

ce qui implique que

V(y) < —JyI* + |o(2)|?
Pour tout € > 0 si nous laissons

ol > lo(2)

nous trouvons que

V(y) < =yl +0(2)]> < —ely|?

ce qui implique que V (y) est une fonction ISS-Lyapunov pour le systéme inférieur et donc

ly(@)] < max {5s (yo] 1), 721(|2]), 722(lul) }

Nos choix libres pour a(|y|) déterminent la taille de 751 et v9o de sorte que plus a; est
grand, plus v est petit. Ainsi, nous pouvons toujours trouver un controleur qui satisfait

au théoreme du petit gain ISS et ce systeme en boucle fermée peut étre stabilisé.

Lemme de Backstepping Robuste : Considérons le systeme suivant;

(2,&, 1)

(2,6, 1) +b(2,& pu

N
Il

(4.76)

s
I
©

dans lequel f(0,0,u1) =0 et ¢(0,0, 1) = 0. Supposons que :
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e Pour chaque p (parametre), le systeme supérieur est ISS-stable et il existe une

fonction de classe K v (indépendante de p) telle que

[2llo0 < max {5 ([[20l ;1) (1€]loc) }
Jimn sup [2(0)] < 7 ( Jim sup (0]
pour une certaine fonction de classe KL 5(-,-).
o Il existe by > 0 tel que b(z,&, 1) > by pour tous z, € et p.

e [l existe des fonctions de classe I py et p; qui sont localement Lipschitz a l'origine

telles que

max {[6(z, &, w)], 1€]16(z, & )} < max {po(1€]), pr (]2}

pour tous z,§ et pu.

e La fonction p;i(7y(+)) est localement Lipschitz a l'origine Alors il existe K(§) avec

K (0) = 0 tel que sous la loi de controle

u=k() +v

Le systeme en boucle fermée avec entrée v et état (z,&) est stable ISS. La preuve est

similaire a celle présentée précédemment, ou nous choisissons

K(§) =~y —aly)

avec a étant une fonction de classe I telle que ya(y) > 0 lorsque y # 0. Ce lemme fournit
tous les éléments nécessaires pour établir une procédure de conception récursive pour la

stabilisation robuste des systémes en forme de feedback (triangulaire inférieure).

z = f(zvflnu)
& =q (26,0 +bi (2,84, 0) &
52 = q2 (2,1, &, 1) + b2 (2,61, &, 1) & (4.77)

Sr :(Jr(zafla"'>€T7M)+br(zagla"'75?“7“)“’
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Ce lemme stipule que, sous certaines hypotheses techniques, si le systeme supérieur est
stable ISS, une loi de feedback k(&) peut étre congue de sorte que I'ensemble du systéme
soit stable ISS avec le controle u = k(§) 4+ v. Pour illustrer comment la récursion pourrait

étre mise en oeuvre, considérons un systeme modélisé, par exemple, par les équations

z :f(27€7y’)
¢ =x(2&¢m) +d(2,6,¢ pu

Le changement de variables

v = — k() (4.79)

transforme notre systeme original en la forme

z = f(z7§7/~L>
b= x(z,6 v, 1) +d(z, v, pu

Ce systeme, avec état (z, ) et entrée v, répond aux conditions du lemme. En supposant
que les fonctions Y, d et le gain ~y satisfont aux exigences techniques du lemme, celui-ci

garantit 'existence d’un controle.
u=Fk(v)+w (4.81)

tel que I’ensemble du systeme est stable ISS.
Exemple

Considérons le systéeme suivant :

z = —az?sgn(z) + bz(€ + &£2)
£ =z+u

Ou les parametres a et b sont contraints par 0 < ag < a < ay et |b| < by. Ce systeme

est un cas particulier de

{ i = —az*sgn(z) + baPo(u)

Avec k pair et p < k. Comme nous ’avons démontré précédemment, ce systéme est
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ISS. Plus spécifiquement, la fonction de gain pour le systeme supérieur est donnée par

() = L (e 2 <k (r +1?)

pour 0 < € < a. La troisieme condition du lemme est remplie, étant donné que

max{|z], [¢|} < max{[¢], |z[}

Nous sélectionnons une fonction de gain g(-) de classe K telle que

vog(r)<r

pour tout r > 0, ce qui implique

y(r) < g7 (r)
Par conséquent, nous choisissons
g Hr) =2k (r + 7“2)
et définissons

Bk(§+&%) si{>0
—a(=§) si{<0

a(§) =

Ainsi, le contrdle robuste pour ce systeme est
{u=—€—a@+v

4.4 Stabilisation par controle distribué parallele

Le controle distribué parallele (PDC) est une stratégie efficace pour stabiliser les
systémes modélisés par des modeles flous de Takagi-Sugeno (T-S), qui interpolent entre
différents systemes dynamiques linéaires. Cette méthode implique la création d’un systeme
de controle flou dont les prémices des regles sont identiques a celles du systeme flou de
la plante. Dans ce cadre, chaque régle de contréle est associée a une loi de commande
spécifique pour gérer le systeme linéaire correspondant de la plante, et la loi de commande

globale résulte de la combinaison pondérée de ces lois individuelles.
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Le PDC joue un rdle crucial dans la gestion des systemes non linéaires, offrant la
possibilité d'un contrdle adaptatif en temps réel, en particulier lorsque le systéme non

linéaire est identifié en ligne comme un systeme flou T-S.

Considérons le systeme flou de type Takagi-Sugeno (TS), formulé comme suit:

. A z(t) = Asx(t) + Byu(t),
SI zy est FY, ET ..., ET 2z est F/, ALORS (4.82)

y(t) = Cix(t).

Le controleur PDC pour ce systéme se définit par R regles de la forme :

M

u(t) = =Y wi(z(t))Kix(t) (4.83)

i=1

En boucle fermée, le modele TS flou avec la loi de commande PDC se représente comme

> mi(z() s (2(1)) (A — BiK;) a(t) (4.84)

175=1

M:

7

La stabilité de ce systeme en boucle fermée nécessite de trouver des gains de commande
tels que la dérivée de la fonction de Lyapunov quadratique V (z(t)) = z(t)T Px(t), avec
P > 0, soit négative. Cette dérivée, le long des trajectoires du systeme (3.84), est définie

par :

V() = 33 mal=0) i ((0)a ()T (A; — BK)' P+ P(A; = BK))e(t) <0 (4.85)

i=1j=1

En posant G;; = (A; — B;K;), nous énongons les conditions suffisantes suivantes.

Théoréme 4.1 [XQO03] : Le multi-modeles en boucle fermée (3.84) est asymptotique-

ment stable s’il existe une matrice symétrique P > 0 et des matrices @Q);; avec @Q;; = Z-Tj,
satisfaisant les inégalités suivantes :

G P+ PGy + Qi < 0, (4.86)

(Gij;‘sz) P + P( ZJ+G]Z) + Q’Lj + Q S O pOU.r Z < j, (487)
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Qll s QIM
>0 (4.88)

QMl QMM

pour i,j = 1,2,..., M, a l'exception des paires (4, j) pour lesquelles yi;(2(t))p;(2(t)) =

Démonstration
Soit V(z(t)) = z(¢t)T Px(t) une fonction de Lyapunov quadratique. Sa dérivée tem-

porelle, calculée le long du systéme (3.84), est donnée par :

V(@) =207 3> mi(z(t)u;(2(t)) (GLP + PGy;) x(t)

i=1j=1

=a(t)" 3" i (2) (GEP + PGi) (1)

+ x0TI m(2)y(2) ((Gz’j +Gj)' P+ P(Gy + Gji)) x(t)

=1 j>i
Les conditions 3.86 et 3.87 garantissent que V (z(t)) = z(t)T Pxz(t) décroit,
soit V(x(t)) < 0
1. Conception du controleur flou stable

En utilisant les inégalités matricielles linéaires (LMI) suivantes pour des systémes
flous continus, il est possible de déterminer les gains de retour d’état F; et la matrice

P (si une solution existe).

Trouver X > 0 et M;(i =1,...,7) tels que :

~ XA — A X+ M,"B + B;M; >0,

—XA —AX - XA] - A;X

(4.89)
pour i < jet hyNh; # ¢
ol
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Les F; et une P commune sont obtenus comme suit :
P=X"1' F=MX" (4.91)

a partir des solutions X et M;.

. Conception de controleur flou avec des conditions de stabilité relaxées

Trouver X > 0,Y >0, et M;(i =1,...,r) satisfaisant

~ XA —AX+M'B + BM; — (s—1)Y >0,

2Y — XA — AiX — XA] — A; X

(4.92)
+M] B} + B;M; + M; B} + B;M; >0,
pour ¢ < j et h; N h; # ¢,
ou
X=P!' M=FX, Y=XQX. (4.93)

Les F;, une P commune, et une () commune sont obtenus comme suit :
P=X"1' F=MX"1' Q=PYP

a partir des solutions X, Y, et M;.

. Conception de controleur flou avec un taux de décroissance

La condition de taux de décroissance V(z(t)) < —2aV (z(t)) pour toutes les trajec-

toires est équivalente a :

G P+ PG+ 2aP <0 (4.94)
pour tout ¢, et
(GJ;GJ> P+P (GJ;G”> +2aP <0 (4.95)

pour i < j a l'exception des paires (i, j) telles que h;(z(t))h;(2(t)) = 0,Vt, ou a > 0.

Pour maximiser «, résolvez le probléeme de minimisation de la valeur propre généralisée
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(GEVP) suivant :

maximiser « (4.96)
My, M,

sous réserve de

X >0,

— XA — A X + M;B] + BiM; —2aX >0,

- XA - A4 X - XA] - A;X (4.97)
+ M B + BiM; + M B] + B;M; — 40X >0,

pour i < j et hy N h; # ¢,

ou

X=P' M =FX.
4. Conception de contréleur flou avec un taux de décroissance dans des

conditions de stabilité relaxées

La condition de taux de décroissance est donnée par :

GLP + PGy + (s —1)Q + 2aP < 0,

(Gz]‘;_G]z) P—i—P(GU—;GjZ) —Q+20&P§O, (498)

pour ¢ < j et hy N hj # ¢,

ou «a > 0.

Pour maximiser «, résolvez le GEVP suivant :

maximiser « (4.99)
X7Y7M1 ----- M,
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sous réserve de

X>0, Y>0,

— XA — A X+ MB + BM; — (s —1)Y — 2aX >0,

2Y — XA — A X - XA] — A X (4.100)
+ M/ B + BiM; + M;' B] + B;M; — 4aX > 0,

pour i < j et hy N h; # ¢,

ou

X=P' M=FX, Y=XQX

. Conception de controleur flou avec contrainte sur ’entrée
Théoréme 4.2

Supposons que la condition initiale z(0) soit connue. La contrainte ||u(t)|2 < p
est respectée a tout moment ¢ > 0 si les inéquations matricielles linéaires (LMI)

suivantes sont vérifiées :

1 z(0)"
> 0, (4.101)
z(0) X
X M7
>0 (4.102)
Mi ,u2[
ot X =P let M; =FX.
Preuve.
Supposons que V(z(t)) = 2 (t) Pz(t) soit une fonction de Lyapunov et
2" (0)Pz(0) < 1.
Alors,
1—2"(0)X *x(0) >0, (4.103)

ou X = P~ L’inégalité (3.103) est transformée en (3.101) par la procédure du

complément de Schur.
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La dérivation de (3.102) est la suivante : a partir de ||u(t)||2 < p,

uT(Bu(t) = 303 By (=) (O F Fy(t) < p.

i=1j=1
Par conséquent,

1 ZT:XT:hi(Z(t))hj(Z(t))xT(t)ETF;-a:(t) <1. (4.104)

2
[ )

Puisque 2" ()X tz(t) < 2" (0) X 'z(0) < 1 pour t > 0, si

S S @)y ()T ()T Fralt) < 7 ()X (), (4.105)

K1 =1

alors (3.104) est vérifiée. Par conséquent, nous avons

> S GO0 (0 (LFTE - X alo) <o (4.106)

i=1j=1

A partir du c6té gauche de (3.106),

1 1 _
X Lﬂ (FJFZ- + FjTFJ) — 2 (Fl.T — FJT) (F; — Fj) —2X 1] x(t) (4.107)

< 5 S GG |15 (FTF+ FTB) - 25 al0

Si

1
EFiTFi —X'<o, (4.108)

alors (3.106) est vérifiée. En définissant M; = F; X pour (3.108), nous obtenons

1
— M M;— X <0.
il
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L’inégalité (3.102) peut étre obtenue a partir de I'inégalité ci-dessus par la procédure
du complément de Schur. Une autre solution pour obtenir (3.102) est la suivante. A

partir de (3.106), nous avons

En multipliant les deux co6tés de I'inégalité ci-dessus par le bloc-diagonal { X I },

nous obtenons
r X M,L-T

;hi(z(t)) M 21 > 0.

Ainsi, nous arrivons a la condition (3.102). Cette dérivation est plus directe et

compacte.

Exemple

Considérons un systeme dynamique non linéaire a deux états décrit par le systeme flou

de Takagi-Sugeno (T-S) :

Si xy est Pl et xg est Ps, alors i'(t) = Ajx(t) + byu(t).
Si w1 est Pl et a9 est P3, alors 22(t) = Asx(t) + bou(t).
Si x1 est PZ et xq est Py, alors #3(t) = Azx(t) + bsu(t).

Si z; est P? et @y est P2, alors i (t) = Ayz(t) + bau(t).

ou

0 1] 0| 0 1] [0 ]
AIZ 7b1: 7A2: 7b2:

9 9 1 3 9 1

0 1] 0] 0 1] [ ]
A3: 7b3: 7A4: 7b4:

9 1 1 31 1

Notez que chaque systéme conséquent est controlable mais instable.

Les valeurs propres de A; sont 1 + j, celles de Ay sont 1 4 jv/2, celles de A sont
0.5 £ 71.32, et celles de A4 sont 0.5 £ 51.66.

Par conséquent, ce systeme flou T-S est non linéaire et instable.
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Pour le stabiliser, nous concevons un contrdleur de placement de poles distribué parallele
avec des lois de commande de feedback d’état pour placer les valeurs propres en boucle
fermée de chaque systeme a —1 + j.

Le controleur distribué parallele est donné par :

o Siz(t) est Pl et xy(t) est P}, alors u'(t) = —kix(t).
o Siz(t) est Pl et wo(t) est P%, alors u?(t) = —kox(t).
o Sixz(t) est P? et xo(t) est P}, alors u(t) = —ksx(t).
o Six(t) est P? et wo(t) est P2, alors u'(t) = —kyz(t).

oﬁklz{o 4},]@:[—1 4}7153:[0 3],etk4:[—1 3}

La loi de commande appliquée a la plante est donc :

u(t) = — [k1&1(t) + kaba(t) + ks&3(t) + kaa(t)] 2(2)

La condition (3.98) pour la stabilité se traduit par 16 inégalités pour ce probleme
particulier.

G (A1 — biky) + (A — blkl)TG <0,
G (A — biks) + (A — biks)" G <0,

G (Ay — baky) + (Ay — byky)" G < 0.
Il a été vérifié que la matrice
1509 347
347 653

satisfait ces 16 inégalités linéaires matricielles (LMIs).
Cette matrice G a été trouvée a 1'aide de la boite a outils Matlab LMI Control Toolbox.
Par conséquent, nous sommes assurés que le contréleur distribué parallele ci-dessus
rend le point £ = 0 globalement asymptotiquement stable dans le systeme en boucle fermée

susmentionné.
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s x10% ‘

Etats
N

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Temps

Fig 4.9: Trajectoires d’état du systéme en boucle ouverte

0.8

0.6

0.4

0.2

Etats
o

0.4}

-0.6

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Temps

Fig 4.10: Trajectoires d’état du systéme sous le controle distribué parallele

4.5 Stabilisation par Retour de Sortie

Les lois de commande traditionnelles nécessitent un acces complet aux variables d’état
du systeme. En absence de cet acces, une commande par retour de sortie, qu’elle soit

statique ou dynamique, peut étre mise en oeuvre. Cette approche a été largement étudiée

récemment, comme le souligne [Oud08§].
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Cette section est divisée en deux parties. La premiere aborde les conditions de stabilité
pour un multi-modele avec une commande par retour de sortie statique, en utilisant des
fonctions de Lyapunov quadratiques et non quadratiques. La seconde partie traite d’une
commande par retour de sortie dynamique basée sur un observateur.

La loi de commande statique est définie par :

u(t) = Z:M(Z(t))piy(t)a (4.109)

et pour le multi-modele en boucle fermée :

M M
#1) = 303 =0y (=) (A + BEC) a(0) (4.110)
i=1j=1
Selon le Théoreme 4.1, la synthese de la commande par retour de sortie statique est
effectuée en remplacant G;; par flij = A, + B;F;C.

Les conditions de stabilité sont :

AP+ PA;+Qyu <0 pouri=1,...,.M (4.111)
A+ A\ A + Ay
(”2ﬂ> P+P (ZJQJZ) +Qij + Qi <0 pour i < j (4.112)
Qll QlM
>0 (4.113)
C2M1 QMM

-
ij

avec ()j; =

Ces conditions, non linéaires en P et F}, ne peuvent étre linéarisées par un changement
de variables. Toutefois, si la matrice de sortie C' est de plein rang ligne, une formulation
convexe peut étre proposée.

Théoréme 4.3 : Supposons l'existence de matrices X > 0, NV;, M, et @;; avec

_ T C e )
Qji = @, satisfaisant :

AP+ PA;+Qu <0 i=1,....M (4.114)
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(Ai+A) X + X (A;+ A)" + (B;N; + B,N;)C + CT (B;N; + B;N;)"
+Qi+ Qi <0,0<y

(4.115)

Qll cee QIM
P : >0 (4.116)
QMI s QMM

Si CX = MX, le multi-modele est globalement asymptotiquement stable, et le retour

de sortie non linéaire est donné par :
FZ' == N,L'Mil.

Il est supposé que la matrice de sortie C' est identique pour tous les modeles locaux.

4.5.1 Stabilisation par Retour d’Etat Reconstruit

La loi de commande basée sur observateur est :

u(t) = =8 wa(2(1) K (t). (4.117)

Le modéle augmenté, incluant l'erreur d’estimation e(t) = x(t) — &(t), est :

N A — BK;  BK; x(t)
ot _;;M ()i (2(1)) . 4o LG, oft)

(4.118)

Si CX = MX, le multi-modele est globalement asymptotiquement stable, et le retour de

sortie non linéaire est donné par :
F,=N,M"

Etant donnée que toutes les variables de décision z(t) sont mesurables, il a été démontré
que le principe de séparation est garantie [MSH9S].
On peut donc déterminer les gains du multicontroleur K; et les gains du multiobservateur

L; séparément a partir des conditions suivantes

GiP+ PiGii 4+ Qi <0 (4.119)

211



Chapitre 4. Application de la commande robuste au moteur synchrone d réluctance

<G23;G]z) Pl + P1 (Gz]‘;G]’L) + QZ] + Q]Z S 0 1 < ] (4120)
Qll QlM
>0 (4.121)
QMI QMM
(A — LiC)" + P (A — LiC) + S < 0; i=1,....M (4.122)
LA —L.c\T Ot A LiC o
(Az Lch;A] chz) P+P<Az Lch;AJ LJCZ) + S+ S, <0 i< (4.123)
Sll SlM
>0 (4.124)
SMI SMM

Ol\,lGZ'j:Ai—BZ‘Kj,Pl>O,P2>O,jS: getS]Z:S;I;

4.6 Stabilisation quadratique et non quadratique

4.6.1 Théoréme des valeurs moyennes différentielles

Dans cette section, nous examinons l'approche basée sur le théoreme des valeurs
moyennes différentielles (DMVT) pour les fonctions a valeurs scalaires et vectorielles.
Cette méthode permet de représenter la dynamique non linéaire de 'erreur d’estimation
sous la forme d’un systéme Linéaire a Parametres Variants (LPV), une approche qui sera
exploitée dans la suite.

Considérons f(x) € R" — R™, une fonction continue sur l'intervalle [a,b] € R" et
différentiable dans Co(a,b). Alors, il existe un vecteur ¢ € Co(a,b), avec ¢; # a, ¢; # b
pour i = 1,...,n, tel que [IMRM10] :

n,n,2

fla) = f(b) = Z Hiji(cj)dix | (@ =) (4.125)
i,5,k=1

Ou Hji(c;j) représente les éléments de la matrice Jacobienne de f évaluée en c et d;jy,

sont des coefficients appropriés qui dépendent des dérivées de f. Cette représentation est

utile pour analyser et contrdler les systemes dynamiques non linéaires en les approchant

par des systemes LPV.
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tel que

g2t ()]~ 51t (c;)

0ij1 = af?zj af?Zj
T e g (e
OF: o aFf:
5 gk ()™= 5l (¢5)
ij2 — 7907, - 197 ;
J [872(cj)]7rLaL_[aT;(cj)]7rLz7L

6ijl~c Z 0 et (51']'1 + 52']'2 =1

Ofi

Higy = en(Del ()52 ()™
J
1
0 0 00
jo|0 (g 00
Hij = oz
0 0 00
0 0 00
0 0 00
Hijo = en(l)eg@)[ax (¢;)]
J
1
0 0 00
jo |0 gm0 0
Hij = o0
0 0 00
0 0 00
0 0 00

(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)

(4.130)
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Exemple d’illustration

Soit une fonction bidimensionnel f(z) : R*> — R? | continue et différentiable sur
Co(X,Y) tel que :
flx) =[f1(z) f2(x)]7, avec X = [X1 X2]T et Y =[V1 Y2|T.

D’apres le théoréme des valeurs moyennes, on peut écrire:

[3hImee 0 0 [ghme 00
f(X) - f(Y) = ! X 6111 + 2 X 5121 + 5 X 5211
0 0 0 0 [aﬁ]m(m 0
1
_0 0 Of1 1min 0 [%]mzn
X 0921 + o X 0112 + O X 0122+

0 [gﬁ]max 0 0 0 0
L T2

0 0 S & 0 0 5 X1 Y1

) X 0212 ] X 0222 | X -

(gm0 0 [y x2| |y

4.6.2 Stabilisation par retour de sortie quadratique

L’objectif de cette section est de concevoir un controleur a retour d’état basé sur des
états estimés pour assurer la stabilité du systeme non linéaire en boucle fermée.

Avant de présenter la conception de notre controleur, nous introduisons I’hypothese
suivante, non restrictive :

Hypothese
e Nous supposons que le signal de référence est borné.
e Les paires (A;, B) sont contrdlables.

Considérons le systeme flou de type Takagi-Sugeno suivant :

&(t) = Yoy ha(E(x(t))) (Asx(t) + Biu(t)) + F(t)
y(t) = Cx(t)

(4.131)

ou F'(t) représente le vecteur d’entrée inconnu. Ensuite, I'observateur d’état correspon-
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dant est représenté comme suit :

Z hi(€ ) (AiZ(t) + Byu(t)) + L(y(t) — y(t))
y(t) =Cz(t)

(4.132)

La loi de commande pour le systéeme donné par (3.131) est définie par un retour d’état
u(t) = —K (( — z(t +/ ) — .(t ) (4.133)
Définissons l'erreur de suivi comme :
ec(t) = x(t) — x.(t) (4.134)
Alors, la relation (3.133) devient :
ult) = =K ((eet) = &) + [ (eclt) — 1)) (1135)
En substituant (3.135), nous obtenons la dynamique de 'erreur de suivi :

= Z hi(t) [(As — BiK) e (t) + BiKeé(t)

(4.136)
~BiK/ (ec(t) = é(t)) dt + E - F(t)]
ou
_ _ z(t)
— | 4 1| et Fl) -
F(t)
Définissons le vecteur augmenté e, (t) comme :
é(t)
ea(t) = | ec(t) (4.137)
J (ec(t) — e(t)) dt
Apres manipulation, la dynamique du systéme augmenté devient la suivante :
Zh ) (Ageq(t) + BoUq(t)) (4.138)
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A —LC 0 0 10
ol A, = | B;K Ai—BK —BK |B.=|0 £ etU,=|%]
—1 I 0 00

L’estimation d’état et I'erreur de suivi peuvent étre écrites sous la forme :

e(t) = (Ao — LC) &(t) + (®(x) — ®(2))
éo(t) = (Ao — By K) eu(t) + By Ké(t) (4.139)

+ By K/ (eo(t) — 6(t) + E - F(t) + ® (2, 2.)

ou :

Zh(Z BK)e,(t) + BKe(t)

~BK / (cclt) ~ 2(0)))

En utilisant ’approche du théoreme des valeurs moyennes:

(2 — ) (4.140)

ou ¢ €] — z.[ Maintenant, nous appliquons la transformation de non-linéarité sectorielle,

le systeme augmenté 3.139 peut s’exprimer comme :

Zh t)Ageq(t) + BuU,(1) (4.141)
ol
Ao+ A, — LC 0 0
Ay=| By K Ao+ A — By K —By K
-y I 0

La présence de perturbations d’entrée U,(t) affecte la performance de controle du
systeme global. Par conséquent, une performance de suivi H* a été considérée.

Théoreme 4.4

Le systéme en boucle fermée (3.141) est asymptotiquement stable avec une performance
de suivi garantie H>, sil existe des matrices P = PT > 0 et un 42 prescrit tel que inégalité

matricielle suivante soit réalisable

e 1 — —
A, P+ PA, + P BaBP+ Q<0 (4.142)
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4.6.3 Stabilisation non quadratique

Le controleur est concu en utilisant le retour d’état classique.
u(t) = —F (z(t) — z.(t)) (4.143)

ou F est le gain du contrdleur a concevoir, (x(t), z.(t)) sont respectivement les états
réel et désiré.

Tout au long de cette section, nous supposons que (dz.(t)/dt = 0), et ensuite, le
théoreme suivant est utilisé pour dériver les critéres de stabilité.

Théoréme 4.5 Pour tout 4, = 1,...,r, s'il existe H, E;, N;, et Q > 0, qui rendent les
inégalités matricielles linéaires (3.144)-(3.146) valides, le modele descripteur TSF (3.131)

avec le controleur a retour d’état (3.133) est asymptotiquement stable
Hi=H+FE; >0 (4.144)

Hi A + AT H; — BN, — N B +(n—1)Q <0 (4.145)
HiA; + AT H; + Hp Ay + ATH; — BiN; — NTB] — BN; = N'Bl —Q <0 (4.146)

ot N = FH,; et H, E; sont définis par (3.144).
Preuve.

La boucle fermée du systeme TSF (3.131) avec la loi de contrdle (3.133) devient :

i(t) = i:lum (A — BiF)(t)

la dynamique de I'erreur d’état peut étre représentée comme :

é(t) = (t) — 2.(t)

alors

é(t) =(Ag — BoF)e(t) + BoFx.(t) +{Y(x(t)) =Y (z.(1))}
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ou

=1
Le théoreme des valeurs moyennes a été exploité pour définir les termes non linéaires

P () (alt) — 2elt)) | 20r0ar

Y(x(t) =Y (2(t) =

alors,
g=2""

— ; pi(z) (A; — BiF) e(t) +{BoFx.(t) + v (z.(t))}

Soit V' (z) une fonction de Lyapunov intégrale de ligne, et sa dérivée temporelle est
V(w) = ()" {PAi + AP — PiBF —F"BI'P;} x(t)

soit
' T

> i) () {Pi (4 = BiF) + (AT — F"BT)P:}

=

Z,ﬁ ) {Pi (A — BiF) + (AT - F*BY) P}

+ZZM1($ { . (A; — BjF) + (.A;‘F — FTB]T> P;

i=1 j>1
P; (A — BiF) + (AT — F'BI') P;}
Nous pouvons réécrire II(z) sous la forme :

D) <2 Y wl)(@)Q + Z 12(@) {Pi (A — B.F) + (AT — F'BI) Pi}

i=1 j>i

< Xr:u?(x) {Pi(Ai— BiF)+ (AT - F'BI)Pi}  +(n—1)Q <0

i=1

alors, pour tout = # 0,V (z) = z(t) T (x)z(t) < 0.
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4.7 Exemple

Un exemple numérique est fourni pour montrer 'efficacité des conditions de stabilité

et de stabilisation proposées.

ou
—0.7 —bHa+2b 0
A = , Bi=DBy=
1.4b+a -7 1
0.1 —5a + 2b
Ay =
—-0.2b+a -7
t 1
hl(t) = xl( ;—i_
T — 2ot
a(t) = 220,

La paire (a € [—15,—5] et b € [—10, 10]) est ajustée pour comparer les zones réalisables
pour les Théoréemes basées sur les fonctions quadratiques et non quadratique.

L’inégalité (3.144)-(3.146) permet de calculer les matrices Py, Py, et @

0.0351 0.1276 0.1457 0.1161
1= ) 2 =

0.1276 0.7454 0.1161 0.6799

0.0710  —0.0068
—0.0068 0.2172
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Fig 4.11: Domaine de faisabilité

La Figure (3.11) représente la région stable des LMIs via les Théorémes basées sur
les fonctions quadratiques et non quadratiques. La région réalisable obtenue avec le
Théoreme 4.5 couvre la région stable donnée par le Théoreme de la fonction quadratique,
ce qui démontre que les contraintes LMI via des fonctions non quadratiques sont moins
conservatrices que la forme quadratique classique. Lorsque a = —14 et b = 10, les criteres
de stabilisation a travers la premiere Théoreme sont irréalisables, signifiant qu'un controleur
stable ne peut pas étre obtenu par ces approches. Cependant, en utilisant le Théoréme 4.5,
les conditions de stabilisation sont résolues sous les régions LMIs. Les matrices positives
sont obtenues comme suit :

0.0110 0.0005 0.0110 0.0005

}ﬂ:: ) }3‘_

0.0005 0.0109 0.0005 0.0118

0.2315 0.0384
0.0384 0.2028

et les gains du controleur

F =0.4433 — 0.1695]

La Figure (3.12) représente les résultats de simulation des réponses d’état en boucle
fermée lorsque les conditions initiales sont x(0) = [—3 1]. Les réponses d’état montrent que
le contrdleur proposé est stable. Le signal de commande u(t) est montré dans la Figure

(3.13).
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Fig 4.12: Trajectoires d’état du systéeme
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Fig 4.13: Signal de commande u(t)
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4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exploré des méthodes avancées de controle des systemes
non linéaires, notamment la linéarisation par rétroaction, l'intégrateur par Backstepping
et la commande par mode glissant. Une attention particuliere a été accordée a la méthode
de réaménagement de Lyapunov, qui joue un role clé dans la stabilisation des systemes
non linéaires et permet de garantir leur robustesse face aux incertitudes. Ce chapitre a
mis en évidence les limites des méthodes traditionnelles de commande, qui reposent sur
I’hypothese d'une connaissance parfaite du modele du systeme. Or, dans de nombreuses
applications pratiques, ces hypotheses sont difficiles a satisfaire, rendant les approches
classiques inefficaces face aux incertitudes et aux erreurs de modélisation. Ce constat
souligne 'importance du développement de stratégies de commande robustes et adaptatives,
capables de s’ajuster dynamiquement aux variations et perturbations du systéme. A cet
égard, les techniques de commande robuste, telles que la commande par mode glissant et
la commande Backstepping robuste, offrent des solutions performantes pour atténuer les
effets des incertitudes et améliorer la stabilité des systéemes non linéaires en boucle fermée.
Ces approches permettent non seulement de garantir une stabilité asymptotique, mais aussi
de rendre les systemes plus résilients aux perturbations et aux variations des parametres,
ce qui est essentiel dans des domaines critiques tels que 'automobile, ’aérospatial, la
robotique et les réseaux électriques intelligents. En conclusion, I’évolution des méthodes
de commande non linéaires ouvre de nouvelles perspectives pour le contréle des systemes
complexes. La combinaison de techniques robustes et adaptatives constitue un levier
stratégique pour le développement de systemes autonomes et intelligents, capables de
fonctionner efficacement dans des environnements incertains. L’optimisation continue
de ces approches représentent une voie prometteuse pour la conception de systemes de
commande toujours plus performants et adaptatifs.

Ce chapitre a abordé egalement de maniere approfondie la conception de controleurs
stabilisateurs pour les systeémes flous de type Takagi-Sugeno, un élément clé dans le
domaine des systemes et de la régulation automatique. En mettant 'accent sur les
fonctions de Lyapunov, a la fois quadratiques et non quadratiques, nous avons exploré
diverses méthodes innovantes pour la synthese de contrdleurs. L’utilisation de ces fonctions

dans le contexte des systemes TS a prouvé leur efficacité pour assurer la stabilité globale
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asymptotique en boucle fermée.
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CONCLUSION GENERALE

E moteur a réluctance synchrone (SynRM) représente une alternative prometteuse
L aux moteurs traditionnels grace a sa conception robuste, son rendement énergétique
optimisé et son excellent compromis entre cotit et performance. Cependant, sa commande
reste un défi majeur en raison de la nature non linéaire et complexe de son comportement
dynamique.

Les travaux réalisés au cours de cette these constituent une avancée significative dans le
domaine des systemes non linéaires, des moteurs SynRM et de leurs commandes. Par une
démarche rigoureuse et approfondie, cette recherche a abordé des aspects fondamentaux de
la modélisation, de I’analyse et de la commande des systémes non linéaires et des moteurs
SynRM, soulignant leur importance vitale dans une multitude de domaines d’application,
de la robotique a l'aéronautique, en passant par la biologie et la gestion de 1’énergie.
Dans cette these, nous avons exploré en profondeur la modélisation et la commande du
SynRM en nous appuyant sur des approches avancées issues de la théorie des systemes
non linéaires.

La premiere partie de ce travail a été consacrée a la modélisation du SynRM. Le
premier chapitre a posé les bases théoriques des systémes non linéaires et des machines
électriques, en mettant particulierement en lumiere les spécificités du SynRM, ses différentes
configurations de rotor et les équations électromécaniques qui régissent son comportement
dynamique. Ensuite, le deuxiéme chapitre a introduit les systémes flous de Takagi-Sugeno
(T'S) comme un outil puissant pour la modélisation de systémes complexes. L’accent
a été mis sur la construction d’un modele TS du SynRM, 'analyse de sa stabilité et
I'exploitation d’inégalités matricielles linéaires et bilinéaires (LMI et BMI) pour garantir

une modélisation précise et exploitable en commande.
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La seconde partie de la these s’est focalisée sur la commande avancée du SynRM. Le
troisieme chapitre a exploré différentes approches de controle, notamment la linéarisation
en régime de petit signal, la linéarisation par rétroaction et la linéarisation de 1’espace
d’état. Il a également traité des stratégies de commande non linéaire robuste, telles que
la commande par reconfiguration de Lyapunov, la commande par mode glissant et la
technique du backstepping robuste, visant a améliorer la stabilité et la résistance aux
perturbations du moteur. Enfin, ce chapitre a abordé la stabilisation des systemes flous de
type TS en proposant des controleurs basés sur un contréle distribué parallele, le retour
d’état reconstruit et des techniques de stabilisation quadratique et non quadratique.

Le quatrieme chapitre a permis d’évaluer concretement les performances des techniques
de commande développées a travers une implémentation sur un modele TS du SynRM.
Une attention particuliere a été accordée a la conception d’un controleur non quadratique
basé sur la méthode de l'intégrale de ligne de Lyapunov. Des simulations MATLAB ont
permis de valider 'efficacité de ce controleur sous différentes conditions de fonctionnement,
tandis qu’une validation expérimentale en boucle matérielle a confirmé son applicabilité
en conditions réelles. Une étude comparative avec d’autres approches existantes a mis
en évidence les avantages du controleur proposé en termes de précision, de robustesse et
d’adaptabilité aux variations de charge.

Les résultats obtenus démontrent que les méthodes de commande proposées améliorent
significativement les performances du moteur en termes de stabilité, de robustesse et
d’efficacité énergétique. Ces avancées ouvrent ainsi la voie a de nouvelles applications
industrielles du SynRM, notamment dans les secteurs de l'automobile et des énergies
renouvelables, ou la recherche de solutions performantes et économiquement viables est
essentielle. Elles constituent également une perspective prometteuse pour maximiser

Pefficacité du SynRM dans des contextes industriels concrets.
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