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RESUME:

L’objectif de la présente thése est d’analyser les poutres en matériaux composites gradués
fonctionnellement (FGM) sous la flexion dtatique, en utilisant la théorie HSDT
(ladéformation par cisaillement d'ordre supérieur), est considéré. Un modél e mathématique est
établi, pour ces poutres composites des différentes conditions aux limites, libres, simplement
appuyés et encastrés, sous chargement. Nouvelle fonction polynomiale de cisaillement est
utilisée. Les conditions aux bords de contraintes nulles dans cette étude. Pas de facteur de
correction et prise en compte. Les propriétés des matériaux sont considérés graduées a travers
I'épaisseur, une simple loi est prise en compte. Cas illustratifs de poutres a appuis simples et
extréemités encastrés soumises a une force concentrée au centre de la poutre, et a une charge
uniformément répartie pour les poutres a appuis simples, respectivement. Ensuite, les poutres
en porte a faux sont soumises a une force de cisaillement concentrée a I'extrémité libre, et
également les poutres en porte a faux portent une charge uniformément répartie. Les cas
illustratifs présentés précédemment démontrent l'originalité de ce travail dans cette
investigation. Le modéle mathématique est établi par des équations différentielles dérivées du
principe de travail virtuel. Les équations d'équilibre et les conditions aux limites sont
présentées. Basée sur la forme de différentiation pour prédire le champ de déplacement.
La solution du modéle analytique est présentée. Le champ de déplacement incluant la rotation,
contrainte, déformation prédites a partir du modele proposé, sont présentés. Enfin,
la comparaison entre le modele actuel et les modeles de solutions existants dans la littérature a

montré une meilleure similitude et convergence.

Mots clés. Matériau FGM, Anayse statique en flexion, Nouvelle fonction de cisaillement
polynomiale, Déplacement.



ABSTRACT:

The objective of this thesis is to analyze beams made of functionally graded composite
materials (FGM) under static bending, using a HSDT theory (higher order shear deformation),
is considered. A mathematical model is established, for these composite beams of various
limits, free, smple and fully clamped, in bending. New polynomial shear function isused. The
edges of the section without stress are used in this study. No correction factor takes into
account. The material properties are considered, a simple power law is taken into account.
[lustrative cases of beams with simple supports and clamped ends subjected to a concentrated
force a the center of the beam, and a uniformly distributed load with simple supports,
respectively. Also, the cantilever beams are subjected to a concentrated shear force at the free
end, and uniformly distributed load, respectively. The illustrative cases presented previously
demonstrate the originality of this work in this investigation. The mathematical model is
established by differential equations derived from the virtual work principle. The equilibrium
equations and boundary conditions are presented. Based on the variational form to predict
displacement fields. The solution of the analytical model is presented. The results in terms of
displacement fields including section rotation and stress, deformation predicted from
the proposed model are presented. Finally, the comparison between the current model and
existing solution modelsin the literature showed better similarity and convergence.

Keywords. FGM Materiads, Static analysis in bending, New polynomia shear function,
Displacement.
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transverse de la poutre composite simplement appuyée ala flexion
sous charge en fonction des paramétres de matériau............ccceveeeveennenee.
Validation des contraintes de cisaillement de |a poutre composite en

porte afaux pour différents parametres du matériau.........ccoceevveeceeruenen.

Xil



Liste des symboles

h: Epaisseur,m

L: Longueur de poutre, m

I: Moment d'inertie, m*

p: Parameétre du matériau

Ex: Module d'éasticité, MPa

Gxz: Module Cisaillement transversal, MPa

P: Charge mécanique, KN

g:charge uniforme repartee, KN /m

p(z): Densitékg/m®

v(z): Coefficient de poisson

Py, Pe: Propriétées

M(X): Fonction d'expression de moment, KN.m
N: Force axiale normale, KN

N(X): Fonction d'expression de force normale, KN
dWey : Letravail extérieur

OWint : Letravail intérieur

¢(z): Fonction de cisaillement

¢(2)yx : Fonction de gauchissement

Wo: Déplacement transversal di au flexion,m
(uo,Vo,Wo): Composants de déplacements

0: Rotation

(Ox, Gy, T, Ty, Txy, Txy): COMposants de contraintes
(€x» Eva ExYxy» Tuys Yy ):COmposants des déformations

o: variation

d/ 0x;d/0z; % : ;?; Premiére. Deuxiéme dérivation par opérateur de dérivation dans les
directions X, z, respectivement.

M(X): Fonction d'expression de moment, KN.m

N: Force axiale normale, KN

N(x): Fonction d'expression de force normale, KN

T: Force de cisaillement, KN

T(x): Fonction d'expression de laforce de cisaillement, KN

FGM: Matériau a Gradient Fonctionnel (en anglais : Functionally Graded Materials)
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1. Généralités:

Dans les dernieres décennies, de nouveaux matériaux avancés composites offrent des

charactéristiques mécaniques et thermiques supérieures .

Le domaine en matériau des propriétés (FGM) en général donne large possibilité au recherche et

I’industrie.
En effet I’un des problémes actuels est |e cisaillement transversal a travers I’épaisseur.

Le domaine en matériau des propriétés (FGM) pour la flexion, vibration libre, et auss dans
le flambage, ont utilisés dans leur calcul des théories HSDT( prenant |a fonction de gauchissement
dans les champs de déplacement qui n'ont pas éé pris en compte par les théories classiques; En
effet, lathéorie d’Euler-Bernoulli conduit a une expression trés connue sans cisaillement, théorie de
Timoshenko est permet de prendre en compte le cisaillement en tant que fonction de forme

linéaire).

La modélisation des paramétres de durabilités, des poutres par une anayse statique pour établir

un modéle mathématique deterministe efficace.

2. Problématique:

Pour les poutres FGM et les plagues FGM, I’'un des problémes actuels est I’ effet de cisaillement
transversal par deformation a travers I’épaisseur en flexion, vibration et flambement. L’ analyse
statique en flexion permet d’établir un modele mathématique utilisant des théories de cisaillement
d'ordre supérieur(HSDT) prenant en compte les déformations de cisaillement (I’effet de
gauchissement) dans le champ de déplacement et ses dérivées (contraintes, déformations), qui n'ont
pas été prises en compte par les théories classiques (la théorie d’Euler-Bernoulli conduit a une
expression ssimple de la flexion sans cisaillement. En effet, la théorie de Timoshenko (la plus
réaliste)permet de prendre en compte le cisaillement comme fonction de forme linéaire. Ceci
confirme cette inférence et conduit a sintéresser a la stabilité du modéle). Plusieures modéles des
fonctions de cisaillement issus de la littérature sont proposés. Dans ce travail, une nouvelle fonction
de cisaillement polynomiale satisfaisant les conditions aux limites sans contrainte est requise pour
I’effet de gauchissement. Ces théories ne nécessitent pas de facteur de correction de cisaillement et

considérent une fonction de forme hyperbolique. A partir la définition précédente et donc, a la
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flexion pure, un modéle mathématique pour des cas illustratifs qui n’ont pas été suffisamment
analysés par des travaux de recherche antérieurs, de poutres FGM a des conditions aux
limites différentes de simplement appuyées, et en porte-a-faux (encastré-libre), ains que bi-
encastrées, sont présentés respectivement leur déplacements, contraintes et déformations, permet

également de fournir aux ingénieurs des regles utiles pour la conception dans ce domaine.
3. Objectifs:

L'objectif de cette thése est d'analyser des poutres en matériaux composites a gradient
fonctionnel (FGM) en flexion statique, en utilisant la théorie HSDT (la déformation par
cisaillement d'ordre supérieur). Les poutres composites de différentes conditions aux limites, libres,
simplement appuyés et encastrés, sous chargement. Les conditions aux bords de contraintes nulles
dans cette étude. Pas de facteur de correction de déformation. Celainclut:

-Développer et établir un modele mathématique ou I’effet de cisaillement est pris en compte dans
le champ de déplacement, et auss prend en compte la rotation, ainsi que de la fonction de
gauchissement (inclut nouvelle fonction polynomiale de cisaillement est utilisée).

-Contrainte axiale et transversale.

-Déformation axiale et transversale.

Ces poutres composites de différentes conditions aux limites, libres, simplement appuyées et
encastrées, sous chargement. Les conditions limites de contrainte nulle dans cette éude. Aucun
facteur de correction de déformation.

4. Conception et approche:

L es poutres sont de section prismatique (bxh). Le modele mathématique est établi par des équations
différentielles dérivées du principe du travail virtuel. Solution est basé sur une approche de
variation (intégrales) pour prédire la composante champ des déplacements par ( pas constant
correction cisaillement) sans contrainte aux limites section pour obtenir les solutions a la flexion
statique et les lois de comportement de base permettant d’améliorer la solution du modeéle
anaytique. Les résultats en termes de champs de déplacement incluant la rotation de la section et
les contraintes de cisaillement sont devenus plus efficaces.

L'exactitude de la théorie actuelle est vérifiée en comparant les résultats d'autres théories raffinées

et lathéorie exacte.
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5. L'organisation delathése:

Lathese est dévisée en quatre chapitres, sont |es suivantes:

- Généralitéssur lesFGM:

Généralités aux FGM, presentent poutres FGM (CBT, FSDT, HSDT), citent les différentes lois de
mélange. Ce presente aussi, principaux travaux antérieurs réalisés sur I’effet du cisaillement
transversal dans les poutres en matériaux a gradient fonctionnel (FGM).

- Etude du comportement mécanique des poutres en matériaux fonctionnellement gradués
(FGM):

Chapitre 2 permet de dessiné une démarche a aux axes.

Rappel sur leslois constitutives de base ( I’elasticité générae) ,

Les propriétés matérielles de la poutre ; Hypotheses, CAL (conditions aux limites); PTV (principe
des travaux virtuels). Les méthodes analytiques résolutions, fini par conclusion.

- Présentation de modeéle analytique pour I’analyse de la flexion des poutres FGM:

Le modéle mathématique est éabli par des équations différentielles dérivées du principe du
travail virtuel. Des équations d'équilibre et des conditions aux limites sont introduites, solution
est baseé sur une approche de variation (intégrale) pour prédire la composante champ des
déplacements et les lois de comportement de base. La solution du modele analytique, a été
présenté. Les résultats en termes de champs de déplacement incluant la rotation section (6) ;
(Txz), prédits du modéle proposé.

Enrésumé, fait le point sur le modéle analytique utilisé, en se base sur la théorie
d’élasticité linéaire permettant de prédire en brief les points suivantes :

- Laformulation theorique de poutres en matériaux a gradient fonctionnel ( équation differentielle
d’une poutre, analyse statique, conditions aux limites en détail exaustifs) , et modéles analytiques
des cas illustratifs de poutres composites en flexion (casl, cas2, cas3, cas4, casb) ont présenté
l'originalité de ce travail , dans cette enquéte.- L'anayse theorique d'une poutre (modele
mathématique, champ de déplacement, établi une nouvelle fonction de cisaillement polynomiale).

- Lescontraintes ainsi les déformations; conclusion.
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- Résultats et validation numérique du présent modéle analytique: En bref, ce chapitre 4 sera
exposé des études comparatives réalisées; des autres modéles issus de la littérature et les
commentaires, une conclusion se termine I’ensemble de résultats importants de ce travail,

et les perspectives.
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Chapitre 1. Généralitéssur lesMatériaux a Gradient de Propriétés Fonctionnel (FGM)

1.1 Introduction:

Les produits en composites en qualité des fibres, leur forme, leur orientation, leur
adhésion a la matrice, le rapport volumique des mélanges  en constituants de base, €t les

procédés de fabrication (propriétés mécaniques).

Les matériaux a gradient fonctionnel font partie du domaine des matériaux intelligents,

les matériaux FGM présentent des caractéristiques intéressantes, complexes et parfois opposées.

Les matériaux FGM présentent des caractéristiques aux exigences environnementales
extrémes, les qualités techniques aux besoins d’allégement, adapté aux solutions technol ogiques,
ainsi que touchent toutes les disciplines industrielles.

Les matériaux FGM présentent propriétés matérielles effectives, de comportements
isotropes.

Les poutres et aussi les plagues en FGM sont  supposées leur propriétés mécaniques et
propriétés matérielles effectives, a travers loi des constituants, expose genéralités sur les
matériaux composites, qui semble étre apercu géenéral présentent leur catégories qui sont divises
en composites comme stratifiés, sandwichs...etc. Une éape cruciae, I’analyse s’intéresse aux
conditions limites pour poutres et plagues en FGM.

Cetravail est consacré a présente et explique les modéles et les théories utilisés pour
les plagues et les poutres (CT, FSDT, HSDT) en littérature.

En fin sur les poutres en FGM, présentons des travaux littéraires antérieurs.
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1.1.1 Matériau composite:

En général, différents base, basant sur les matrices et les fibres. Plus, sont effectives leurs
propriétés, atraversloi des constituants.
Leurs catégories qui sont divisés:

% Milieu pore: L ensemble des volumes des solides et |es volumes des vides dans |e volume
total.

+ Fedilles en tailles: Couple formé par salargeur et salongueur de taille occupe le volume
élémentaire par fois prend laforme des feuilles.

% Stratifiés: Sont constituées sous la forme de plis réguliers ou non, empilement de
monocouches et des couches, et sandwiches (peau et cceur).

+» Composites: Assemblage entre des matrices et fibres de renforts.

- Milieu pore - Feuillesen tailles.

- stratifiés. - Composites (renforts et fibres).
Figure 1.1. Catégories (ZIOU et al, 2017)
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1.1.1.1 Lesmatrices:

Lesmatrices et lesfibres sont les constituants de base qui permettre de :
- Cohésion des fibres renforts.

- Répartir les charges mécaniques.

-Tissu de produits et |a protection.

- Latenue chimique et thermique désirée. -Usage dans I’industrie.

Lafigure 1.2 présente I’organigramme de |la matrice comme suivant:

Matrice

v v

Organique Minérale
' v v
Céramique Métallique
y
Thermodurcissable
/ ~ Borures
Thermoplastiques
~ Carbures
Elastomeéres

> Nitrures

Figure 1.2. Organigramme différentes familles des matrices
(EImeiche, 2013; Elmossoues, 2013)
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1.1.1.2 Lesfibres:

Les fibres sont des constituants de base et une partie indispensable de matériaux composites,

permettre de:

- Grande résistance mécanique.

- Tenue alatempérature éleveée.

- Plus légerset rigidité élevé.

- Contre les agents agressifs (PRF).

- Couvrant toutes les spécialités industrielles en produits secondaires ou principaux.

-Pour, lerenfort de fibre composite, sous forme filamentaire ou autres formes.

Lafigurel.3 ci-dessous présente I’organigramme de renfort.

Renfort

l

v v
Organique I norganique
r v v
Minéraux V égétaux
y
Thermodurcissable
2 »  Céramique
Thermoplastiques > Bois
v Ly Métallique
Elastomeres » Cotton
Verre Carbone Bore

Figure 1.3. Organigramme type de renfort
(ElImeiche, 2013; Elmossoues, 2013)
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1.1.2 Matériaux a gradient fonctionnel
1.1.2.1 Historique sur lesFGM:

Les matériaux FGM du domaine des matériaux intelligents (ténacité, résistance, relaxation) sont
des matériaux ou les propriétés effectives différentes, généralement graduée dans le sens de
I'épaisseur. Figure 1.4 présente un matériau FGM d’une variation continue (loi continue) des
propriétés selon la fonction dépendante de I’axe- z (épaisseur) de la (figure 1.4-a) et lavariation
discrete (loi discrete) est assumé des propriétés par couches quasi homogenes de fraction
volume (figure 1.4-b).

(a)-Variation continue des propriétés (b)- Variation discréte des propriétés

Fhase ce&ramyoue

Matrice &n ceramigues
avedc Iinclusions
metalhques

Zone de transition

fMatrice matalliquea
aveo Inclusions =n
cCeEramagus

Phase metaligue

Figure 1.4. Matériau FGM ( Zhonget a, 2007)
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1.1.2.2 Procédures defabrications:

En généra la figure 1.5 présente les modes de fabrications ou sont résumé et montré par
I’organigramme suivant:

Fabrication des FGM
| |
il il IS
Al etat hquide AT état solide Projection de matiére
{ Metalhwrgie des poudres J Metallurgie des poudres I { Deépdt en phase J
-[ Lizizon par diffusion ] Liaizon par diffusion l -.[ Electrodéposition l
q[ Fabrication additifs ] Fabncation additifs ] { Traitement par lazer ]

Figure 1.5. Organigramme FGM (EI-Galy ; 2019)

Ces méthodes sont les plus utilisees dans I’industrie a cause moins cheres que latroisieme de

projection de matiere et au sens technique.
Figure 1.6 montre le mélange, coulage en bande, produit FGM.

Mineral axides Mixing Organic bindar Homogenisatien Pump
powdars and additives
T A, o
a Y 8

d}_}@ > — B3

Taka up ree

Evaporated =S
T' Drying Doctar blade 8
solvent 4:—5Iurnr contakmer

—_ Flexible

Paaling

Figure 1.6. Procédures coulage en bande (Faddoul, 2012)
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Procédures chimiques et pulvérisation et métallurgie des poudres (Figure 1.7).

WIEMICTAIY, TISEMNICT, SYZrSis

FProcédé YT

SHCNC, SHCTC, TGO, CFC-C, CrCerumle, T5ECu,
RighN 00O, TiNIT, DismondWWC, MiCeiCeyCo

PFrocédd chimigue

Buses de pulvdnsation

_ Substrat

]}él:'\-'ﬂ
ot Cime dde
t P A _Source
4 réaction - p'lﬂ.ﬁTI‘lﬂ.
5
i Eﬂu"“‘u&‘“
du mdal

SUhSIrar

Creuset en Cu

TiBA/Cu, Ti
FrQo NI, FET

Procédé SHS
MM, TICML, MoSia-SiCimTiAl,
i, CraCaMi

MO Ery, Y572 Mo, SigN WiCu, WCAC
e NL"RJ E}L 40, u, o,

Procédé de métallorgie des poodres

20, hizﬂjf I Cr-Frlrs,

Eehami lam
& pradicn:

Echamtn o
b prmdicnt

Piston

fﬁ’fﬁ""ﬁ ..”
/.'.:-"' Z M
e

_,
o
7

Figure 1.7. Procédures chimiques et pulvérisation et métallurgie des poudres (llschner, B. 1994)

Figure 1.8 montre le mélange des poudres par projection de matiere a traitement par lazer a haute

énergie comme source de chaleur et une poudre comme matiére de production, empilant

les matériaux a des couches jusgu'aformer des pieces complétes (poutres, plagues,...).

Laser

Pawder I':'rdl:'t
-

Pre-mived
i dli-povwder

Gradient Maiterial

Matertal

Figure 1.8. Procédé de dépdt d'énergie dirigé par laser (Li et a, 2017)

B Vol.%

A Val%s
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1.1.2.3 Avantagesdes FGM:

Citent quel ques points comme avantages des FGM  a savoir:
- Les matériaux FGM parmi leurs avantages présentent propriétés matérielles effectives.
- Plus utilisées dans I’industrie a cause moins chéeres, projection de matiere et au sens technique.

- Caractéristiques aux exigences environnemental es extrémes.
-Grande rési stance mécanique.

- Tenue alatempérature élevée.

- Utilisables.

- Couvrant toutes les spécialités industrielles en produits secondaires ou principaux.

1.1.2.4 Inconvénientsdes FGM:

Citent quel ques points comme inconvénients des FGM asavoir:

-L’ application est leur fabrication compliquée en raison de |'inadéquation des propriétés
différentes a cause dela température de fusion.

- Structure FGM présente une grande porosité.

- Les matériaux technologies sont trés colteux.

- Les matériaux composites leur assemblage sont genéralement plus fragiles que
les matériaux métalliques conventionnels dans leur assemblage.

1.2 Modéleset théories:

Dans cette partie de ce travail, une formulation basée sur modeleset théories des plaques
classique (CT), du premier ordre (FSDT), et supérieur (HSDT) ont éé mise en place

permettant de décrire le comportement en flexion.

1.2.1 Modéeet théorieclassique CT (Classic Theory):

Ce sont Leonhard Euler et Jacques Bernoulli qui émirent la premiére théorie utile vers 1750,
sont abouti a l'équation différentielle pour I'analyse vibratoire. (Lagrange, J.L. 1828) a présenter

I’équation générale des plagues.

12



Chapitre 1. Généralitéssur lesMatériaux a Gradient de Propriétés Fonctionnel (FGM)

Cauchy (Cauchy, A.L. 1828) et Poisson (Poisson, S.D. 1829) ont été formulé le probléme de
flexion des plaques sur la base des équations génerales de la théorie de I’élasticité. En 1829,
Poisson eétendit avec succes I’équation Germain-Lagrange a la solution d’une plaque sous
chargement statique. Cependant, dans cette solution larigidité flexionnelle était prise égale a un
terme constant, la théorie satisfaisante de la flexion des plagues est associée a Navier (Navier.
1823), qui a considére I’épaisseur de la plague dans I’équation générale comme une
fonction de rigidité. 1888, Love; Gustav Kirchhoff (En 1850 publié la théorie des plaques

minces, aénonceé la base des indépendantes).

Généralement sont désigné pour les matériaux anisotropes du modéle de Love-Kirchhoff
(Plagues minces), Euler-Bernoulli(Poutres).

Figure 1.9 présente CPT- (Classica Plate Theory) est basée sur les hypothéses de Love-
Kirchhoff (1850):

-La plaque est d’épaisseur faible devant les autres dimensions.
-Pas de déformation au plan de I’axe neutre (€x=Yxz= Yyz=0).

- La considération de déplacement transversal w.
-Lessections arester droites.

-Les contraintesdans le sensde I'épaisseur sont supposées nulles (0,=0).

Figure 1.9. Théorie (CPT) (Reddy et a, 2007)
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Le champ de déalacement de la plaque ainsi que la poutre s’écrit sous la forme:

u(x,y,z) = uglxy) -2 EE'- (1.2)
V(X,v.Z2) = vplx,¥) — z'%"- (1.2
w(x,y,2) = wo(x,y) (13

le cisaillement est négligé pour la théorie d’Euler-Bernoulli donc le champ de déplacement

pour quel point M situé a(x, z) s’écrit :

UM) (U(x,2) = uplx,y) —z0(x) (1.1-a)
wix,z) = wp(x,¥) (1.3-b)

Yxz = %:’ i:i =0 (1.3-¢)

> 8(x) =3 (1.3-d)

1.2.2 Modéleet théorie basé sur cisaillements (Timoshenko):
Lathéorie des plagues épaisses a été consolidée par Raymond Mindlin a partir des
travaux de Rayleigh (1877), Stephen Timoshenko (1915-1921), Reissner (1945)
et Uflyand (1948).
Figure 1.10 présente les études sur la (FSDT) par Reissner- Mindlin au modele de plaque, se
base sur les hypotheses:
-Pas de déformation dans le plan moyen de la plaque.
- Contrainte normal e est négligeable.
- L'effet del'inertie.
Les travaux sont référé aussi au Timoshenko et Woinowsky-Krieger sont aussi considéré, ains

gue Reddy dans les champs de plaques ainsi que les poutres.
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Figure 1.10. Théorie (FSDT) (Reddy et a, 2007)

Le champ de déplacement est le su vant:

u(x,y,z) = uy(x,y) +z@,(x,y) (1.4)
V(X,y,Z) = vp(X,y) + 2y (X, y) (1.5)
W(X' Yy, Z) = Wﬂ(xr}’r] (16)
(u, v, w) présentent les déplacements en membrane et O, (x,y) = — E::’ Dy(x,y) = —%1

sont les rotations autour des axes x et y, respectivement. A cette théorie ce qui nécessite

I’introduction d’un facteur de correction appliquer pour la contrainte de cisaillement.

Le déplacement d'un point M(X,y) de la poutre d’apres la théorie de Timoshenko est donné par

les deux composantes suivantes:

Iy
U(M){Ux(x, 2) = ug(xy) — 2280 4 20 (o) (149
Uz(x,2) = wp(x,y) (1.6-b)
Avec, le déplacement dans le plan (u,) @ le déplacement transverse (U,=wp).

—go(x) ; 92)=z;

I'j"'l'tl-'lh ewpliy)

Et, ”M( X) =

®o(x): Etant la rotation totale de la section mesurée sur la ligne moyenne de la poutre

Timoshenko.

¢(z): Etant la fonction de cisaillement par déformation de forme lineaire dite de .
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1.2.3 Modéeet théorie la déformation de cisaillement (HSDT):

A cause de I’insuffisance la théorie classique(CPT) des plaques qui perd en précision lors de
I’augmentation du rapport (h/a) et (h/b), et les limitations liées aux théories de déformation en
cisaillement du premier ordre (FSDT) qui considérent une variation constante de la déformation
transverse a travers I’épaisseur de la plaque, et qui nécessitent un facteur arbitraire de correction,
les théories d'ordre supérieur ont été développées, a la différence de la théorie (CT) et la
théorie (FSDT) avec les acceptations de la distribution linéaire du déplacement par |'épaisseur,
la théorie d'ordre élevé est basée sur une distribution non linéaire des champs dans I’épaisseur
par conséquent, on tient compte des effets de la déformation transversale de cisaillement et

/ ou de la déformation normale transversale.

Ces modéles n'exigent pas des facteurs de correction. Le champ cinématique de la théorie de
cisaillement d’ordre élevé a été développé par les références sur les modeles ont contribué,
peuvent étre trouvées plusieurs chercheurs ont modifié lafonction de cisaillement sur la base
des théories précédents a savoir, Hildebrand et al. (1949), Naghdi (1957), Kaczkowski (1968),
Panc(1975) et Reissner (1975), Nelson et Lorch (1977), Levinson (1980), Murthy(1981) et
Reddy (1984), Levy 1877, Stein (1986) et Touratier (1991), Soldatos (1992), Karama et al.
(2003), Shimpi.R.P et a ( 2002), Kant et a (2002),CUGNONI (2004), Ferreira et a (2005),
Zheng et al(2007) ,Aydogdu.M et a (2009), Simsek, M. et a(2009), Mantari et a (2011),
Grover et a (2013) , Sahoo et Singh (2013), Zenkour et a(2015) , Tounsi et al(2015), Nguyen et
al(2015) , Guenfoud et a (2016), G. R. Gandhe et al(2018) et autres ont proposé des modeles
au littérature (voir I’annexe). Ces chercheurs ont contribué a ce développé le champ
cinématique de la théorie de cisaillement d’ordre élevé.

Figure 1.11 présente la théorie de déformation en cisaillement d’ordre supérieur(HSDT), des
champs de déplacements utilisent un développement en série de Taylor de la forme:

I.lrr {,I] ,,‘L’-_{,,‘fa} = ”u{,‘f] ,,‘f-___u} ‘I‘ E"'IJ,”]{I] ,,‘f-_.l} + Z‘:'Ll)ilz]{,‘f] ,,‘L’-_{} + Zd{i’ildj{,x] ,,‘L’-_;_} + Y (17)
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Figure 1.11. Théorie (HSDT) (Reddy et al, 2007)

un niveau minimum de complexitélavaleur @; déermine lanature de la théorie.

Le champ de déplacement est donné comme le suivant:

u(x,z) = ug(x.y) - 222 1 g(2)y (xy) (1.8)
V(%,2) = vo(x,y) — 2720 + g (2)y , (x.Y) (19)
w(x,2) = wo(x, ¥) (1.10)

Uo, Vo, Wo, €€ Y , v, sont les déplacements en membrane et les rotations autour des axes

d'ﬁn (x.¥) m-..;;fx ¥l

X ety respectivement a savoiry (x,y) = + o, yy(x,y) =——=+ o, etz

représente lafonction de cisaillement déterminant |a distribution typique des contraintes et des

déformations transversales suivant I’épaisseur.

Pour n’importe guel point M(x.z), le champ de déplacement de la poutre s’écrit :

UM) | Uy(x,2) = uo(x,y) - 2722 4 g (2)y  (x.y) (1.8-3)
Uz(x,z) = wo(x,y) (1.10-b)

Avec, le déplacement dans le plan (uy) et le déplacement transverse (U=Wp).
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En plus, 1a théorie des déformations du troisieme ordre (the third-order shear deformation
theory ou TS[IF) Reddy (1984) est obtenu par:

4zt

©0(z) = 2(1 - = (111)

Rt

Touratier (1991) présente un modéle d’une fonction trigonométrique sinusoidale (SSDT),

la fonction de cisaillement transverse s’écrit sous la forme:
- T
©(z) = Esm{f?} (1.12)

Karama et ai. (2003) ont exploité la théorie déformation en cisaillement d’ordre élevé, proposent
une fonction exponentiel:

0(2) = ze~®" (L13)
1.2.4 Modé&letridimensionne (Elasticité 3D):

En élasticité 3D, L.es expressions analytiques exactes:

A O Ty aTy ; A%
Sk, Towy 4 Pz __ Bl

i + iy " dz th=p A (1.14)
0Tyy | 00y | BTy N

ax Ty T T (1.15)
Ayy | Oy | oy ic: _LEE
_F_I_ 3y + 9z +J‘3 =p pYE (116)

f1.42,f3 + Sont lesforces desvolumes. p: est la masse volumique.

a%u atv gtw . .
Tz ; ﬁ. 753 : Sont les composantes vecteur accélération, respectivement.

les plagues FG et les composites laminées sont étudié par Spencer (1998) proposant des
solutions exactes.
Les plaques eliptiques FG sont éudiées par Cheng et Batra (2000) & la flexion 3D ades

conditions aux limites (encastrées) sous chargements.

Reddy et Cheng (2001) ont adopté la méthode de développement asymptotique, pour
obtenir des solutions exactes pour I'analyse de  la flexion 3D des plaques FG simplement
appuyées, sous chargements thermiques. Au lieu d'utiliser la méthode de développement
asymptotique, Vel et Batra (2004) ont adopté une méthode des séries de puissance pour
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dériver les solutions exactes de |'analyse de la flexion 3D des plagues FG simplement appuyées
soumises a des charges thermiques.
1.2.5 Muodéle quasi-3D:

A ce modde quasi-3D, prendre  |aforme:

r?w«hx v

u(x,y,z) = ug(xy) - 22202 4 4(z) (1.17)
V(X,v.Z2) = vplx,y) — 2 w‘;; b 152 N qp(z}a—w;r-—'ﬂ (1.18)
W(x,y,2) = wy(x y) + ws(x,y) + 8@, (x.y) (119)

Ou: g(2)=1- ¢’(2); avec @’(z) est la dérivée de la fonction de cisaillement.

Zenkour (2007) a utilisé la fonction sinusoidale théorie quasi-3D qui tient en compte les
effets de cisaillement et de déformation normale pour les plaques FG. Mantari et Guedes
Soares (2014) a optimisé  la théorie sinusoidale quasi 3D pour |'analyse de la flexion des
plaques FG.

Une nouvelle théorie quasi-3D de déformation de cisaillement. Le modéle mathématique utilise
propose seulement 5 variables comme dans le cas de la théorie de la déformation au cisaillement
du premier ordre (FSDT).

u(x,y,z) = ug(x,y) — dw"l” —L Ky g(2) [ 8(x, y)dx (1.17-a)
V(%,y,2) = Vo(x,y) — 275 + ko (2) [ O(x,y)dy (1.18-b)
w(x,y,z) = wo(x,y) + g@e,(x ¥) (1.19-c)

Avec: k=" ko =u’; h=mn/a ; u=na/b

Ou: up: Vo, wp et @, sont les dépiacements inconnus du plan médian.

9(2)=dpiz)/dz

Contrairement aux théories d’ordres élevés (HSDT) cette théorie présente un nouveau champ de

déplacement qui comprend des variables intégral es indéterminées.
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1.3 Lesloisde mélange:

1.3.1 Propriétés matérielles effectives:

Basant sur la loi desmélanges ou modéle de Voigt Woldemar, cité dans I’équation (1.20):

P = Yi=1 P VEi (1.20)

Ou P etVy sont respectivement les propriétés du matériau et la fraction volumique
du matériau constitutif i avecla somme des fractions volumiques.

Ainsi que 1a somme de tous les fractions volumiques:

2i=1 Vi =1 (1.21-9)

Enrédu't, lespropriétés du matériau métallique et de céramique:

P = PV + P.Ve (1.21-b)

Les chercheurs emploient la fonction de puissance polyndomiae(P-FGM), ainsi que la

fonction sigmoide (S-FGM) , et aussi la fonction exponentielle (E-FGM) pour décrire les

fractions de volume dans ces travaux.

1.3.2 Loi de puissance:

Les équations (1.22) et (1.23) représentent le mélange constitutif entre la fraction volumique de

céramique V. et lafraction volumique de métal V,, obéit aune simple loi de puissance, comme

suit ;

—E o Lp
Ve=(+3) (122)
Viuo=1-V; (1.23)

L'équation 1.22 précédente est présentée dans lafigure 1.12.
L es coefficients de rigidité effectifs E«r(z) et Ger(z) obtenus sur la base de larégle de melange

des constituants, peuvent Sécrire comme suit :
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a1 p ~
Eerr(z) = (B¢ —~ EmJ (‘:‘+ ) +Em (1.24)

. 2 P
Geft(7) = (Ge = Gm) (£ +3) + Gam (1.25)

De plus, le coefficient de Poisson effectif ver est présenté ci-dessous:

R A e
Vett(7) = (Ve —vm) (£+3) + v (1.26)

L e coefficient de Poisson en général inférieur ou égale a 0.5 (le cas de matériaux en caoutchouc)

et le présent cas est effective varie de 0,25 40,3.
P : Est I'indice de puissance qui décrit la variation de matériau en fonction de |'épai sseur.

La figure 1.12 présente a travers une fonction en loi de puissance, la fraction volumique

de la propriété du matériau P-FGM en fonction de I’épaisseur.

1,0

]
< hom
< hem

P=0.5

abh wN P

1T T T TT

Figure 1.12.Propriétés P-FGM [Chi et a ;2003]
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1.3.3 Loi sigmoide:
Chung et Chi [8] ont défini la fraction de volume de la poutre S- FGM en utilisant deux

fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes

les interfaces.
h
Ve=2()" <220 (1.27)
1 J.—]‘!'I il
Ve=1-3(m)P 0<z<; (1.28)

z

P : Est I'indice de puissance qui décrit la variation de matériau en fonction de I'épaisseur.
Lafigure 1.13 présente a travers une fonction en loi de puissance(1.27) , la fraction volumique

de la propriété du matériau S-FGM en fonction de I’épaisseur.

05 04 -03 -02 01 00 01 02 03 04 05
Z/h

Figure 1.13.Propriétés S-FGM [Chi et a ;2003]
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1.3.4 L oi exponentielle (E-FGM):

Pour une loi de distribution exponentielle (E-FGM) telle que rapportée par [Mantari et
Guedes Soares] dans les équations suivantes:

V. = Epexp [B(z +§)] (1.29)

5= %(E_) (1.29-3)

Leur formeest présenté sur lafigure 1.14, ou lavariation de la fraction volumique a travers

I’épaisseur-FGM.

0.5 -
04 -
0.3 -
0.2
0.1 -

0
-0.1
-0.2
-0.3
-0.4
-0.5

Z/h

70 120 170 220 270 320 370

Module de Young(GPa)

Figure 1.14.Propriétés E-FGM [Narottam;2011]
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1.4 Revuedestravaux antérieurssur les poutres FGM en flexion:

En outre, la théorie classique (CT), (FSDT), (HSDT), analyse du comportement des poutres
qui sont modélisées a I'aide d'un champ de déplacement qui contient des termes intégraux
avec réductions des inconnus vers un inconnu principal. Les travaux antérieurs sur les poutres
FGM.

1.4.1 Etude statique portant sur des structuresfonctionnellement graduées (FGM):

Euler-Bernoulli leur théories classique ne pas faire une consideration a I’effet transverse de

cisaillement.

Timochenko a montré I'effet du cisaillement transversal est bien supérieur a celui de l'inertie

rotatoire sur laréponse de vibration transversal e des barres prismatiques.

Récemment, en 2000 Reddy a analysé et proposé une nouvelle fonction de cisaillement
polynomiale pour les plaques composites stratifiées en utilisant une théorie simple d'ordre
supérieur. Lathéorie actuelle prédit les déformations et |es contraintes avec plus de précision que
la théorie du premier ordre. Dans les travaux de recherche de Shi (Shi et al., 2000), les
déformations de cisaillement des poutres avec des équations différentielles du sixiéme ordre dans
différentes conditions aux limites ont pour objectif principal de présenter une nouvelle théorie
pour résoudre anaytiqguement les équations d'équilibre différentiel du sixieme ordre de trois
poutres déformabl es par cisaillement typiques, car lathéorie du quatriéme ordre de la théorie des
poutres de Timoshenko (TBT) pourrait genérer certains problémes sur les conditions aux limites
de déplacement. Les solutions sont plus précises que celles données par les équations

différentielles du quatrieme ordre de TBT, et saccordent bien avec les solutions d'élasticité.

M. Aydogdu et al (2007) a présenté une étude dans laquelle il a comparé les différentes
théories d'ordre supérieur (Théorie de la déformation par cisaillement parabolique (PSDT),
Théorie de déformation par cisaillement trigonométrique (TSDT) et Déformation par

cisaillement exponentiel (ESDT) avec la théorie de I'éadticité tridimensionnelle. L'auteur a
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montré que le déplacement transversal et les contraintes sont meilleurs prédit par ’ESDPT par

rapport a d’autres theories.

Kadoli et a (2008) ont mené une enquéte sur l'analyse statique de poutres
fonctionnellement classées composees d'une combinaison métal-céramique sous une charge
uniformément répartie en utilisant la théorie de la déformation par cisaillement d'ordre supérieur.
La forme par ééments finis de I'équation d'équilibre statique pour une poutre FGM a été
développée, en utilisant le principe de I'énergie potentielle stationnaire, pour déterminer la
déflexion transversale, les contraintes axiales et de cisaillement dans une poutre FGM d'épaisseur
modérée, sur la base dune théorie de déformation par cisallement dordre supérieur.
Les résultats numériques ont montré que les fléches, les contraintes et la localisation de

la surface neutre dépendaient principalement del'indice de laloi de puissance.

Lu et a (2008) ont étudié des poutres fonctionnellement graduées et ont également
proposé dans diverses conditions finales des solutions d'é asticité semi-anal ytique pour les cas. A
partir des remarques finales, |'utilisation d'une méthode hybride de quadrature déférente (DQM)
basée sur |'espace d'états est appliguée au modéele approximatif et ala méthode de |'espace d'états
(SSM). Comme résultat principal, la sélection appropriée des propriétés des matériaux par
rapport & la charge thermique est capable de réduire les contraintes thermiques. La distribution
des contraintes de cisaillement axiales normales et transversales obtenues a l'aide de la méthode
semi-analytique et MEF, les effets des indices de gradient sur la déformation et la distribution
des contraintes, sont présentés.

X.-F. Li (2008) analysé les comportements statiques et dynamiques de poutres
fonctionnellement classées avec prise I’effet de I’inertie, cisaillement. L'auteur a montré que pour
les deux cas (statique et dynamique), les théories des poutres de Rayleigh et d'Euler-Bernoulli
pouvaient étre analytiqguement réduites a partir de la théorie des poutres de Timoshenko. Un
rapport en termes de solution de déflexion entre la théorie des poutres de Timoshenko et les
théories des poutres de Rayleigh et d'Euler-Bernoulli par rapport a l'indice proposé et une
comparaison de trois modes de vibration d'une poutre en porte-a-faux soumise a des charges

uniformes et concentrées ont été étudiés.
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Simsek et a(2009) analysé une poutre a support simple et fonctionnellement graduée
soumise a une charge uniformément répartie a lI'aide de la méthode Ritz. Les déplacements
axiaux et transversaux ainsi que la rotation des sections transversales de la poutre FGM ont été
exprimés dans les fonctions trigonométriques. Les propriétés matérielles de la poutre ont été
considérées comme variables dans I’épaisseur selon la forme de la loi de puissance. Les résultats
numeriques ont montré que le module d'éasticité jouait un réle majeur sur les déplacements et
les distributions de contraintes de la poutre FGM. De plus, les distributions de contraintes de

cisaillement étaient plus affectées par I'exposant de laloi de puissance choisi.

Ghugal et a. (2011) ont proposé une théorie de déformation par cisaillement, prenant en
compte les effets de déformation par cisaillement transversal, pour |'analyse de flexion statique
de poutres isotropes épaisses de section rectangulaire avec diverses limites et conditions de
chargement (concentrées et uniformes). Les auteurs ont comparé le champ de déplacement des
cas illustratifs & ceux de Timochenko et d’autres solutions. De plus, les poutres ont été soumises
a des charges paraboliques et cosinus. Les variations de déplacement axial, de contrainte axiale,

de contrainte de cisaillement transversal, ont été validées.

Guenfoud et a (2015) ont proposé une nouvelle fonction de cisaillement polynomiale
utilisée qui satisfait les conditions aux limites sans contrainte, alors que cette théorie présente de
fortes similitudes avec la théorie des poutres de Timoshenko dans certains concepts tels que
les éguations de mouvement, les conditions aux limites et les expressions résultantes des
contraintes. Pour utilisée sur les poutres en matériaux fonctionnellement classés FGM, la
nouvelle fonction de cisaillement polynomiale est présentée et comparée et utilisant un code

d'ééments finis pour vérifier et valider par rapport a celles existantes dans la littérature.

Benatta et a (2008) ont éudié la réponse a la flexion de poutres composites hybrides
courtes en faisant varier I'espacement des fibres. Les auteurs ont prouvé que la poutre hybride en
matériau a gradation fonctionnelle (FGM) avec une variation de la fraction volumique de fibres

pouvait améliorer les performances de la poutre.
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Gandhe et a (2018) ont éudié par analyse de flexion statique de poutres épaisses en utilisant la
théorie de la déformation par cisaillement hyperbolique. Le principe du travail virtuel a été
utilisé pour dériver les équations régissant les poutres. Les déplacements et les contraintes
obtenus pour les poutres sous charges variables ont été comparés a ceux prédits par Timoshenko

et lesthéories d'ordre supérieur.

Sayyad et al(2019) ont suggéré une nouvelle déformation de cisaillement hyperbolique
pour laflexion statique de la poutre isotrope épaisse satisfaisant les conditions de surface sans

contrainte de cisaillement au sommet et au bas de la théorie de la poutre.

Un modele anaytique a été développé par des équations différentielles obtenues a partir du
principe de travail virtuel et des conditions aux limites. Trois exemples illustratifs, soumis a une
charge sinusoidale unique, une charge uniformément répartie, une charge linéairement variable
pour déterminer les déplacements et les contraintes, ont été analyses. Il est important de noter

gue lathéorie suggérée par les auteurs ne nécessitait pas le facteur de correction du cisaillement.

Gao et a (2007) ont concentrés sur les conditions aux limites dans le probléme de flexion
des poutres en utilisant le théoreme de réciprocité et la solution de Papkovich-Neuber pour
obtenir la contrainte appropriée et les conditions aux limites mixtes précises. Un ensemble de
conditions nécessaires sur les données de bord pour |'existence d'une solution a décomposition

rapide a été établi, généralisant la méthode proposeée par Gregory et Wan.

Elshorbagy et a. (2011) ont étudié les caractéristiques des poutres Euler-Bernoulli
pour le sens axiale et transversale a travers I'épaisseur de la poutre, par |a méthode de Ritz.
Xiang et a. (2011) ont proposé une théorie de déformation par cisaillement, pour
I'analyse des vibrations libres des plaques sandwich FG et composites. La théorie a été obtenu
en modifiant le champ des déplacements de |la TSDT pour tenir en compte des termes

polynomiaux dordre n.
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Ziou et a (2016) analysé poutre en porte-a-faux en matériau fonctionnellement classé (FGM)
pour différents rapports (longueur/épaisseur) choisis. Les résultats numériques ont prouveé que
les déflexions étaient plus élevées pour les poutres riches en métal que celles des poutres riches

en céramique.

Pour cette raison, une nouvelle fonction de cisaillement polynomiale est développée, dans
cette éude, pour les déformations en cisaillement dans le champ de déplacement. Ce modéle

anal ytique dével oppé est une nouvelle contribution non utilisée ailleurs.

Les résultats numériques, en termes de champ de déplacement, de contraintes et de
déformations, prédits a partir du modéele développé sont comparés a ceux publiés dans la

littérature pour des poutres simplement appuyées.

Zaoui (2017) présenté fonction hyperbolique raffinée, de poutres fonctionnellement classées
incluant les effets d'éirement. Les éguations ont été dérivées (P-Hamilton), solutions (Navier).
Plus, les auteurs ont analyseé |'effet gradient de matériau (gauchissement), les fréquences propres
aux extremités, ont prouvé que avait tendance a étre plus important lorsque les faisceaux

devenaient plus courts.

Les plagues composites, a été étudié par Zankour et a (2006) ont éudié des plagues en
FGM épaisses basant sur les solutions de I’élasticité tridimensionnelle avec une variation

exponentielle de propriétés matérielles a travers I’épaisseur ( utilisant un modele exponentiel).

Aydogdu et a. (2007) ont examiné sous différentes conditions aux limites I’influence de
rapport de la géométrie (a/h) et (a/b) et de I’indice de la fraction volumique sur les fréquences
naturelles des plaqgues FGM minces et épaisses, ont propose une solution approchée par une

série des études en utilisant laméthode de Ritz.

Tounsi et a (2013) mettre en évidences: -TheoriesHSDT (Flexion ; Vibration; Flambage)
pour plaque ; poutres FGM.
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1.5 Conclusion:

Ce généralité peuvent mettre en évidences que :

- Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) sont une nouvelle classe des matériaux
composites, ces matériaux possedent des propriétés effectives, des modes de fabrications, des

avantages qui peuvent les rendre attractifs du point de vue de leur potentiel dapplication.

- La variation progressive des propriétés des matériaux a gradient de propriétés permet
de créer des structures innovantes qui peuvent étre exploitées dans de nombreux

domaines d’application.

- Les Théories de déformation de cisaillement d’ordre élevé sont applicables sur les matériaux
fonctionnellement gradués (FGM) de 2D et 3D pour les poutres ainsi que les plaques, ces
théories considerent des distributions paraboliques des déformations de cisaillement a travers
I’épaisseur, tout en assurant la nullité des contraintes de cisaillement sur les bords libres de
sections, ces théories sont amélioré les théories classiques d’Euler-Bernoulli, ainsi que de

Timoshenko.

sous chargement mécanique a la flexion n’a pas été suffisamment investigués a savoir
le cisaillement par déformation a une nouvelle fonction polynomiale de déformation et
le gauchissement (ajouter I’effet de cisaillement au champ de déplacement) par théorie d’ordre
supérieure en flexion qu’améliore les theories classiques d’Euler-Bernoulli et la théorie de

Timoshenko, respectivement.
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2. Etude du comportement mécanique des poutres en matériaux fonctionnellement
gradués (FGM)

2.1 Introduction:

Des théories nouveaux sont amelioré les théories classiques d’Euler-Bernoulli, ains que de

Timoshenko.

L’analyse de la poutre FGM se base sur |a détermination des propriétés effectives.

Contrairement aux microstructures traditionnelles, dans les FGM les propriétés matérielles
varient dans |'espace.

La présente étude vise aaméliorer la théorie classique, a des conditions aux limites variables.

Le gauchissement (ajouter I’effet de cisaillement au champ de déplacement) par théorie d’ordre
supérieure en flexion.

Différents modéles micromécaniques, sont considérées. Les lois consgtitutives et

le comportement d’élasticité sont applicables.
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2.2 Propriétés Matériellesdela poutre FGM

Etant donné qu’ils sont utilisés dans des environnements & conditions severes et devées, les
constituants des FGM peuvent avoir des propriétés dépendantes de la charge (Reddy et Chin,
1998). Par conséquent, les propriétés des matériaux incluant a savoir comportement
constitutives sont supposees étre en fonction deslois et sont exprimées comme suit symbolise

les propriétés effectives des matériaux constitutifs.

2.2.1 Modéeles micromeécaniques :

Contrairement aux microstructures traditionnelles, dans les FGM les propriétés matérielles
varient dans l'espace, ce qui n'est pas négligeable pour le modele micromécanique (Jaesang et
Addis 2014). L’analyse du comportement thermomécanique de la poutre FGM se base pour

la détermination des propriétés effectives.

2.1.1.1 ModéeeVoigt :
Un modéle dans la plupart des analyses utiliser pour évaluer les propriétés des FGM

(Mishnaevsky, 2007, Zimmerman, 1994):

P(z) = P (2) [1-v(2)] + Pn (2) v(2) (2-1)

2.1.1.2 Modéle Reuss:

Reuss déterminé leur modéle suivant la formule ( Mishnaevsky, 2007, Zimmerman, 1994) a

SavoIr :

P.(z) Pni(z)

P(z) = Pe(z) [1=v(z)] + Pnlz) v(z) &2
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2.1.1.3 Loi de mélange Tamura:
loi de mélange linéaire peut étre permet de transféré contrainte-déformation

(Gasik, 1995, Zuiker, 1995) avec:

0 = dz

E]. —E",_l

g = (2-3-3)
Pour une valeur de g = 0, le modéle de Tamura correspond a celui de Reuss.

Pour une valeur de g = +o0, coincide au modéle de Voigt.

Les propriétés effectives P(z) sont données par :

[1— v(z) ]| Pulz) [q — F(2)] + v(z) Pz) [q— Py(2)]
[1-v(@)] [q - P(2)] + v@[q— Pn(2)] (2-3-D)

P(z) =

2.1.1.4 Modele LRVE (éément devolumereprésentatif) :

Pour LRVE est développée en partant de I'hypothése que |a microstructure du matériau
hétérogéne est connue. La propriété effective est exprimée par laLRVE comme

suit (Akbarzadeh et al. 2015):

P@) = Pl [ 14—t ] 2
Z) = FmiZ . i -4-
FE— V@) 49
Avec:
1
FE=—f,:- (2-4-b)
1-—

Laméthode utilisée par la LRVE pour la détermination de la structure micromécanique est d’une
facon générale lamoyenne du volume ou la moyenne de I’ensemble des descripteurs de

lamicrostructure.
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2.1.15 ModeleMori-Tanaka:

Propriétés effective est donné par I’équation (2-5) :

P(z) = Pylz) + [ Pe(z) — Pyi2) ][

—
S I

; 14+v ]
1+(1_Vf}(F _1)"(3—31)) (2-5)
2.3 Equations d’élasticité:

2.3.1. Champ de déplacement:
Dans lafigure 2.1, Le vecteur joignant les positions dans  la configuration non déformeée et la

configuration déformée est appelé le vecteur déplacement modéle de la poutre d’Euler-Bernoulli
(CBT).

Figure 2.1. Déplacement modele de la poutre d’Euler-Bernoulli (CBT)

comme le montre dans la figure 2.2. Le vecteur initial des coordonnées X, (x,y,z) d’un point
materiel Mo de domaine Qo , se déplace par un vecteur de déplacement note [/ ™ et se change leur

position est devenue:
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Figure 2.2. Position Mg vers My - [ Ziou, 2017]

Une deseription lagrangiennes

X, =Xo + MM, =X,"+ U (2.6)

vecteur /™ on peut identifier comme tenseur de déplacement leur tenseur gradient [Lo]
présente par i’équation 2.7 ci-apres:

du g ou
Iii:r.-, ayn Qg
. dv dv  dv (2.7)
Vu™ = dxgy dwy  dzy | [Lﬂ]
aw dw  dw

a:fu Ia_‘l'u IaZu

On peut décomposer le tenseur gradient [Lo] de I’équation (2.7), en deux tenseurs de déformations
(£0) ; rotations (fy), respectivement.

[Lol = [£0] + [80] =% ([Lol + [Lol*) + % ([Lol — [Lo]®) (2.8)

34



Chapitre2 : Etude du comportement mécanique des poutres en matériaux

fonctionnellement gradués (FGM)

AVeC:
i
day
[Eﬂl =
lsym
Et:
[
l
[6o] = |§ (=

17 dv 1/ du dw
ghav. oy ppou, s
2 E\‘yﬂ 'ﬂ.'l:'u . ﬂz.-. ﬂXn EJ:'I Ex}r Exz
av 1 ( + ﬂw) B P
By 2\dzg o awt| ¥y CIVE
dw Ezz
aZu
Ju dv
0 - —{———)
dyy dxy & Mz o ]
. dv av S
. 0 0 Sl g,
¥ dxy Ay AT
du ﬁ'w 1 av aw 0 _ﬁ}'
Az ﬁ'r 2 dzy Ay

2.3.2 Equations de compatibilités:

En éat tridimensionnel,

suivantes;

L
G L.

ﬁze-.'w _

rry
&%y

=0

dy2 G2

dxdy

84 ey n e, _9 8% Eyz ~0

dz® dy# dydz

ﬂ-.df'-'zz + azﬁjr}" Ifl| _t:xy

da? dxd = Axay

—LEE.” (ae"}f - a.e-'.w) =0

dydz  dx dx i

_ ey 2 (ﬁgl’i _ P LY _ g
dzdx  dy \ Ox dy dz
a!h.ﬂz i(a}:ar ﬂa‘x}r '35.1'2) =,
dxdz + dz \ dy iz T gx J o

(2.8-9)
E}"
~8, (2.8-b)
0

(2.9-a)

(2.9-b)

(2.9-0)

(2.9-d)

(2.9-¢)

(2.9-f)

les égquations de compatibilités sont des équations différentielles les
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2.3.3 Etat plan de contraintes:

En général, sur un repére deréférence (O, X, Y, 2) :

GIIJ_' -I'.-;r}- I.x;(_

[6] = |Tyx Oy T_w‘ (2.10)
Tgx Tzy UOgzg

En symétrie:

Ty= Tyx » Te= Tax » Ty~ Tzy. EN qualité que le tenseur des contraintes de Cauchy est symétrique.

En brief, sur un plan de réference (O, X, Y), les contraintes a la normale et a I’axe tangentielle
de cisaillement hors plan(x, y) sont nulles, 0 ,,=0; T .= T =0, respectivement.

La composante de déformation par rapport I’ épaisseur a I’axe z est non nul et leur équation (2.11)
ci-apres:

Ezz = TL (Oex + Gyy) (2.12)

Les autres composantes de déformations, on peut affirmer qu’elles sont nulles, a savoir &y,=¢,,=0.
Pour les équations de compatibilités dans le cas de I’état plan de contraintes, trois équations
doivent étre en plus vérifices:

e, . i - — 0 0~ &, -0 (212)

gyt dx? ! dxdy
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2. 3.4 Etat plan de défor mations:

En brief, sur un plan de référence (O, X, Y), les déformations hors plan(x, y) sont nulles, a
savoir £,,= ;= £,,= 0. La composante de contrainte par rapport I’épaisseur a |’axe z est non nul et

leur équation (2,13) ¢i-apres:
Ozz = V(Oxx + Oyy) (2.13)
Pour |es équations de compatibilités, la condition qui doit étre en plus vérifiée est:

ey | B%8yy 8% Ery,
dyi dx? daxdy

=0 (2.14)

2.3.5 Equations d*équilibre:

L équilibre du systéme s’écrit en mécanique des milieux continus:

div™(a)+ f, =07 (2.15-a)
a”(Mn~ = f~ (2.15-b)
W (M) = 1y~ (2.15-C)

Les forces surfaciques fs appliquent sur domaine surfacique(l); et forces de volumes f, appliquent

sur un domaine (Q).
Remarque: Voir pour plus détails (Réf- Alfio Quarteroni,2007) ; ( CHATEAUNEUF, 2005) ;

(Dhatt. G et al ,1981), ZIENCKIEWICZ, 1989).

2.3.6 Tenseur des déformations:

Le tenseur des déiormations de Green-Lagrange linéarités est exprimeé sous la forme matricielle

Par
Fe 1 ¢ it ) 1/ du daw
= —(.—"+.—E) —(—“'1'.—)
dx 2\dy dx 2\ax  ax Exx  Exy Exz
i 1/ dv aw
£l = = - =+=]]= E Eyz 2.16
[I dy z(ﬁz'-'_ﬁ'_v) yy L ( )
s .?ym Ezx
sym —
Oz
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Ou, sous ia forme vectoridle:

(9n Y
dx
dr
(&7 (& o
| vy | Evy aw
l €zz Ezg Bz
21‘_;.:7 }"xp_ ay dx
ZFV? b”w c'.iu p oW dw
rJz dx
o ow
\dz = dyJ

2.4 Loi de comportement de matériaux (I sotropes) :

Les FGM ont de comportements isotropes. Un milieu est dit isotrope transverse pour une propriété
donnée s cette propriété est invariante par changement de direction obtenue par rotation autour
d'un axe privilégié. Dans ce cas, tout plan passant par I'axe privilégié est un plan de symétrie. Un
matériau isotrope transverse est un matériau orthotrope possédant de plus un axe de révolution et
admet le plan (2,3) comme plan d’isotropie. D’ou un matériau composite unidirectionnel qui
peut considérer comme un matériau isotrope transverse, ce qui implique permettre d’utilisation
les lois constitutives de base (I’élasticité générale) et la loi de Hooke généralisée.

La relation d’élasticité linéaire dans un milieu isotrope exprimée en fonction des constantes de

lame par:

gij = Adj ey + 2pg; (2.17)
D’ou la dilatation volumique : £y, = &7 + £23+E43 &

Et le tenseur de Kronecker : &;; = 1 pouri = jetd;; =0 pouri # j.

Les contraintes normales (1=]) s’obtiennent :

oij = AjiExk + 2HE;; (2.17-aa)
Et les contrainies tangentielles de cisaillement sont :

Tij = 2MEij (2.17-bb)
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Nous déduisons que
Tl = (3.3. + Eﬂ)Ekk (2.17'CC)

Les déformations en fonction |es contraintes sont donné par larelation :

1

A
gij = 5. 49ij — 3752 GijOkk) (2.18)

Pour (i=)), les déformations normales sont :

1

£, = =
L LU

A
(01 — g7z O1i0kic) (2.18-aa)

Et les déformations tangentielles sont :
1

=i : (2.18-bb)

Eji =
i 14+u
Eij = _Eﬁi_{ﬂkk 'f‘TfTU' (2.18'CC)

Une comportement en élasticité tridimensionnelle, I’expression des contraintes et les
déformations s’écrit sous la forme matricielle a partir loi de Hooke a I’état initial en absence de

I'effet thermigue:
() = [Cl{e) (217-q)

Sous forme matrice:

(J-f Q11021031 0 0 0 E}’
:" Q12022032 g g g |Z3‘
F N P g I F

{a}= { Tyz = 0{1}3065053 Qag 0 0 1) Yoz (2.17-8)

Txz 0 0 0 0 Qss 0 ]]Vez

Ty Lo 0 0 0 0 @ss \Fx_v
Le nombre de constantes d’élasticité indépendantes est réduit a 9.
Avec:

E{ 1=t

Q11 = Q22 = Qa3 = Gto)i—2) (2.17-b)
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Coefficients de rigidite de ["effet de Poisson pa” symétrie sont donnés par:

Eur
Q2 =Q1a =021 =031 =Qaz = Q3 =4 = G-z (2.17-c)
Et aussi:
E .
Qsq = Q55 = Qpe = 1 = T 1 (2.17-d)

Avec, {0}, {€} sont les composantes de vecteur des contraintes et des déformations,
respectivement. Ou, [C] est la matrice des coefficients de propriétés de matériaux qui peuvent

s’écrire comme suit;

'l — v ] v 0 0 0
1=w ] 0 0 0
l—1w 0 0 0
r 1-2r
[Cl = (A+ed(1-2w) Tz ? ! (2'17-]:)
3 1-2v

— 0

sym 1-3p
F:

Remarques: Voir pour plus détails (Réf- Alfio Quarteroni,2007) ; ( CHATEAUNEUF, 2005) ;
(Dhatt. G et a ,1981), ZIENCKIEWICZ, 1989).

1- On peut inverser la matrice des coefficients de propriétés de matériaux|[C] lorsque I’équation

(2.17) devenue:
{e} = [H){o} (2.18)
Donc, [H] est lamatrice inverse de matrice des propriétés de matériaux.

ou [H]=[C]™

40



Chapitre2 : Etude du comportement mécanique des poutres en matériaux

fonctionnellement gradués (FGM)

1w L
= v 0 0 0
1 0 0 0
» L-.'
H| = T
[ J d{lfl. 0 0
L'.
2(141v)
s 0
sym 2{14v)
—F

2- Pour un comportement a I’ état plan:

-Etat plan de contrain:es (2D) lamatrice de propriétes, est la suivante:

1 -1
1 v 0 [z 7 01
€l=—|? 1 0| etleurinverse [H]=|— =~ 0 ‘
1-w U D 1=uv [[‘. E " }J
{ ]
0O 0O .

- Etat plan de déformations (2D) la matrice de propriétés, est la suivante:

1—v v 0
1 — £ v 1—v 0
€] = (L+vM1-2v) 0 0 1-2p

Z

1+v

- 1—v 0
a 0 )

l—-v —-—v 0
Et leur inverse: [H] =

(2.18-9)

(2.18-h)

(2.18-¢)

(2.18-d)

3- Le coefficient de Poisson en général est inférieur ou égal de 0.5 pour les matériaux en MMC.

4- Un matériau est dit isotrope si ses propriétés sont indépendantes du choix de ses axes de

référence.

5- Les coefficients ( coefficient de Poisson et I’inverse de module de Young) en fonction des

coeflicients de Lamé (A : i) ;

A 1 Ad+p

2A+p) T OE pi3A+2u)

41



Chapitre2 : Etude du comportement mécanique des poutres en matériaux
fonctionnellement gradués (FGM)

2.5 Principe destravaux virtuels:
Sur lanotion fondamentale (§ W, = Wiy ). le principe de travaux virtuels (PTV) (Forme faible).

L’equilibre s’exprime par:

[, 6e’adV= [, §u’fydV+ [ Su'fsdS (2.19)
s T = . E’Tﬂﬂuu rd I'.'-‘ IEWD i Wy ti-:?uﬂ.ﬂ W
SWin = Lﬁt ody = L[ (E () dx E'Jr) ( A dxd  Axit ) ( B dx  dxt )
~(# )f’d;" 24w (2.19-a)
La rigidité membranaire (P (z) = ML“ iﬂh){_t la rigidité flexionnel e( ‘E(z) dﬂiﬁ:” aa;[’) ainsi que
dﬁuna W[:. i+ Wy dﬁuﬂ.
la rlgldltedecouplage(zf (z)— o ) ( E(z)— o )

Le cas de I’analyse modale pour lesdimensions 0< X <L ; -h/2<y< h/2,

inertic ¢t le travail intérieur donc le champ de deplacement virtuel peut s’ écrit:

EWipe + Wipe = 0 (2.20)

Avee,

SWine = [, 8T adV (2.20-a)
h a diig

Wi = b f, (502 22y [fén [—fﬁi—) ;ffég] dz]8 (_ﬂﬂ:; ) dx (2.20-b)

Ainsi que,

Wipe = — [, p(2)ii Buypdv (2.20-c)

(S

Wine hf{Hu:: Wp dwn}”h

T

(2) 0 —zp(z) “o
0 p(z) 0 dz]s ( ¢ ldx (2.20-d)
—zp(z) 0 z°p(2)
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2.6 Champ de déplacement des pouties FGM:

Le champ de déplacement virtuel peut étre:
”f' {M,t) = ”f {M,}, t) + ZWE'“]{MG,, t) + Zzwr' rz]{M,}, t) + ZHWr' E”{M,}, t) +--, (226)

ou z est la coordonnée normalc. a été dévcloppé (2.26-a).
u(x,z) = up(x) + zuy (x) + z°u:(x) + z7uy (x) (2.26-a)

Parce que la contrainte de cisaillement est nulle sur les deux fibres de la poutre (£h/2), larelation
entre la déformation de cisaillement et la contrainte doit disparaitre la déformation de cisaillement,

ainsi, uy(x)=0.

Par conséquent, I’équation précédente est devenir:
u(x,z) = ug(x) + zuy (x) + z?u4(x) (2.26-b)

La forme du mouvement proposé i travers I’épaisseur de composantes (u, v, w) est la suivante:

u(x,z) = ug(x) —z ﬂ;” + p(2)0,(x) (2.27-q)
V(x,2) = 0 (2.27-h)
wix,z) = wy(x) (2.27-c)

Aveg, @(z) = 0 pour laforme Euler-Bernoulli, ¢(z) = z, pour laforme de Timoshenko.
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2.7 Hypothéses et conditions aux limites:

2.7.1 Hypothesesde calcul:

La théorie d’ordre élevé (HSDT) est basée sur les hypotheses cinématiques suivantes pour
laformul ation mathématique de probleme alaflexion des poutres:

- Déplacement est tres petit par rapport a I’épaisseur h de lapoutre.

- Déplacement axial u dans la direction x se compose d’un déplacement en membrane, d’un
déplacement en flexion et d’un déplacement dd au cisaillement.

-Déplacement  transversal dans la direction z est constitué d’une seule composante de
déformation en flexion.

- Composante di au cisaillement a une variation parabolique de contrainte de cisaillement
Tx; & travers I’épaisseur de la poutre, de plus la présente théorie satisfait les conditions aux
limites de telle sorte que la contrainte de cisailllement est nulle aux facettes (supérieure,
inférieure) de la poutre.

-Théorie comprend seulement trois variables inconnues indépendantes.

- Déformation normal e transversale (€,=0) est négligé.

-Les lois constitutives et le comportement d’élasticité sont applicables.

Rien peut a faire sans hypothéses de calcul aux champs des poutres en FGM.
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2.7.2 Conditions aux limites:
Les conditions aux limites essentielles et naturelles s’expliquent comme suit :
2.7.2.1 Conditionsaux limites essentielles de Neumann:

Une condition aux limites de Neumann (nommée par Carl Neumann) est imposée a une équation
différentielle ou une équation aux dérivées partielles lorsque I'on précise les valeurs des dérivées
gue la solution doit satisfaire sur les frontiéres/limites du domaine.

Condition aux limites de Neumann sur l'intervalle [0O,L] est: y’(0)=0; y’(L)=0. x=L/2,
ow(x=L/2)/0x=0

2.7.2.2 Conditions aux limites naturellesde Dirichlet:

Une condition aux limites de Dirichlet (nommeée par Johann Dirichlet) est imposée a une équation
différentielle ou une équation aux dérivées partielles lorsque I'on précise les valeurs (inconnue
principale par exemple le déplacement w) que la solution doit satisfaire sur les frontiéres/limites du
domaine. Condition aux limites de Dirichlet sur l'intervalle [O,L] est: y (0)=0; y(L)=0. a x = 0,
le déplacement est empéché selon z. A x = L/2, la rotation de la section est nulle en raison de
lasymétrie: w o (x=0) = 0, 6(x=L/2)=0.
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2.8 Conclusion:

Le comportement mécanique des poutres en matériaux fonctionnellement gradués (FGM),
obéit aux lois constitutives de base. Les solutions mathématiques aux équations différentielles
nécessitent des conditions initiales et des conditions aux limites, ainsi que des hypotheses pour que
les solutions soient correctes et précises.

Aprés avoir comparer ses résultats avec les solutions disponibles précédentes. Différentes
solutions peuvent étre produites dans les différents modeles proposées pour méme problémes a
cause les déférences des fonctions utilisées.

Ainsi que, I’erreur sur le choix du modéle de la solution, qui représente le comportement
réel (EDP), la différence entre la solution exacte (modéle mathématique) et |a solution avec des
algorithmes basant sur (forme faible), I’on compare résultats des logiciels commerciaux.
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Chapitre 3: Présentation le modele analytique pour I’analyse de la flexion
des poutres FGM

3. Présentation le modele analytique pour I’analyse delaflexion despoutres FGM

3.1 Introduction:

En bref, ce chapitre 3 est organisé par la description de la théorie d’équation differentielle
d’une poutre de type d’Euler-Bernoulli en flexion simple sans cisaillement.

En effet, la théorie de Timoshenko est permet d’ amélioré le modéle d’Euler-Bernoulli et

la prise en compte | e cisaillement de forme linéaire.

Les théories dordre supérieur incluent également la déformation transversale (effet de
déformation par cisaillement) goutée aux champs de déplacement avec une fonction de forme

non linéaire.
Lesthéories (HSDT) considerent une fonction de forme hyperbolique.

Une formulation et analyse theorique en statique de poutres, équations d'équilibres dérivées a

partir le principe detravail virtuel.

Par I’application des conditions aux limites essentielles (Neumann) et naturelles (Dirichlet) sur
les cas étudiées, et expose les expressions de modél e analytique de casillustratives en flexion, a
savoir les cas ou la poutre simplement appuyée soumise a une charge concentré au milieu et de
conditions aux limites bi-encastrées, ainsi que d’autre poutre simplement appuyée supporte
charge uniformément répartie sur sa trave, respectivement. Aussi, une poutre en porte-a-faux
avec charge concentré a I’extrémité libre, et une autre soumise a une charge uniformément

répartie.

Par I’application des nouvelles théories de déformations de cisaillement d'ordre supérieur que
sont utilisées, incluent des fonctions de forme non linéaires et assurant nullités de contrainte sur
les faces inférieures et supérieures de la section a travers |'épaisseur de la poutre, portant

améliore le modél e de Timoshenko.

Plus, I’analyse statique de poutres composites fonctionnellement classées en flexion a l'aide
model e mathémati que comporte |es composantes de déplacement, sont définies.
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Une nouvelle fonction de cisaillement polynomiale de déformation satisfaisant les conditions

aux limites sans contrainte est présenté a cette section.

Les propriétés des matériaux sont supposees varier dans le sens de I'épaisseur, une simple
distribution de loi de puissance en termes de fractions volumiques des constituants est
considérée.

Le modéle mathématique est établi par des équations différentielles dérivées du principe du
travail virtuel. CE, CAL,Cl sont introduites.

Le modele de solution est basé sur une approche de variationnelle (intégrales) pour prédire
la composante champ de déplacement et les lois de comportement de base presentent.
La solution du modéle anaytique est présentée. Les résultats en termes de champs de
déplacement incluant la rotation de la section et les contraintes de cisaillement, prédits a partir
du modéle proposé, sont présentés. A lafin, une fructueuse conclusion, est présenté.

3.2 Formulation théorique:

3.2.1 Equation differentielle d’une poutre type d’Euler- Bernouilli:

On compte tenu des dimensions géométriques de la poutre ci-dessous, comme ayant longueur
portée (L), lalargeur (b) est I'épaisseur totale (h).

Ou X, Yy, z - sont les coordonnées carliésiennes avec mtervalles citées ci-dessous pour les

intervalles 0<x<L ; -r<ys;; —:<z<:i
£ & %
1., ud
h 'y i
+EI AT x
J'nﬁ ___________ . . — .
_E] | o7
2 ! L |

Figure 3.1. Géométrie de la poutre
(Source Auteurs)
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I’équation differentielle en flexion lors I’absence de cisaillement transverse pour la poutre qui

veérifiant les conditions de Euler- Bernouilli peut s’ecrire sous laforme:

4wy ¥ 4 8%

Ps >0 + wy* a P 0 (3.1)
1 DBy

fdp = ;]_f ‘E: (31'3)

ou:

wo:Est lapulsation propre.

(a=L) est ladistance entre les appuis de la poutre.
ps Est ladensité de la poutre.
Et donc, larigidité alaflexion : 0y = E. I

Dans I’équation précedente, |e déplacement transversal est de laforme:

Wo(x,t)=Xi(x) [A coswit + B;jsinwit] (3.2

Par sibstitution de I’equation (3.2) dans I’equation (3.1) donc la forme finale de I’equation
differentielle s’ecrit en superposition sous la forme ci-dessous:

r~del _I_L"_"Lixl — 0 (33)

dxt  atmwy?

La forme générale dz la solution homojéne (sans chargement) :

Xi(x) = C; cosx; % + D; sin k; % + E; cosh; % + F; sinh Ki% (3.4

Ou, X(x): Est déformé modale de mode (i) et leur frequence angulaire (w;) .
Le paramétre (ki) et les constantes Ci ; Di ; Ei ; et Fi sont déterminées en fonction des

conditions initiales et aux limites.
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3.2.2 Analyse statique de poutres:

Considérant les dimensions géométriques de la poutre en statique de lafigure 3.2 ci-apres:

L

Figure 3.2. Poutre en statique

Ou X, y, z sont les coordonnées cartésiennes, (L) est la longueur, (b) est la largeur et (h) est
lahauteur. Le principe de travail virtuel peut défini par I’équation (3.5) comme suit:

b - My “““ + M+ Qdip)dx — b [ qdwdx = 0 (3.5)

3.2. 2.1 Equationsd'équilibres:

Les équations (3.6-b) et (3.6-c) présentent respectivement la force résultante normale (N) et la
force résultante de cisaillement (Q).

h

N = [45.dz (3.6-b)
Q= [3 ﬂ, 21 dz (3.6-0)
2 Zx

Ou les équations (3.6-d) et (3.6-E) sont respectivement le moment de flexion (M) et le moment

de flexion en cisaillement (Ms).
[l

My, = [420,dz (3.6-d)
2
h

M, = :iqi(z]ﬁxdz (3.6-¢)

z

Les équations des équilibres (3.7) a (3.10) sont dérivés en flexion du I’equation (3.5)par
déductions a savaoir :
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ﬁb;f:) —~0 (3.7)
My (q=PL) =0 (38)
Ly figq=0 (3.9)
Z _N@) =0 (3.10)

3.2. 2.2 Conditions aux limites:

L'application des conditions aux limites essentielles (Neumann) et naturelles (Dirichlet) pour
les déplacements et les forces avec une considération des cas suivantes:

- Cas 1. Poutre simplement appuyée avec charge concentrée (P) au milieu (figure3.2-a)

2 I-' -
Dy =2 =D, % = w=0 pour x=0etx =L (3.11-8)
]l
iy -— 12 —*
- L =

Figure3.2-a. Poutre simplement appuyée sous charge concentré (P)

- Cas 2 : Poutre bi-encastrées avec charge centrale concentrée (P) au milieu (figure3.2-b)

dwix)

Du—ﬁx—:O pour x =0etx ==, w=0pour x =0;x=1L (3.11-b)

L
Z

l el . —-|-.

Figure 3.2-b. Poutre bi-encastrés sous charge concentré (P)

- Cas 3. Poutre simplement appuyée avec charge uniformément répartie (q) (figure3.2-c)

A el g,
51]%:51,%=w:{} pour x=0etx=1L (312)

dFwix) i epy

L
f.}u?=ﬂlla_';—=mx=0 pOUI‘I=: (3.13)

51



Chapitre 3: Présentation le modele analytique pour I’analyse de la flexion
des poutres FGM

Figure 3.Z-¢. Poutre simplement appuyee sous charhe uniforme(q)

- Cas 4 : Poutre en porte-i-faux avec charge concentrée (P) al'extrémité libre(figure3.2-d)

dw

ﬂx=mx=w=0 forx =L (3.14)

]

L
Figure 3.2-d. Poutre en porte afaux sous charge concentré a I’extrimité libre (P)
- Cas 5: Poutre en porte-a-faux avec charge uniformément répartie (q) (figure3.2-e)

i epy A wix) iy

Al
'Dl] _fr_jl_ = Dll fxi = Dll Ax? = DliE =0 pour X = 0 (315)
%‘:qlx:W:O pourx =L (3.16)

q

llHlllll]

L

Figure 3.2-e. Poutre en porte a faux sous charge uniforme(q)
3.3 Moddes analytiques:
Quatre cas sont présentés en flexion leur démonstrations de champ de déplacement incluent
I’effet de cisaillement a savoir pour les cas de poutre simplement appuis a charge concentré a
mi-travée(P) ains que supporte une charge répartiée(q). Plus, poutre en porte-a-faux avec
charge concentrée (P) a I'extrémité libre et autre a charge uniforme distribue(g). Ces cas par
modélisation de parametres intrinseques en flexion sont présentés I'originalité de ce travail de

recherche, dans cette enquéte.
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3.3.1 Casl:

La figure 3.3-a presente une poutre simplement appuyées de section rectangulaire (bxh)

soumise a une charge concentré en flexion simple.

=]

Il

= L e W Shers o lF5
- - b

L
Figure 3.3-a. Poutre simplement appuyeée avec charge concentrée a mi-portée

On note que, le déplacement transversal ( w )est indépendant de lavariable (z); ains que

les fonctions (@x) et (wp) sont indépendantes de la variable( y).
par I’equation(3.17) ci-dessous:

M . 99
R T (3.17)

Avec, la coupure ami-travé 1'expression du moment M(xX) devient:
Pour 0< X< L/2: M(x) = —PE (3.17-8)

L intégration de la courbure:

@ (x) = —Pﬁ—zﬁ + ¢y (3.17-b)

La symétrie de la détormee impose !

luZl

L x®
@y (Z) =0 => ¢,()= P —(-4% (3.17-0)

La pente de la déformée ne s’annule pas au centre de la poutre:

E"""f%]

= (9« (5) + 5] (3.17- d)

2) " 2bhGy,

dx
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— ——

2 =t
1-'1-".'_;(_){) =pP— z

i A —45++ 1 (3.17- )

2bh Gys

D’apres substitue les conditions initiaux et aux limites a I’equation (3. 4), la solution
homogéne de cas étudier est la suivante:

P
2

sinh (25 x)
wx) = - (~x+ ——
E[lﬂ ﬂl.,-[!ﬂﬁh [ﬂfrz ']

(3.17-9)

L expression final du déplacement pour la poutre simplement appuis a charge concentré au

milicu est 12 suivante;

'y - xy , PLfx . sinh(R,x)
WO e+ 5]+ (B (B &1

avec, Qg pulsation propre(angle).
Apres la simplification de I’integrale de I’equation (3.17-€), le déplacement maximum (wc)au

centre de la poutre devient :

e 2

z aeg, | G M

i

(3.18- 39

3. 3.2 Casz:

La figure 3.3-b presente une poutre a des extrimités bi-encastrées de section rectangulaire

(bxh) soumise a une charge concentré alaflexion simple.

I : th N Zh
-— 12 -

Figure 3.3-b. Poutre bi-encastrées avec charge concentrée a mi-portée

On peut noter que seule une flexion pure est rapportée. L’expression de déplacement
transversal (w )est delaforme:
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L (1 sn i +—S) (3.19)

w(x) == (x -|—n1—H[ cosh (2% )— sinh (1, x) — 1]) (3.19-9)

2
ou note gque le coefficient de cisaillement § = gﬁ (r—:) : el en peut déduire lavaleur maximum a
X

mi-porte (X=L/2):

we(x=3) =~ g (z+420)) @190

Ladémenstration de(Eq.3.19), est la suivante, pour la coupure 0sx<L/2 , le moment de
flexion est le suivant :

M(x) = x— =L (3.19-¢)

Apres de I'intégration de I'équation précédente, I'expression de ¢, est lasuivante:

- P 2 P

E.1 g, (x) =5x"—sLlx+ ¢ (3.19-d)

Lasymétrie de la déformation nécessite que ¢, (x = I;) = (). Equation (3. 19- d) peut étre
écrit avec (¢=0):

PL%x 1x

Lapremiére dérivation de I'expression de déplacement peut étre considérée comme la suivante :

EJwt%] _ L P
e U (Z) + on nﬂ] (3.19-1)

dx

L'expression de |” intégration finale est :

wo(%) = —f I Pﬁ—iﬂ 3 + vy Gﬂ] dx (3.17-¢)

Le déplacement finale est reporté par (Eg. 3. 19).
Lavaleur maximum ami-porté (x=L/2) de déplacement est réporté dans(Eqg. 3. 19-b).
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3.3.3Cas3:

L e déplacement de la poutre de lafigure 3.4 ci-dessous, prévue simplement appuyée, supporte

une charge uniformément répartie sur leur portée.

Ih — Ih

-

b

L J

L
Figure 3.4. Poutre simplement appuyée avec charge uniformément répartie

I'expresson du déplacement transversal prend laforme suivante :
i ¥
qL’ gL x*  x 2 m:.n(!?,.rx——l'-run’}

wlx) =5 ,(2“‘4“+2 )+?—H[( s tY ey msnfﬂré}: i (320)

Lavaleur maximum a mi-porté (x=L/2) de déplacement est:

il
wix) =— E"':T:(:E:' ]

T s (3.20-3)

En flexion pure, la démonstration de |'expression précédente 3.20, ot les fonctions () et (w)

sont indépendantes de lavariable (y):

dip LJ'“{ -]

D’apres les coupures sur la poutre:
Pour 0SX<L/2:  M(¥) =-q% ; @0 = —qo—+¢ (3.21- a)
La symétrie des déformés impose

@y (-) =0=> C = ————x for x = L/2 (3.21-b)

Ainsi, g.(x) = — (1- (3.21-¢)

-H.IL I

En rapportant I'expression du moment de flexion M(x) dans I'équation:
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———— N — e —
dMy 1 g - ;. iy )
9x - Foo' (0 + aI) = bhGys (x + EﬂI) (3.21- d)
on obtient:
R P (3.21-¢)
dx Px BhGyy .

La pente de la déformée a mi-portée de la poutre est:

L L
ﬂuxzzjqjx(z):[] (321-f)
.. dwo (LY _ (5] )
Ainsi, > (Z) T 2bhiy, (3.21-g)

En substituant I'expression de ¢, ci-dessous dans |'équation suivante et aprés intégration on

obtient 'expression finale du déplacement:

i : L 58 2
= (2.~ aL o [F¢ 4L X gl
wo(x) = [ ~(0x + g dx = ~ [GES [1- 8] + o) dx (3.21- h)
T q!.:" _ £ s _q.l'.:‘: " . 1_1 )
Px(x) = 48E, | [] 8 L?-J =30 1 [] 8 L3J (321- k)

L'expression finale est présentée par }equation (3.20).

Ainsl que, apres substitution de conditions initiaux et aux limites, |I’expression de la solution

homogéne derive (3.4), est forme:

gl

L

— 2L cashil plx—=

wx) =7 (- 5
6

(ﬂfn'-)a}( B rﬁsiz{.r?,-.-gj‘)

(3.22)

3.3.4 Cas4:
La poutre en porte-a-faux avec charge concentrée (P) a I'extrémité libre de la figure 3.5 ci-
apres,

¥

h— Oh

L
Figure 3.5. Poutre Encastré-libre avec charge concentrée
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leur déplacement est de a forme ci-dessous:

PL . cash ('ﬂ”r)— sinh [ﬂ”r}— 1

wix) = 4UE, | ( 8 + 24 }+ Gz { L g ) (323
Lavaleur maximum de déplacement 4 (x=1) est:
| Ex (h :
wix =1) = ‘ET[ e (I) ] (3.23-3)

3.3.5 Casb:

Figure 3.6 présente une poutre en porte-a-faux avec charge uniformément répartie (q),

1

1344 b L ] 3
B O

*
L ]

L
Figure 3.6. Poutre Encastré-libre a charge uniformément répartie
L’expression de déplacement est ci-dessous:

2 cosh 1 L—x)— sinh( 0 x)—1
(Lo coshirag)

wizx) = 2 {2——8 +5)

i xI
asE,l .-1"_?+1+[

I.‘f:

2[ zimh (2 L) — sinh(fx ]_]

Lflgecosh (L (324)
Lavaleur maximum de déofacement & (x=L) est:
= ql 2 Ey fhyE
wx=1)= L,.-|“+§E,T,(I) ] (3.24-a)
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3.4 Analysedespoutres FGM en flexion:
3.4.1 Modéle mathématique:
Le modele mathématique est établi a partir des théories de flexion d'ordre élevé pour des

poutres symétriques courtes et fonctionnellement graduées sous flexion, sont présentées.

La formulation permet une déformation de la section transversale de la poutre et élimine
le besoin d'utiliser des coefficients de correction de cisaillement arbitraires comme dans
d'autres théories. Basées sur des théories de déformation par cisaillement d'ordre supérieur,

les équations directrices sont obtenues en utilisant le principe du travail virtuel (PVW).

3.4.1. 1 Champ de déplacement:

Les composantes de déplacement sont définies a partir des équations (3.11) a (3.13) de la

figure (3.4) lelong des directions x et z de la poutre composite a la flexion ssmple, comme ci-

dessous:

u(x2) = ug(x) -~ 254+ ¢(2)y (3.11)
v(x,z) =0 (3.12)

w(x,z) = wy(x) (3.13)

Les théories dordre supérieur incluent également la déformation transversale (effet de
déformation par cisaillement) goutée aux champs de déplacement avec une fonction de forme
non linéaire ¢ (2).

Lorsque, le produit @(z)yy est présenter lafonction de gauchissement.
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3.4.1. 2 Nouvellefonction de cisaillement polynomiale:

Lafonction de cisaillement polynamia e proposée une nouvelle contribution a cette section

lorsgu'elle est présentée par les équations (3.14). (3.14- @) et (3.14- b) comme ci-dessous:

].S'.-:2

o@D =255 (14

Au niveau des fibres supérieure et nférieure (z = iE:' pour la premiére dérivée de la fonction

dipla)

iz 0.

de cisaillement polynomiale

De plus, on peut confirmer lanullité de la contrainte de cisaillement au niveau de ces fibres.

diplz) 13 13z%
iz 12 3R®

(3.14-a)

La seconde dérivée pour (z=0) peut dire que la contrainte de cisaillement est maximale au

niveau de lafibre médiane, lorsque ¢ (z=0) =0.

d*q(z) _ 267
gz~ 3w

(3.14-b)

La nouvelle fonction de cisaillement est comparée aux théories de poutres de déformation par

cisaillement parabolique (PSDBT) suggérées respectivement par Reddy et Guenfoud et al.
(Vair le chapitre 4).

Lafonction de cisaillement est impaire en point de vue mathématique car presente la propriété

mathématique ou @(-2)=- ¢(2).

3.4.1. 3 Propriétés matériellesen FGM:

le mélange constitutif entre la fraction volumique de céramique V. et métal V, lorsqu'il est
représenté sur lafigure 3. 3. Les coefficients de rigidité effectifs Eq(z) et Get(z) obtenus sur la
base de laregle de mélange des constituants. De plus, pour coefficient de Poisson effective
(et ) est leur valeur variant de 0,25 a0,3. L'indice (P) est I'indice de puissance qui décrit la

variation du profil des matériaux en fonction de I'épai sseur.
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——P=0.1
—8-P=02
——P=0.3
—<P=05
—#=P=1
~0-P=2
*-P=3

——P=4

——P=5

-05 -04 -03 -02 01 O 01 02 03 04 05
z/h

Figure 3.7. Variation (\Vc) versus (z/h) en fonction I'indice de puissance (P)

La figure 3. 7, ou la variation a travers I’epaisseur dans le sens de I’axe-z de la fraction
volumique en fonction de (z/h) et de I'indice de puissance (P).

3.4.1. 4 Propriétésdela coupetransversale:

L'équation (3.15) illustre les coefficients de rigidité des poutres A;;, Bii et Dyi qui sont
respectivement des coefficients d'extension, de couplage flexion-extension et de rigidité en

flexion ; son expression sous intégrales entre les demi-hauteurs de la section est donnée par :

g )
i

Cependant, B%1, D%1, F41 qui représentent les coefficients de couplage supplémentaires et |a
rigidité en flexion en fonction de la fonction de forme ¢@(z), sont présentés sous les intégrales

suivantes :
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,?.':-i-l

{B%1. D%, Fe,}=b Jz=_—£_h E@e¢@2){1,z ¢(2)}dz (315-3)
i
L'équation (3.16) présente [a position de I'axe neutre & partir de |I'épaisseur de la poutre donnée
par :
[
jf,, E{zizdz

hy = g_h =3 (3.16)

13 E@)dz
2

De plus, le coefficient de rigidité transversale supplémentaire en cisaillement transversal est :
7= a(z)

=b] %06() ()2 (3.17)
z:T iz

3.4.1.5 Equations differentiellesen statique:

L’équation d’équilibre en termes de déplacement et de cisaillement peut s’écrire comme ci-

dessous :
Py Diy dwolxly _

(e T5) =0 (3.18)
Aussi,
d*wix) | degy _

axd + S +Fizq=0 (3.18-3
ou, Dy4 :E‘_i"r"“ = la constante de rigidité en flexion et la constante de rigidité

X X

cisaillement de la poutre, respectivement.

en
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3.4.1. 6 Poutre FGM en flexion:

3.4.1.6.1 Casdelapoutre FGM bi-encastrées:

La poutre composite bi-encastrée soumise a une charge concentrée a mi-portée a la flexion,
les éguations (3.19) a (3.19-e) présentent des déplacements et des déformations de (3.19-f) et
(3.24-g), le long de l'axe z et [0, L/2].

On peut écrire 'équation suivante .

v(x) = —v(x) = x(4x* — 3Lx) (3.19)

[_orsque le phénomene de cisaiiiement est pris en compte, e coefficient adimensionnel est

le suivant
. a8 D%y 12
Sy= Bdaiin (3.19-9)

La fonction ¢u (2) qui dérive de la solution peut étre définie par |'expression suivante :

Po(x) = x +nl, (cosh () — sinh (2x) —1) (3.19-b)
Finalement, les composanies du dépiacemcmsont les suivantes :

. — FiL? Ein[x) r_]:p %) Y r_]:p A %) .
ulx2) = -z mzm:”( dx + 254 ) +0(2) .J_hLJ“ i1 { ) (3.19-0)
Vix,z2) =0 (3.19-d)
w(x) = [v(x) + 259 4(x)] (3.19-¢)

lgdbll

Cependant, les composantes de déformation le long des directions x et z de la poutre sont

daonnées comme suit !

] iRl e ¥ % 3% e ol
e(x,7) = 15— (S22 + 25,7222) + (2) f“—- i T HED) (3.19-f)

192hN,, Y dx? dx? .J_huﬂ dx?

Df plus, la déformation transversale en cisaillement s’écrit :
diplz) Fgb* . degls)
dz 96bD4y, "% dx

(x,2) = (319-9)

“.HZ

63



Chapitre 3: Présentation le modele analytique pour I’analyse de la flexion
des poutres FGM

3.4.1.6.2 Casdelapoutre FGM en porte a-faux:

En statique, I'équation (3.20) présente I'expression de déplacement selon la théorie classique
d'une poutre en porte-i-faux avec une charge concentrée P a l'extrémité libre, est donnée par ce
qui suit:

v(x) = —x(x* — 3Lx) (3.20)
Leseqguations 3.21 et 3.22 sont respectivement le coefficient de cisaillement sans dimension et

la fonction g (%) qui est dérivée de la solution, sont prises comme suit :

_ 3 Dy,
S0= 4% A%gg 1y (3.21)
@alx) = x —I—ﬂri (cosh (2;x) — sinh (25x¢) — 1) (3.22)

[

Finalement, les composantes du déplacement sont 1es suivanies :

; _ Fal? fiuix) . dplx) F; £ . dpgx)
H(R,Z) = Z_.—_l‘rbU” ( B + 2.'5-,.31 ax )] + ':p(Z) Doy, ( 3 .S,r; _"'_ﬁx )] (323)
Vix,z) =0 (3.24)

FoL? .
wix) = 31:11.L [(x) + 255 (x)] (3. 25)
Ainsi, les composantes de déformation sont données comime suit
_ Rl et . B %) CF Al o @

£(x,2) = 25— (T2 + 255735 ) + 0@ = (5 55 250 (3.26)
D plus, la deformation en cisaillement transversal s’écrit :
oo 7) = deplz) aF L2 S il %) (3 27)
€\ ) = T Shne,, 0 ax '

La poutre en porte-a-faux supporte une charge (q) uniformément répartie, leur déplacement est
dérivé de lathéorie classique des poutres, pour l'intervalle (0< X < L), I'expression anal ytique
est:

v(x) = —x%(x* —4Lx + 61%) (3.28)

En tenant compte du cisaillement, le coefficient sans dimension peut étre exprimé sous la
forme:
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i 2
[Py L (3.29)

I# AfgsDyy
La lonction @g (z) qui dérive de la solution peut étre definie par l'expression suivante :

_ 5 20yl [sinhingL)- sinh (24x)] Z2eoshg(L-x)
=1—(- +
qu(?{} 1 (1) (L1252 cosh(Li2g) (L2 cosh{Lag)

(3.30)

L es solutions anal ytiques des composantes de déplacement sécrivent comme illustré par les
équations (3.36) a(3.38) :

0= (B2 O o S ) e
Vix2) =0 (3.32)
wix) = 8£?L'l [U[‘i‘.] + 255 ,(x)] (3.33)

Cependant, les composantes de déformation le long des directions x et z de la poutre sont

données comme suit:

Fl? (0000 | ¢ & L2 o @)
o(x,7) = ~2 g (2290 4 95, T 4 ) o (& 5, 2 (3.34)

De plus, la déformation transversale e cisaillement s’écrit:

8 @(z) (Fp=gL)L?

. Ogalx)
o T (3. 35)

dx

4 R G, o
c ez \ ":] =
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3.5 Contraintes et défor mations;
3.5.1 Contraintes:

Tandis que les équations (3.36) et (3.37) présentent respectivement la contrainte axiale et

la contrainte de cisaillement de la loi constitutive de base de Hooke, ces lois sont applicable

pour tous les cas étudiées:

Oxx{x) = E(2)€xx (3.36)

tye(x) = G(2)¢

“XE

(3.37)

3.5.2 Composantes de déformations:

Pour tous les cas a cette étude, on obtient la déformation normale exprimée dans I’équation

(3.38) ci-dessous :

a a 13 1333y 90 13 133y g%
e(r 1) =52~z 2+ (- ) +(5z- ) s (3.39)

dx dx? 12 on? fax | \1z oh? / ax?

De plus, I'équation de la déformation par cisaillement g, (x,z) est prend laforme:

’ __ dplz) _ 13 13z%
0 (X,2) = gz T x (12 3h? ) (3.39)
Sur laligne médiane, ou y 4 représente les déformations de cisaillement de la poutre.

Alors que le cisaillement se déforme, pour z = 0, I'angle de rotation de la section transversale
perpendiculaire a la ligne médiane sous la forme q :%, et donc est présenté comme

Ci-dessous:

y, () =g+ %1 (3.40)
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3.6 Conclusion :

La réponse statique d'une poutre en FGM est étudiée a |'aide des théories généralisées de
déformation par cisaillement d'ordre éleve.

Cesthéories ont été utilisées pour étudier les composantes du champ de déplacement statique.
La distribution des contraintes axiales et des contraintes de cisaillement dans les poutres en
FGM, sont présentés.

Les résultats sont présentés clairement déemontrent la capacité de théories d’ordre supérieur a
améliorer les prédictions fournies par les théories classiques.

L'amélioration la plus significative concerne la répartition du cisaillement puisque laprise en
compte du gauchissement des sections est établie de maniére trés rigoureuse.

Enfin, on peut conclure qu'en créant un FGM sous la forme d'un composite symétrique dont
la fraction volumique de fibres varie dans |'épaisseur, on peut améliorer la conception de telles
poutres. On peut tirer les conclusions suivantes:

- Lanouvelle fonction de cisaillement polynomial e présente une bonne convergence avec celles
des autres théories de poutres de déformation par cisaillement d’ordre supérieur. Ainsi que,

lafonction de cisaillement proposée pourra étre utilisée par |es éudes futures.

- Le modele mathématique est établi leur efficacité et leur validité pour tous les cas presentés.

- L'augmentation de I'épaisseur de la poutre doit entrainer une augmentation de la contrainte de
cisailllement transversal. De plus, le fait que la nouvelle fonction de cisaillement polynomiae
satisfasse aux conditions aux limites sans contrainte.

-Sur I’axe neutre, on peut voir que la contrainte de cisaillement sur I’épaisseur de la poutre est

symétrique.
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4. Résultats et validation numérique du présent modéle analytique

4.1 Introduction:

Le présent chapitre est consacré a la comparaison de nouveau modéle anaytique propose a
ceux de la littérature prise en compte des conditions aux limites avec des différents conditions aux

limites en flexion des poutres composites a gradient fonctionnel, est présente.

La comparaison des résultats en termes de champs de déplacement, y compris les contraintes
de cisalllement et la rotation de la section, les contraintes et les contraintes de cisaillement

ainsi que les déformations, sont présentés.

Une comparaison numérique fructueuse est effectuée, outre la nouveau fonction de cisaillement

proposée avec d’autres ont été comparées ensemble dans des mémes conditions.

En plus, pour comparer les résultats prédits a partir du modéle propose pour les poutres a extrémités
diverses a ceux obtenus dans la littérature pour les poutres composites en matériaux agradient
fonctionnel, en termes de déplacements, de déformations, de contraintes axiales et de cisaillement,

sont présentes.
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4.2 Fonctions de cisaillements:

Lafonction de cisaillement est indispensable d’aprés le critere de choix de modéle de calcul étudié,
alors les hypothéses nécessaires sont |es suivantes:

- Lacontribution de la fonction dépend uniquement de lavariable (2).

- Lafonction de cisaillement existe d§a, sous laforme de séries polynomiales qui prennent la forme
parabolique du cisaillement (cas réel) dans la section efficace prismatique selon (FSDT) (ajouter

gauchissement et modifier lathéorie d'Euler-Benoulli).

- Les travaux de recherches auparavant de: Ambartsumyan (1958), Kaczkowski(1968), Panc(1975),
Reissner(1975), Levinson(1980)...., et Reddy(1984), modifié la fonction de cisaillement en fonction
des travaux précédents.

Le champ déplacement axial sous la forme:

w(x, 2) = uy(x) + zuy () + 2% (x) + 270y (x) 4.1)

Puisque la contrainte de cisaillement est nulle sur les deux fibres de la poutre (xh/2) larelation entre
la déformation de cisaillement et la contrainte doit faire disparaitre la déformation de cisaillement,

donc us(x)=0. En conséquence on obtient:

u(x,z) = uglx) + zuy (x) + z7uy(x) (4.2)
- Lafonction de cisaiffement proposee ¢(z) inspirée des travaux précédents (par exemple
Reddy(1984)) a é&té améliorée).

A lalittérature, plusieurs sont les modéles de fonctions de cisaillements qui sont utilisés qui satisfont

aux conditions aux limites sans contrainte (conditions aux limites exactes sur la contrainte).

Figures 4.1, 4.2 et 4.3 sont présentées les courbes des fonctions de cisaillement, les trois fonctions ont
été comparées ensemble dans des mémes conditions (Reddy et al, Guenfoud et al, Présent). D'aprés

ces courbes, les fonctions anal ytiques sont présentées des bons accords pour les solutions de
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points des racines carrées. En plus, la vérification et la validité de la fonction de cisaillement

nouvelle et présente une forte convergence.
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Reddy et al;, with =012
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Figure 4.2. Courbe solutions des points racine carrée de la fonction analytique de Guenfoud et al
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(HSDT) justifiant changement résultats pour champs de déplacements (incluent |'effet de cisaillement

par déformations) par les variétés des types des fonctions de cisaillements citées alalittérature.
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Figure 4.3. Courbe solutions des points racine carrée de lafonction analytique proposée (Présent)

4.3 Compar aison des déplacements:

Les figures 4.4 et 4.5 a 4.8 montrent les courbes de la répartition du déplacement maximum pour
les poutres en matériaux a gradient fonctionnel des sections prismatiques (b x h) ala flexion statique

sous chargement mécanique.

On remarque que le déplacement est généralement augmente. Bien qu’atteindre leur valeur

maximum au milieu des poutres composites.

On observe que le déplacement transverse augmente en général et ces déplacements transversaux sont
atteindre leur valeur maximum au milieu des poutres composites en matériaux a gradient fonctionnel
pour des conditions aux limites simplement appuyées et bien aussi encastrées a la flexion comme
le montre dans les figures 4.4 ;4.5 et 4.6, respectivement.
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La courbe de déplacement sur |'axe des (x/L) présente cubique, les résultats obtenus dans cette
section ci-dessous sont comparés a ceux des poutres sous charge concentré a des appuyés simplement

cités dans lalittérature [ Ghugal et al-2011] et sont indiqués un bon accord.

x/L (m)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
5E-16 Q e .
-0.05 -
0.1 - —4—Présent
E
= —0—Ghugal et a
-0.15 - modele
-0.2 -
-0.25 -

Figure 4.4. Comparaison de la répartition du déplacement maximum du modele analytique a celle
(Ghugal et al, 2011) en fonction de (X/L) de la poutre composite simplement appuyées sous charge
concentrée alaflexion

Dans la figure 4.5, sont similaire et converge lors comparés a ceux des poutres a appui simple
soumises a une charge uniforme répartie a la flexion cités dans |a littérature [Benatta et al-2008],

d’apres les caractéristiques numériques reportent ci-apres:

Tableau 4.1. Caractéristiques numériquesen FGM

Propriétés | b(m) h(m) g(Pa) | En(GPa) | E.(GPa) v
Vaeurs | 0.001 0.1 1 10000 1000 0.25
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x(m)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 Q
E

g -0.02 -
:
8

8 004 -

-0.06 -

—O—Déplacement de comparaison
-0.08 -

— Present

Figure 4.5. Comparaison du déplacement maximum avec
Celle de (Guenfoud et al, 2016) alaflexion

Il est a souligner que le déplacement transversal de la poutre augmente jusgu'a atteint la valeur
maximum a mi-travée. Considérons un autre exemple illustratif d’une poutre IPE300 en acier
simplement supportée soumise a une charge uniforme distribuée (q), a des caractéristiques
numeriques citent au Tableau 4.2 .La poutre en acier (IPE 300) de longueur, L = 10 m ; Charge

répartie g = 5 kN/m(y compris le poids propre de

la poutre et la charge piétonne); Type de poutre en acier : S275. Ou les propriétés de la poutre en
acier (IPE 300) sont citéesau Tableau 4.2.

Tableau 4.2. Propriétés dela poutreen acier
b(mm) | h(mm) | G(kg/m°) | I,(cm?) | I(cm? U | E(GPa) | Gy(GPa)
IPE300 | 150 300 42.2 8356 | 6038 | 0.3 210 78.95
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D'apres I'éguation ci-dessous proposée par (Ghugal, Y.M. and Sharma, R, 2011). Le déplacement
transversal maximal a mi-portée (x=L/2) pour la flexion des poutres épaisses, est donné par

I'expression suivante:

wer (x =) = - 22 (14 1.92(1 + ) %) 4.3)

Fs 384E,1

Ou p : Coefficient de Poisson du matériau de la poutre.
Les résultats montrent que la valeur de déplacement a mi-portée obtenu a partir de (Eq.4.3)

(w1 =0.3718mm), est similaire 4 cdlui prédit par le modéle proposeé de I’équation (Eq.4.4)

el =9 = -2 6+ »

(Wez = 0.3724mm), on peut observer 0,2 %, ce qui impligue la validité du modéle proposé et son
utilisation efficace dans les poutres FGM et les constructions en acier. Le modéle mathématique
proposeé est efficace et fournit par conséguent une bonne précision des solutions prédites pour les

poutres FGM en flexion.

Le tableau 4.3 présente la validation de déplacement de la poutre composite simplement appuyée a
la flexion sous charge concentré et uniforme répartie en fonction des parameétres de matériau, ces
résultats obtenus ont été comparés avec ceux des solutions analytiques de références,

d’une poutre FGM.

Ce nouvelle théorie a ordre élevé a été proposée prend en considération I’effet de cisaillement
transverse afin d’analyser le comportement en flexion des poutres FGM, elle a une forte
similitude avec la théorie classique des poutres a travers I’épaisseur tout en assurant lacondition
de contrainte de cisaillement nulle sur les bords limites de la poutre, avec une différence inférieur

ou égal a5%.

74



Chapitre 4 : Résultats et validation numérique du présent modéle analytique

Tableau 4.3. Validation de déplacement dela poutre composite simplement appuyée
alaflexion sous charge

Théorie L/h | P=1 | P=3 | P=5
Poutr e composite sous char ge concentré au milieu
Pr esent 5 0.0 5510 0.0012
Ghugal et al, 2011 0.0 5.3*10™ 0.0011
% Diff - < 5% 8.3%
Present 100 0.0 0.1002 0.1660
Ghugal et al, 2011 0.0 0.0983 0.1600
% Diff - 2% < 5%
Poutr e composite sous charge uniformerépartie
Present 5 0.0 4.7%10° 6.21*10°
Guenfoud et al,2016 0.0 45*10° 5.68*10°
% Diff - 4.25 8.5
Present 100 0.001 0.0068 0.072
Guenfoud et al,2016 0.001 0.0066 0.07
% Diff - 2.5 <3%
X

-0.04

-0.08

-0.12

Déplacement(m)

-4 Poutre bi-encastrée
-0.16 -

=@—Poutre Simplement Appuyée

Figure 4.6. Comparaison |a poutre composite simplement appuyée de (Benatta et al, 2008)
et la poutre bi-encastrée (présent) alaflexion
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Tableau 4.4. Propriétés numériques de la composite

Propriétés | b(mm) | h(mm) | Fz(kn) | E(GPa) | Gi(GPa) | En(GPa) | Gn(GPa) | V1 | V2

Vaeurs 20 30 5 138 12 35 16 06 |04

La figure 4.6 montre la comparaison des résultats ou les caractéristiques numérigques reportent au
Tableau 4.3, cette comparaison en termes de déplacements prédits a partir du modéele analytique
proposé de la poutre composite bi-encastrée (présent) et ceux obtenus a partir du modéle de

lalittérature (Benatta et a, 2008) de la poutre composite simplement appuyée.
On peut observer qu'il y aune diminution significative d'un quart, aux bords encastrés par I'axe z,

On peut Considéré un autre exemple illustratif d’une poutre IPE300 en acier bi-encastrée soumise a
une charge concentrée (F,), a des caractéristiques numériques citent au Tableau 4.2. La poutre en
acier (IPE 330) de longueur, L = 10 m ; Charge répartie F, = 5 kN/m(y compris |e poids propre de
la poutre et |a charge piétonne); Type de poutre en acier : S275. Ou les propriétés de |a poutre en
acier (IPE 330) sont citéesau Tableau 4.5.

Tableau 4.5. Caractéristiques numériques de la poutre en acier
b(mm) | h(mm) | G(kg/m®) | I,(cm®) | I(cm?) v Ex(GPa) | Gy,(GPa)
IPE300 | 160 330 49.1 11770 | 788.1 0.3 210 78.95

D'apres I'éguation ci-dessous proposee par (Ghugal, Y.M. and Sharma, R, 2011). Le déplacement
transversal maximal a mi-portée (x=L/2) pour la flexion des poutres épaisses, est donné par

I'expression suivanie;

wez (x =II) = e |1+96(1+p)( ) ] (4.5)

La valeur du déplacement a mi-portée est obtenue a partir de (Eg.4. 5) (W1=0,1067mm) est similaire
acelui prédit par 1e modeie proposé(Eq.4.6) (we=0,1021mm).

ne(x=1) =5 B (1) 4
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On peut observer que 5%. Celaimplique lavalidité du modele propose.

Lafigure 4.7 présente la poutre composite en matériaux a gradient fonctionnel en porte a faux sous
charge concentré a I’extrémité libre.

On remarque que le déplacement transverse atteindre leur valeur maximum a I’extrémité libre pour
les propriétés géométriques et mécaniques de comparaison suivantes:  L=1m; b=0,1m; h=0,01m;
Fz =1kn; E;=151GPa; E,=75,5GPa; v=0.25.

On constate aussi que la répartition maximale du déplacement est similaire avec celle du modele de
comparaison (Ghugal et al, 2011).

0
-0.05
-0.1
-0.15
-0.2
-0.25 -
-0.3 -
-0.35 -
-0.4 -
-0.45 -
-0.5 -

== Present

——Ghugal et a modée

Max displacement(m)

Figure 4.7. Comparaison du déplacement maximum de modéle analytique et celle de (Ghugal et al,
2011) vs (x/L) de la poutre composite Encastré-libre avec charge concentrée

La figure 4.8, présente la comparaison du déplacement maximum de modele anaytique et celle de

(Ghugal et a, 2011) vs (x/L) de la poutre composite en porte-a-faux sous charge uniforme répartie, a
laflexion.
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On remarque que le déplacement transverse atteindre leur valeur maximum a I’extrémité libre pour
les propriétés géométriques et mécaniques de comparaison suivantes : L=1m; h=0.01m;
b=0.001m; g=1Pa; v=0.25; E.=10000GPa; E,,=1000GP%g;

On observe que la répartition maximale du déplacement des poutres composites en matériaux a
gradient fonctionnel en porte a faux sous charge concentré assez élevées par un taux plus de 55% a
celle des poutres composite en matériaux a gradient fonctionnel en porte a faux sous charge uniforme
répartie, alaflexion.

x/L(m)

0 0.2 04 0.6 0.8 1 12

-0.02
-0.04
-0.06 -
-0.08 -
-0.1 -
-0.12 -
-0.14 -
-0.16 -
-0.18 -
-0.2 -

—A— Present

~—-Ghugal et al modele

Max displacement(m)

Figure 4.8. Comparaison du déplacement maximum de modéel e analytique et celle de (Ghugal et al,

2011) vs (x/L) de la poutre composite en porte-a-faux sous charge uniforme répartie alaflexion

Letableau 4.6 montre la validation de déplacement de la poutre composite en porte a faux

alaflexion sous charge en fonction des parametres de matériau (P) et (L/h).

Aussi, montrent une convergence par différence inférieur strictement a 10%.
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Tableau4.6. Validation de déplacement de la poutre composite Encastré-libre

la flexion sous char ge en fonction des parametres de matériau

Théorie L/h | P=1 | P=3 | P=5
Poutre composite en porte a faux sous charge concentré
Pr esent 15 810" 0.0011 0.0015
Guhgal et al,2011 7.7%10" 0.0010 0.0014
% Diff - < 5% 6.66
Present 100 0.2701 0.3502 0.4701
Guhgal et al,2011 0.2576 0.3283 0.4289
% Diff <5% 6.25 8.9
Poutre composite en porte a faux sous charge uniforme répartie
Present 15 0.0007 0.0197 0.0621
Guhgal et al,2011 0.00067 0.0184 0.0568
% Diff < 5% 6.6 8.5
Present 100 0.0721 0.1002 0.1901
Guhgal et al,2011 0.0676 0.0930 0.1729
% Diff < 5% 7 9

4.4 Comparaison des contraintes axiales:

Les figures 4.9 et 4.10 a 4.13 montrent Comparaison des contraintes axiales en matériau a gradient

fonctionnel, diverses conditions aux limites ala flexion.

La comparaison des contraintes axiales a éé montré aussi un bon accord de modele proposé avec
celle obtenus a partir de lafonction de comparaison (Reddy et al, 2000), ce qui implique la validation

de modél e anal ytique présent.
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Figure 4.9. Comparaison de larépartition de la contrainte axiale du modéle analytique a celle
(Reddy et al, 2000) en fonction (z/h) de la poutre composite simplement appuyeées sous charge

concentrée alaflexion

D’apres la figure 4.10 la comparaison est montrée une distribution cubique des contraintes, pour
les théories d'ordre supérieur (PDSBT). Néanmoins, une augmentation de contrainte linéaire
(Timoshenko ; k=5/6).

Les courbes de contraintes prédites par le modéle sont de comportement non linéaires est similaire

avec ceux obtenus par le modéle de comparaison (Benatta et a, 2008).
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2.5 —o—Poutre Simple appuis(Timoshenko &
k=5/6)

=&=Poutre Simple appuis

®- Poutre encastrée(Timoshenko a
k=5/6)

@ Poutre encastrée
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Figure 4.10. Comparaison et répartition de la contrainte axial e de modél e analytique a celle de
(Benatta et al, 2008) et de Timoshenko vs toute |'épaisseur de la poutre a des extrémités bi-encastrée
sous charge mécanique concentré a mi-travée

Dans la figure 4.11 peut observer que la courbe présente distribution cubique pour les théories
d’ordre supérieur (PDSBT).

De plus, les résultats sont en bon accord de contrainte normale prédits & I’aide fonction avec celle

obtenus de lafonction de comparaison (Genfoud et a, 2016).
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Figure 4.11. Comparaison de la répartition de la contrainte axiale du modele analytique a celle
(Genfoud et al, 2016) en fonction (z/h) de la poutre composite simplement appuyées sous charge

mécanique uniforme répartie alaflexion

Le Tableau 4.7 ci-dessous montre la validation de contraintes axiales de la poutre composite
simplement appuyée pour différents parametres du matériau. On remarque que présente bonne

similarité avec celles prédites par le modéle de comparaison.

Tableaud.7. Validation de contraintes axiales de la poutre composite simplement appuyée pour
différents parametres du matériau

Théorie Lh | P=1 | P=3 | P=5
Poutre composite sous charge concentré au milieu
Present 5 - 0.61* 10’ 0.8*10’
Reddy et al, 2000 - 0.58* 10’ 0.75*10’
% Diff - <5% 6.25%
Present 100 - 1.00* 10’ 1.25% 10’
Reddy et al, 2000 - 0.93*10’ 1.15*10’
% Diff - 6% < 5%
Poutre composite sous charge uniforme répartie
Present 100 - 6.5*10" 0.77*10’
Guenfoud et al, 2016 - 6.3*10’ 0.73*10°
% Diff - < 3% < 5%
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Lesfigures 4.12 et 4.13 montrent la comparaison de la répartition typigue des contraintes axiales a
travers I’épaisseur des poutres composites en porte afaux en matériau a gradient fonctionnel (FGM)

de modele analytique présent a ceux de modéle (Reddy et al, 2000), alaflexion.

La comparaison de la répartition de la contrainte axiale du modele anaytique acelle (Reddy et a,
2000, noté Réf-11) montre une distribution cubique, ainsi les courbes passant par |les points racines

dela solution, et montrent un bon accord.

—&— Contrainte(Present)

=O=Contrainte de comparaison

0.5 1

-0.25 -

-0.5 -

Contrainte Axiale (*107

Figure 4.12. Comparaison de la contrainte axiale de modéle présent et modele (Reddy et al, 2000) vs
(z/h) sur toute I'épaisseur de la poutre composite en porte a faux sous charge mécanique concentré a
I’extrémité libre alaflexion

La comparaison de la répartition de la contrainte axiale du modéle anaytique acelle (Reddy et al,
2000) montre une distribution similairea partir desquelles les courbes deviennent non linéaires

et aftteint la contrainte maximum.
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Figure 4.13. Comparaison de la contrainte axiale de modél e present et modele (Reddy et al, 2000) vs
(z/h) sur toute I'épaisseur de la poutre composite en porte a faux sous charge mécanique uniforme
répartie alaflexion

4.5 Compar aison des contraintes de cisaillements:

Figures 4.14 et 4.15 a 4.18 montrent les courbes des contraintes de cisaillement des poutres en

matériau a gradient fonctionnel (FGM) de modél e proposé et ceux de comparaison alalittérature.

On remarque que les contraintes de cisaillement le long des axes des poutres sont général ement
supposees étre paraboliques.

On note Timoshenko donne une valeur constante.
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Figure 4.14. Comparaison ( Ty, ) de modele anaytique et (Guenfoud et a, 2016) vs (z/h) de la poutre
composite simplement appuyée sous charge concentrée a mi-travée

D’apres la figure 4.14, lacomparaison est similaire des deux modéle proposé acelle de (Genfoud et

al, 2016) a partir desquelles les courbes deviennent non linéaires et atteint leslimites, sans

contrainte.

0.5 O—
0.3 -
0.1 -

e

N 1
-0.1 1

——Transverse shear
-0.3 stress-Guenfoud et al
modéle

-0.5
Xy *10°

Figure 4.15. Comparaison ( T, ) de modéle analytique et (Genfoud et a, 2016) vs (z/h) de la poutre
composite simplement appuyée sous charge uniforme répartie

Dans lafigure4.15, la comparaison montre une distribution parabolique des contraintes de
cisaillement transversales utilisant des théories d'ordre supérieur (PDSBT) de (Genfoud et a, 2016)
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et le modéle présent sont presque similaires. Cependant, répartition des contraintes atravers

I'épai sseur de la poutre composite est constante selon la théorie de Timoshenko.

L e tableaud.8 présente la validation de contrainte transverse de cisaille et la déformation transverse
de la poutre composite simplement appuyée ala flexion sous charge en fonction des parameétres de
matériau, sous charge concentré et |a charge uniforme, respectivement. On remarque que les valeurs
de modéle présent sont en bon accord avec les résultats anal ytiques de comparai son.

Tableau 4.8. Validation de contrainte transverse de cisaille et de défor mation transverse
dela poutre composite simplement appuyée a la flexion sous charge en fonction
des paramétres de matériau

Théorie L/h | P=1 | P=3 | P=5
Poutre composite simplement appuyée sous char ge concentré
déformation transver se de cisaille (yx;)

Pr esent 100 - 10300*10° 10800*10°®
Benatta et al,2008 - 11000*10°° 11700*10°
% Diff - 6.36 7.69

Poutre composite simplement appuyée sous charge uniforme
répartie contraintetransversede cisaille (1x,)

Present 4 0.71 0.72 0.74
(Guhgal et al,2011) 0.75 0.77 0.81
% Diff 5.33% 6.49 8.64
Present 16 0.63 0.67 0.75
(Guhgal et al,2011) 0. 65 0.70 0.8
% Diff < 3% < 5% 6.25
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Lafigure 4.16 présente une comparaison ( Tx; ) de modéle analytique et (Benatta et al, 2008) vs (z/h)
de lapoutre composite simplement appuyée et bi-encastrées sous charge concentrée a mi-travée, on

remargue la différence par un quart a cause changement des extrémités des poutres.

157 —e—Poutre bi-encastré (Présent)
—4— Poutre simplement appuyée

-2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2

Epaisseur (mm)

Figure 4.16. Comparaison ( Tk, ) de modéele analytique et (Benatta et a, 2008) vs (z/h) de la poutre
composite simplement appuyée et bi-encastrées sous charge concentrée a mi-travée
Les figures 4.17 et 4.18 présentent la comparaison de la contrainte de cisaillement transversale a
travers I'épaisseur de la poutre composite a matériau en gradient fonctionnel en porte-a-faux de
model e analytique présent et celle de (Reddy et al, 2000) sous charge concentré et uniforme répartie,

respectivement.

Cette comparaison montre une distribution parabolique des contraintes de cisaillement transversales
en utilisant des théories d'ordre supérieur (PDSBT), et présente une bonne convergence avec cet elles

des autres théories de déformation de cisaillement d'ordre supérieur (Reddy et al, 2000).
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Figure 4.17. Comparaison ( Tx, ) de modele analytique et (Reddy et al, 2000) vs (z/h) de la poutre
composite en porte afaux sous charge concentrée a I’extrémite libre

En plus, I'augmentation de I'épaisseur de la poutre composite doit entrainer une augmentation de

la contrainte de cisaillement transversale. En outre, la nouvelle fonction de cisaillement polynomiae
doit satisfaire aux conditions aux limites sans contrainte.

1.5 -

——Reddy et a modele
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Figure 4.18. Comparaison ( Ty, ) de modéle présent et (Reddy et al, 2000) vs (z/h) de la poutre
composite en porte a faux sous charge uniforme répartie
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Letableau 4.9 montre lavalidation des contraintes de cisaillement de la poutre composite en porte a
faux pour différents parameétres du matériau (P) et (L/h). On peut remarquer que les valeurs prédites
par le modele présent sont relativement proches de celles obtenues par |e modél e anal ytique de

référence Reddy et al, par pourcentage d’erreur < 10%.

Tableau4.9. Validation des contraintes de cisaillement de la poutre composite en porte a faux
pour différents paramétres du matériau

Théorie L/h | P=1 | P=3 | P=5
Poutre composite sous charge concentré au milieu
Present 100 - 1.0*10° 1.2*10°
Reddy et al, 2000 - 0.93*10° 1.1*10°
% Diff - 7.92% < 10%
Poutre composite sous charge uniforme répartie
Pr esent 100 - 1.1*10° 1.25%10°
Reddy et al, 2000 - 1.0*10° 1.15%10°
% Diff - 9% < 10%

4.6 Conclusion :

En fait, les résultats obtenus dans ce chapitre permettent de tirer les conclusions suivantes:

- La nouvelle fonction de cisaillement polynomiale présente une bonne convergence avec celles des

autres théories de déformation de cisaillement d'ordre supérieur, d’apres la comparaison.

- La comparaison de modéle d'ordre élevé proposé prenant en compte la contrainte de cisaillement
dans les champs de déplacement pour les poutres composites en matériaux gradient fonctionnel
(FGM) aextrémités diverses en flexion présente des résultats plus précis (comportement non linéaire)
par rapport a ceux prédits par la théorie des poutres de Timoshenko dans laquelle I'effet de contrainte
de cisaillement est pris en compte par un coefficient de correction et égaement par la théorie
classique des poutres d'Euler-Bernoulli (CBT) qui néglige les contraintes de cisaillement dans

les champs de déplacement.

- Les résultats en termes de déplacements prédits a partir des analyses proposées de modele et
le modele de la littérature montrent qu'il y a une diminution remarquable d'un quart lorsque
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les conditions aux limites de la poutre sont modifiées d'extrémités simplement appuyées a des
extremités encastrées. D’apres la comparaison, les déplacements transversaux maximaux sont
déduites a partir des solutions géenérales augmente et se révelent identiques a celles de la théorie de
la déformation par cisaillement de premier ordre de Timoshenko avec le facteur de correction
de cisaillement égal a 5/6, et identique et similaire aussi avec les résultats des théories existantes a

cet domaine.

- La comparaison montre une augmentation linéaire de la contrainte pour la théorie de Timoshenko
utiliste avec un coefficient de correction (k=5/6). Néanmoins, une distribution cubique des

contraintes est observée pour les théories d'ordre supérieur (PDSBT).

- Les contraintes de cisaillement le long des axes des poutres sont généralement supposees étre
paraboliques a travers I'épaisseur et similaire a ceux de comparaison et que la théorie de
la poutre de Timoshenko donne une vaeur constante atravers |'éoaisseur de la poutre.

- Le modéle mathématique établi validé par rapport au modéle de comparaison par une erreur

acceptable inférieure a 10%, ce qui implique leur précision et leur similarité a ceux de comparaison.
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CONCLUSIONS:

Cette these est d’étudié laréponse statique a laflexion statique des poutres FGM.

La théorie HSDT (la déformation par cisaillement d'ordre supérieur), ou I’effet de

déformation par cisaillement transversal, est considéré.

Ces théories (HSDT) ont utilisées utilement de maniére exhaustive et détaillée en
déplacement statique.

Un modele mathématique est établi, pour ces poutres composites des diverses limites.

Le modéle mathématique est établi par des équations différentielles dérivées du

principe du travail virtuel.

La théorie actuelle ne nécessite aucun facteur de correction de cisaillement. L'exactitude de la

théorie actuelle est vérifiée en comparant |es résultats avec autres théories dans ce domaine.

On peut tirer les conclusions sur I’ensemble de résultats importants de ce travail :

- La nouvelle fonction de cisaillement polynomiale a cette éude montre une bonne
convergence. Ainsi, étre utilisée dans des études futures, et vérifier leur précision.

- Le modéle mathématique propose prenant en compte les déformations en cisaillement(effet
de gauchissement) , dans tous les cas étudiés de poutres FGM, les solutions analytiques obtenus
de ce modéle ont prouvé leurs efficacités et validités par rapport a ceux de modéles références
de comparaison.
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- Les déplacements transversaux maximaux sont déduits a partir des solutions générales
et se révélent identiques a celles de Timoshenko avec facteur correction égal a 5/6. Les
déplacements transversaux maximaux sont variés en augmentant et vice versajusqu'a larupture

sous charge.

- Les contraintes axiales et transversales ont démontrés une forte similitude par rapport a

ceux de comparaison.
- Déformations ont bon accord a celle de littératures de comparai son.

- L'axe neutre doit étre donné, du fait de I'axe neutre n'est plus au milieu du plan. Cependant,
il se déplace du milieu-plan sauf dans le cas d’une poutre isotrope. Sur axe neutre, on voit

symétrie, matériaux homogenes.
- Augmentation épaisseur, implique une augmentation de cisaille transversale.

- Augmentation de indice de loi de puissance, augmenter le déplacement, donc écart

proportionnel de cet indice.

- Fonctions sont gérables et leur utilisation influence les solutions anaytiques.
Les structures FGM basées sur |'apprentissage automatique et effectuez des optimisations de
fiabilité et de colts a |'aide du modele propose. Pour I'amélioration des modéles de calcul bien

gue tres efficaces utiliser:
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- Méthodes déterministes. Sont données des résultats optimisés et exactes satisfaisantes.
- Méthodes probabilistes: Ne sont pas encore investiguées suffisamment aux problemesliés

principalement par les champs des matériaux composites et en FGM.

Pa conséquent, on conclue que la présence de la modélisation numérique et mathématique est

désirable pour les déformations.

Présent modéle mathématique pourrait étre utilisé par les concepteurs dans le domaine des
matériaux composites (a titre indicatif d’exemple, permettre d’élabore un logiciel de calcul avec

une margue dépose).

Ces conclusions permettent de confirmer que lesrésultatsont un bon accord sur les différentes
caractéristiques physiques et mécaniques des poutres. En général, les résultats obtenus étaient

tout afait satisfaisants.
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PERSPECTIVES:

De ce modeste travail de recherche présenté, nous pouvons constater et conselller |'utilisation:

- Méthodes déterministes. - Méthodes probabilistes, et tres efficaces pour ces problémes liés

principalement aux structures composites FGM.

On peut maintenir quelques axes:

- Détermination des charges critiques (poutres, plaques, cogues).

- Comportement statique et vibratoire ainsi au flambage des matériaux composites sandwichs.

-Comportement thermiques sur les matériaux.

- Contribution a I’approche mathématique aux problémes axisymétriques.
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