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Introduction Generale

Les ondelettes, comme nouvel outil mathématique notable, se sont im-
posées dans de divers domaines d’application. Par leur capacité extraordi-
naire de concentration de I’énergie et par leur pouvoir fascinant de détection
d’irrégularités, I'implication de cette transformée dans les algorithmes les
plus imposants en compression et en débruitage vienne comme une utilisa-
tion naturellement logique.

Dans ce contexte, la problématique que nous avions fixée au début de
notre travail était la mise en uvre des ondelettes en compression et en débruitage
de signaux. La lecture persévérante de plusieurs ouvrages de références ainsi
que les articles de recherche les plus appropriés a ce sujet nous a permis de
choisir :

e La compression avec perte dédiée aux images a niveaux de gris, ceci est
pour pouvoir descendre sous la célebre limite théorique appelée I'entro-
pie.

e D’autre part, le schéma de ’éminent Professeur D.L. Donoho a été mise
en uvre, tout en essayant de mettre le point sur un tas de questions
telles que : Quelle est la meilleure onde mere a utiliser 7 Quelles signi-
fications portent les seuillages dur (Hard thresholding) et doux (soft
thresholding) ? Est-il possible d’éliminer le bruit additif de distribution

gaussienne d’'une maniere achevante ?
Le présent manuscrit est structuré de la maniere suivante :

Chapitre I Donne d’une maniére détaillée la transformée de Fourier qui

représente un outil classique pour I'analyse des signaux sur leur com-

6



portement fréquentiel et leurs propriétés.

L’inconvénient majeur de cette méthode d’analyse, c’est qu’elle nous
permet pas de connaitre les composantes fréquentielles d’un signal sans
localiser les instants de ’apparition de celle-ci, puis nous exposons la
théorie des ondelettes qui représente un outil sophistiqué pour I'analyse
des signaux. L’idée de base de cette analyse est a partir d’une fonction
(¢ € R) qui possede une intégrale nulle et oscillante appelée onde mere,
on construit une famille de fonctions élémentaires (1)4(t) = %w(%)

) tel que (a,b € R). Les coefficients du signal f sont alors les nombres

(C¢la,b) = (f, Yap) = / f(t)(t)dt), a partir de ces derniers on peut
analyser un signal quelcoanue. Malheureusement dans la pratique si on
applique cette technique nous rencontrons une redondance d’informa-
tion donnée par les coeflicients ( Ct(a,b) ). Cette derniere est obtenue
du fait que on & : un nombre de coefficients non dénombrables (C(a, b)

) tel que (a,b € R ), mais dans la pratique on veut des coefficients
dénombrables ou finis (C¢(j, k) ) tel que (j,k € Z ).

A la fin de ce chapitre nous décrivons I'analyse multirésolution développée
par S.Mallat [11] et systématisée par ingrid daubechies [4] dans le but
de construire une base orthogonale (1,5 ) tel que (j,k € Z ) pour
I'espace (L?(R) ) en minimisant les redondances d’information, nous
expliquons comment on décompose un signal et on le reconstruit selon
I’algorithme de S.Mallat.

Chapitre IT Expose des définitions concernant la compression et inclus des
notions de base de la théorie d’information ainsi que quelques mesures
de qualité utilisées communément pour évaluer les deux types de com-
pression (avec et sans perte). Par la suite, nous focalisons I’attention sur
la compression avec perte. Nous proposons un algorithme incluant les
ondelettes, comme outil mathématique qui concentre ’énergie en peu
de coefficients, la théorie de la quantification, et finalement nous mon-

trons quelques codeurs les plus utilisés en compression. Des simulations



sont élaborées a la fin de ce chapitre pour valider ’étude théorique et
la mise en valeur du schéma suggéré en tirant en conclusion que 'onde
mere de I. Daubechies db2 est la meilleure onde adaptée a notre algo-

rithme.

Chapitre III introduit d’'une fagon succincte le débruitage des signaux 1D/2D.
L’algorithme proposé par D. L. Donoho est expliqué d’une maniere
claire tout en mettant le doigt sur les deux variantes (débruitage par
seuillage dur et par seuillage doux). En se basant sur le critere du risque
minimum, la détermination du seuil est effectuée en suite. Arrivant a
son terme, le chapitre est cloturé par des simulations confirmant notre

compréhension théorique de la problématique évoquée.

A la fin, une conclusion générale est rédigée pour résumer les résultats du

travail accompli.



Chapitre 1

Introduction a la théorie des

ondelettes

1.1 Analyse de Fourier

L’analyse de Fourier [1] est une méthode qui permet d’analyser un si-
gnal sur son comportement fréquentiel et ses propriétés. Pour réaliser cette
tache, on décompose le signal sur une base des éléments simples appelés fonc-
tions élémentaires. Les fonctions élémentaires qui contribuent dans ’analyse
de Fourier sont les fonctions sinusoidales, elles dépendent d’'un parametre
représentant la fréquence. Cette méthode nous permet de connaitre les com-
posantes fréquentielles d'un signal sans localiser les instants de ’apparition
de celle-ci. Les informations fréquentielles ainsi obtenues sont au détriment
de la description temporelle du signal. Cette méthode ne s’adapte pas avec
tous les types des signaux, spécifiquement les signaux non stationnaires qui
se distinguent par 'apparition d’événements transitoires. Elle est aussi faible

pour décrire les caractéristiques évolutives du signal.



1.1.1 Séries de Fourier

Dans un mémoire célebre daté de 1807, Joseph Fourier annonca sa fa-
meuse théorie [1] qui précise que toute fonction périodique de période a peut

étre décomposée par une série infinie de la forme :

+oo
fy =) cpe™ (1.1)
Avec 1 e 5
. T
= = t mwtdt’ _ =7 12
T L (12)
Ou:

les ¢, représentent les coefficients de Fourier.
a la période.
w la fréquence fondamentale.

En fait les coefficients de Fourier minimisent ’écart quadratique entre la
fonction f(t) et le développement (1.1). En effet la valeur (1.2) est obtenue

en dérivant par rapport au coefficient d’indice n ’expression :

a +oo
[ =3 aemyar

et en annulant cette dérivée.
Une série de Fourier peut s’écrire aussi sous la forme trigonométrique

suivante :

+oo
f(t) = % + Z ancos(wnt) + 2b,sin(wnt) (1.3)

Ou les valeurs de a,, et b, sont définis par les expressions :

a, = g/oa f(t)cos(wnt)dt (1.4)
b, = 2/(1 f(t)sin(wnt)dt (1.5)

10



1.1.2 Transformée de Fourier des fonctions de L!(R)

On part d’une fonction f(t), définie sur toute la droite réelle, intégrable
+oo

par rapport a la mesure de Lebesgue, c’est-a-dire vérifiant / |f(t)|dt <

+00.
On pose :

+oo

f(w) = /_ f(t)e “tdt, weR (1.6)

-~

Alors cette fonction f(w) est continue sur la droite réelle et tend vers 0
quand w — 400.

Voici quelques propriétés de la transformée de Fourier. Si g, h appar-
tiennent & L'(R), il en est de meme pour leur produit de convolution f = g*h

défini par :

£(t) = / " gt — Th(r)dr (L.7)

—00
En fait l'intégrale est absolument convergente pour presque tout ¢t et 'on

a par un calcul immédiat

~

flw) = gw)hw) (18)
Si f appartient & L'(R) , il est en général inexact que I'on ait fAG L'(R).

-~

Par exemple si f(z) = 1 sur [—1,1] et f(z) = 0si |z| > 1, on aura f(w) =
zsin(w)

et cette fonction n’appartient pas a L'(R).

w
Mais si f et f appartiennent a L'(R) alors f(¢) est nécessairement continue
et I'on a :
1 oo wt
ft)= o flw)e™ dw (1.9)

L’intégrale est (par hypothese) absolument convergente et (1.9) est la
formule d’inversion de Fourier.

L’interprétation de (1.9) est la suivante : on regarde w comme un indice et
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I'intégrale par rapport a w comme une combinaison linéaire. Les fonctions

” sont €™t et 'on

de t qui sont les ” building blocks ” ou ” briques de base ’
construit 1’édifice f(t) en empilant ces ” briques de base ”. On observera qu’il
y a une incohérence car les briques de base n’appartiennent pas a l’espace
fonctionnel considéré (i savoir L!(IR)) et les considérations d’algebre linéaire
que nous venons de présenter sont absurdes. Cette incohérence est la source
de nombreux problémes et ces problemes seront résolus lorsque les ondes (a
iwt

savoir les fonctions t — e seront remplacées par les ondelettes (que nous

définirons par la suite).

1.1.3 Transformée de Fourier des fonctions de L*(R)

Si f et sa transformée de Fourier fappartiennent a L*(R),ona:

/ () Pdw = 2 / )R (1.10)

o0 —00

1 ~
et Popérateur J défini par J(f) = \/T f se prolonge en un isomorphisme
7T
isométrique de L?(R) sur L*(R). Si f(t) € L*(R) mais f(t) € L*(R), alors

+o0
I'intégrale / f(t)|e“dt n’existe plus au sens usuel.
—0oQ

On doit considérer les intégrales tronquées
+m

F)e“dt = fon(w) et Ton a: || f(w) = fin(w) [lo— 0(m — 400)

Avec

= ([ 1roPant

o0

On a également, si f € L*(R) et g € L*(R)

(f,9) =2n(f,q9) (1.11)
Ou:
+oo
(frg)= [ fl)g(t)dt

12



On observera que les deux intégrales figurant dans (1.11) sont absolument
convergentes.

1.2 L’analyse temps-fréquence

Les perspectives actuelles sont dominées par les applications industrielles
de I'analyse et du traitement des signaux : géophysique, sismique, analyse et
synthese des sons, imagerie médicale, etc..Il s’agit d’extraire d’un signal les
informations pertinente, sous forme de valeurs numériques caractéristiques
et pas trop nombreuse.

L’analyse de Fourier est la plus ancienne de ces techniques. Elle est per-
formante, depuis de I'invention de la transformée de Fourier rapide (TFR),
notamment pour 'analyse de signaux périodiques et suffisamment réguliers.
Dans ce cas les parametres de Fourier ¢,, deviennent vite négligeables quand n
augmente. Quelques coefficients numériques suffisent ainsi a caractériser pra-
tiquement le signal dans le domaine des fréquences. Mais des que le signal
devient irrégulier, la liste des parametres a conserver s’allonge. L’analyse de
Fourier présente des inconvénients majeurs qui ne permettent pas une ana-
lyse satisfaisante de toutes les sortes de signaux. Ainsi, dans le spectre f(w)
tous les aspects temporels du signal disparaissent, par exemple le début et
la fin pour un signal fini, ou 'instant d’apparition d’une singularité. On sou-
haiterait que les parametres réalisent une analyse a la fois en temps et en
fréquence, a la maniere d’une portée musicale ou sont indiquées a la fois la
fréquence et la durée des notes. La transformée de Fourier est incapable de
donner le contenu fréquentiel local d'un signal. En d’autre terme, ’analyse
temps-fréquence en est absente.

1.2.1 La Transformée de Fourier a court terme

Une premiere idée consiste a tronquer le signal en ne le considérant que sur
un intervalle fini [—a, +a]. C’est bien ce qu’on est contraint de faire quand on
fait le calcul numérique. Ceci revient a multiplier le signal f(t) par le créneau
X[-a,a] = Ta , OU un translaté et donc a transformer le spectre fA(w en:

13



N ~ sin(2raw), ~ -
Jw) =Taf (W) = (——) * f(w) = (Sa* f)(w)
La troncature du signal se traduit donc sur le spectre par une convolution
avec le sinus cardinal.

Su(w) = sin(2raw)

W

FIGURE 1.1 — Le Sinus Cardinal

L’approximation de ]?par g est d’autant meilleure que a est grand, c¢’est-a-
dire que S, approche mieux I'impulsion de Dirac. Mais les calculs deviennent
vite tres volumineux. Surtout, le sinus cardinal s’amortit tres lentement et
présente des lobes importants pres de l'origine. Afin de les diminuer, on
utilise de préférence des fonctions plus régulieres, toutes appelées fenétres,
concentrée autour de l'origine.

14



: oo 1 sin{rma) 3
: w(g) = —(— )
______________________ ?T@_
...............................
_______________________________ G h o]
o ]
B 0 1 2fa @

FIGURE 1.2 — Fenetre triangulaire en temps et frequence

Ces fenétres sont effectivement tres utilisées et améliorent sensiblement
le calcul du spectre. On est ainsi amené a faire glisser cette fenétre devant le

15



graphe du signal de fagon a prendre en compte toutes ses valeurs. On obtient
alors une famille de coefficients a deux parametres réels w et b :

Wi(w,b) = " f)w(t — b)e “ dt. (1.12)

qui remplace f(w) .

L’application f — W} s’appelle la transformée de Fourier a fenétre glis-
sante. Le parametre w joue le role d’une fréquence, localisée autour de 1’abs-
cisse b du signal temporel. Wy (w,b) donne ainsi une indication sur ce qui se
passe autour de I'abscisse t = b pour la fréquence w. Dans la formule (1.12),
c’est par raison de commodité qu’on fait figurer W au lieu de w , la fenétre
pouvant étre, a priori, a valeurs Complexes:

on a un produit scalaire dans L*(R) :

W (w’ b) = <f» ww,b>
{ Ww,i(t = w(t — b)eiwt (113)

1.2.2 La transformée de Gabor

Il est intuitif de prévoir que, réciproquement la connaissance des Wy(w, b)
pour toutes les valeurs réelles de w et b détermine completement le signal f.
On peut méme pronostiquer qu’il y aura redondance d’informations puisqu’on
a remplacé une famille & un parametre f(w) par une autre a deux parametres.

D. Gabor, dalns lfs années 1940 a utilisé essentiellement la fenétre de

2
Gauss w(t) =7 4e 2 . On voit ici que l'on s’affranchit du fait d’avoir une
fenétre ressemblant a un créneau, celle-ci étant nettement aplatie. Un des
mérites de D. Gabor a été d’expliciter la formule inverse donnant f a partir
des Wy(w,b). On a le résultat suivant :

Théoréme 1. Soit w € L' (| L? une fenétre telle que |w| soit une fonction

paire et |[w||a =1 . On pose:

w,, (1) = w(t — b)e™" (w,b €R)

16



pour tout signal f € L? on considére les coefficients:
“+o0o
We(w,b) = f(t)w, s (t)dt

Alors on a
(a) conservation de l’énergie :
+oo
//nm@@ﬁm%:/ F() Pt (1.14)
R2 o

(b) La formule de reconstruction:

f(t) :/ . We(w, b)w,,p(t)dwdb (1.15)

au sens suiwvant st :

%@:// Wy (w, Bt (t)deod
lw| <a,beR

alors g, — f dans L* quand a — +o00

La démonstration de ce théoreme est longue et technique. Nous référons
le lecteur a [10].

Pour la transformée de Fourier a fenétre glissante dans L2, on a donc des
formules analogues & la transformée de Fourier simple dans L? : Conservation
de I'énergie (formule de parseval) et formule d’inversion. Il y a une tres belle
harmonie dans les formules, harmonie qu’on retrouvera avec les ondelettes.

Dans les cas pratiques on prendra naturellement une fonction w localisée
autour de t = 0, par exemple une gaussienne. La fonction w,; est alors
localisée autour du point ¢t = b, w,,;, donnée par :

Wp(€) = e EPH(E — w) (1.16)
est localisée autour du point £ = w . Ceci fait que
Wf (w7 b) = <f7 wwb) = <f7 {Ewb>

contient une information a la fois en temps et en fréquence autour du point

(b,w).

17



Dans la mise en oeuvre numérique on calculera les coefficients Wy(w, b)
sur une grille (mwg, nby) avec m,n € Z et wy, by réels positifs. On obtient ainsi
une suite double Wy, ,,(f) = Wy (mwo, nby) discrétisée de la fonction des deux
variables réelles w et b. Mais la méthode de Gabor présente I'inconvénient
majeur d’avoir une fenétre de longueur fixe, handicap patent lorsqu’on veut
traiter des signaux dont les variations peuvent avoir des ordres de grandeur
tres variables. C’est le cas notamment en traitement du son : 'attaque de la
note est une phase tres breve siege de hautes fréquences et caractéristique
de I'instrument et de l'interprete, tandis que le reste de la note contient des
fréquences relativement plus basses. C’est également le cas pour 'analyse
des turbulences en mécanique des fluides ot apparaissent des phénomenes
significatifs a des échelles a la fois macroscopiques et microscopiques. Le
géophysicien J.Morlet a constaté ces inconvénients en prospection pétroliere,
pour 'analyse de signaux sismiques captés apres réflexion sur des couches
géologiques. Ceci ’a amené a proposer en 1983 une méthode nouvelle ou la
fenétre varie par translation mais aussi par dilatation ou contraction. C’était
le début de I'utilisation des ondelettes en traitement des signaux numériques.

1.3 L’analyse des signaux par ondelettes

La méthode de D.Gabor date des années 1940. Avec les ondelettes nous
entrons de plein pied dans I'actualité scientifique puisque les premieres pu-
blications sur le sujet remontent seulement a 1984 avec, notamment, 1’article
d’Alex Grossman et Jean Morlet Les idées essentielles sont nées d’'une conver-
gence entre les travaux théoriques déja anciens (notamment ceux de Little-
wood et Paley, de Zygmund, puis vers 1960 de Calderon sur les noyaux singu-
liers d’opérateurs), et des idées récentes mises en avant a propos, soit du trai-
tement numérique de certain signaux(J.Morlet), soit d’outils mathématiques
utilisés en physique théorique(A.Grossmann). L’idée de base est a partir
d’une fonction de base ¥ , appelée ondelette-mere ou ondelette analysante,
on construit une famille de fonctions élémentaires :

1 t—b

= —(— R 1.1
Yap(t) \/E@D( . ) beR,a>0 (1.17)
les coefficients du signal f sont alors les nombres
+o0 o
Cf(aa b) = <f7 77Dab> = f(t)qrbab(t)dt (118)
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Les caractéristiques de 1 sont assez nettement différentes de celles d'une
fenétre. Celle-ci avait plus ou l'allure d’un créneau. ¢» au contraire sera
d’intégrale nulle et oscillante. On s’efforcera ici encore d’imposer a 1 et ¢ une
bonne localisation, donc, a I'infini, une convergence vers 0 assez rapide. On
obtient ainsi une fonction qui ressemble a une vague : elle oscille et s’amortit.

£2
D’ott son nom. Dans un premier temps, Morlet utilisa 1(t) = e 2 cos(5t),
mais des dérivées gaussiennes sont aussi largement utilisées.

1.3.1 La transformée en ondelettes

Théoréme 2. Soit € L' L? une fonction, appelée ondelette-mére, vérifiant

les conditions suitvantes :

(i) /_:0 %dw = K < 400.

(ii) [l¢ll2 = 1.
On construit alors les ondelettes de base:
1 t—>b
w(t) = — beR,a>0
Ualt) = S=U(—)  beRua
+0oo o
et pour tout signal f € L* on considere Cy(a,b) = F(&),(t)dt

est appelée la transformée en ondelettes du signal f ,ou Cy(a,b) sont les
coefficients d’ondelettes .

Alors on a:

(a) conservation de l’énergie :

%//R2 ’Cf(a,b)|2dadb = /+OO |f(t)Pdt (1.19)

2
a —00

(b) La formule de reconstruction:

-4 [ 3 Oy, Dy(t) 5" (1.20)

au sens suivant si:
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1 dadb
r0=g [ [ CrlanmanT

alors f. — f dans L* quand ¢ — 0.

La démonstration de ce théoreme est aussi longue et technique. Nous
référons le lecteur a [10].

Remarque 1. L’hypothése (i) sur iy implique, puisque @E est continue, que
»(0) = / W(t)dt = 0 . Dans tous les cas pratiques, cette condition est

également suffisante.

Exemple 1. (a) Nous avons déja indiqué que 'ondelette initialement uti-

lisée par J.Morlet

.2
P(t) = 6_5003(50 (1.21)

N’est pas normalisée, mais ceci est de peu d’importance. Par contre,

Uhypothése (i) n'est pas vérifiée puisque

25
D(0) =+2me 2 >0

On a donc K = 4o00. Mais cette valeur IZ(O) est de l'ordre 107°. Dans
un calcul en ordinateur on peut estimer qu’elle est numériquement
nulle, et donc étre assez proche des conditions d’applications du théoreme,

qui reste, malgré tout, inapplicable dans ce cas précis.

(b) L’exemples le plus simple de fonction 1 est évidement celui d’une fonc-

tion constante par morceaux c’est l'ondelette de Haar définie par

1 st 0<t<i
Yty =49 -1 s F<t<l

0 sinon

On a dans ce cas :

20



1 — cos(m§)

(c) Pratiquement, toute fonction ¢ oscillante, bien localisée ainsi que 12 et

d’intégrale nulle fera l’affaire. Par exemple le chapeau mezxicain :

_ 2 2y —at?
vlt) = (1= a)e

(1.22)

ou l'on a:
P(E) = Ke2e ¢

1.3.2 Mise en oeuvre numérique

On restreint les parametres a et b a sous ensemble discret (et méme fini)
de R. Par exemple

Uy = 27™ et b, =n27™ avec (n,m € 7)

d’ou :
Yapmbon (1) = 27927t — n)

ou plus généralement, avec a > 1 et 3> 0 :

Yab, (t) = a%@b(amt —np)

Plus « est proche de 1 et g proche de 0, et plus 'information est redon-
dante, nécessitant d’ailleurs de gros calculs. I. Daubechies des laboratoires
Bell, a étudié dans quelles conditions I'application:

C: f - Cf = (Cf<am7bn))(m,n)€ZQ

de L? dans (*(Z?) est injective (c’est-a-dire que les coefficients d’ondelettes
caractérisent bien le signal, ce qui est le cas le plus souvent), mais aussi
d’inverse continue sur son domaine , a des fins de stabilité numérique. Cette
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derniere condition se traduit par l'existence de deux constantes positives A
et B telles que:

ANFIE < D Wbampas HIF < BIFIS

m,ne’

I. Daubechies a montré que, dans ce cas, la formule de reconstruction
peut s’écrire :

2

I=a73

Z Cf(‘lma bn)¢am,bn +Rf

m,neZ

ou le reste Rf est suffisamment petit pour q’on puisse soit le négliger,
soit l'estimer par une itération supplémentaire([3])

1.3.3 Le probleme des moments de 1’ondelette

Posons pour simplifier n = 27 | et étudions la convergence vers 0 de

+o00o o

w= [ f(t)@b(nt)dt:%cj,o

la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a f en ¢ = 0 donne a
Iordre q :

—00 o0

4q +oo _/ 400
= ¢ x—_ n Wb n
n=310) / i)t + / ()5 (nt)dt

Avec,

R(t):/o %Jf(q“)(m‘)dm

En notant M, les moments de la fonction 1, ¢’est-a-dire :

M, = / Timma (e

[e.o]

et r, le reste, on obtient :

q 14
[H(0)M,
Un = W +7’n
/=0



: c
Or un calcul facile montre que |r,| < —=.

On obtient donc le développement limité de wu,, :

_SOM OM L fOM,

Un n? 1! n3 2! natl gl <n’1+2)'

La vitesse de convergence de w, vers 0 est donc réglée par le premier
moment non nul de ¢ . Pour 'ondelette de Haar, on a tout de suite M; #
0 , d’ou des difficultés numériques liées au manque de concentration des
coefficients. On est ainsi amené [3] a la définition d’une ondelette ayant un
certain ordre de régularité.

Définition 1. Soit r € N. On appelle ondelette d’ordre r toute fonction
Y : R — C telle que , Y™ € CY(R) et x99 € L, q=0,1,....r et verifiant

1.

m C

2.

+o00o
/ x%)(x)dx =0 qg=0,1,2,...,r
(1.24)
ou, C%(R) = {f : R — C\tel que f bornée et intégrable sur R}

1.4 Ondelettes orthogonales

On sent bien maintenant que, eu égard a la redondance d’informations
donnée par les coeflicients C(a, b) sur la base des 14, le défi était de trouver

23



une famille, que nous noterons encore 1;;, pour simplifier (j, k € Z) , d’onde-
lettes orthogonales sur lesquelles on pourrait décomposer tout signal f € L2

en série double :
f(z) = Z (f, i)V

jkeZ
J
?/ij(x) = 22¢(21z—k)
On aurait ainsi une base orthogonale, au sens usuel, de I’espace de Hilbert
L? avec des coefficients ¢, = C(j, k) indépendants les un des autres. Dans

une telle base orthonormée, on obtient une décomposition du signal f en ”
ST} .
voix 7 f;:

+00 +0oo
f= Z fj avec f; = Z (f, ©ik) Ui
j=—00 k=—o00

Il s’agit ici d’un choeur a une infinité de voix. L’approximation

-1  +oo
F, = Z Z <f7¢jk>wjk

j=—00 k=—o00

Projection orthogonal de f sur V,,, tend vers f quand n — 400 . La voix f;
représente également le détail que 'on ajoute a F; pour obtenir Fj; approxi-
mation plus fine, Ces idées ont conduit a la notion d’analyse multirésolution
de I'espace L?, introduit par S.Mallat et Y.Meyer [5].

1.4.1 Analyse multirésolution

Définition 2. Une analyse multirésolution (AMR) est une suite de sous-
espaces fermés V;, (j € Z) de L*(R) qui satisfont :

1.
VaecViyacWycVy C Vs (1.25)

Vi = {0} (1.26)

JET
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U Vidense dansL*(R) (1.27)

JEL
Vfe L*R),Vj€Z, f(2z) eV, = f(x) eV (1.28)

Vfe L*R),Vk € Z, flz) e Vo= f(z—k) eV (1.29)

6. Il existe une fonction ¢ tel que l’ensemble {¢(x — k) }rez,s0it une base

de Riesz de Vj

Donnons maintenant une explication simple de chacune de ces propriétés.

1.

L’approximation dun signal a la résolution 2! contient toute I'in-
formation nécessaire pour approximer le méme signal a la résolution
inférieure 27 .Cette propriété est appelée la propriété de causalité.

. En approximant f(x) & la résolution 2 | on perd de I'information.

Donc plus la résolution devient grossiere, moins on a d’information.
Ceci implique qu’a la résolution minimale, on perd toute I'information.

Par contre, lorsque la résolution augmente, on gagne de I'information.
D’ou on obtient que plus la résolution augmente et s’approche de I'in-
fini, plus le signal se rapproche du signal original.

. A chaque résolution, la méthode d’approximation est la méme. Ceci

nous permet d’obtenir les espaces des approximations des fonctions
a partir des autres espaces en dilatant chaque approximation par un
facteur égal a leur résolution. Cette propriété est vraie pour un facteur
de résolution quelconque (il peut étre différent de 2). Voir Mallat[5].

L’approximation Ejf(x) du signal f(x) peut étre caractérisée par des
échantillons mesurés & intervalle de 27 . De plus, si f(z) est translaté
d’une longueur proportionnelle & 277 | alors E; f(x) sera translaté par
la méme distance et sera caractérisé par les mémes échantillons qui
auront aussi été translatés. La condition (1.28) permet d’exprimer cette
condition pour V4.

Les fonctions, ¢(x—k) forment une base de Riesz pour V; si et seulement
si elles génerent Vj, et si V(cp)rez € 12(Z),
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A el < 1D dle =k <BY el (1.30)
k k k

ou A >0, B < +oo sont indépendants des c¢,.

L’ensemble des opérateurs F; qui sont associés a une approximation mul-
tirésolution et qui satisfont les propriétés suivantes permettent d’obtenir I’ap-

proximation de n’importe quelle fonction de L?(R) & la résolution 2.

1. E; est un opérateur linéaire. De plus I'approximation de ’approxima-

tion d’une fonction a la résolution 27 reste inchangée. En termes formels
E;o E; = E; . On a donc que 'opérateur E; est un opérateur de pro-
jection sur 'espace V.

V() € Vi llgle) — f@)]| = |E,f(x) — f(@)]. Lopérateur E; est la
projection orthogonale de f(z) sur 'espace vectoriel V; . L’approxima-
tion de f(z) a la résolution 2/ | E;f(z) que nous noterons f;(x) est
donc la projection orthogonale de f(z) sur V;. Pour étre en mesure de
calculer cette projection, il faut trouver la base de V; .On exprimera
alors la fonction f; comme une combinaison linéaire des éléments de la
base de V; , Mallat démontre dans [6] le théoreme suivant qui indique

comment trouver une base orthonormé de V;

Théoréme 3. Soit V; une approzimation multirésolution de L*(R) . Il existe

une fonction unique ¢(x) € L*(R) appelée la fonction d’échelle dont la trans-

formée de Fourier est :

Hw) = —— G (1.31)
(> 6w+ 2km)|?)z
k=—o00
tel que si nous posons
Sn(r) =250(2x — k),  (jeZ) (1.32)

alors {Qjk trez est une base orthonormée de V; .

Ce théoreme montre qu’'une analyse multirésolution est entierement ca-
ractérisée par une fonction d’échelle ¢(z). L'inverse n’est cependant pas vrai.
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La question est de savoir comment caractériser une fonction ¢ qui soit la
fonction d’échelle d’une analyse multirésolution. Nous allons, pour répondre
a cette question, étudier les propriétés de cette fonction afin que pour tout
j € Z,'ensembles (226(2/x — k))xez soit une famille orthogonale et que si
V; est un espace vectoriel généré par cette famille de fonctions, alors (V;);ez
est une analyse multirésolution de L?(R) . Nous n’entrerons pas dans les
détails des théoremes et résultats que nous allons énoncer. Le lecteur intéressé
pourra se référer a [14, 4, 13] pour des preuves formelles. Mais tout d’abord,
nous allons imposer une condition de régularité sur les approximations mul-
tirésolutions de L?(R) qui provient de [14].

Définition 3. Une fonction f(x) € L*(R) est régulicre si et seulement si

elle est continument différentiable et si elle satisfait:

3C >0, pour z € R, |f(z)] < C(1+2*) 7t et |f'(x)| < CO(1 + 22)~!
Une analyse multirésolution (V;),ecz est réguliére si et seulement si ¢(x) est

réquliere.

Par la propriété (1.28),

1 =z

N

Cette fonction peut étre représentée comme une combinaison linéaire des
fonctions de base de V :

yeVoicW (1.33)

1 - +o0o
55 = Z.; hid(x = k) (134)

ou :
1 =z
hy = (—=o(=), 0z — k 1.35
B = \/§¢(2) ¢(z —k)) (1.35)
L’équation (1.34) est appelé I’équation d’échelle. La décroissance asympto-
tique de hy, satisfait |hy| = O(1 + k*)~! car 'analyse multirésolution est

réguliere. La suite de coefficients hy de 1’équation d’échelle est interprétée
comme étant un filtre discret. Nous verrons plus loin en quoi il est utilisé et
la raison de cette appellation.

En prenant la transformée de Fourier de de I’équation d’échelle, on obtient
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~ 1 ~ ~
$(2w) = Eh@w)qﬁ(w) (1.36)
h(w) = f hye (1.37)

k=—o00

Théoréme 4. La fonction /ﬁ(w) définie ci-dessus satisfait :

h(w)? + [h(w + )2 =2 (1.38)
1(0) = V2 (1.39)

Notons que /f;(w) est une fonction périodique de période 27. Ce théoreme
nous donne une condition nécessaire mais non suffisante pour 'orthonorma-
lité de ¢(z). Le prochain théoreme donne une condition suffisante sur h(w)
permettant de calculer la transformée de Fourier d’une fonction ¢(z) qui
génere une analyse multirésolution.

Théoréme 5. Soit la fonction ﬁ(w) définie ci-dessus qui satisfait (1.38) et
(1.39). Si elle est périodique de période 27 et continiment différentiable dans

le voisinage de w = 0 et satisfait aussi :

Inf _p 5 |h(w)|>0 (1.40)
)
Alors la fonction:

+oo 7

ow) =] % (1.41)

est la transformée de Fourier d’une fonction ¢(x) pour laquelle (¢(x —k))rez
est une base orthonormée du sous-espace fermé Vy de L*(R). Si la fonction
¢(x) est réguliére, alors la suite d ‘espaces vectoriels (V;);ez définie a partir

de Vo par (1.28) est une analyse multirésolution de L*(R).
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La preuve de ce théoreme est longue et technique. Nous référons le lecteur
a [12] pour une preuve complete et détaillée.

La fonction f;(x) se décomposera dans la base orthonormée de V; comme
suit :

i) =Y (f dim)dinlx) (1.42)

L’ensemble des produits scalaires

c¢; = ((f, @ju)vez = (Cjk ez (1.43)

caractérise de facon unique f;(z) est appelé I'approximation discrete de
f(z) & la résolution 27.

1.4.2 Représentation par ondelettes

Nous avons vu que I'analyse multirésolution donne ’approximation d’une
fonction f € L*(R) a des résolutions successives allant de la résolution la
plus grossiere a la résolution la plus fine. Nous avons aussi vu que les détails
d’un signal a une résolution donnée sont égaux a la différence d’information
contenue dans deux approximations successives. Ces détails sont obtenus en
décomposant le signal en une base orthonormée de L?(R) engendrée par une
fonction unique appelée 'ondelette mere. L’approche que nous allons suivre
pour expliquer les ondelettes est celle de Mallat [11, 12, 13] car c’est I'ap-
proche la plus commune.

Soit une analyse multirésolution (V;)j € Z donnée de L*(R) et soit W;,
le complément orthogonal de V; dans V;i; Nous avons, par définition du
complément orthogonal, que:

reW; <<= (z,y) =0 VYyeV; (1.44)
Vin=Vi@Ww, Viekz (1.45)
WLW, VA (1.46)

De plus, puisque W;_y C V; LW onapour £ < jque V; =V, @ @Zilwi.
Tout ces sous-espaces sont orthogonaux les uns aux autres. Ceci implique
(1.26) et (1.27) que:
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L*(R) = ®jezW; (1.47)

Par le théoreme de projection, nous montrons facilement que les détails
d’un signal a l’échelle 7 + 1 sont donnés par la projection orthogonale de
f(z) sur le complément orthogonal W; de V; dans V.;. En d’autres mots,
soit £, f(x) et E;+1f(x) les projections orthogonales de f(z) sur V; et V4
respectivement. En appliquant le théoreme de projection, nous avons que
E; 1 f(x) = E;f(x)+D;f(x) ou D, f(z) représente la projection orthogonale
de f(z) sur W; .

Pour étre en mesure de calculer D; f(z), il faut trouver une base ortho-
normée de W;. Considérons que (1);i); rez constitue une telle base pour W;).
Par (1.47), (1.26) et (1.27) ceci implique que l'ensemble complet (k) kez
est une base orthonormée de L?*(R) . Le théoréme suivant montre comment
trouver une telle base.

Théoréme 6. Soit (V;)jez une analyse multiresolution avec une fonction
d’échelle ¢(x) pour laquelle I est la fonction définie en (1.37). Soit (z) la

fonction dont la transformée de Fourier est donnée par:

~ 1l _w ~w
Y(w) = —29(§)¢(§) (1.48)
Avec:
G(w) = e “h(w+ ) (1.49)
St l’on pose:
bin() = 229p(2x — k) (1.50)

Alors (i) kez est une base orthonormée de W et (ji)k jez est une base
orthonormée de L*(R).

La fonction (x) est appelée une ondelette orthogonale.

Le lecteur trouvera la preuve de ce théoreme dans [12, 13]. Pour calculer

o~

une ondelette, il suffit donc de définir une fonction h(w) qui satisfait les
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conditions (1.38). a (1.40), de calculer la fonction d’échelle correspondante
par 'équation (1.41) et enfin de calculer 'ondelette avec (1.48).
Il est maintenant possible d’affirmer que pour toute fonction f de L?(R) , si
un ensemble d’espaces (V) cr est une analyse multirésolution, alors il existe
une base orthonormée d’ondelettes (¢j; )y jez de L*(R) donnée par (1.50) tel
que :

Ejf = Eif + ) (f tiehin (1.51)

keZ

L’ensemble des produits scalaires

dj = ((f, @Z’jk))kez = (djk)k:eZ (1.52)

Caractérise de fagon unique D; f, les détails du signal a la résolution 27.
Cet ensemble est appelé ’ensemble des coefficients d’ondelettes a la résolution
2.

1.4.3 Exemple : L’ondelette de Haar

Parmi la famille des ondelettes que nous montrons en exemple est celle
de Haar, nous désirons montrer les caractéristiques d’une famille d’ondelettes
méme si elle n’est pas beaucoup appliquée en pratique.

Considérons L’espace V; des fonctions de L*(R) qui sont constantes sur
chaque intervalle k277, (k + 1)27/] pour k € Z i.e :

Vi ={f € L*(R),Yj €Z: flpo-ipt1)2-5} =C

ou C est une constante.

La condition (1.28) implique que Vj est I'espace des fonctions de L*(R) qui
sont constantes sur chaque intervalle [k, k+ 1] pour k € Z . Les autres condi-
tions se vérifient facilement. On démontre aisément que la fonction d’échelle
est la fonction indicatrice sur 'intervalle [0, 1].

¢($)={ 1 s 0<z<l1

0 sinon

+oo
5) — E hio(x — k) équivaut a:

k=—o00

o3) = Z50(@) + Z=ola— 1)

1
L’équation d’échelle —¢(

V2



D’ou les coefficients h; sont données par hg = hy =

k> 2.

et hy = 0 pour

1
NG

+oo w
~ . 1 ) -
Nous obtenons h(w) = E hpe ™ = 5(1 +e ) =¢ 2 cos(g).

k=—o00
L’ondelette correspondante est :

1
IS 0=a<g

vE)=9 1 & %§x<1
0 sinon

Notons que I'analyse multirésolution de Haar n’est pas réguliere et que
I’odelettes correspondante n’est pas continue.

1.4.4 Les ondelettes de Daubechies

Au chapitre 2, nous voyons de quelle maniere, les ondelettes peuvent
étre appliquées dans le domaine de la compression. Ce qui est important
lors de l'application des ondelettes a un champ particulier (compression,
débruitage,...) est le choix des onde- mere de base qui servent a décomposer
la fonction dans le domaine des ondelettes. Les auteurs que nous citons dans

ce chapitre et dont nous expliquons les théories utilisent tous les ondelettes
de Daubechies.

En effet, les ondelettes de Daubechies possedent des propriétés intéressantes
qui sont tres répandues. Dans cette section, nous allons décrire ces ondelettes.
Mais tout d’abord nous allons discuter de ces propriétés comme le fait Mallat
[12].

Propriétés
Moments nuls
L’ondelette mere ¥ a p moments nuls si

/+oo tfyp(t)dt =0,  0<k<p. (1.53)

o0

Mallat prouve dans [12] que si f est réguliére et que ¥ a un nombre suffi-
sant de moments nuls, alors les coefficients d’ondelettes donnés en (1.52) en
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valeur absolue, |(f,1;x)| sont trés petits aux échelles les plus fines. L’avan-
tage des moments nuls est que les parties de la fonction qui sont lisses sont
représentées par des coefficients d’ondelettes proches de zéro et les singu-
larités de la fonction par des coefficients plus élevés. Une base orthogonale
générée par une ondelette mere ¢ possédant un nombre suffisant de moments
nuls va donc représenter f avec un nombre limité de coefficients d’ondelettes
de large amplitude. La proposition suivante permet d’établir un lien entre ¢
, sa transformée de Fourier ¢ (w) et h(w) .

Proposition 1. Considérons l'ondelette mere 1, Si zZ(w) est p fois différentiables

aw =0, alors les trois conditions sont équivalentes :

1. L’ondelette 1) a p moments nuls.

~

2. Y(w) et ses p— 1 premiéres dérivées sont égales a 0 au point w = 0.
/f;(w) et ses p — 1 premieres dérivées sont égaux a 0 au point w = 7.

Support compact

Rappelons qu’'une fonction est a support compact s’il existe un intervalle
fermé et borné tel que la fonction est égale a zéro en dehors de cet intervalle.
Le plus petit intervalle fermé dans lequel cette fonction possede des valeurs
non nulles est appelé le support de la fonction.

La taille du support de I'ondelette mere ¢ est reliée au nombre de co-
efficients de large amplitude. En effet, si ¢ty est une singularité isolée de la
fonction f et si la taille du support de ¢ est K, alors, a chaque niveau de
résolution, il y a K ondelettes dont les supports contiennent t,. Le fait est que
lorsque %y est inclus dans le support d'une ondelette 1;;, alors le coefficient
d’ondelette correspondant, défini en (1.52), peut avoir une large amplitude.
Par conséquent, si on veut avoir un nombre restreint de coefficients de large
amplitude, il faut réduire la taille du support de 1. La proposition suivante
permet d’établir le support de ¢ a partir de celui de la fonction d’échelle et
de la fonction h défini en (1.35).

Proposition 2. La fonction d’échelle définie en (1.31) est a support compact
si et seulement si la fonction h est a support fini, et leurs supports sont

identiques. Si le support de la fonction d’échelle est [Ny, No|, le support de
Ny —Ny+1 Ny— Ny +1
Vondelette ¢ est [— 22+ 2 21+ ].
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Régularité

La propriété de régularité s’exprime par le fait que si p = 0, ¢(x) appar-
tient & L>(R) et si p > 1, 9 ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre de
p, appartiennent a L>®(R).

Plus une ondelette est réguliere, plus elle est lisse. Le théoreme suivant
donné dans [18] et démontré dans [4] permet de relier la régularité des onde-
lettes, le nombre de moments nuls et la forme de la fonction h.

Théoréeme 7. Soit (Y1), kez une base orthonormée de L*(R) avec les fonc-
tions j, définie en (1.50)

Cy
|V(z)| < ———, a>N (1.54)
(1 + |z[)
et v € CN"YR) ou ¢*(z) est bornée pour k < N —1 . On a alors que v
a N moments nuls.

St on a en plus que:

Cs
|¢(CE)| < m, a>N (155)

alors la fonction associée ﬁ(w) est de la forme

hw) = ﬁ(#)m(w) (1.56)

ot AMw) est une fonction périodique de période 27 .
Nous donnons aussi les deux résultats suivants qui sont démontrés dans
[12].

1. II n’existe pas d’ondelette orthogonale a support compact dont on peut
obtenir les dérivées a 'infini.

2. La régularité des ondelettes augmente avec le nombre de moments nuls
pour certaines classes de familles d’ondelettes.
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1.4.5 Ondelettes de Daubechies a support compact

Lorsqu’on désire choisir les ondelettes de base pour décomposer une fonc-
tion donnée, on fait face a un probleme de choix entre le nombre de moments
nuls et la taille du support de I'ondelette. Ce qui est souhaitable, ¢’est d’avoir
une ondelette qui possede un grand nombre de moments nuls tout en ayant
un support de petite taille. Cependant, Daubechies prouve dans [4] que si
1 a p moments nuls et ¢ est une ondelette orthogonale, alors son support
est au moins de taille égale a 2p — 1, ce qui signifie que la taille du support
dépend du nombre de moments nuls, car il augmente avec lui.

Le probleme de choix se pose explicitement comme suit. Si la fonction f
contient peu de singularités et est tres réguliere entre les singularités, une
ondelette avec beaucoup de moments nuls est appropriée car elle produira
un grand nombre de coefficients d’ondelettes presque nuls. Si par contre,
elle contient beaucoup de singularités, 'ondelette devra avoir un support de
petite taille ce qui a pour conséquence qu’elle a aussi un petit nombre de
moments nuls.

Daubechies a été la premiere a créer des ondelettes orthonormale a sup-
port compact avec un nombre prédéterminé de degrés de lissage. De plus, ses
ondelettes possedent la propriété d’avoir un support de taille minimum pour
un nombre de moments nuls donné. Nous référons le lecteur a [4] pour un
développement complet de la théorie sur laquelle se base la construction de
ses ondelettes. Nous allons seulement donner I'idée globale des ondelettes de
Daubechies.

Supposons que ¢ possede p moments nuls; alors la proposition 1 montre
que h a un zéro d’ordre p au point w = 7 , Par le théoreme 5, la fonction h
est de la forme:

h(w) = ﬂ(#)m) (1.57)

Ou A\(w) est un polynome trigonométrique. On veut trouver un polynome
Aw) de degré minimum m tel que h satisfasse :

(h(w)? + [h(w +7)]> =2 (1.58)
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Théoreme 8. Le filtre h réel qui est tel que h posséde p zéros au point
w =T a au moins 2p coefficients non-nuls. Les filtres de Daubechies on 2p

coefficients non-nuls.

La preuve de ce théoreme est technique mais elle permet de construire et
de calculer les filtres de Daubechies. Le lecteur peut se référer a [7] pour
connaitre cette preuve. Nous ferons seulement remarquer que le résultat
obtenu est une ondelette ¢ qui a p moments nuls et dont le support est
[—p+1,p].

Si p = 1, on obtient l'ondelette de Haar. La fonction d’échelle ¢ correspon-
dante & un support qui est [0,2p — 1] Notons aussi que les ondelettes de
Daubechies sont tres asymétriques de par leur construction. Cependant, si
on désire avoir des bases d’ondelettes régulieres sur un intervalle fini et non
pas sur 'axe réel, il faut que I'ondelette mere ainsi que sa fonction d’échelle
associée soient symétriques ou antisyrnétriques.

Daubechies [4] a montré que la seule ondelette orthogonale symétrique a sup-
port compact est 'ondelette de Haar. Elle a alors créé des ondelettes appelées
Symmlet. Ces ondelettes ont elles aussi un support minimum [—p + 1, p| avec
p moments nuls mais elles sont le moins asymétriques possible.

Nous montrons dans la figure (1.3) quelques exemples d’ondelettes qui sont
intégrées dans un toolbox de Matlab pour I'utilisation des ondelettes.
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F1GURE 1.3 — Quelques exemples d’ondelettes

1.5 Implémentation de la transformée en on-
delette discrete

Dans la pratique, les signaux que les ordinateurs peuvent traiter sont des
signaux discrets. De plus, les appareils de mesure ne peuvent mesurer qu’un



nombre fini d’échantillons. Nous allons donc nous intéresser aux signaux dis-
crets de taille finie N.

Dans le cas a une dimension, ces signaux sont représentés par des vecteurs
finis. Désignons par (x(n))1<,<ny un signal discret quelconque. Le résultat
de I'application de la transformée en ondelettes discrete au vecteur x est un
vecteur de coefficients d’ondelettes de méme taille. La forme de ce vecteur sera
explicitée plus loin. La transformée en ondelettes discrete est mathématiquement
équivalente a multiplier le signal x par une matrice orthogonale W de taille
N x N associée a la base orthogonale d’ondelettes choisie.

On a:
d=Wgzx (1.59)

ol d est le vecteur des coefficients d’ondelettes de taille N x 1 La trans-
formée en ondelettes inverse permet de reconstruire le signal a partir de ses
coefficients d’ondelettes. Notons que puisque la matrice W est orthogonale,
la transformée en ondelette inverse est tout simplement donnée par:

r=W'd (1.60)

ou W’ est la transposée de la matrice W Pour calculer la transformée
en ondelettes discrete d’un signal et son inverse, on utilise deux algorithmes
développés par Mallat[11] lorsque N = 27 | j est un entier quelconque. Nous
allons décrire ces algorithmes apres avoir donné les fondements mathématiques
sur lesquels chacun d’entre eux se base comme le fait Mallat dans [11].

1.5.1 Décomposition d’un signal dans le domaine des

ondelettes
Soit (V;);jez une analyse multirésolution et soit ¢(z), la fonction d’échelle
Jj+1
correspondante. La famille de fonctions (2 2 (277w —n)nez est une base

J
orthonormée de Vj; et la fonction (22¢(2/2 —n) € V; C V4 Vn.
J
On peut donc écrire 22 ¢(2/z — n) comme une combinaison linéaire des
éléments de la base de Vj; :
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“+oo

S (28¢(20u —n), 2T $(27u — k)27 — k).

k=—o00

J+1

22gb(2]x—n) =27

(1.61)

ou:

V227 (2w — n)p(2u — k)du

[,
[

(23¢(2u —n), 27 G2 u— k) =

— (k—2n))du

o0

o9
a

= );

2
! o) olu— (k—20)) (162

\/§¢(

De I’équation (1.61), on a

+oo
Uu

(). 2 o(Pu=n)) = 3 (F=0(5).ofu=(k=2)(f (). 25 62 a—k)

k=—00

Soit: .
o), p(u—n)), VYneZ (1.63)

h(n) = <E 5

Et soit (n) = h(—n),I'équation (1.63) devient :

(f(u), 256(27u — n)) Z h(2n —k T2y — k) (1.64)

Donc on peut écrire cette équation comme suit.

Z h(2n — k)cjp (k) (1.65)

d’ou: B
;(n) = (B cy1)(20) (1.66)
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Ou ¢;(n) = ¢jn et ¢j11(n) = ¢jy1, sont définis en (1.26). Si on pose
Jj = joouj <0 lesignal z = (z,)1<n<n = ¢j, Le principe de causalité
nous dit qu’on peut calculer toutes les approximations discretes ¢; a partir
de ¢;, pour j < jo en répétant le processus donné en (1.49) pour chaque n,
1 <n < N chaque approximation discrete c; (7 < jo) aura 29 N échantillons.
Nous supposons que le signal est symétrique par rapport an =0et n = N
afin d’éviter les problemes aux frontieres lorsqu’on calcule I'approximation
discrete ¢; .

S r_, si —-N<n<0
"l xan—n si 0<n<N

Si h(n) = h(n) alors ¢; sera symétrique par rapport an =0etn =2/N .
Nous allons maintenant montrer l'algorithme d’un point de vue théorique
pour trouver les coefficients d’ondelettes. Nous savons que la fonction 2%¢(2j r—
n) eW,; C V}.H,\V/TL €.

Comme nous 'avons vu en (1.61), on peut écrire cette fonction de la
maniere suivante :

23p(20z —n) = 2% Y (28(2u —n), 2T 927 u — k))o(27Hx — k).
k=—o00

(1.67)
On

=) 2 92— ) = (U(G).ofu— (k= 20)  (163)

De I’équation (1.67) , on obtient

i . +o00 1 . -
(f (u), 25 (2Pu—n)) =k;%w(—),¢<u—<k—2n>><f<u>,2 > (2 — k)
Si on définit
1 U
o) = (J50(5) du—m),  Vnez (1.69)
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et g(—n) = g(n) alors :

(f(u), 2802w —n)) = > G(2n — k)(f(u),2°F (27 u — k)
di(n) = > g(2n — ke (k)
d’ou
d;(n) = (7 * ¢;41)(2n) (1.70)

Ou d;(n) = d;,, est défini en (1.52)

Nous venons de décrire 1'algorithme pyramidal de Mallat qui permet de
décomposer un signal discret @ = (z,)1<n<y en un ensemble de cfficients
d’ondelettes en décomposant successivement c;;1 en ¢; d; pour —J < j < jo,
Jo < 0 afin d’obtenir la représentation en ondelettes du signal x donnée par
d={(c)),(d;),—J < j < jo} sur L niveaux de résolution ott L = J 4 jo— 1.

Dans la théorie du traitement du signal, h(n) et g(n) sont les réponses
impulsionnelles des filtres discrets H et G respectivement et h(w) et g(w),
sont les réponses impulsionnelles des filtres H et GG respectivement.

+o00
Le filtre discret H dont la fonction de transfert est h(w) = Z h(n)e™ ™
k=—oc0
satisfait les conditions du théoreme 2. Il est interprété comme étant un filtre

discret passe-bas. Mallat [11, 13] montre que le filtre discret G a pour fonction
de transfert la fonction G(w) donné par (1.49). Ce filtre est interprété comme
étant un filtre discret passe-haut. On appelle H et G les filtres miroirs en
quadrature car leurs réponses impulsionnelles sont reliées par:

g(n) = (=1)"""h(1 —n)
Cette relation est démontrée en calculant la transformée de Fourier in-
verse de 'équation (1.49).

La transformée en ondelettes discrete consiste donc en trois étapes un
filtre passe-bas, un filtre passe-haut et une opération de sous-échantillonnage
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élémentaire du signal par suppression d’un terme sur deux divisant ainsi sa
longueur par deux. Les équations (1.66) et (1.71) permettent de calculer les
coefficients ¢; et d; en convoluant c;;; avec un filtre passe-bas et un filtre
passe-haut et en sous-échantillonnant par deux les sorties pour —J < j < —1.
Le Signal original doit étre de longueur dyadique.

€t G ( 12 >—.dj

* convolution l 2 Ladécimation

FI1GURE 1.4 — Algorithme de décomposition d’un signal
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1.5.2 Reconstruction d’un signal

Nous avons vu que W, est le complément orthogonal de V; dans V., ce
qui implique que la combinaison des bases de ces deux sous-ensembles forme

J J
une base de Vj 41 d'ott (22 ¢(272—n),22¢(272—n)) est une base orthonormée
Jj+1

de V4. La fonction 2 2 ¢(2/*'z — n) € V;;1 pour un n quelconque peut
donc se décomposer comme une combinaison linéaire de cette base.

+oo

25 o2 r —n) = Y (286(Pu— k), 2% @2 u — n))28¢(2x — k)
k=—o00

+ Y (@R(20u— k), 2°F (27— )25 (P — k)
k=—o00

(1.71)

On calcule le produit scalaire de f(z) avec chaque coté de 1'équation
(1.71) pour avoir

(F), 27 9@ u—n)) = D (256(Pu— k), 27 $(2u— ) (f(u), 256(Pu — k)

En remplagant les produits scalaires (22¢(2/u—k),2 2 ¢(2u—n)) et

J
(224h(29u — k), 2"% ¢(27+1u — n)) par leurs expressions équivalentes données
par (1.62) et (1.68) qui sont (\/Ligzﬁ(%), o(u—(n—2k))) et (%1&(%), o(u—(n—
2k))) et en utilisant les filtres H et G dont les réponses impulsionnelles sont
définies en (1.63) et (1.69) respectivement, on a :
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(F(w), 2% 6(2u—n)) = f h(n — 2k)(f(u), 22 $(2u — k)
+ f g(n — 2k)(f (w), 28 (2u — k))
d’ou:
cipa(n) = ;Zio h(n — 2k)c; (k) + ;i g(n — 2k)d; (k)

o *3 ‘/T_z\
_/

T 2 insertion d’un zéro entre deux échantillon

FI1GURE 1.5 — Algorithme de la reconstrution d’un signal

Si on définit c(2n) = c;j(n) et ¢;(2n +1) =0, d;(2n) = d;(n) et d;(2n +
l)=0ona:

+o0 +0o0
cipi(n) = D h(n—2k)di(k)+ Y g(n—2k)d;(k)
k=—o00 k=—o00
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d’ou:

cinr(n) = (hxcj)(n) + (g * dj)(n) (1.73)

L’équation (1.63) montre qu’on peut reconstituer ¢, en dilatant ¢; et d;
par insertion de zéros entre chaque échantillon et en convoluant les signaux
résultants ¢ et davec h et g respectivement. Cette opération de reconstruc-
tion est appliquée de maniere itérative en commencant par la résolution la
plus grossiere pour obtenir le signal original.
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Chapitre 2

La transformée en ondelettes et

compression des images

2.1 Introduction

L’application la plus répandue de la transformée en ondelettes est la com-
pression des données (signaux 1D, images,) Ceci est lié au fait que la DWT
est attachée étroitement a la décomposition en sous-bandes, qui a été déja
utilisé pour la compression. Avec le temps la liaison entre la décomposition
en sous-bandes et la transformée en ondelettes a été établie par Mallat.

Ce chapitre focalise I’attention sur le schéma de compression des images,
comment utiliser la DWT pour la compression, finalement nous proposons
un Algorithme de compression des images qui est basé sur la transformée
en ondelette , avec une simulation dans le but de choisir une onde mere
orthogonale qui nous offre un meilleur taux de compression .

2.1.1 Généralités sur la compression.

La compression de données a pour but de réduire I’espace requis pour le
stockage d’une certaine quantité d’information. Généralement le fichier ou
I'image traité contient des informations qui ne sont pas essentielles, la re-
dondance de données est la base essentielle des méthodes de compression.
Notons qu’il existe deux types de compression :
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Compression sans perte :
permet de retrouver exactement toute l'information contenue dans I'image
originale. La majorité de ces méthodes sont basées sur le codage ou la prédiction.
Compression avec perte :
Ce type de compression comporte une perte de données pendant le processus.
Le résultat qu’on peut obtenir est une version dégradée de I'image originale.
Le but de ce type de compression est d’éliminer le plus d’information pos-
sible sans diminuer la qualité de I'image percue par le systeme visuel humain.
Etant donné que 'objectif d'une méthode de compression est de minimiser
la quantité d’information qui nécessite a la représentation d’'une image, on
définit la quantité C'R comme suit :

Nombre de bits de 1’image original

CR= (2.1)

Nombre de bits de 1’image compressé

Cette quantité est le taux de compression. Il existe une autre quantité per-
mettant de définir le taux de compression maximale concernant les méthodes
de compression sans perte, c¢’est 'entropie H définie ci-dessous

N
H == piloga(p;) (2.2)
i=1
ou p; est la probabilité de présence de niveau de gris 7 dans I'image qui
est supposée étre représentée par /N niveaux.

L’importance de ’entropie est issue de la théorie de 'information plus
précisément le théoreme de codage de Shannon, qui précise q’une source d’in-
formation S (fichier, image,), ayant une entropie H peut étre codée sans perte
d’information avec des codes ayant un nombre M de bits si H < M < H + ¢
ou € est une quantité relativement faible.

Donc on peut définir dans le cas du codage sans perte d’information le taux

de compression maximal par C R, = 7 Pour une source d’information

codée sur k bits. Ceci ne peut étre réalisé seulement qu’avec des techniques
sans perte. Avec les autres techniques on peut obtenir un taux de compres-
sion C'R supérieure a C'Rj4. , avec d’autant plus de perte que C'R est grand.

Concernant notre cas la compression des images cette perte se traduit
par la dégradation de l'aspect visuel de I'image qui peut se quantifier par
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des mesures de qualité de la reconstruction. Il s’agit de définir des mesures
permettant d’estimer numériquement la qualité de 'image reconstruite. Si
on note Iy 'image originale de taille m x n et I; I'image de méme taille apres
reconstruction, on peut définir :

MSE= S S (i 4) ~ 1(i9)) (23)

i=1 j=1
L’erreur quadratique moyenne (Mean square Error) et

(255)2
MSE

PSNR = 20log (2.4)
Le rapport signal maximal sur bruit (peak Signal to Noise Ratio.

Iy est une image représentée sur 256 niveaux de gris variant de 0 a 255. Dans
ce mémoire nous intéressons seulement par les méthodes de compression avec
perte.

2.2 Compression avec perte

Un schéma de compression avec perte [10] est composé d'un module de
transformée, un module de quantification et enfin un codeur.

2.2.1 Transformée discrete

La majorité des méthodes de compression avec perte sont basées sur la
premiere étape concernant la transformée discrete, dans ce cas la méthode
n’agit pas directement sur I'image numérique dans sa représentation cano-
nique, mais sur le domaine de sa transformé. Cette transformation peut étre
linéaire ou non. Il est bien connu qu’une transformation peut permettre de
mettre en évidence certaines propriétés de I'image que la représentation ori-
ginale ou canonique ne laisse pas apparaitre. En partant d’un ensemble de
valeurs numériques corrélées d’une image, le but est d’obtenir un autre en-
semble de valeurs le moins corrélées possible dans ’espace transformé. En
général, les schémas de compression par transformation subdivisent I'image
de taille Nz N en sous-images de taille plus petites avant de faire subir a
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Image de départ Image décompressée

Transformation discréte Transformée discréte
iNVErse
y
Cantification Cuantification inverse
r
Codage Décodage
b
Stockage ou transmission

FIGURE 2.1 — Schema de compression d’une image avec perte

chacune de ces sous images une transformation. On privilégie les transforma-
tions qui sont unitaires et qui conservent 1’énergie.

La transformation consiste a décomposer une image selon une base adéquate
de fonction telles que :

e les coefficients de la transformée soient indépendants

e un nombre minimum de ces coefficients contient une proportion impor-

tante de ’énergie de I'image

Ainsi, on pourra mettre a zéro certains d’entre eux sans nuire de maniere
significative ni a la quantité d’énergie, ni a ’aspect visuel de I'image recons-
truite.
On peut distinguer plusieurs transformées [11].
Transformation de Fourier discrete (DFT)
e Transformation de Karhunen-Loeve (KLT)
e Transformation de Hadamard (HT)
e Transformation en cosinus discrete (DCT)
e Transformation par ondelette discrete (DWT)
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Concernant notre exposé, nous intéressons par la derniere transformée.

Actuellement, la transformée qui est sujette a multitudes recherches et qui
a été utilisée comme standard du JPEG2000 [12] est la transformée en onde-
lette, elle est caractérisée par la grande capacité de concentrer I'énergie d’une
image autour de peu de coefficients. La transformée en ondelettes concentre
I'information pertinemment dans les basses fréquences.

Cette transformée a révolutionné plusieurs domaines de I'imagerie notam-
ment la compression d’images, ou elle permet un meilleur taux de compres-
sion que les autres et ceci avec une meilleure qualité d’image.

2.2.2 La Quantification

La quantification est un processus qui permet d’associer a un nombre réel
(resp vecteur réel) un nombre entier (resp vecteur entier). Dans un certain
sens on peut considérer qu’elle réalise une compression implicite (passage des
réels aux entiers) en réduisant le nombre de bits nécessaire a la représentation
de l'information d'une image. On distingue deux type de quantification la
quantification scalaire et la quantification vectorielle [13]

Dans notre cas nous intéressons par la quantification scalaire.

Soit X une variable aléatoire de densité p(x) . Une quantification est une
fonction () définie sur R et a valeurs dans Z qui associe a chaque x une valeur
q , En général, 'image de ) est un ensemble fini {¢;/i = 1,2,...., N} ou N
est le nombre de niveaux de quantification. On choisit souvent pour @), une
fonction en escalier.

La regle de quantification est alors la suivante :

on définit {¢;/j = 1,2,..., N+1} , un ensemble croissant de niveaux de tran-
sition et I'application @) est alors définie par Q(|¢j, ¢j11] = ¢;)Vji=1,..., N,
ceci revient a subdiviser I’ensemble des valeurs de X en N intervalles |c;, ¢j11]
et a associer a chaque z appartenant a l'intervalle |¢;, ¢;11] la valeur ¢; . L'ob-
jectif de la quantification scalaire revient a déterminer les niveaux de transi-
tion ¢; et de quantification ¢; optimum, connaissant la densité de probabilité
et se fixant un critére optimisation.
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F1GURE 2.2 — Exemple de fonction de quantification

De toute évidence, 'application ainsi définie introduit par conséquent une
distorsion entre les valeurs de x et Q(z) qu’il faut rendre minimale. Si 'on
prend pour critere d’optimisation, la minimisation de l'erreur quadratique
moyenne, pour un nombre donné de niveaux de transition, on obtient un
quantificateur optimal au sens des moindres carrés. C’est le quantificateur
de Lloyd-Max [11].

En désignant par {c;/j =1,2,..., N +1},{¢;/j = 1,2,..., N} les niveaux

de transition (resp de quantification) et par p(x) la fonction de densité de
probabilité, I’erreur quadratique et définit par :

MSE = Z /%j+1($ — Q(z))*p(x)dx (2.5)

La minimisation de cette fonction revient a trouver les quantités c; et g;
solution du systeme d’équation suivant :

1
Cj = 5(% +qj-1)

ol



(2.6)

J T ap(x)de
q; = fcjj+1p(x)dx

Notons que ces 2N —1 équations sont obtenues par annulation des dérivées
de (2.5) par rapport a c; et g;. Ces équations sont non linéaires et par
conséquent nécessitent la mise en oeuvre d’algorithmes spécifiques a des
systemes non linéaires. Elles montrent que les niveaux de décision sont les
centres des intervalles délimités par les niveaux de reconstruction et que les
niveaux de quantification sont les moyennes normalisées dans chaque inter-
valle de décision.

(2.7)

On modélise le plus souvent la distribution de densité des niveaux de gris
par une gaussienne ou une laplacienne. Ces deux densités de probabilité sont
des cas particuliers de la gaussienne généralisée dont la formule est donnée
par:

p(x) = a*e 1Pl (2.8)
. Br o _ l F(%) 2
Aveca—ZF(%) t 3 O'[F(%)] :

ot 02 est La variance de I'image, et I'(r) la fonction Gamma. Notons que
pour » = 1, on a la densité de probabilité laplacienne et celle de la gaus-
sienne pour r = 2.

Si on suppose que la densité de probabilité est uniforme, les niveaux de
décision C; et de quantification ¢; du quantificateur optimal sont alors définis
par :

ci=a+((—-1)xD (2.9)
D
CN+1 — C1
D=——— 2.11
= (211)



Ce quantificateur est souvent appelé quantificateur linéaire. Au lieu de
la fonction densité de probabilité, on peut utiliser I'histogramme de I'image
a quantifier. En général, les lois ne sont pas connues ou sont complexes a
évaluer, ce qui complique le calcul de ¢; et g; . Pour certaines lois classiques
(loi normale, loi de laplace ...), ces valeurs sont données par des tables, ce qui
facilite la mise en oeuvre de la quantification quand on utilise ces modeles.

2.2.3 Le Codage de source

Dans la plupart des images, les probabilités d’occurrence de différentes
intensités changent, cette propriété peut étre employée en appliquant un
code de longueur variable, c’est a dire en assignant de plus longs codes a
des symboles de basse probabilité et des codes plus courts a des symboles
de probabilité plus élevées. Ce processus est réversible et améliore le taux
de compression C'R. On peut citer quelques méthodes de codages les plus
utilisées dans la compression d’images

Codage de Huffman :

La méthode de huffman engendre des codes a longueurs variables sur un
nombre entier de bits, son principe est basé sur la distribution des symboles
d’un message (densité de probabilité). L’idée est d’attribuer aux deux sym-
boles de plus faibles probabilités des codes plus longs. Ces deux codes ne se
différencient que par leur dernier bit. Le principe de I'algorithme d’apres [10]
est le suivant :

1. Trouver les fréquences f; des symboles.

2. Classer les symboles selon leurs fréquences d’occurrence dans 1'ordre
décroissant

3. Regrouper les paires de symboles de plus faibles fréquences, calculer
J = fn+ fni1 des deux faibles fréquences.

4. Choisir le plus petit indice k tel que j soit supérieur ou égal a fj ,
remplacer k par k + 1.

5. Recomposer la table des fréquences en placant a la k& eme position
la valeur j et en décalant les autres d’une position vers le bas. Puis
décrémenter n d’une unité, poursuivre jusqu’a ce que la table des
fréquences ne comporte plus que deux éléments.

93



6. Coder avec retour arriere depuis le dernier groupe, en ajoutant un 0 ou
un 1 pour différencier les symboles préalablement regroupés.

Pour exprimer la méthode, on va donner un exemple :

Symholes | Fréquence Etape de codage Ciode

TR TRIE
@@@@ m

3 001

D 2 2 100

FIGURE 2.3 — Exemple du Codage de Huffman

Codage RLE:

Le codage RLE (Run-Length Encoding) est comme son nom l'indique, un
codage de 'course’, ¢’est-a-dire qu’il élimine certaines séquences de caracteres
en les remplacant par un code spécifique. Chaque ’course’ de k éléments
(2 < k < 9) est remplacée par un caractere non utilisé (ex : /) suivi de
I’entier k et du caractere substitué.

Exemple : "XW31111394444526D /A2” devient "XW3/4139/44526D /A2”

Une condition est nécessaire pour que cette compression soit utile : La
séquence répétée doit contenir au moins 4 éléments pour obtenir un gain.
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Codage Arithmétique :

Le codage arithmétique est une méthode qui permet d’améliorer le tau
de compression selon un modele bien développé. Sa force est que le code est
proche de I’entropie, il est classé parmi les meilleurs codeurs qui sont utilisés
dans le domaine de la compression. Depuis sa découverte, il a été un sujet
de plusieurs recherches. La premiere version de ce codeur optimisé a été pro-
posé par Witten et Moffat [14], cette version est inspirée de la méthode de
Langdon [15]. Parmi les recherches qui ont suivis, on peut citer Howard et
Vitter [16].

Le principe de base de cet algorithme est le suivant: on associe a chaque
symbole a coder un intervalle [y, Bx[ de [0, 1[. On iteére ce processus jusqu’a
la fin du traitement de toute la séquence. La séquence est alors codée par un
réel de l'intervalle [0,1].

Algorithme de codage :

Cet algorithme comporte 5 étapes successives :

1. Initialisation de I'intervalle de codage [a., B¢ avec les valeurs a,. = 0 et
8. = 1, cet intervalle a une longueur L = 3. — oy = 1.

2. cet intervalle est partitionné en N sous-intervalles (N nombre de sym-
boles de I'alphabet de la source) proportionnellement aux probabilités
p(sk) de chaque symbole si, cette partition est constituée de sous-
intervalles [y, fx[ tels que :

k—1 k—1
B — ag = p(sg) avec ag, = o+ L X Zp(si) et B = ap+ L x Zp(si)
i=1 1=1

3. On choisit le sous-intervalle correspondant au prochain s, a coder dans
la séquence et on met a jour les valeurs a. et 3. de la maniere suivante :

. = a. + Lay et 8. = a. + L0

4. Avec le nouvel intervalle [a., B.[ on recommence le processus de ’étape
2.

5. Les étapes 2,3 et 4 sont répétés jusqu’a épuisement des symboles de la
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séquence et obtention du dernier intervalle [ay, Bx] .La représentation
binaire de tout réel z. de U'intervalle [a, 3.[ est un code de la séquence.

Exemple : Codage Arithmétique

On considere la source S = {a,b, ¢, d, e} avec les probabilités respectives
d’occurrence des symboles suivantes p(a) = 0.3 ,p(b) = 0.25 ,p(c) = 0.2,
p(d) = 0.15 et p(e) = 0.1. On souhaite coder la séquence [bdcea]. Pour
coder cette séquence on divise l'intervalle [0, 1] en 5 sous-intervalles, puis
on se place sur le sous-intervalle correspondant au premier symbole de la
séquence a coder, il s’agit du symbole ”7b”. Pour le symbole suivant de la
séquence "d” on subdivise le sous intervalle de "b”, [0.3,0.55] en 5 sous-
intervalles correspondant au nombre de symboles de 'alphabet de la source
S. On procede ainsi récursivement pour toute la séquence (voir figure ci-
dessous).

Algorithme de décodage :

Cet algorithme comporte six étapes successives :
1. Initialisation de o, =0, et G, = 1.
2. Calcul de la largeur du sous-intervalle L = 3; — «;

3. Trouver le sous intervalle [ay, Bx[ du symbole s, avec 1 < k < N tel
que :
ap < x. — a.L < B tel que z. est le réel codant la séquence.

4. On obtient le symbole s.

5. On met a jour le sous intervalle de codage :
a.=a.+L xa,et fo=a.+L X .

6. On répete les 2, 3,4 et 5 jusqu’a obtenir le décodage et de tous les
symboles de la séquence.

Exemple : Décodage de la séquence précédente.

On considere la valeur x. = 0.51508125 codant la séquence Etape 1
On initialise o, = 0, G, = 1.

Etape 2

On calcule la largeur du sous-intervalle du code : L = 3. — a .
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— 1055 - 0425 051635 e D162
e

f.525 L osmes” L osiders | os61125

L o | _ | nstsn6s

1 psstzs | 0,51563125

s 575 | 05100375 05152875

04375 | nsosras DA1ETS

FIGURE 2.4 — Exemple de codage arithmetique

Etape 3

On calcule le nombre x,. — oL dont la valeur est 0.51508125 et on cherche
k tel que ce nombre soit compris dans la partition initiale.

Etape 4
k = 2, 1l s’agit du sous-intervalle [0.3,0.55 [qui correspond au symbole b.

Etape 5

On met a jour le sous-intervalle de codage o, = a. + L X ay et (. =
a.+ L x (B, donc:

a,=0+1x03=03et 5. =0+1x0.55=0.55.
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On répete 'étape 2 : L = 0.55 — 0.3 = 0.25.
Etape 3 : (0.51508125-0.3)/0.25 = 0,860325

Etape 4 : k = 4, il s’agit du sous-intervalle [0.75,0.90 [qui correspond au
symbole d. On revient a I'étape 5 et ainsi de suite

2.2.4 L’algorithme proposé

Notre algorithme proposé est constitué des étapes suivantes

Etape 01 : Décomposition d’'une image niveaux de gris par la transformée
en ondelette discrete (DWT), en utilisant L’algorithme pyramidal de
Mallat

Etape 02 : seuillage des coefficients ondelettes par un seuil choisi par un
critere.

Etape 03 : Quantification scalaire

Etape 04 : codage RLE plus le codage arithmétique

2.2.5 Simulation de I’algorithme proposé

Cette partie est consacrée a la simulation de I’ algorithme proposé via la
programmation dans un environnement Matlab. Notre simulation se consti-
tue de deux parties :

Premiere partie :Fixons un seuil TH = 0 et un PSN R, puis nous varions
I’onde mere dans le but d’obtenir un meilleur taux de compression CR.
Dans cette opération nous utilisons les ondelettes orthogonales qui sont
intégrée dans Matlab. Une comparaison de ces résultats sera établie
pour définir la meilleure onde mere qui s’adapte avec notre méthode.

Deuxiéme partie :Avec I'onde mere que nous avons obtenu de la premiere
partie, nous essayons d’améliorer le taux de compression avec les varia-
tions du seuil TH en préservant la qualité d’image reconstruite. Le but
de cette partie est de trouver un meilleur TH sans distorsion de I'image
reconstruite, avec un taux de compression amélioré

Dans ce qui suit nous présentons quelques résultats concernant la premiere
étape de notre simulation, en utilisant une image ” boat.bmp ” niveaux de
gris de format BMP.
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Onde meére | Db2 | Db3 | Db4 | Db5 | Db6 | Db7
PSNR 39,34 | 38,45 | 37,88 | 36,05 | 35,96 | 37,79
CR 3,16 | 2,81 |244 [2.41 236 |229

Onde mere | Db8 | Sym2 | Sym3 | Sym4 | Symb | Sym6
PSNR 36,56 | 39,34 | 38,45 | 37,56 | 37,39 | 36,37
CR 3,61 | 3,16 | 2,81 |219 |273 |241

Onde mere | Sym7 | Sym8 | Coifl | Coif2 | Coif3 | Coif4 | Coifh
PSNR 37,42 | 36,98 | 39,03 | 36,82 | 37,02 | 37,12 | 37,30
CR 230 3,09 [3,13 {216 |[2,23 |196 | 231

TABLE 2.1 — Résultat de la premiere partie de simulation avec un seuille fixe

Quelques résultats visuels de la premiere partie de simulation sont présentés
dans les figures ci dessous

FI1GURE 2.5 — Image boat originale et reconstruite avec OM db2

99



Le ésultat de la figure (2.5) est obtenu par 'onde mere de daubechies ”
db2 7 et un seuil TH = 0. Le taux de compression dans ce cas est CR = 3,16
avec un PSNR = 39, 34

FIGURE 2.6 — Image boat reconstruite avec Om db8

Le ésultat de la figure (2.6) 'onde mere de daubechies ” db8 ” et un
seuil TH = 0. Le taux de compression dans ce cas est CR = 3,51 avec un
PSNR = 36, 56.

Le ésultat de la figure (2.7) est obtenu par I'onde mere de type Coi-
flet 7 Coifl ” et un seuil TH = 0. Le taux de compression dans ce cas est

CR = 3,13 avec un PSNR = 39, 03.

A partir de cette premiere étape de simulation nous pouvons choisir 1’on-
delette de daubechies "db2 ” comme la meilleure ondelette qui s’adapte avec
notre algorithme. Le choix de cette onde mere est basé sur le taux de com-
pression CR et PSNR qui représente la préservation de la qualité d’image
reconstruite.

Dans la deuxieme étape de simulation nous fixons 'ondelette que nous
avons obtenu de la premiere étape, c¢’est 'ondelette de daubechies ” db2” et
nous varions le seuil TH dans le but d’améliorer le taux de compression CR
et tenir en compte la qualité d’image, enfin nous déduisons le lien qui existe
entre le PSNR et le taux de compression CR quand TH varie. Dans ce qui
suit on présente quelques résultats concernant la deuxieme étape de notre
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FIGURE 2.7 — Image boat reconstruite avec Om Coefl

simulation

TH 0 5 10 15 20 25
PSNR | 39,34 | 39,34 | 37,13 | 35,56 | 34 ,36 | 33 ,44
CR 3,16 | 3,16 | 5,7 8,20 | 10,11 | 12,07

TH [30 [35 |40 45 50 55 60
PSNR | 32,67 | 31,98 | 31,43 | 30,93 | 30,54 | 30,18 | 29,87
CR | 13,77 ] 15,52 17 11| 18 .66 | 20,00 | 21 ,17 | 22,30

TABLE 2.2 — Résultat de simulation simulation avec une onde mere db2

Quelques résultats visuels de la deuxieme partie de simulation sont présentés
dans les figures ci-dessous
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FIGURE 2.8 — Image boat originale et reconstruite avec TH=20

Le ésultat de la figure (2.8) est obtenu par I’'onde mere de daubechies ” db2
et un seuil TH = 20. Le taux de compression dans ce cas est CR = 10, 11
avec un PSNR = 34, 36

R

FIGURE 2.9 — Image boat reconstruite avec TH=35

Le ésultat de la figure (2.9) est obtenu par I'onde mere de daubechies ” db2
et un seuil TH = 35. Le taux de compression dans ce cas est CR = 15,52

2
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avec un PSNR = 31, 98.

F1GURE 2.10 — Image boat reconstruite avec TH=50

Le ésultat de la figure (2.10) est obtenu par I'onde mere de daubechies ”
db2 7 et un seuil TH=50. Le taux de compression dans ce cas est CR=20,00
avec un PSNR=30,54

FI1GURE 2.11 - Image boat reconstruite avec TH=60
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Le ésultat de la figure (2.11) est obtenu par 'onde mere de daubechies ”
db2 7 et un seuil TTH = 60. Le taux de compression dans ce cas est CR =
29,87 avec un PSNR = 29,87

Dans cette partie de simulation nous pouvons déduire le résultat suivant:

A partir d’un certain seuil T'"H > 40 nous obtenons une image reconstruite
de mauvaise qualité (PSNR < 31), tel que 31 c’est une valeur de PSNR
acceptable de cette image. Par exemple avec un seuil T"H = 45 nous obtenons
un taux de compression CR=18,66 associ¢ a un PSNR = 30,93 indiquant
une mauvaise qualité de 'image reconstruite. Cette remarque, persiste tout
en augmentant le seuil TH. Donc, il existe un seuil TH optimale qui nous
donne un bon taux de compression C'R et qui préserve la qualité d’image
reconstruite. Dans notre cas nous pouvons choisir T"H = 40 comme un seuil
pour notre algorithme.

2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mis en ouvre les ondelettes orthogonales
dans un algorithme de compression avec perte. Les simulations effectuées ont
permis de constater que 'onde mere db2 présente la meilleure performance
et elle satisfait au mieux le compromis CR-PSNR. D’autre part, nous affir-
mons par notre étude menée qu’il existe un seuil optimal permettant d’avoir
un taux de compression acceptable tout en préservant la qualité de I'image
reconstruite.
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Chapitre 3

La transformée en ondelettes et

débruitage des signaux

Ce Chapitre comporte deux parties principales, la premiere constitue une
description complete des méthodes de débruitage par la transformée en on-
delettes qui sont basées sur un seuillage. La deuxieme partie est consacrée
a la simulation des deux méthodes de débruitage par ondelettes qui sont
basées sur le seuil de D Donoho via la programmation dans un environne-
ment matlab, traitant le cas d'un signal ECG corrompu par un bruit additif
gaussien.

3.1 Deébruitage par ondelettes

Parmi 'un des plus grand succes de la transformée en ondelettes est le
débruitage [6]. En effet cette technique est basée sur la construction d’es-
timateurs statistiques a base d’ondelettes qui nécessite le calcul d’un seuil
qui correspond a l'amplitude maximal du bruit et dépend de 1’énergie du
signal et du bruit. Ces méthodes exploitent la caractéristique essentielle de
la transformée en ondelettes qui est la concentration de 1’énergie du signal
autour de peu de coefficients et 'on n’a donc besoin d’estimer que quelques
grands coefficients pour obtenir une bonne estimation de la fonction.
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3.1.1 Algorithme de débruitage par la transformée en
ondelettes

L’algorithme de base de débruitage par la transformée en ondelettes peut
étre constitué de trois étapes essentielles [5] :

1. Décomposition d'un signal par la transformée en ondelettes.
2. Seuillage des coefficients obtenus par la décomposition.
3. Reconstruction par la transformée en ondelettes inverse.

En effet, a partir d'un signal a débruiter, on décompose le signal sur une base
orthogonale d’ondelettes. On applique un seuillage qui consiste a éliminer les
coefficients qu’on considere comme du bruit ou a les réduire en fonction du
seuil calculé. En dernier lieu, on récupere le signal débruité par la transformée
en ondelettes inverse sur les coefficients seuillés.

3.1.2 Formulation mathématiques du probleme

Soit y un signal corrompu par un bruit Gaussien n ~ N(0,1) . On peut
écrire :

y(n) = z(n) +n(n) (n=0,1,...,N—1) (3.1)

Avec N est la taille du signal y, x le signal initial non corrompu.

On applique la transformée en ondelettes discrete (DWT) sur 1’équation
(3.1) on obtient:

DWT, = DWT, + DWT,
(3.2)

Soit S la fonction de seuillage par ondelettes. On applique la fonction S
sur le vecteur DWT,, on obtient :

#(n) = IDWT(S(DWT,)) (3.3)
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Avec S(DWT,) est le vecteur des coefficients de la DWT seuillés. T le
signal débruité.

Ceci g’interprete tout simplement, par 'application de la DWT sur le
signal bruité y, on obtient le vecteur des coefficients de la DWT (DWT,)
sur lequel on applique un seuillage par la fonction de seuillage S(DWT,). Le
signal débruité T est obtenue par la ransformée en ondelettes inverse I DWT
sur les coefficients seuillés IDWT(S(DWT,)).

3.1.3 Les méthodes de seuillage

Les méthodes de seuillage les plus connues sont introduites par D Do-
noho [6]. Il y a deux méthodes :La méthode de seuillage dur (hard threshol-
ding) et la méthode de seuillage doux (soft thresholding). Des versions de ces
méthodes ont été développées. Dans notre cas nous nous intéressons par les
deux méthodes de seuillage dur et doux.

e Seuillage dur : Le seuillage dur [17] consideére un coefficient donné soit

comme représentant totalement un bruit pur donc a éliminer, ou comme
un coefficient représentant le signal donc a conserver.

La fonction de seuillage dur Sg,. appliquée dans ce cas est définie par :

| x st || >TH

Ou T H est la valeur du seuil.

Le graphe de la figure (3.1) est un exemple de seuillage dur appliqué sur
la fonction y =t avec un seuil TH = 0,5

e Seuillage doux : Le seuillage doux [5, 6] consiste a éléminer chaque
coefficient au dessous du seuil, et a soustraire ce seuil des autres coefficients.

La fonction de seuillage doux Sy appliquée dans ce cas est définie par
I’équation :

sign(z)(|x| = TH) si |z| >TH

Sd"“(f”):{ 0 i |ol<0 ©9)
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F1GURE 3.1 — Graphe de la fonction du seuillage dur

Ou TH est la valeur du seuil.

Le graphe de la figure (3.2) est un exemple de seuillage doux appliqué sur
la fonction y =t avec un seuil TH = 0,5

3.1.4 Sélection du seuil

L’application d’une méthode basée sur un seuillage nécessite un calcul du
seuil, cette tache tres importante dans le cadre ot on estime le niveau de la
contribution du bruit dans le signal en fonction de sa nature et la nature du
signal. Avec I’hypothese que le bruit est un bruit blanc Gaussien de variance

o2

Donoho et Johnstone ont alors montré [6] que dans le domaine des on-
delettes, la partie essentielle du bruit blanc est localisée dans la bande des
coefficients de haute fréquence du signal (bande des détails), et le risque in-
duit par un seuillage (dur ou doux) sur les coefficients d’ondelettes de la
bande des détails pouvait étre encadré par des valeurs proches de la borne
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FI1GURE 3.2 — Graphe de la fonction du seuillage doux

inférieure obtenue avec des estimateurs d’oracle. Un estimateur d’oracle est
un estimateur construit en connaissant le signal recherché.

Le risque est défini par I’équation :

R(z,2) = E(|z - 2|*) = E ) _(|=(i) - 2()|]) (3.6)
Ou N est la taille du signal = .

Le théoreme de Donoho et Johnstone définit un seuil Ty pour les co-
efficients des détails de la transformée en ondelettes [18] et dont la valeur
est:

Ty = o+/2log(N (3.7)

avec un risque Rg(x) qui est encadré par deux valeurs comme le montre
I'inéquation :

A(z) < Ra(x) < (2log(N) + 1)(0? + A(x)) (3.8)
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N-1
Ax) = Z min(d?, o?) (3.9)

i=0
et les d; représentent les coefficients de la transformée en ondelettes de x .

Lorsqu’on utilise le seuil de Donoho et Johnstone, il est nécessaire d’avoir
une estimation de la variance o2 du bruit.

L’estimateur utilisé est celui de la médiane des coefficients d’ondelettes
proposé par Donoho.

Cette estimation nous ramene a distinguer les différents cas suivants :
e Secuillage global.
e Seuillage dépendant du niveau de décomposition

3.1.5 Seuillage global

Une méthode de seuillage globale est basée sur l’estimation d’un seuil
unique quelque soit le niveau de décomposition. Le seuil [17,18] est calculé
en utilisant I"équation (3.8) ou o est l’écart-type ou le niveau du bruit qui
est estimer par 1’équation :

_ mediane(|d;|)
~ 0.6745
Ou d; les coefficients des détails obtenus au niveau 1.

(3.10)

3.1.6 Seuillage dépendant du niveau

Johnstone et Silverman [9] ont proposé un seuil dépendant du niveau
donné par:

Ty, = 0j1/2log(N) (3.11)

Ot j représente le niveau de décomposition et o; 1'écart-type du bruit
calculé dépendamment du niveau qui est donné par :

mediane(|d’|)
o T MY 3.12
7 0.6745 (3.12)
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Ol ! les coefficients des détails obtenus au niveau ;.

3.2 Simulation de D’algorithme proposé par
Donoho

Dans cette partie nous effectuons une simulation des deux méthodes de
débruitage par la transformée en ondelette qui sont basées sur le seuil de
Donoho, en traitant le cas d’un signal FC'G corrompu par un bruit gaussien
N(0,0) additif. Pour évaluer la qualité du signal reconstruit, on se base sur
un critere utilisé largement dans les tests de simulation et qui est celui du
rapport signal bruit (SN R) exprimé en décibel (dB) défini par I’équation:

N

|z (i) *

SNR = 10 10g10 N =
> 2@ =20
i=1

(3.13)

Ou z est le signal corrompu avec le bruit gaussien, Z est le signal débruité
et N la taille du signal.

Dans la pratique on ne sait pas le signal original (le signal non corrompu)
et la variance du bruit. Alors le débruitage représente une estimation du si-
gnal non corrompu a partir du signal corrompu. De ’équation (3.1) on peut
estimer aussi le bruit de la fagon suivante Soit y(n) un signal corrompu et
Z(n) est le signal estimé (débruité) a partir de y(n) .De I’équation (3.1) nous
pouvons estimer le bruit comme suit :

~

n(n) =y(n) —z(n)

Puisque nous somme dans le cas d’un bruit additif.
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Concernant notre simulation , elle se déroule de la maniere suivante :

1. Nous ajoutant un bruit gaussien a un signal non corrompu.
2. Nous appliquant ’algorithme de débruitage sur le signal corrompu.

3. A partir du signal débruité que nous avons obtenu a 1’étape 2 et le
signal corrompu, nousn estimant le bruit.

4. Nous affichant I’histogramme du signal 77(n) qui représente la distribu-
tion statistique des coefficients du signal 7(n).

Cette distribution est une mesure qui nous indique que si elle est approche
d’une gaussien nous pouvons dire que la contribution du bruit dans le signal
est réduite.

Dans ce qui suit nous présentons quelques résultats visuels des deux types
de débruitage, en utilisant des signaux FCG type ’ARRYTHMIA., ce signal
est le 1.17,. Concernant la décomposition du signal, en variant le niveau de
décomposition et le type d’onde mere (en comparant les deux onde mere de
daubechies db2 et db8 qui sont intégrées dans Matlab).
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FI1GURE 3.3 — Signal ECG 117 non Corrompu et Corrompu

La figure (3.3) montre dans le premier graphe un signal ECG117 non
corrompu et dans le deuxieme graphe le méme signal corrompu avec un bruit
gaussien de variance =10.
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FIGURE 3.4 — Débruitage de signal 117 avec OM db2 N=2 seuillage dur

La figure (3,4) représente le signal 117 débruité avec un seuillage dur.
L’onde mere de décomposition est la db2 avec un niveau de décomposition
n=2 SNR=39,22dB.

Dans ce cas nous remarquons que la distribution du bruit estimé approche

de N(0,10), donc on peut dire que la contribution de bruit dans le signal est
réduite,aussi nous obtenons un SN R acceptable.
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FI1GURE 3.5 — Débruitage de signal 117 avec OM db2 N=3 seuillage dur

La figure (3,5) représente le signal 117 débruité avec un seuillage dur.
L’onde mere de décomposition est la db2 avec un niveau de décomposition
n=3. SNR = 36,24dB.

Dans ce cas nous remarquons que la distribution des coefficients du bruit
est totalement différente de N(0,10) ce qui nous indique que la contribution
du bruit n’est pas réduite, aussi le SN R est diminue.

Nous pouvons déduire rapidement qu’il y a un lien entre la qualité du si-

gnal reconstruit et le niveau de décomposition dans un seuillage dur utilisant
la db2 dans la décomposition du signal.
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FIGURE 3.6 — Débruitage de signal 117 avec OM db2 N=2 seuillage doux

La figure (3,6) représente le signal 117 débruité avec un seuillage doux.
L’onde mere de décomposition est la db2 avec un niveau de décomposition
n=2. SNR=39,08 dB.
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FI1GURE 3.7 — Débruitage de signal 117 avec OM db2 N=3 seuillage doux

La figure (3,7) représente le signal 117 débruité avec un seuillage doux.
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L’onde mere de décomposition est la db2 avec un niveau de décomposition
n=3, SNR=36,17dB.

Avec I'onde mere db2 et un seuillage doux nous obtenons presque les
mémes résultats dans le cas du débruitage dur.
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FIGURE 3.8 — Débruitage de signal 117 avec OM db8 N=2 seuillage dur

La figure (3,8) représente le signal 117 débruité avec un seuillage dur.

L’onde mere de décomposition est la db8 avec un niveau de décomposition
n=2, SNR=39,60dB
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FIGURE 3.9 — Débruitage de signal 117 avec OM db8 N=3 seuillage dur

La figure (3,9) représente le signal 117 débruité avec un seuillage dur.

L’onde mere de décomposition est la db8 avec un niveau de décomposition
n=3, SNR=37,00dB.
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F1GURE 3.10 — Débruitage de signal 117 avec OM db8 N=2 seuillage doux

La figure (3,10) représente le signal 117 débruité avec un seuillage doux.
L’onde mere de décomposition est la db8 avec un niveau de décomposition

7



n=2 SNR =39,76dB.
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FI1GURE 3.11 — Débruitage de signal 117 avec OM db8 N=2 seuillage doux

La figure (3,11) représente le signal 117 débruité avec un seuillage doux.

L’onde mere de décomposition est la db8 avec un niveau de décomposition
n=3 SNR = 36,98

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons exposé les deux méthodes de débruitage des
signaux par la transformée en ondelette de donoho .A partir de cet exposé
nous pouvons déduire que ces dernieres sont basées sur le seuil estimé, les
simulations effectuées ont permis de remarquer que dans la pratique le signal
débruité reste toujours contaminé avec le bruit gaussien d’une maniere vi-
sible. La question que nous posons a la fin de ce chapitre est ce que le seuil
de donoho qui est utilisé dans les méthodes de débruitage par la transformée
en ondelette est optimal 7
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Conclusion Générale

Durant I’élaboration de ce modeste travail que nous nous sommes fixé,
plusieurs questions survolaient 'esprit, telles que : Pourquoi les ondelettes
sont apparues 7 Quels sont leurs fondements théoriques de base 7 Et ou
sont-elles impliquées en pratique ? En essayant de répondre a ces questions,
nous avons pu englober, d'une maniere suffisante, les notions de fond de la
théorie des ondelettes. La lecture attentive de plusieurs références et articles
de recherches en liaison avec les applications d’ondelettes, nous a conduit de
choisir les deux applications les plus répandues dans la littérature spécialisée
du domaine et qui sont : la compression d’images numériques et le débruitage
des signaux 1D/2D.

Les résultats obtenus, en compression d’images, issus de 1’algorithme pro-
posé sont encourageants. Néanmoins, la réflexion dans la direction de la
construction d'une onde mere la plus concentrant d’énergie et dédiée a la
compression semble étre tout a fait logique.

Concernant le deuxieme volet qu’est le débruitage, les résultats sont aussi
satisfaisants et montre bien la capacité de la transformée en ondelettes a
réduire le bruit additif gaussien d’'une maniere assez efficace. Un travail se
focalisant sur 'estimation du seuil en redéfinissant le critere d’optimisation
et en incluant d’autres outils mathématiques alliés aux ondelettes, fera 1’ob-
jet des travaux future.

A la fin, nous nous considérons heureux d’avoir eu cette opportunité in-
estimable de s’introduire au domaine fascinant de la recherche scientifique.
Nous espérons avoir la capacité de continuer a explorer le vaste monde des
ondelettes.
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